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Anotace

Cilem bakalafské prace je podrobné feSena sbirka vybranych dvaceti uloh
matematické olympiddy kategorie Z7Z5-Z9. Je wurCena zakim 5. az 9. tfidy
a odpovidajicim tfidam osmiletého a Sestilet¢tho gymndzia, ktefi se pfipravuji
na matematickou olympiadu ¢i jinou podobnou soutéz. Zarovei je urcena i pro ucitele,
ktefi jim pomahaji s pfipravou. Nekteré ulohy ze sbirky mohou byt vyuzity i v bézné
hodiné¢ matematiky jako zpestfeni vyuky. Soucasti prace jsou také zakladni informace

o matematické olympiade¢.

Annotation

The aim of the bachelor thesis is a detailed collection of solutions of selected twenty
tasks of the Mathematical Olympiad category Z5-Z9. It is intended for pupils in the 5"
to 9" grade and the corresponding classes of eight-year and six-year grammar school
preparing for the Mathematical Olympiad or another similar competition. It is as well
intended for teachers who help them with preparation. Some of the tasks can be used in
a standard Mathematics class as diversification of teaching. The thesis also includes

some basic information about the Mathematical Olympiad.
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2. Uvod

Tato bakalafska prace Analyza feSeni vybranych uloh matematické olympiady
kategorie Z - aritmetika je feSena jako sbirka vybranych uloh matematické olympiady
kategorii Z5-Z9, které jsem vSechny sama vypocitala. Tato sbirka je urCena zakiim
pfipravujici se na matematickou olympiadu nebo jinou podobnou soutéz (Pikomat,
PraSe, KoKoS, BrKoS, Matematicky klokan, Pythagoriada) ¢i pro ucitele, ktefi jim
pomahaji s jejich pfipravou. Nekteré ulohy ze sbirky mohou byt vyuzity i v bézné
hodiné matematiky. Ulohy z této sbirky jsou pievzaty z online dostupného zadani

matematické olympiady.

U kazdé tesené ulohy je napsan komentat, ve kterém upozoriiuji na mozné problémy
pfi feSeni. Je-li to mozné, zminhuji i radu Zakim, jak se témto problémum
pfi feSeni obdobné ulohy vyvarovat. Pokud pfi srovnavani svého a autorského feSeni
zjistim, ze jsou postupy odlisné, uvadim pak za Casti tilohy ¢i celou ulohou poznamku

(celé ¢i zkracené autorské feseni).

Téma matematické olympiddy jsem si vybrala, protoze jsem se této soutéze sama
ucastnila od 5. do 9. tfidy - tj. 58. ro¢nik (2008/2009) az 62. ro¢nik (2012/2013).
Ve skolnim roce 2020/2021 se kona jiz 70. ro¢nik matematické olympiady.

Ulohy matematické olympiady jsem vybirala podle nasledujicich kritérii:

— Ulohy sbirky jsou déleny na logické celky kategorie Z5-Z9 a dale uspotadany
podle kol soutéze a podle ¢isla tlohy. (od nejmensiho po nejvétsi)

— Z kazdé kategorie vybirdm prav€ Ctyfi aritmetické ulohy napfic¢ ro¢niky
matematické olympiady.

— Ze vsech potadanych kol kategorii vybiram alesponi jednu tlohu. (kategorie
Z5-78 maji kola Skolni a okresni, kategorie Z9 ma navic kolo krajské)

— Vzdy jedna uloha z kazdé kategorie je ulohou, se kterou jsem se setkala jako
resitel matematické olympiady.

— Vzdy jedna tloha z kazdé kategorie je vybrana z 1. kola aktudlniho 70. ro¢niku
matematické olympiady. (tj. ve Skolnim roce 2020/2021 a odpovidajicim

akademickém roce, ve kterém svoji bakalatskou praci pisi)



Seznam vybranych uloh a kli¢ jejich vybéru:

kategorie 1. aloha 2. tloha 3. tloha 4. uloha
70. ro¢nik,
Z5
I. kolo, Z5-1-3
70. ro¢nik,
Z6
I. kolo, Z6-1-2
70. ro¢nik,
Z7
I. kolo, Z7-1-2
70. ro¢nik,
Z8
. kolo, Z8-1-2
70. ro¢nik,
Z9
I. kolo, Z9-1-5
Tabulka €. 1 - Pfehled vybranych uloh
Kli¢ vybéru:

— Uloha vybrana z I. kola aktualniho 70. roéniku matematické olympiady.

Naroc¢nosti tiloh jsem ur¢ovala podle nasledujici tabulky:

analytické ulohy logické ulohy
lehka - uloha mé jednu zékladni otazku, - uloha ma jednu zakladni otazku
s pfi feSeni vyuzijeme nejvyse pét rovnic | a pouze jedno feSeni
- uloha mé jednu zékladni otazku, - uloha ma jednu zakladni otazku
sttedné | pfi feSeni vyuZzijeme Sest a vice rovnic a hledame vice feseni
tézka | - uloha ma vice otazek ¢i podotazek, - uloha ma vice otazek ¢i podotazek
pii feSeni vyuzijeme nejvyse pét rovnic | a pouze jedno feSeni
oy - uloha ma vice otazek ¢i podotazek, pti | - iloha ma vice otazek ¢i podotazek
el feSeni vyuzijeme Sest a vice rovnic a hledame vice feSeni

Tabulka ¢. 2 - Kriteria ptifazeni naro¢nosti tloh




3. Matematicka olympiada

3.1. Cil matematické olympiady
Matematickd olympiada je predmétova soutéZz z matematiky pro zaky zékladnich

a stfednich Skol, ktera ma za tkol vyhledat nadané a talentované zaky a dale pak
podporovat a rozvijet jejich odborny rist. Cilem soutéze je dat zakim prilezitost
k feSeni naro¢nych problému a dale nabidnout soustavu odbornych ¢innosti, které vedou
k popularizaci matematiky, informatiky a vSestranné péci o talentované Zzaky.
Matematickd olympiada je jednotna pro celé tizemi Ceské republiky, potada se
kazdorocné a ¢leni se podle kategorii a soutéznich kol. Vyhlasovatelem je Ministerstvo

Skolstvi, mladezZe a t€lovychovy. (Urban, 2016)

3.2. Organizace a rizeni soutéze
Matematickd olympiédda je organizovana v nasledujicich kategoriich:

— Kategorie Z5-Z9 pro zakladni skoly (5. az 9. tfida a odpovidajici tfidy
osmiletého a Sestilet¢ého gymnézia) - vSechny kategorie maji Skolni a okresni
kolo, kategorie Z9 ma navic kolo krajské.

— Kategorie A, B, C pro stfedni skoly (1. az 4. ro¢nik a odpovidajici tfidy
osmiletého a Sestiletého gymnazia) - vSechny kategorie maji Skolni a krajské
kolo, kategorie A ma navic kolo ustiedni.

— Kategorie P zamétena na informatiku pro stiedni Skoly (1. az 4. ro¢nik
a odpovidajici tfidy osmiletého a Sestilet¢ho gymndazia) - vSechny kategorie maji

Skolni, krajské a ustiedni kolo.(Urban, 2016)

Terminy konani jednotlivych soutéZnich kol matematické olympiady se stanovuje
tak, aby pokud mozno nebylo naruseno pravidelné vyudovani a obecné chod $kol. Ugast
74k v matematické olympiadé je dobrovolna. Zak soutézi v kategorii, ktera odpovida
jeho studijnimu ro¢niku, ale miZe soutézit i v kategoriich uréenych pro vyssi ro¢niky.
Ukolem zakil je samostatné vyiesit ulohy daného soutéZniho kola, p¥i¢emz jejich

myslenkovy postup musi byt srozumitelny. (Urban, 2016)

Utajeni textd uloh je nezbytnou podminkou regulérnosti soutéze. Se znénim tuloh
se vyjimkou uloh domaci casti Skolniho kola soutézici seznamuji bezprostiedné

pfi zahajeni vlastniho soutézniho kola. (Urban, 2016)



3.3. Organizace a vyhodnocovani vysledki dil¢ich kol soutéze
Skolni kolo matematické olympiady kategorii Z5-Z9 probiha tak, Ze si zak doma

vypocitd celkem Sest uloh, které nésledné odevzda povéfenému uciteli matematiky.
Odevzdani tloh skolniho kola je rozdéleno na dvé etapy, kdy zék nejprve odevzda prvni
tii ulohy v prvnim terminu a poté zbylé tii ulohy ve druhém terminu. Povéfeny ucitel
matematiky odevzdané ulohy opravi podle autorského feseni. Uspd$nym fesitelem
Skolniho kola je ten zak, ktery ma alespon u ¢tyf aloh hodnoceni vyborné nebo dobie.
Usp&sny zak pak postupuje do okresniho kola, kde je jiz na vypocet tiloh stanoveny
casovy limit: kategorie Z5 ma na tii lohy 90 minut, kategorie Z6-Z8 ma na tii ulohy
2 hodiny a kategorie Z9 ma na c¢tyii Glohy 4 hodiny. Ve vSech kategoriich se feSené
ulohy oboduji a podle souctu ziskanych bodd se sestavi pofadi tcastnikii okresniho
kola. Za kazdou tulohu miZe dostat zak maximalné Sest bodi. Zaci, kteii ziskaji
predepsany pocet bodi (zpravidla aspoit polovinu z dosazitelnych bodl),
se stanou Uspé$nymi fesiteli okresniho kola. V ptipadé kategorie Z9 pak urcity pocet
uspésnych fesiteltt postupuje do krajského kola, kde je pribéh a vyhodnoceni podobny
jako pfi kole okresnim. (MO, 2017)

Skolni kolo kategorii A, B, C ma dvé ¢asti - domdci a klauzurni. V domaci ¢asti zak
doma vypocita Sest uloh, které poté odevzdéa poveéfenému uciteli matematiky. Ten ulohy
opravi podle autorského feseni. Usp&inym fesitelem domaéci ¢asti je zak, ktery ma
alespon u ¢tyt uloh hodnoceni vyborné nebo dobfe. Nésledné je Zzak pozvan
do klauzurni ¢asti Skolniho kola, kde béhem 4 hodin samostatné fesi téi ulohy a kde jsou
povolené pomiicky psaci a rysovaci potfeby a Skolni matematicko-fyzikalni tabulky.
Nejlepsi ucastnici skolniho kola jsou nasledné pozvani do krajského kola, kde béhem
4 hodin samostatné feSi Ctyii ulohy. O potadi v krajskych kolech soutéze rozhoduje
souCet bodl ziskanych za jednotlivé tulohy. Za kazdou tlohu miiZze dostat Zzak
maximalné Sest bodi. Bodové hranice k urCeni uspé$nych fesiteld jsou stanoveny
centralné po vyhodnoceni statistik bodovych vysledka ze vSech kraji. V kategorii A pak
nejlepsi fesitelé krajského kola z celé republiky soutézi v ustfednim kole. Z vitéza
Gstfedniho kola se vybira druzstvo Ceské republiky, které je nasledné vyslano

na mezinarodni matematickou olympiadu. (MO, 2018)
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Ve skolnim kole kategorie P fesi Zaci ¢tyfi ulohy. ReSeni neodevzdavaji ve $kole,
ale odesilaji ho pres webové rozhrani podle pokynii uvedenych u uloh. Uspéni fesitelé
Skolniho kola jsou piimo pozvani do krajského kola a nasledné do tustiedniho kola,
jehoz vitézové se zGcastni kazdoro¢ni mezinarodni olympiady v informatice. (MO,

2018)

Kazdou fesenou ulohu okresniho, krajského a ustiedniho kola opravuji nejméné dva
Clenové poroty a 0 piipadnych nejasnostech rozhoduje predseda. Soutézici,
ktefi se umistili na prvnim az tfetim misté, obdrzi diplom s vyznacenim umisténi
a véceny dar v cené urcené zvlastnim pravnim predpisem. Soutézici, ktefi dosahli poctu
bodl stanovenych v pokynech, obdrzi diplom uspéSného feSitele. Ostatni soutézici

obdrzi diplom za ucast. (Urban, 2016)

Ustiedni komise matematické olympiady vydala v roce 2017 na zikladd
organiza¢niho tadu matematick¢ olympiddy kli¢ k urcéeni jednoznacného potadi
soutéZicich v krajskych kolech kategorii Z9, A, B, C, P a ustfednich kolech kategorii
A a P, kdyz jina kritéria nez pocty ziskanych bodl nejsou ptipustna. Zptsob rozliseni
poradi GspéSnych fesitelt se stejnym celkovym pocétem bodi je tedy na zakladé pocti
bodu ziskanych za jednotlivé ulohy. Bodové zisky kazdého soutéziciho v jednotlivych
ulohach se zapiSi v nerostoucim potadi jako Ctyfmistnd Cisla a tyto Cisla se poté

uspoiadaji podle velikosti. Nasledné se uréi koneéné potadi soutézicich. (Simsa, 2017)
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4. Kategorie Z5

4.1.70. ro¢nik (2020/2021), 1. kolo, Z5-1-3
Pan rezisér Alik potieboval do televizni pohadky &tyii psy. Dostal nabidku z Recka,

Belgie, Irska a z Dolni Lhoty. Vybral ovcaka, dalmatina, vlkodava a jezevcika, kazdého

z jiné zem¢, s riznym jménem a riznym veékem.

Nejstarsi ze psii byl jezevcik, bylo mu 5 let.
Bucki byl z nich druhy nejmladsi.

Vlkodav pochézel z Irska.

Pes z Dolni Lhoty se jmenoval Punta.

Oddi oslavil v¢era své Ctvrté narozeniny.
Ovceak pochazel z Belgie.

Rubby nebyl dalmatin.

Vlkodav mél tii roky.

Nejmladsi z vybranych pst byl Rubby, byly mu dva roky.

Zjistéte, jak se kazdy vybrany pes jmenoval, odkud pochazel, jaké byl rasy a kolik

mu bylo let.

ReSent:

Vytvotime tabulku, do které budeme postupné dopliiovat informace:

Do tabulky nejprve doplnime informace, které vychazi ze zadani.

zem¢ jméno

W

vek

ovcak

dalmatin

vikodav

jezeveik

1) Nejstarsi ze psi byl jezevéik, bylo mu 5 let.
2) Vlkodav pochazel z Irska.

3) Ovcak pochazel z Belgie.
4) Vlkodav mé¢l tfi roky.

12
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zeme jméno vek
ov¢ak Belgie (3)
dalmatin
vlkodav | Irsko (2) 3 roky (4)
jezeveik 5let (1)

Dale do tabulky doplnime informace, které vychazeji z kontextu:

Ze zadani vime, Ze véky psu jsou 2, 3, 4 a 5. Pes Bucki je druhy nejmladsi,
tj. jsou mu 3 roky. Jedna se tedy o irského vlkodava.

Ohledné¢ Rubbyho vime, ze jsou mu 2 roky a neni dalmatin. Zbyva tedy,
ze je ov¢ak. (vlkodavovi jsou 3 roky a jezevcikovi je 5 let)

Zbyva, ze dalmatinovi jsou 4 roky.

Ctyiletému psovi fikaji Oddi. Oddi je dalmatin.

Zbyvajici pes se jmenuje Punta - je to jezev¢ik a pochazi z Dolni Lhoty.

Zbyva, ze dalmatin je z Recka.

zeme jméno vek
ovéak Belgie Rubby 2 roky
dalmatin | Recko Oddi 4 roky
vikodav Irsko Bucki 3 roky
jezevCik | Dolni Lhota | Punta 5 let

Zjistili jsme, Ze:

ov¢ak se jmenuje Rubby, pochazi z Belgie a jsou mu 2 roky
dalmatin se jmenuje Oddi, pochazi z Recka a jsou mu 4 roky
vlkodav se jmenuje Bucki, pochazi z Irska a jsou mu 3 roky

jezevcik se jmenuje Punt’a, pochédzi z Dolni Lhoty a je mu 5 let

Komentar: Jedna se o lehkou tlohu, ve které zak musi umét spravné pracovat

s informacemi a odvodit na zakladé vyroki feSeni.

13



4.2.58. ro¢nik (2008/2009), 1. kolo, Z5-1-4

Klasicka hraci kostka se pifevracela naznaCenym smérem po planu na obrazku.
Na kazdém policku zlstaly otisknuty tecky ze stény, kterou se kostka planu dotykala.
Pocet vSech tecek otisknutych na planu byl 23.

Kolik te¢ek bylo otisknuto na vybarveném poli¢ku?

(Klasickd hraci kostka mé& na sténach teCky v poctu od 1 do 6 umisténé tak,
ze na protilehlych sténach je vZdy dohromady 7 tec¢ek. Plan je tvoten ctverci, které jsou

stejné velké jako stény kostky.) (M. Dillingerovd)

Reseni:
Ze zadani vime, Ze pocet otisknutych tecek byl 23. Zaroven plati, Ze soucet dvou
protilehlych stén kostky je 7. (Uloha je na prostorovou predstavivost - zak musi spravné

rozli$it protilehlé strany.)

Tuto tlohu lze fesit dvéma rliznymi zptsoby.

1. ReSeni

Policka ozna¢ime pismeny a — g.

14



Sepiseme protilehla policka, tj. jejich soucet je 7:

at+c=7
ct+te=7
etg=7
d+f=7

Krom¢ téchto rovnic protilehlych poli¢ek zname soucet vSech otisknutych tecek,
tj. soucet policek a — g.

a+b+c+d+e+f+g=23

Do vySe uvedené rovnice dosadime a+c=7, e+ g=7 ad+ f =7. (Rovnici
¢ +e =7 nevyuZijeme, protoze obé neznamé jsou jiz obsazeny v predchozich
rovnicich.) Tim dostaneme:

7+b+7+7=23
b=23-b
b=2

Na vybarveném policku byly otisknuty dvé tecky.

Komentar k 1. reseni: VétSina zaku si zvoli tento zplsob feSeni, protoze se jedna

o zakladni Givahu ¢i nepfijdou na vyjadieni a + ¢ = a + (7 — a).

2. Reseni

Uvédomime si, Ze vztah pro protilehld policka lze znazornit a napsat timto

zpusobem:
alb]|7a
atc=7
c=7—a

Podle vysSe uvedeného systému oznacime prvni policko jako a, druhé policko jako b.
Tieti policko je protilehlé k a, piseme tedy 7 —a. Ctvrté politko nelze oznadit
jako a,b,7 — a; proto ho znacCime c. Paté policko je protilehlé k 7 — a, protoze
7—(7—a)=7—-7+a=a, oznadime ho a. Sest¢ politko je protilehlé k c,
oznacujeme ho tedy 7 — c. Posledni sedmé policko je protilehlé k a, zna¢ime tedy

7 —a.
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Takto vyjadiend policka zapiSeme do rovnice poctu otisknutych te¢ek a upravime:
a+b+(7—a)+c+a+(7—-c)+(7—a) =23
atb+7—a+c+a+7—-c+7—a=23
b+21=23
b=2

Na vybarveném policku byly otisknuty dvé tecky.

Poznamka: V autorském feSeni se nejprve secetla leva strana vySe uvedené rovnice

a teprve pak se vytvoftila rovnice 21 + b = 23 a vysel vysledek b = 2.

Komentar k 2. Feseni: Tento zplsob feseni zvolil zak, ktery upravil vztah a +¢c =7

nac = 7 — a. Celkové se jedna o lehkou tlohu.

4.3. 62. ro¢nik (2012/2013), 1. kolo, Z5-1-5
Vypoltite 3 - 15 + 20 : 4 + 1.

Pak doplite zavorky do zadani tak, aby vysledek byl:
1. co nejvétsi celé Cislo,

2. co nejmensi celé ¢islo. (M. Volfova)

Reseni:
Tuto tlohu Ize feSit dvéma riznymi zpusoby. Nejprve vsak vypocitame zadany
ptiklad bez umisténi zavorek (abychom méli pfedstavu o zakladnim vysledku):

3:154+20:4+1=45+5+1=51
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1. ResSeni

VétSina zékd by ulohu feSila vypsanim variant s jednou ¢i dvéma smysluplné
umisténymi zédvorkami. Varianty se zbytecné napsanymi zavorkami nepiSeme (kdyby
tam nebyly, piiklad by mél stejné feseni):

[(3-15)+20]:4+1=[3-15+20]:4+1

1 zavorka

(3:154+20):4+1=(45+20):4+1 neni celé Cislo
3:(15+20):4+1=3-35:4+1 neni celé ¢islo
3-(15+20:4)+1=3-(1545)+1=3-20+1=60+1= 61
3:-(154+20:4+1)=3-(15+5+1)=3-21=63

3.15+20:(4+1) =45+20:5 =45 + 4 = 49

2 zavorky

(3.15+20): (4 + 1) = (45 +20):5=65:5 = 13

3

.(15+20):(44+1)=3-35:5=105:5 = 21

3

-[(154+20):4+ 1] =3-[35: 4+ 1] neni celé Cislo

3

[15+20:(4+1)]=3-[15+20:5]=3-[15+4] =3-19 =57

Na posledni dvé varianty mozna Zaci nepfijdou, protoZe by jim mohly pifijit pfilis
slozité ¢i komplikované. Z vyse uvedené tabulky vybereme varianty:
1. snejvetsim celym Cislem: 3- (15+20:4+1) = 63
2. s nejmensim celym Cislem: (3 - 15+ 20): (4 + 1) = 13

Poznamka: Dle autorského feSeni by ncktefi zaci mohli vynechat nékteré varianty,

protoze by vysledek byl moc maly.

2. ReSeni

Nehledame vSechny mozné varianty, ale odiivoditujeme sviij postup hledanim:

a) nejvetsiho délitele a nejmensiho vyrazu, ktery nasobime tfemi (=vysledek
s nejveétsim celym cislem):

3-(15420:4+1) =63
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b) nejmensiho délitele a nejvétsiho vyrazu, ktery nasobime tiemi (=vysledek
s nejmensim celym c¢islem):

(3:154+20):(4+1) =13

Poznamka: Zéka mize napadnout umistit zdvorku doprostied dvojmistného Ccisla
- 1 takové feSeni je dle autora platné.

(3-154+2)0: (4+1)=47.0:5=0

Komentar: Uloha se zda na prvni pohled jednoduché, proto by nékteii Z4ci mohli byt
spokojeni s nalezenim nékolika variant a nenajit Uipln€ vSechny. Jednd se o stfedné

tézkou ulohu. Pfijde mi zv1aStni uznat feSeni s rozdélenim dvojciferného ¢isla.

4.4.56. ro¢nik (2006/2007), 11. kolo, Z5-11-1
Dévéata sbirala vicka od PET-1ahvi. Sarka jich nasbirala 20, Svétlana 29, Marta 31,

Maruska 49 a Monika 51. Kazda z divek nasypala vSechna sva nasbirana vicka bud’
do modré¢, nebo do Cervené krabice. Pavlik pfi pocitani vicek zjistil, ze v modré krabici
je dvakrat vice vic¢ek nez v Cervené. Které z divek nasypaly sva vicka do modré a které

do Cervené krabice? (L. Hozova)

Reseni:
Maéme dvé€ krabice. V modr¢ krabici je dvojnasobek toho, co je v Cervené krabici.
Celkovy pocet vicek v obou krabicich je:

20+ 29+ 31+49+51 =180

Pocet vicek rozdélime na 3 stejné dily.

180:3 =60
V cervené je 1 dil (60 vicek) a v modré jsou 2 dily (2 - 60 = 120 vicek).
Nyni je potieba zjistit, kterd Cisla davaji soucet 60 a ktera 120.
— soucet 60 - vzhledem k velikostem ¢isel hledame 2 ¢isla (dalsi soucty cisel, které

jsou vétsi jak 60, neuvazujeme)
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30+29 =159 20+51=71
20+ 31 =51 29+ 31 =60
20+ 49 =69

Z vyse uvedené tabulky vychézi, Ze soucet 60 davaji ¢isla 29 a 31.

Soucet 120 davaji zbyla cisla, tj. 20, 49 a 51.
20+49+ 51 =120

Do cervené krabice nasypala vicka Svétlana a Marta, do modré nasypala vicka

Sarka, Maruska a Monika.

Komentdr: Uloha je lehkd. Navic je uréena pro druhé kolo soutéZe, kde je Gas

na fesSeni tloh omezeny.
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5. Kategorie Z6

5.1.59. roé¢nik (2009/2010), I. kolo, Z6-1-1

Jenic¢ek s Marenkou chodi k babicce, ktera ma cukrarnu a prodava perniky. Oba dva
ji samoziejmé pomahaji, hlavné se zdobenim. Za dobu, kdy babicka ozdobi pét perniki,
ozdobi Matenka tfi a Jenicek dva. Pii posledni navstéveé ozdobili vSichni tfi dohromady
pét plnych tac. Matenka s babi¢kou zdobily po celou dobu, Jenicek kromé zdobeni
rovnal perniky po dvanacti na jeden tdc a odnaSel je do spize. VSichni ti1 ve stejnou
dobu zacali 1 skon¢ili.

1. Kolik pernickti ozdobil Jenic¢ek?

2. Jak dlouho jim cela prace trvala, kdyz babicka ozdobi jeden perni¢ek za 4 minuty?

3. Jak dlouho pomahal Jenicek zdobit? (M. Petrova)

ReSent:

Ze zadani vime, ze za stejnou dobu ozdobi:

babicka ..o 5 pernikt
Martenka ........ccoevvviiiiiiiieen, 3 perniky
JeniCek....ooooviiiiiiiii, 2 perniky

Vime, Ze zdobili 5 tach a ze na kazdém z nich bylo 12 pernikd.

5-12 =60
1. Kolik pernickii ozdobil Jenicek?
Uvazujeme Casovy usek (=cyklus), ktery je celé Cislo a za ktery dohromady
babicka, Mafenka a Jenicek ozdobi 5 + 3 + 2 = 10 pernicki.
Tato podotazka ma dva zpUsoby feseni:
1. zpusob

Kdyby Jenicek pouze zdobil, potiebovali by
60 : 10 = 6 cyklu.

20



Protoze ale Jenicek nezdobil celou dobu, potifebovala babicka s Matrenkou
zdobit alesponl 7 cykl, tj.
(5+3):7=8-7=56
Zbylé 4 perniky by zdobil Jenicek.

Kdyby zdobila babicka s Matenkou 8 cykll, nazdobily by
(54+3):8=8:-8=064

Nejedna se o vysledek, nebot’ tolik pernikli ani nebylo.

2. zpusob
Vynechame Jenickovo zdobeni a vypocitame, kolik cykld je potieba,
aby babicka s Maruskou ozdobily perniky.
60:(5+3)=60:8=7,zbytek 4.
Zbylé 4 perniky ozdobil Jeni¢ek. Kdyby bylo cykla 6, zdobil by celou dobu

1 Jenicek.

2. Jak dlouho jim cela prace trvala, kdyz babicka ozdobi jeden perni¢ek za 4 minuty?
Jeden cyklus trva

4 .5 = 20 minut.

Cela prace trva 7 cykld, tj.
7 - 20 = 140 minut (=2h 20 min)

Cela prace jim trvala 2h a 20 minut.

3. Jak dlouho pomahal Jenic¢ek zdobit?
Jenicek zdobil 4 perniky, coZ jsou prave 2 cykly, tj.
2 - 20 = 40 minut.

Jenicek pomahal zdobit 40 minut.

Komentdr: Jedna se o stiedné tézkou ulohu. Zak si musi vytvofit pojem cyklus

a spravné s nim pracovat.
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5.2.70. roé¢nik (2020/2021), 1. kolo, Z6-1-2

Vzal jsem klasickou Cernobilou Sachovnici, ktera byla tvofena 8 X 8 ¢tvercovymi
policky se stranami délky 3 cm. Policka jsem v daném ramci pieskladal tak, ze vznikl
jeden cerny obdélnik, jeden Cerny Ctverec a jeden souvisly bily utvar. Jednotliva policka
se i po preskladani dotykala celymi stranami. Cerné ttvary se nedotykaly (ani rohem)
a kazdy z nich m¢l alespon jednu stranu spole¢nou s okrajem Sachovnice.

Urcete nejvetsi mozny obvod bilého ttvaru a nakreslete, jak by v takovém ptipadé

mohl vypadat. (M. Mach)

Reseni:

Mame 64 ¢tvercovych polic¢ek o stran€ 3 cm. Z toho je 32 bilych a 32 ¢ernych.

Nejprve uréime rozmeéry utvarti (étverec a obdélnik), které vzniknou z Cernych
poli¢ek. (Zak musi rozdélit zbyvajici poli¢ka na nasobky dvou &isel - ani jedno z t&chto

¢isel nesmi byt vetsi nez 8, protoze pak by se obdélnik nevesel do rozméru Sachovnice.)

¢tverec obdélnik
rozmery pocet policek mozné rozméry | pocet policek
1x1 1 1x31% 32-1=31
2x2 4 2x14,4x7” | 32-4=28
3x3 9 1x239 32 -9 =23
4 x4 16 2x8,4x49 | 32-16=16
5x5 25 1x79 32-25=7
6x6 | 36 - cernych policek nelze 32—-36=-4
ani tolik neni - nelze

a) 1 x 31 - obdélnik se nevejde - délka jedné strany je 31

b) 2 x 14 - obdélnik se nevejde - délka jedné strany je 14
4 x 7 - obé€ strany nejsou vEtsi nez 8, mozné feseni

c) 1 x23-obdélnik se nevejde - délka jedné strany je 23

d) 2 x 8- ob¢ strany nejsou vétsi nez 8, mozné feseni
4 x 4 - obé€ strany nejsou vétsi nez 8, mozné feSeni (Ctverec je specialni piipad
obdélniku, ktery ma vSechny strany stejn¢ dlouh¢)

e) 1 x 7 - obé¢ strany nejsou veétsi nez 8, mozné feseni
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Mozna fteSeni zapiSeme do tabulky:

¢tverec obdélnik
rozmery pocet policek rozmery pocet policek
2x%2 4 4x79 28
4 x4 16 2x8% 4%x49 16
5x5 25 1x79 7

Vyse uvedena feSeni si zndzornime a uréime obvod bilého utvaru. ReSeni se stejnym

obvodem, ale jinak umisténé neznazoriiujeme.

Priklad stejnych feSeni:

46 - 3=138cm 46 - 3=138cm 46 - 3=138cm 46 - 3=138cm

Mozna feSeni:

a)

nu £

46 - 3=138cm 32-3=96cm 50 - 3=150cm 36 - 3=108 cm

- nejednd se o feseni, 28 -3=84cm 36 - 3=108 cm
protoze bily utvar
neni souvisly

b)
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- nejedna se o feSeni, protoze se rohy utvart dotykaji a bily utvar neni souvisly

d)

1

46 - 3=138cm 32-3=96cm 56 - 3=168 cm 42 - 3=126 cm

Ze znazornénych moznosti vyplyva, ze bily utvar mé nejvétsi obvod v piipadé,

ze mame Ctverec 5 X 5 a obdélnik 1 x 7 takto usporadan:

|

Komentar: Ne&kteti Zaci budou spokojeni s nalezenim nékolika moZnych feSeni

bez toho, aby si uvédomili, Ze feSeni jsou stejnd (pfestoZze nejde o pocet FeSeni,

ale o nejvétsi mozny obvod). Jedna se o stiedné téZkou tlohu.

5.3.54. ro¢nik (2004/2005), 1. kolo, Z6-11-1

Desetinné ¢islo nazveme vyvazené, jestlize je soucet Cislic lezicich pred desetinnou
¢arkou roven souctu éislic za desetinnou carkou. Napt. ¢islo 25,133 je vyvazené.
V kazdém z cisel 497 365,198 043 a 197 352,598 062 skrtni nékolik cislic tak,
aby vzniklo a) co nejvétsi vyvazené Cislo, b) vyvazené Cislo s co nejvétsim poctem

Cislic. (S. Bedndarova)
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Reseni:
Ze zadani ziskdvame definici vyvazeného ¢isla:

25 , 133

souet2+5=7 soutet1+3+3=7

Cislice pred a za desetinnou ¢arkou se rovnaji, tj. maji stejny soucet.

Nejprve vezmeme Cislo 497 365,198 043 a seCteme Ccislice na obou stranach

desetinné Carky.

497365 , 198043
4+9+7+3+6+5=34 1+9+8+0+4+3=25

Vsimneme si, ze pied desetinnou carkou je soucet Cislic vétsi o 9, proto
musime vyskrtnout ¢islice o celkové hodnoté. Moznosti mame tfi - vySkrtneme
bud’ jednu ¢islici (9), nebo dvé Cislice (4 + 5 nebo 3 + 6). Vzhledem ke kritériim

hledanych ¢isel ndm vSak zlstava jedind moznost - vySkrtnuti ¢islice 9.

a) co nejvetsi vyvazene Cislo

Toto Ccislo dostaneme tak, ze nejprve Skrtneme Cislici 9, ktera je
pfed desetinnou ¢arkou. Dostaneme tak ¢islo 47 365,198 043. Déle mzeme
Skrtnout ¢islici 0, kterd nam soucet ¢isel za desetinnou carkou neovliviiuje,
avSak vysledné ¢islo bude 0 Ctyfi desititisiciny vetsi. Dostaneme tak vysledné

nejvetsi vyvazené Cislo 47 365,198 43.

b) vyvazené Cislo s co nejvétsim poctem cislic
Nejvétsi pocet Cislic dostaneme tak, Ze Skrtneme Cislici 9, ktera je
pred desetinnou ¢arkou a dostaneme ¢islo 47 365,198 043, které ma nejvetsi

pocet Cislic a zaroven je vyvaZzenym c¢islem.
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Nyni budeme feSit Cislo 197 352,598 062. Opét ur¢ime soucet Cislic na obou

stranach desetinné carky.

197352 , 598062
1+9+7+3+5+2=27 5+9+8+0+6+2=30

Zjistili jsme, ze soucet Cislic pred desetinnou ¢arkou je o 3 mensi. Vzhledem
k tomu, ze za desetinnou Carkou neni Cislice 3, musime najit takové feSeni,
kde budeme skrtat celkem c¢islice dvé (jednu pfed desetinnou ¢arkou o hodnoté x

a jednu za desetinnou ¢arkou o hodnoté x + 3).

Nejprve nalezneme dvojice Cislic, které splituji vySe uvedenou podminku. Za x

uvazujeme pouze takové Cislice, které jsou uvedeny pied desetinnou c¢arkou

(tj. cislice 1, 2, 3,5, 7).

x =1 x; + 3 =4 | tuto Cislici ¢islo za desetinnou ¢arkou neobsahuje

x2=2 x2+3=5

X3=3 X3+3=6

X4_=5 X4,+3=8

x5 =7 | x5+ 3 =10 | nelze, tento soucet neni ¢islici

Xe =9 | x¢+ 3 =12 | nelze, tento soucet neni ¢islici

Po vyskrtnuti vySe uvedenych Cislic jsme ziskali nasledujici Cisla:

19 735,980 62 bez ¢islic2 a5
19 752,598 02 bez Cislic3 a6
19 732,590 62 bez ¢islic 5a 8

a) co nejvetsi vyvazene Cislo

Nejvétsi z vyse uvedenych ¢Cisel je ¢islo 19 752,598 02. Jako u predchoziho
¢isla mizeme ze stejného diivodu Skrtnout ¢islici O - soucet Cisel za desetinnou
carkou neovliviiyje, avSak vysledné ¢islo bude pak vétsi. Tak dostaneme cislo

19 752,598 2, které je nejvetSim vyvazenym cCislem.
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b) vyvazené Cislo s co nejveétsim poctem Cislic
Jedna se o tfi Cisla (tfi feSeni), kterd jsme ziskali vyskrtnutim dvojic Cislic
2+5, 3+6 a 5+8, t].
19 735,980 62
19 752,598 02
19 732,590 62

N 24

vyskrtavani Cislic tak, aby vyslednd Ccisla spliiovala vSechny uvedené podminky.

Jedna se o t&zkou tlohu. Zak se miize spokojit s jednim feSenim a nehledat pak dalsi.

5.4. 60. ro¢nik (2010/2011), 11. kolo, Z6-11-3

V 1éte se u babicky sjelo Sest vnoucat a vime o nich, ze

Martinka se nékdy musi starat o brasku Tomaska, ktery je o 8 let mladsi,
Vérka, kterd je o 7 let star$i nez Ida, rdda vypravi straSidelné ptibchy,

s Martinkou se Casto pere o rok mladsi Jaromir,

Tomasek je o 11 let mladsi nez Kacka,

Ida casto zlobi svého o 4 roky starSiho bratra Jaromira,

kluktim je dohromady 13 let.

Jak staré jsou vSechny zminované déti? (M. Volfova)

ReSeni:

Vytvotime tabulku, do které napiSeme tidaje ze zadani:

Martinka

Kacka

Vérka

0 7 let star$i nez Ida

Tomasek | o 8 let mladsi nez Martinka

o 11 let mladsi nez Kacka
dohromady 13 let

Jaromir o 1 rok mladsi nez Martinka

0 4 roky star$i nez Ida

Ida

rada vypravi strasidelné ptib&hy - informace, kterou nijak nevyuZzijeme
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Vyse uvedenou tabulku si pfepiSeme prehlednéji, aby se ndm s ni pracovalo 1épe:

Martinka
Kacka 0 11 let starSi nez Tomasek
Vérka 0 7 let stars$i nez Ida

Tomasek | o 8 let mladsi nez Martinka
dohromady 13 let

Jaromir o 1 rok mladsi nez Martinka

Ida o0 4 roky mladsi nez Jaromir

V¢eék Martinky oznacime jako X. Dostaneme tak nasledujici tabulku. (Nejprve jsme

vyjadrili v€k Tomaska a Jaromira, poté v€k Kacky a Idy a nakonec vek Vérky.)

Martinka X

Kacka x—8)+11=x—-8+11=x+3
Vérka (x—=5)+7=x—-5+7=x+2
Tomasek x—8

Jaromir x—1

Ida x—1)—-4=x—1—-4=x-5

Vime, Ze soucet veki kluki je 13 let. Dostdvame tak rovnici:

x—8+x—-1 = 13
2x = 1349
2x = 22
x =11 let

Nyni mizeme dosadit hodnotu x = 11 do vyse uvedené tabulky a zjistit tak, kolik let

je vnoucatiim.

Martinka x =11 let

Kacka x+3=11+3 =14 let
Vérka x+2=11+2=13let
Tomasek x—8=11—-8 = 3roky
Jaromir x—1=11-1=10let
Ida x—5=11-5=6let
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Poznamka: Autorské feSeni s neznamou nepracuje, nybrz bere jako hlavni myslenku
vyrok, ze ,.klukiim je dohromady 13 let*. Kombinaci vyrokt ,,Martinka se né¢kdy musi
starat o braSku Tomaska, ktery je o 8 let mladsi* a ,,s Martinkou se Casto pere o rok

mladsi Jaromir* dostavame, Ze Jaromir je o 7 let starSi nez Tomasek.

Dale autorské feseni vznasi hypotézu: ,,Kdyby byl Tomasek o 7 let starsi (tedy stejné
stary jako Jaromir), bylo by jim dohromady 20 let., tj.

Tomasek + 7 let = Jaromir

Dostavame tak rovnici:
Tomasek + 7 let + Jaromir =13 + 7
2 - Jaromir = 20 let
Jaromir = 10 let

a pak Tomasek 10 — 7 = 3 roky
Poznamka: Vyse uvedené feSeni pouziva vyjadfeni neznamé x. Autorské feSeni
pracuje s vyroky konkrétn¢, ale uvaha nad ur¢enim véku klukd mize byt pro nékteré

zaky matouci.

Komentar: Jedna se o stiedné tézkou tlohu.
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6. Kategorie Z7

6.1. 60. ro¢nik (2010/2011), I. kolo, Z7-1-1

Soucin cislic libovolného vicemistného Cisla je vzdy mensi nez toto Cislo. Pokud
pocitime soucin Cislic daného vicemistného ¢isla, potom soucin ¢islic tohoto soucinu,
poté znova soucin ¢islic nového soucinu atd., nutné po n¢jakém poctu krokl dospéjeme
k jednomistnému cislu. Tento pocet krokd nazyvame perzistence ¢isla. Napt. ¢islo 723
ma perzistenci 2, nebot’ 7 - 2 - 3 = 42 (1. krok) a 4 - 2 = 8 (2. krok).

1. Najdéte nejvétsi liché Cislo, které ma navzéjem razné Cislice a perzistenci 1.

2. Najdéte nejvetsi sudé Cislo, které ma navzijem rizné nenulové Cislice
a perzistenci 1.

3. Najdéte nejmensi ptirozené Cislo, které ma perzistenci 3.

(S. Bednarova)

Vime, Ze liché ¢islo je ¢islo, které kon¢i lichou ¢islici, tj. 1,3,5,7,9. Méame
pouzit navzajem ruzné C¢islice. V zadani neni napsano, ze nesmime pouzit ¢islici 0
- nesmi byt v§ak na zacatku (neovlivnilo by pocet pouzitych cislic - tj. ¢islo 0985

a 985 bereme, ze jsou stejnd) a na konci Cisla (hledame ¢islo liché).

Sestavime Cislice od nejvétsi po nejmensi tak, ze Cislice 0 a 1 prohodime
a dostaneme Cislo 9876543201. Perzistence tohoto ¢isla je:

9:8:7:-6:5-4-3-2-0-1=0, perzistence 1

Tentokrat mame jiz v zadani napsano, Ze nesmime pouZzit ¢islici 0. Hledame
tedy sudé Cislo s co nejvétsim poctem Cislic, tj. konci Cislicemi 2, 4, 6, 8. Zaroven
vime, zZe ciferny soucin bude také sudy (2-2 =4, 2-3 =6 - vysledek vzdy
sudy). Protoze ndsobeni Cislici 1 nijak neovliviiuje vysledek, mizeme ji vzdy

zapisovat do ciferného soucinu.
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ciferny rozklad varianty Cisel
soucin
2 1-2 12
1-2-2 nelze - opakovani ¢islic
) 1-4 14
1-2-3 132
6 312
1-6 16
1-2-2-2 nelze - opakovani Cislic
1-2-4 124
o 142
214
412
1-8 18

Z vyse uvedenych Cisel je nejvetsi Cislo 412.

Komentar: Ne&kteti zéci si nejspiS neuvédomi, ze nasobky sudych cislic maji

vzdy sudy ciferny soucin a budou tak sadhodlouze vypisovat v§echny moznosti.

Vime, Ze jednociferna ¢isla maji vzdy perzistenci 1.

Také vime, Ze dvojmistnéd Cisla obsahujici ¢islice 1 a 0 maji perzistenci 1,
protoze jejich ciferny soucin je nejvyse 9.
10,1 -0 = 0 - perzistence 1,
19,19 =9 - perzistence 1.

Déle vime, ze dvojmistna ¢isla obsahujici Cislici 2 maji perzistenci nejvyse 2,
protoze jejich ciferny soucin je nejvyse 18.
12,12 = 2 - perzistence 1,
29,2-9 =18, 1-8 =9 - perzistence 2.
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Z téchto diivodii zaéneme provétovat Cisla az od Cisla 33:

Cislo rozklad perzistence
33 3:3=9 perzistence 1
34 3:4=12,1-2=2 perzistence 2
35 3:-5=15,1-5=5 perzistence 2
36 3:6=18,1-8=18 perzistence 2
37 3-7=21,2-1=2 perzistence 2
38 3:8=24,2-4=8 perzistence 2
39 3:9=27,2-7=14,1-4=4 perzistence 3

Zjistili jsme, Ze nejmensi piirozené ¢islo s perzistenci 3 je ¢islo 39.

Komentar: Jako u piedchoziho ukolu mohou Zzaci vynechat tvahu o jiz
zjisténych vlastnostech perzistence cisla a zacit tak vypisovat c¢isla zcela

od zacatku, tj. od ¢isla 0 ¢i 1. Jedna se o stiedné téZkou tlohu.

6.2.70. ro¢nik (2020/2021), I. kolo, Z7-1-2

Kuba se domluvil s bacou, ze se mu bude starat o ovce. Baca Kubovi slibil,
ze po roce sluzby dostane dvacet zlatych a k tomu jednu ovci. Jenze Kuba dal vypovéd,
pravé kdyz uplynul sedmy mésic sluzby. I tak ho Baca spravedlivé odménil a zaplatil
mu pét zlatych a jednu ovci.

Na kolik zlatych si baca cenil jednu ovci? (L. Hozova)

Reseni:
Ze zadani vime tyto informace:
1 rok (=12 MESICT) .vvvvivvieiiieiieee e 20 zlatych + 1 ovce

T MESICU. ..o 5 zlatych + 1 ovce

Odecteme od odmény za 1 rok odménu za 7 meésich a ziskdme odménu
za zbyvajicich 5 mésict.
20 zlatych + 1 ovce - 5 zlatych + 1 ovce = 15 zlatych

12 mésicu 7 meésicu 5 mésicu
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Vime, ze za zbyvajicich 5 mésict by si Kuba vydé¢lal 15 zlatych.
Primérné je to:

15 : 5 = 3 zlaté za 1 mésic.

Za rok by si vydélal ve zlatych:
3-12 = 36 zlatych,
ale baca by mu dal 20 zlatych a 1 ovci.

Nyni lze vypocitat, na kolik zlatych si baca ovci ceni:

36 — 20 = 16 zlatych

Baca si ceni jednu ovci na 16 zlatych.

Komentar: Celkové se jednd o lehkou ulohu, kterd je vSak umérnd véku

a schopnostem zaka.

6.3. 66. ro¢nik (2016/2017), I1. kolo, Z7-11-1

Maruska dostala od babicky kouzelnou mosnu, kterd vzdy o pulnoci
zdvojnasobovala mnozstvi zlat’dkl, které obsahovala. V pondéli v poledne vloZila
Maruska do prazdné mosSny né&jakeé zlat’dky. V utery a ve stfedu si z moSny vybrala vzdy
40 zlatakt a nic do ni nevkladala. Ve Ctvrtek si opét vybrala 40 zlatakti a mosna byla
prazdna.

Kolik zlat'dki vlozila Maruska v pondé€li do mosny?

Kolik zlatdkti mela do prdzdné mosny vlozit, aby mohla opakované kazdy den
vybirat 40 zlat’akli, nemusela nic vkladat a aby kazdy den pied vybérem byl pocet

zlat’ak v mosn¢ stejny? (M. Volfovd)
Reseni:

V této tloze muzeme vyuzit dva postupy - analyticky (vychazime z otazky ulohy)
a synteticky (vychazime z danych udaju). (Divisek, 1989 str. 143)
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1. Analyticky postup ieSeni

1.
Ulohu si miizeme znézornit. Jako X si ozna¢ime pocet zlat'aki v pondéli.
Pond¢li X
Utery 2x — 40
Stieda 2(2x —40) — 40 = 4x — 80 — 40 = 4x — 120
Ctvrtek 2(4x — 120) — 40 = 8x — 240 — 40 = 8x — 280

Ze zadani vime, Ze po vybrani 40 zlataki ve ctvrtek nezbyl v mosné zadny.

Dostaneme tak rovnici:

8x — 280 = 0
8x = 280/:8
X = 35

Maruska vlozila v pondéli do mosny 35 zlat'aki.

Poznamka: Zak mtize udélat chybu, pokud nebude ihned upravovat vyrazy.

Op¢ct si ulohu zn4dzornime. Oznacime vstupni hodnotu y. Dalsi dny bude

vzdy hodnota stejna.

Pondéli y

Utery 2y — 40
Stfeda 2y — 40
Ctvrtek 2y — 40

MiiZzeme proto zapsat rovnici:

2y—40 =y
y = 40

Maruska méla v pondéli vloZit do mosny 40 zlat'ak.
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2. Synteticky postup FesSeni
1.

Zaciname pocitat odzadu. Opét zapisujeme do tabulky.

Ctvrtek pied vybérem 40 zlataka

Stieda pied zdvojnasobenim 40 : 2 = 20 zlat’akt
pted vybérem 20 + 40 = 60 zlataki

Utery pied zdvojnasobenim 60 : 2 = 30 zlataka
pted vybérem 30 + 40 = 70 zlataki

Pondé€li | pfed zdvojnasobenim 70 : 2 = 35 zlat'’aka

vloZeno 35 zlat'aku

Zjistili jsme, ze do mosny vlozila Maruska 35 zlat'aki.

Uvazujeme, ze pocet zlatakl pred zdvojnasobenim musi byt roven vybéru

40 zlatakt. Vychazi nam tak, ze Maruska vlozila do mosny praveé 40 zlataki.

Komentar: Jedna se o stfedné tézkou ulohu. Pfi srovnani vySe uvedenych postupti
si muzeme vSimnout, ze analyticky postup je mnohem cilevédoméjsi a synteticky

je vice spekulativni. (DiviSek, 1989 str. 143)

6.4. 63. ro¢nik (2013/2014), I1. kolo, Z7-11-1

Tabulka na obrdzku ma obsahovat sedm pfirozenych ¢isel, pficemz v kazdém Sedém
poli ma byt soucin c¢isel ze dvou bilych poli, kterd s nim sousedi. Cisla v bilych polich
jsou navzajem riiznd a soucin ¢isel v Sedych polich je roven 525.

Jaky je soucet Cisel v Sedych polich? Najdéte vsechny moznosti. (E. Patdkova)

ReSeni:
Bila pole si oznaime pismeny a,b,c,d. Sedid pole doplnime jako soudiny
sousednich bilych.
a a-b b b-c c c-d d
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Ze zadéani vime, Ze soucin Cisel v Sedych polich je 525. Dostdvame tak rovnici,

kterou nasledné upravime:

abbccd = 525
ab?c?d = 525

Vime, Ze ¢islo 525 ma byt soucin ¢tyf riznych piirozenych ¢isel, z néhoz jsou dvé
v soucinu dvakrat. Rozlozime proto ¢islo 525 na soucin prvocisel.

525=3-5%.7

U takto rozlozeného Cisla si mizeme vSimnout, Ze obsahuje jiz druhou mocninu.
Dalsi druhou mocninou, kterou potiebujeme do rovnice ab?c?d = 525, je 12, ktera
vSak soucin nijak neovliviiuje. Vime tedy, ze Cisla 1 a 5 musi byt ve vnitinich bilych
polich a ¢isla 3 a 7 musi byt ve vnéjSich bilych polich. Mame tak nasledujici dvé
moznosti umisténi (dal$i dvé jsou osové soumérna) a ur¢ime soucet Cisel v Sedych

polich:

3 3 1 5 5 35 7
-soucet: 3+ 5+ 35 =43

3 15 5 5 1 7 7
-soucet: 15+ 5+ 7 =27

Osovée soumérna feSeni:
7 7 1 5 5 15 3
-soucet: 7+ 5+ 15 = 27

7 35 5 5 1 3 3
-soucet: 35+ 5+3 =43

Komentdr. Nékteti zaci mohou zprvu pochybovat, ze 12 je dalsi hledana mocnina.
Dale si mohou myslet, Ze osové soumérna feSeni jsou dal§imi plnohodnotnymi feSenimi.

Jedna se o stiedné tézkou tlohu.
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7. Kategorie Z8

7.1.70. ro¢nik (2020/2021), 1. kolo, Z8-1-2
Na zahrad¢ staly tfi bedny s jablky. Celkem bylo jablek vice nez 150, avSak

méné nez 190. Maruska pfemistila z prvni bedny do dvou dalSich beden jablka tak,
ze se jejich pocet v kazdé z téchto dvou beden oproti pfedchozimu stavu zdvojnasobil.
Obdobnym zplisobem Marta premistila jablka z druhé bedny do prvni a treti. Nakonec
Sérka podle stejnych pravidel piemistila jablka z tfeti bedny do prvni a druhé.
Kdyz ptisel na zahradu Vojta, podivil se, ze v kazdé bedn¢ byl stejny pocet jablek.
Kolik jablek bylo v jednotlivych bednach ptivodné? (L. Hozova)

Reseni:
Ze zadani vime, ze celkovy pocet jablek S se da vyjadfit jako 150 < § < 190.
Ttetinu jablek, ktera maji byt v bednach pii ptichodu Vojty ozna¢ime R. Plati:
S = 3R
150 < § < 190

Pocate¢ni stav prvni bedny oznaCime jako x, druhé jako y a tieti jako z.
Pro piehlednost provedené manipulace mezi bednami zapiSeme do tabulky. (Zak musi

dat pozor pii upravé vyrazli - mozna zaména neznamych, Spatné sectené neznamé atd.).

1. bedna 2. bedna 3. bedna
pivodné x y z
Maruska X—y—z 2y 2z
Marta 2x—y—2z) | 2y—(x—y—2z)—2z= 4z
2y —x+y+z—-2z=
—x+3y—2z
Séarka 4(x —y—12) 2(—x+3y —2z) 4z - 2x—y—z)—(—x+3y—2) =
4z —2x+2y+2z+x—-3y+z =
—x—y+7z
Vojta R R R
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Soustavu tfi rovnic o tfech nezndmych si pfepiSeme a upravime:

4(x—y—2z) =R
2(=x+3y—2z) =R

—x—y+7z =R
4x — 4y — 4z =R
—2x + 6y — 2z =R

—-x—y+7z =R/.2

Tteti rovnici vyndsobime dvéma, rovnice seéteme a vyjadiime z:
4x — 4y — 4z =R
—2x+6y—2z =R
—2x—2y+ 14z =2R

8z =4R
_R
zZ =3

Vyjadiené z dosadime do dvou libovolnych rovnic, tj. dostaneme soustavu dvou

rovnic o dvou neznamych. Vybirame 1. a 2. rovnici.

R
4x—4y—4-§ =R

R
—2x+6y—2-§ =R

Druhou rovnici vynasobime dvéma, rovnice secteme a vyjadiime y:
4x —4x—2R =R
—2x+6y—R =R
4x — 4y = 3R
—2x+6y =2R/-2
4x —4y =3R
—4x + 12y =4R

8y =7R
7
y =gR
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Nyni do jedné z rovnic dosadime y a z. Tim vyjadiime x:

a—a-Tr_4. B_p
x 8 2"
7
4x ——R—2R =R

2
7
4x=zR+2R+R

_7R+4R+2R 13
x= 8 ~ 8

Protoze mame vyjadieny nezndmé x, y a z, miZzeme vypocitat S. Vime, ze R
je delitelné osmi a S je délitelné tiemi. Hledame tedy cislo S, které je délitelné 24
a zaroven plati:

150 < S < 190
S=3R=x+y+z

Vydélime ¢islo 150 a 190 ¢islem 24.
150 : 24 = 6,25
190 : 24 = 7,92

Jediny cely podil, které lze najit mezi délenci 150 a 190 je 7. Cislo S je tedy
24 -7 =168 aR = 168 : 3 = 56. Nyni mizeme Vypocitat nezndmé x, y, a z:

13
X=?'56=91
7
y =g 56 =49
56
227:28

Piivodné bylo v prvni bedné 91 jablek, ve druh¢ 49 jablek a ve tieti 28 jablek.

Komentar: Jednd se o stfedné tézkou ulohu. Problém pfi feSeni ulohy miiZze nastat

pfi nepiehledném zapsani ¢i Spatné Uprave vyrazu.

39



7.2.61. ro¢nik (2011/2012), 1. kolo, Z8-1-4

Na stied hrncifského kruhu jsme polozili krychli, kterda méla na kazdé své sténé
napsano jedno pfirozené Cislo. Tésné piedtim, nez jsme kruh roztocili, jsme ze svého
stanovisté vidéli tii stény krychle a tedy pouze tfi Cisla. Jejich soucet byl 42. Po otoceni
hrnéitského kruhu 0 90° jsme ze stejného mista pozorovali tii stény s Cisly davajicimi
soucet 34 a po otoceni o dalSich 90° jsme stale z t€hoz mista vid¢li tii Cisla o souctu 53.

1. Urcete soucet tfi Cisel, kterda z naSeho mista uvidime, az se kruh oto¢i jesté
0 dalsich 90°.

2. Krychle po celou dobu lezela na stén¢ s Cislem 6. UrCete maximalni mozny soucet

vSech Sesti ¢isel na krychli. (L. Simiinek)

Reseni:
Ze zadani vychazi nasledujici rovnice:

C C Cc

a b d

a+b+c=142 b+d+c=34 d+e+c=53

Z rovnice b+d +c =34, ktera obsahuje vzdy jednu spoleénou neznamou
se zbyvajicimi rovnicemi, vyjadiime neznamou ¢ = 34 — b — d a dosadime do dvou

zbyvajicich rovnic:

a+b+34—-b—-d = 42
a—d = 42 —-34
d = a-—38
d+e+34—-b—-d = 53
e—b>b = 53-34
e = b+19

Poznamka: Autorské feSeni se rovnou zaméfuje na vztah mezi Cisly vzajemné
rovnobéznych bocnich stén, tj. mezi prvnimi dvéma pootocenimi je rozdil 8 a tak plati

d = a — 8; mezi druhym a tfetim pootoc¢enim je rozdil 19 a tak plati e = b + 19.
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1. Urcete soucet tii Cisel, kterd z naseho mista uvidime, az se kruh otoci jesté
o dalsich 90°.

Po dalsim pootoceni o 90° nastane nasledujici situace:

c C
e | b+19|¢
et+a+c=? b+19+a+c=?

Vime ze zadani, ze a+ b+ c = 42. Dosadime tento vztah do rovnice

b+ 19 + a + ¢ =? adostaneme 42 + 19 = 61. Soucet téchto tii ¢isel je tedy 61.

2. Krychle po celou dobu lezela na sténé s ¢islem 6. Uréete maximalni moZny soucet
vsech Sesti Cisel na krychli.
1. zpusob
Soucet Cisel na vSech sténach lze vyjadiit jako a+b+c+d+e + 6,
do které¢ dosadime rovnice a+b +c =42 a d + e + ¢ = 53. Neznamou C

vSak pric¢itame jiz podruhé a dostadvame soucet 42 + 53 — ¢ + 6.

Abychom ziskali maximdlni moZny soucet vSech Sesti Cisel, zvolime
za neznamou C nejmens$i moznou hodnotu, tj. ¢ = 1. Dosadime do souctu
a ziskame:

42+53—-1+6 =100

Soucet na krychli mize byt maximalné 100.

2. zpuisob
Jiz jsme si vyjadiili, Zze plati d = a — 8 a e = b + 19. Dosadime do souctu
a dostaneme:
a+b+c+d+e+6=a+b+c+(a—8)+(b+19)
=2a+2b+c+17
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Aby vyse uvedeny soucet mél smysl, musi byt a = 9, protoze vyraz a — 8
musi byt pfirozené Cislo. Ze zadani mame rovnici a + b + ¢ = 42. V souctu
se neznamé a, b vyskytuji pravé dvakrat a neznama c pravé jednou. Abychom
ziskali maximalni mozny soucet vSech Sesti Cisel, zvolime za nezndmou C
jako v pfipad¢ ptredchoziho zpiisobu vypoctu nejmensi moznou hodnotu,
tj. c = 1. Vyraz a + b je potom roven 41. Tento vztah dosadime do soucétu
a ziskame:

2a+2b+c+17=2-41+1+17 =100

Soucet na krychli miiZe byt maximalné 100.

Komentar: Zék si musi uvédomit vztah mezi Cisly vzédjemné rovnobéznych bocnich

stén. Jedna se o stfedné tézkou ulohu.

7.3.66. ro¢nik (2016/2017), 1. kolo, Z8-11-1

Monika premysli o ¢tyfmistném cisle, které ma nasledujici vlastnosti:

— soucin dvou krajnich Cislic je 40,

— soucin dvou vnitinich ¢islic je 18,

— rozdil dvou krajnich ¢islic je stejny jako rozdil dvou vnitinich Eislic,

— rozdil mySlen¢ho ¢isla a opacné napsaného cisla (tj. Cisla napsaného stejnymi
Cislicemi, ale v opacném potadi) je nejvetsi mozny.

Urcete Monic¢ino myslené ¢islo. (L. Hozova)

Reseni:
Mame c¢tyfmistné ¢islo, jehoZ vSechny ¢islice jsou pfirozena ¢isla a nabyvaji hodnoty
1 az 9. Vime, Ze soudin dvou krajnich &islic je 40. Ciselny rozklad &isla 40 je 23 - 5.

jedind moznost jsou tedy Cislice 5 a 8.
Dale vime, Ze souéin dvou vnitinich &islic je 18. Ciselny rozklad &isla 18 je 2 - 32.

Existuji tak dvé mozZnosti: €islice 2 a 9, Cislice 3 a 6. Ze zadani zname dalsi vlastnost

hledaného c¢tyfmistného cisla - rozdil dvou krajnich ¢islic je stejny jako rozdil dvou
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vnitinich ¢islic. Rozdil dvou krajnich ¢islic je 8 —5 = 3. Rozdil dvou vnitinich Cislic

je 9 — 2 = 7nebo 6 — 3 = 3. Jedinou moznosti vnitinich ¢islic je varianta 3 a 6.

Z jiz zjisténych Cislic 1ze tak sestavit nasledujici ¢tyfmistna ¢isla:

5368, 5638, 8365, 8635

Nyni zapiSeme rozdil mysleného Cisla a opa¢né napsaného ¢isla u vS§ech moznych

variant mySleného ¢isla:

varianty rozdil ¢isel
5368 5368 — 8635 = —3267
5638 5638 — 8365 = —2727
8365 8365 — 5638 = 2727
8635 8635 — 5368 = 3267

Z vyse uvedené tabulky je ziejmé, ze Monic¢ino myslené ¢islo je ¢islo 8635, nebot

ma nejvetsi mozny rozdil Cisel.

Komentdr: 74k miize nejprve uvazovat &tyfmistné &islo zapsané pomoci neznamych
jako abcd, ale touto tivahou nelze dojit ke spravnému feseni. Jedna se o lehkou tlohu,

ktera je vSak imérna veéku a schopnostem zakd.

7.4.51. ro¢nik (2001/2002), 11. kolo, Z8-11-3

U ohné sedé@li nacelnici tii indianskych kmenil se tfemi stejnymi dymkami. M¢li
valecnou poradu a koufili. Prvni z nich vykouii celou dymku za deset minut, druhy
za pil hodiny a tfeti za hodinu. Jak si maji nacelnici mezi sebou ménit dymky,

aby se mohli radit co nejdéle. (Bedndrova)

ReSenti:

Udaje ze zadani si ptehledné zapiSeme:

prvni nacelnik ..o 10 min
druhy nacelnik .......ccccooeiiiininnnnn pul hodiny, tj. 30 min
treti nacelnik .........coooeveiiiiiicnnn hodina, tj. 60 min
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1. zpusob
Zjistime, kolik dymek vykouti kazdy nacelnik za 60 minut:

PIVIT eviiiiiiiiiic e 6 dymek
druhy....ccocviiiiiii 2 dymky
tEEtT v 1 dymka

Vime, Ze za 60 minut vykoufi tfi nacelnici dohromady 9 dymek. Vzhledem
k tomu, Ze maji vSak k dispozici pouze 3, celkovy mozny Cas porady je tak
tietinovy, tj. 60 : 3 = 20 minut. Dymku si pak musi ménit kazdych 23—0 minut,

aby kazdy nacelnik koufil kazdou dymku stejny cas.

2. zpusob
Délku schiizky, za kterou nacelnici vykoufi vSechny tfi dymky, si oznacime

jako s a vyjadiime:

S
) % 01 S —_
p 10

S
druhV....oooovie —
y 30

v .7 S
15 (5] 5 —
60

Kdyz nacelnici jednaji, vykouti dohromady tfi dymky. Tomu se rovné soucet

’ v 4 s ror . . S S S ’ v wr
vyse uvedenych dob. Ziskdvame tak rovnici wtate™ 3, kterou dale feSime:

s s S
1—O+%+E=3/-60
6s+2s+s = 180
Os = 180
180
s = 5

s = 20 minut

Porada miZe trvat maximalné¢ 20 minut. Dymku si pak musi ménit kazdych

23—0 minut, aby kazdy nécelnik kouftil kazdou dymku stejny cas.
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Poznamka: V ptipad¢ tohoto zpusobu feSeni uvadi autorské feSeni rovnici
X X X S v7 v . ’ . rx [
ot te= 1, kde nezndméd x zna¢i pocet minut, po kterych si nacelnici

podavaji dymku a celkova doba porady je 3x minut.

Komentar: Je dulezité¢ si uvédomit, kolikrat je prvni a druhy nécelnik rychlejsi

nez nacelnik treti. Jedna se o lehkou ulohu.
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8. Kategorie Z9

8.1.56. ro¢nik (2006/2007), 1. kolo, Z9-1-1

Kolik Sestimistnych ptirozenych ¢isel ma tu vlastnost, Ze soucin jejich Cislic je 7507

(P. Tlusty)

ReSeni:

1. ReSeni

Hledame Sestimistna piirozena ¢isla, ktera nabyvaji hodnoty 1 az 9. Nejprve

si uréime ciferny soudin &isla 750, tj. 2 - 3 - 53. Dostavame tak dvé moZnosti kombinaci

t&chto ¢islic:
750=1-2-3:-5-5-5
750=1-1-6-5-5-5

MiiZzeme si v§imnout, ze oba mozné rozklady vzdy obsahuji téikrat ¢islici 5. Proto

budeme nejprve hledat mozné kombinace ¢islic 1,2,3 a 1,1, 6.

kombinace ¢islic 1,2,3: | 123 | 132 | 213 | 231 | 312

321

kombinace ¢islic 1,1,6: | 116 | 161 | 611

Mame tedy celkem 9 rtznych kombinaci, do kterych nyni vlozime zbyvajici

tii Cislice (jako piiklad je pouzita kombinace 123, ale téchto kombinaci je celkem 9,

proto vSechny vysledky nasobime deviti):

a) vSechny C¢islice 5 jsou vedle sebe - Ctyfi mozné zplsoby uspofadani:

pred Cislicemi, za prvni €islici, za druhou ¢islici, za vS§emi ¢islicemi

555123
155523
125553
123555

4 .9 = 36 moznosti

b) dvé cislice 5 jsou vedle sebe, tieti je pred nimi
- samostatna ¢islice 5 na prvnim misté Sestimistného cisla
515523
512553 3 -9 = 27 moZnosti
512355
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— samostatna ¢islice 5 na druhém misté Sestimistného ¢isla
152553
152355

2 -9 = 18 moznosti
— samostatna ¢islice 5 na tfetim misté Sestimistného ¢isla

125355 19 = 9 moznosti

c) dveé cislice 5 jsou vedle sebe, tieti je za nimi

- dvojice ¢islic 5 na prvnim misté Sestimistného ¢isla

551523
551253 39 = 27 moznosti
551235
- dvojice ¢islic 5 na druhém misté Sestimistného ¢isla
155253
2 -9 = 18 moznosti
155255

- dvojice €islic 5 na tfetim misté Sestimistného Cisla

125535 1 -9 = 9 moznosti

d) vsechny ¢islice 5 jsou samostatné - Ctyfi zptisoby usporadani

515253 prvni pétka pied cCislici 1
152535 prvni pétka za Cislici 1
512535 prvni pétka pied cCislici 1

' 4 .9 = 36 moznosti
a dalsi az za ¢islici 2

515235  prvni pétka pred ¢islici 1, druhd za ni

a posledni za ¢islici 3

Nyni secteme vSechny nalezené kombinace Sesticifernych cisel:

36 +27+18+9+ 27 + 18 + 9 + 36 = 180 moznosti.

2. ReSeni
Vzhledem k tomu, Ze méme k dispozici 6 €islic, tak pocet moznosti uspofadani je 6!.
Protoze ¢&islo 750 ma ciferni soucet 2 -3 - 53 a tii &isla jsou tak stejnd, zmensuje se

mozny pocet 3'krat, tj.
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6! 6-5-4-3! B
E—T—6-5-4—120
Protoze v rozkladu 750 =1:-1-6-5-5 -5 mame Cislici 1 dvakrat a Cislici 5 tiikrat,

je pocet usporadani:
6! 6:5-4-3!

321 3.1 022760

Celkem je pak 120 + 60 = 180 moznosti.

Komentdr: 74k se mze pii feSeni ulohy spokojit s nékolika zdkladnimi feSenimi
a nehledat pak dalsi - napf. nevSimne si rozdilu mezi body b), c¢) a do celkového poctu

moznosti zapocita pravé jedno z nich. Jedna se o stfedné tézkou tlohu.

8.2.70. ro¢nik (2020/2021), I. kolo, Z9-1-5

Na hfisti jsou nakresleny tii stejné velké kruhy, z nichz zddné dva nejsou totozné.
Rozmistéte 16 divek tak, aby v kazdém kruhu stalo 9 divek.

Najdéte alesponi osm podstatné raznych rozmisténi, tj. takovych rozmisténi,
pii kterych se nerozliSuji divky ani kruhy. (Zaména jednotlivych divek, pfip. celych
kruhti s divkami davé rozmisténi, které neni podstatné rizné od ptivodniho.)

(L. Hozova)

ReSeni:

Jako moZna feSeni by mohlo Zdky napadnout, ale ani jedno nelze pouzit:

{6

V jednom kruhu by muselo byt 9 divek PrestoZe 1ze vytvofit pomoci nezndmych
a ve spolecné Casti zbyvajicich dvou kruhdt  a, b ac tfirovnice(a+b =9,2b+c =9
také 9. Nelze pouzit, protoze pocet divek a 2a + 2b + ¢ = 16), vypocitané koteny

je 16 a soucet kruhti by byl 18. nejsou cela ¢isla. Z tohoto diivodu nelze

pouZzit.
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Ze zadani vychazi, ze vSechny tfi kruhy se musi pfekryvat. Je nutno pouzit Venntiv
diagram pro 3 mnoziny. Zvolime tfi neznamé a, b a c tak, ze vSechny tfi kruhy budou
mit stejné slozeni - tj. soucet neznamych v kazdém kruhu lze vyjadiit jako

a+2b+c=09:

Pomoci neznamych a, b a ¢ 1ze vytvorit dvé rovnice.
a+2b+c=9
3a+3b+c=16

Prvni rovnici odeéteme od druhé.

a+2b+c=9/.(-1)
3a+3b+c=16
—a—2b—c=-9
3a+3b+c=16
2a+b=7

Vytvotime uspofddané trojice pro a = 1,2, 3,4 (Vychdzime z rovnic 2a + b =7,

a+ 2b + ¢ =9 - tj. aby prvni rovnice byla fesitelna, musi byt a = 1,2, 3,4.)

a b c

1 b=7-2=5 c=9-1-10=-2

- nema feseni

2 b=7—-4=3 c=9—-2-6=1
3 b=7—-6=1 c=9-3-2=4
4 b=7-8=-1 nema feSeni

Z vyse uvedené tabulky vyplyva, Ze ¢ mlize byt 1 nebo 4.
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Ac=1

- zakladni varianta:

\Y
&

Ze zékladni varianty odvodime vzorec, podle kterého nalezneme dal$i feSeni

- tj. vytvofime soucty 3 ¢isel, které dohromady dévaji 6.

3a=6
3b=9
c=1

Mozné varianty zapiSeme do tabulky - varianty s jinym potfadim sc¢itancti nepiSeme:
0+6+0 1+4+1 2+2+2

- zakladni varianta

0+5+1 1+3+2

Nyni zakreslime varianty do Vennova diagramu a dopocitame zbyld pole tak,

aby 3b = 9.

S8
BB
P

Zjistili jsme, Ze pro ¢ = 1 existuje sedm riznych moznosti umisténi divek.



B)c=14

- zakladni varianta:

\Y/
g

Ze zékladni varianty odvodime vzorec, podle kterého nalezneme dal$i feSeni

- tj. vytvofime soucty 3 ¢isel, které dohromady déavaji 9.

3a=9
3b=3
c=4

Mozné varianty zapiSeme do tabulky - varianty s jinym potfadim s¢itancli nepiSeme.
Prestoze ma byt soucet tii Cisel 9, nejveétsi mozny sCitanec muze byt 5 - Cislo ¢ je 4

(je spole¢né pro vSechny 3 kruhy: 9 — 4 = 5).

0+5+4 1+5+3 2+5+2 3+3+3

- zakladni varianta

1+4+4 2+4+3

Nyni zakreslime varianty do Vennova diagramu a dopocitame zbyla pole tak,

o) e )
\Y © Y
H & @

nelze - nevychazi soucet nelze - nevychazi soucet nelze - nevychazi soucet

3b=3 3b=3 3b =3

£\ [ 2\
\Y \Y
@




Zjistili jsme, Ze pro ¢ = 4 existuji 3 rizné moznosti umisténi divek. Celkem tak

existuje 10 moznosti umisténi divek do kruht.

Komentar: Ne&ktefi zaci mohou mit problém s nalezenim vzorce pro vytvoieni

dalSich feSeni. Jedna se o stfedn¢ té¢zkou ulohu. Je obtizna hlavné na predstavivost.

8.3. 62. ro¢nik (2012/2013), II. kolo, Z9-11-2

Na Cdistou tabuli jsme zlutou kiidou napsali trojmistné piirozené Cislo tvoiené
vzajemn¢ raznymi nenulovymi Cislicemi. Pak jsme na tabuli bilou kiidou vypsali
vSechna dal$i trojmistna Cisla, ktera lze ziskat zménou potadi Cislic zlutého Cisla.
Aritmeticky primér vSech cisel na tabuli byl 370. Kazd¢ cislo mensi nez Zzluté
jsme podtrhli. PodtrZzend ¢isla byla praveé tii a jejich aritmeticky primér byl 205.
Urcete zluté cislo. (L. Simiinek)

Reseni:

Mame trojmistné zluté ¢islo, které se sklada z ¢islic a, b, ¢, ktera jsou prirozena Cisla
a ktera nabyvaji hodnoty 1 az 9. Zaroven predpokladame vztah 0 <a < b <c.
VypiSeme si v§echny kombinace téchto ¢islic:

abc bac cab

acb bca cha

Tyto ¢isla sefadime podle vztahu 0 < a < b < ¢ od nejvétsiho po nejmensi:

chba < cab < bca < bac < acb < abc

Ze zadani zndme hodnotu aritmetického primeéru vSech té€chto ¢isel. Abychom vSak
mohli tyto ¢isla srovnavat, budeme Cislice na misté jednotek nasobit ¢islem 1, na misté

desitek ¢islem 10 a na mistd stovek ¢islem 100. Dostaneme tak rovnici:

100c + 10b + a + 100c + 10a + b + 100b + 10c + a + 100b + 10a + ¢ + 100a + 10c + b + 100a + 10b + 100a + 10b + ¢
6

=370

222¢ +222b + 222a
c =
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222a + 222b + 222¢ = 2220
222-(a+b+c) = 2220 /:222
a+b+c = 10

Ze zadani vyplyva, Ze nami hledané cislo je oznacené jako bca. Vime také,
ze hodnota aritmetického primért tiech nejmensich Cisel bac, achb a abc je 205.
Abychom opét mohli tyto Cisla srovnavat, budeme cislice na misté¢ jednotek nésobit

Cislem 1, na misté desitek ¢islem 10 a na misté stovek ¢islem 100.

Dostaneme tak rovnici:

100b+1Oa+c+100a+10c+b+100a+10b+c_205
3 =

111b + 210a + 12¢
3 = 205

210a + 111b + 12¢ = 615

Takto jsme ziskaly celkem tfi vztahy mezi neznamymi a, b, c:

O<a<b<c
a+b+c=10
210a + 111b + 12¢ = 615

Nyni budeme vychazet ze vztahi a+b+c =10 a 0 <a <b <c. VypiSeme
vSechny moznosti a zkusime dosadit do rovnice 210a + 111b + 12¢ = 615. Hodnoty

dosazujeme za proménnou a, protoZe je z neznamych a, b, ¢ ta nejmensi.

a b ¢ | dosazeni do rovnice 210a + 111b + 12¢ = 615

2 7 210 + 222 + 84 # 615
516 # 615 - nema fesSent
3 6 210+ 333+ 72 = 615
! 615 = 615 - mozné feseni
4 5 210 + 444 + 60 # 615
714 # 615 - nema fesSeni
5 3 5 420 + 333 + 60 # 615

813 # 615 - nema feSeni
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Za promeénnou a muzeme dosazovat nejvyse ¢islo 2. Pti vyssi hodnoté by rovnice
a+ b + ¢ = 10 nedavala smysl. Z uvedené tabulky vyplyva, Ze tiloha ma jedno feseni,
thba=1,b=3,c=6.

Jiz vime, nami hledané &islo je oznacené jako bca. Zluté &islo je tedy &islo 361.

Poznamka: V autorském feSeni jsou z odvozenych vztahi 0<a<b <c,

a+b+c=10,210a + 111b + 12¢ = 615 jednoznacné urCeny neznamé a, b, c.

ZapiSeme si vSechny moznosti do tabulky:

a=3 hodnota na levé strané rovnice 210a + 111b + 12¢ = 615

je prilis velka a vztah 0 < a < b < ¢ pak nema smysl

a =2 | kvuli podmince 210a + 111b + 12¢ = 615 by pak muselo
byt b > 3, hodnota na levé stran¢ této rovnice je pak pfilis

velka a vztah 0 < a < b < ¢ pak nema smysl

a=1 splituje vSechny podminky

Dosazenim jediné piipustné hodnoty a =1 do rovnic a+b+c =10,

210a + 111b + 12¢ = 615 pak dostavame soustavu rovnic o dvou neznamych b, c.

111b +12¢ = 405
b+c = 9

Druhou rovnici vyjaddiime jako b = 9 — ¢ a dosadime do prvni rovnice.

111- (9—c)+12c = 405
999 — 111c + 12¢ = 405
99c¢ = 594

c=6

Dopocitdme b = 9 — ¢ = 9 — 6 = 3. Jediné feSeni je a = 1, b = 3, ¢ = 6. Hledané

zluté ¢islo oznacené jako bca je tedy Cislo 361.

Komentar: Je dulezité si nejprve oznacit Cislice hledaného ¢isla neznamymi a, b, c.

Jedna se o stfedné tézkou ulohu.
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8.4. 65. ro¢nik (2015/2016), I11. kolo, Z9-111-1

Obdélnik ma délky stran v poméru 2: 5. Prodlouzime-li v§echny jeho strany o 9 cm,
dostaneme obdélnik, jehoz délky stran jsou v poméru 3:7. V jakém poméru budou

délky stran obdélniku, ktery vznikne prodlouzenim vSech stran o dalSich 9 cm?

(M. Petrova)

ReSeni:
Ze zadani vyplyva, ze puvodni délky obdélniku miizeme zapsat jako 2x a 5x
(viz znazornéni). Po prodlouzeni obou stran o 9 cm jsou pak délky obdélniku 2x + 9

abx+09.

>x 5x4+9cm

2x

2x+9cm

pomg¢r stran: 2 : 5 pomgr stran: 3 : 7

. . . nt o s 2x+9 3 -
Pomér nového prodlouzeného obdélniku mizeme pak zapsat s 7 Tuto rovnici

vyfeSime:
2x+9 3

5x4+9 7
7-2x+9)=3-(5x+9)
14x + 63 = 15x + 27

x =36Ccm

Hodnotu x = 36 dosadime do vyjadieni ptivodniho obdélniku:
2x=2-36=72cm
5x=5-36=180cm

Nyni vypocitdme délky stran obdélniku, ktery vznikne prodlouZzenim vSech stran
o dalSich 9 cm.
2x+94+9=2x+18=2-36+18=90cm
5x+9+9=5x+18=5-36+ 18 =198 cm
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Vypocitané rozméry nového obdélniku jsou v poméru:

90:198=5:11

Komentar. Jedna se o lehkou ulohu, kterda je urCena pro tfeti kolo matematické

olympiady, kde je ¢as na feSeni iloh omezeny.
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9. Zavér
Cilem bakalarské prace je podrobné fteSend sbirka vybranych dvaceti tloh
matematické olympiady kategorie Z5-Z9. Kazdou ulohu jsem sama vypocitala

a nasledné k ni napsala komentat, ve kterém hodnotim naro¢nost tlohy a v nékolika

piipadech upozoriiuji na mozné problémy pii feseni.

Sbirka uloh je uréena zakim pfipravujici se na matematickou olympiadu nebo jinou
podobnou soutéz ¢i pro ucitele, ktefi jim pomahaji s jejich pripravou. Nékteré ulohy

mohou byt vyuzity i v béZné hodiné¢ matematiky.

Z kazdé kategorie jsem vybrala ctyfi ulohy, kde vzdy jedna tloha je z I. kola
aktualniho 70. ro¢niku matematické olympiady a kde vzdy jedna uloha je wlohou,

se kterou jsem se setkala jako feSitel matematické olympiady.

Je zfejmé, ze narocnost uloh v jednotlivych kategoriich zavisi na tom, ze kterého
kola soutéze jsou vybirana. (ve II. a III. kole je stanoveny ¢asovy limit, ale v I. kole

neni)

9.1. Shrnuti
Z kategorie Z5 jsem vybrala tfi tlohy z 1. kol a jednu ulohu z II. kola. Z kategorii

Z6-Z8 jsem vybrala dvé ulohy z I. kola a dvé ulohy z II. kola. Z kategorie Z9

jsem vybrala dv¢ tlohy z 1. kola, jednu tlohu z II. kola a jednu tlohu z III. kola.

Celkem dvanact uloh sbirky je zaméfeno na logicky postup feSeni a osm uloh

je zaméfeno na analyticky postup feseni.

kategorie 1. Gloha 2. uloha 3. tloha 4. tloha
Z5 logické teseni analytické feseni | logické feSeni logické feseni
Z6 logické feSeni logické feseni logické feseni analytické feSeni
Z7 logické feseni logické feseni analytické feSeni | logické feSeni
Z8 analytické feSeni | analytické feSeni | logické feSeni logickeé feseni
Z9 logické feseni analytické feSeni | analytické feSeni | analytické feSeni

Tabulka €. 3 - Typy fesSeni
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Sbirka obsahuje celkem dvé lehké, Sest stfedné tézkych, Zadnou tézkou analytickou

ulohu a celkem pét lehkych, Sest stiedné tézkych a jednu tézkou logickou tlohu.

kategorie 1. tloha 2. tloha 3. tloha 4. uloha
Z5 lehka lehka sttedn¢ tézka | lehka
Z6 sttedné tézka | stiedné tézka | tézka stfedn¢ tézka
Z7 stiedné tézka | lehka stiedné té¢zka | stfedné tézka
Z8 sttedné tézka | stiedné tézka | lehka lehka
Z9 sttedné tézka | stiedné t€zka | stfedn¢ tézka | lehka

Tabulka ¢. 4 - Naro¢nosti uloh

Autofti uloh: (od nejcastéjsiho po méné Castého autora, pii stejném poctu fazeno

podle abecedy)

jméno autora pocet tloh

L. Hozova 6

S. Bednarova

M. Volfova

M. Petrova

L. Simtinek

M. Dillingerova
M. Mach
E. Patdkova
P. Tlusty 1
Tabulka €. 5 - Autoti uloh

PP NN W W
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