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Vypracovala: Hana Zedková
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Úvod

Ćılem této bakalářské práce je seznámit čtenáře s teoríı polynomiálńı inter-

polace v R2. Následně na př́ıkladech ukázat jej́ı využit́ı a nast́ınit, jak se pomoćı

matematického softwaru Matlab daj́ı vypoč́ıtat koeficienty interpolačńıho poly-

nomu a jaké funkce pro interpolaci Matlab nab́ıźı. Tato práce je rozdělena do dvou

kapitol, přičemž prvńı se děĺı na tři podkapitoly.

V úvodu mé práce se čtenář seznamuje s úlohou interpolace. Pro lepš́ı po-

chopeńı problematiky je nejprve zmı́něna teorie interpolace v R. Je zde zadefi-

nován Lagrange̊uv interpolačńıho polynom, který je dále využit v interpolaci R2.

Poté je ukázán př́ıklad vhodný pro ručńı poč́ıtáńı a mnou vytvořený m-soubor

v Matlabu, který poč́ıtá koeficienty Lagrangeova interpolačńıho polynomu a také

vykresĺı graf tohoto polynomu. Následně je práce věnována interpolaci v R2. Nej-

prve na obdélńıkové śıti, kde je uvedena konstrukce interpolačńıho polynomu,

která je odvozena z teorie pro interpolaci v R. Konstrukce interpolačńıho po-

lynomu v R2 je opět ukázána na př́ıkladu pro ručńı poč́ıtáńı a také je uveden

mnou vytvořený m-soubor. V závěru prvńı kapitoly se práce věnuje interpolaci

v R2 na trojúhelńıku, kde je nejdř́ıve uveden interpolačńı polynom pro referenčńı

trojúhelńık a pomoćı transformaćı je uveden interpolačńı polynom pro obecný

trojúhelńık. Transformace jsou v celé práci ukázány vždy na př́ıkladech.

Druhá kapitola čtenáře seznamuje s funkcemi, které se daj́ı použ́ıt pro inter-

polaci v matematickém softwaru Matlab. Ve funkćıch jsou pro srovnáńı vloženy

data z př́ıklad̊u, které se poč́ıtaly v prvńı kapitole.
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1. Úloha interpolace

Zavedené pojmy v úvodu této kapitoly poskytuj́ı lepš́ı pochopeńı celé proble-

matiky a byly čerpány z [2]. Prvńı podkapitola se věnuje interpolaci v R, kde

je interpolačńı polynom konstruován dle Lagrengeova interpolačńıho polynomu

pomoćı fundamentálńıch polynomů. Teorii jsem nastudovala z [2] a [4]. Druhá

podkapitola se týká interpolace v R2, kde byla problematika čerpána z [3]. Po-

sledńı podkapitolu jsem konzultovala s vedoućı své bakalářské práce.

Interpolace je jedńım z možných zp̊usob̊u aproximace funkce, kdy hledáme

funkci, která v daných bodech nabývá předepsaných hodnot. Tuto funkci nazýváme

interpolačńı funkce.

Jedńım z typ̊u interpolace je lineárńı, kde hledaná funkce je ve tvaru

ψ(x; a0, . . . , an) = a0ψ0(x) + · · ·+ anψn(x),

ψ(x; a0, . . . , an) je tř́ıda funkćı jedné proměnné, kde ψ0(x), . . . , ψn(x) jsou dané

funkce a a0, . . . , an jsou parametry. Tyto parametry popisuj́ı jednotlivé funkce

této tř́ıdy.

Úlohu interpolace vńımáme ve dvou př́ıpadech u kterých máme dány body x0, x1,

. . . , xn, xi 6= xk, i 6= k, i, k = 0, 1, . . . , n.

• Můžeme mı́t funkci f(x) zadanou složitěǰśı formou. Tuto funkci f(x) aproxi-

mujeme jednodušš́ı funkćı ψ(x) tak, že najdeme hodnoty parametr̊u a0, .., an

tak, aby

ψ(xi; a0, . . . , an) = f(xi), ∀i = 0, 1, . . . , n.

Dále budeme použ́ıvat značeńı fi = f(xi),∀i = 0, 1, . . . , n.

• V druhém př́ıpadě máme pro každý bod xi danou hodnotu fi a hledáme

pro funkci ψ(x; a0, . . . , an) parametry a0, . . . , an aby platilo
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ψ(xi; a0, . . . , an) = fi, ∀i = 0, 1, . . . , n.

Vid́ıme, že úloha interpolace je dána t́ım, že hledáme funkci ψ(x) tak, aby byly

splněny tzv. podmı́nky interpolace:

ψ(xi; a0, . . . , an) = fi, ∀i = 0, 1, . . . , n.

V práci se budeme zabývat polynomiálńı interpolaćı, která patř́ı mezi nejjed-

nodušš́ı úlohy lineárńı interpolace.

1.1. Polynomiálńı interpolace v R

U polynomiálńı interpolace v R předpokládáme, že máme dány body xi ∈ R,

pro i 6= j, i, j = 0, 1, ..., n, které nazýváme uzly interpolace. Tyto hodnoty jsou

na ose x a k nim máme dané funkčńı hodnoty fi, popř́ıpadě si funkčńı hodnoty

dopoč́ıtáme pomoćı zadané funkce f(x). Hodnoty [xi, fi] lze zapsat do tabulky.

xi x0 . . . xn
fi f0 . . . fn

Definice 1.1. Pro dané body [xi, fi ], i = 0, 1, ..., n polynom Pn(x) takový, že

Pn(xi) = fi, ∀i = 0, 1, ..., n nazýváme interpolačńı polynom.

Tř́ıdu všech polynomů stupně nejvýše n budeme značit symbolem πn. Interpolačńı

polynom muśıme hledat tak, aby splňoval podmı́nky interpolace:

Pn(xi) = fi ∀i = 0, 1, ..., n. (1)

Naš́ım úkolem je naj́ıt interpolačńı polynom ve tvaru

Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0. (2)

Interpolačńı polynom existuje právě jeden za předpokladu xi 6= xk pro i 6= k,

i, k = 0, 1, ..., n, viz následuj́ıćı věta.

Věta 1.1. Pro (n + 1) daných dvojic č́ısel (xi, fi), xi 6= xk, pro i 6= k, i, k =

0, 1, ..., n existuje právě jeden polynom Pn(x) ∈ πn takový, že
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Pn(xi) = fi, ∀i = 0, 1, ..., n.

Důkaz: viz [2] strana 160.

Důkaz předchoźı věty je veden tak, že se zkonstruuje Lagrange̊uv interpolačńı

polynom, který má tvar

Pn(x) = l0(x)f0 + l1(x)f1 + ...+ ln(x)fn =
n∑

i=0

li(x)fi (3)

a ukáže se, že tento polynom splňuje podmı́nky interpolace (1).

Polynomy li(x), i = 0, 1, ..., n se nazývaj́ı Lagrangeovy fundamentálńı polynomy

a jsou definované vztahem

li(x) =
(x− x0) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn)

(xi − x0) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)
. (4)

Tyto polynomy lze po roznásobeńı psát ve tvaru:

li(x) = ainx
n + · · ·+ ai1x+ ai0. (5)

Zp̊usob̊u, jak naj́ıt interpolačńı polynom, je v́ıce. Kromě Lagrangeovy interpolace

existuje např́ıklad i metoda neurčitých koeficient̊u, Newton̊uv interpolačńı poly-

nom, iterovaná interpolace...

Na následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme, jak nalézt Lagrange̊uv interpolačńı poly-

nom.

Př́ıklad 1.1 Pro data v tabulce nalezněte Lagrange̊uv interpolačńı polynom.

xi 0 1 −1
fi −1 1 2

Nejprve se pod́ıváme na stupeň polynomu. Z tabulky je zřejmé, že i = 0, 1, 2, tedy

n = 2. Proto hledáme interpolačńı polynom P2(x). Dále urč́ıme fundamentálńı
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polynomy podle vztahu (4).

l0(x) =
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
=

(x− 1)(x+ 1)

(0− 1)(0 + 1)
=
x2 − 1

(−1)
= −(x2 − 1),

l1(x) =
(x− x0)(x− x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
=

(x− 0)(x+ 1)

(1− 0)(1 + 1)
=
x(x+ 1)

2
=
x2 + x

2
,

l2(x) =
(x− x0)(x− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
=

(x− 0)(x− 1)

(−1− 0)(−1− 1)
=
x(x− 1)

2
=
x2 − x

2
.

Podle vzorce (3) sestav́ıme Lagrange̊uv interpolačńı polynom

P2(x) = f(x0)l0(x) + f(x1)l1(x) + f(x2)l2(x) = (−1)
[
−(x2 − 1)

]
+

+1 · x
2 + x

2
+ 2 · x

2 − x
2

= x2 + 1 +
1

2
· x2 +

1

2
· x+ x2 − x =

=
5

2
· x2 − 1

2
· x− 1.

Nyńı si ověř́ıme, zda jsou splněny podmı́nky interpolace (1). Ověřeńı se provede

jednoduchým dosazeńım zadaných uzl̊u do předpisu P2(x).

P2(x0) =
5

2
· 02 − 1

2
· 0− 1 = −1

P2(x1) =
5

2
· 12 − 1

2
· 1− 1 = 1

P2(x2) =
5

2
· (−1)2 − 1

2
· (−1)− 1 = 2.

Interpolačńı podmı́nky jsou splněny.

S využit́ım matematického softwaru Matlab lze zkonstruovat m-soubor, který

pro zadaná data najde Lagrange̊uv interpolačńı polynom. V následuj́ıćım textu

se pod́ıváme na m-soubor, který jsem sama zkonstruovala. Nejdř́ıve vysvětĺım,

jaké funkce jsem v něm použila. Dále do tohoto m-souboru aplikuji výše uvedený

př́ıklad k porovnáńı výsledku. Na vstupu se zadávaj́ı uzly xi do vektoru x. Funkčńı

hodnoty fi do sloupcového vektoru f . Ve výstupu bude řádkový vektor koeficient̊u

11



Lagrangeova interpolačńıho polynomu. Tento vektor bude koeficienty seřazovat

sestupně dle tvaru (2), tj. [an, . . . , a0] .

Následně si představ́ıme, jak kód v m-souboru vypadá.

function [ a]= lagrange (x , f )

% vstup x . . . v e k t o r u z l u i n t e r p o l a c e
% f . . . v e k t o r funkcn ich hodnot
% vys tup a . . . v e k t o r k o e f i c i e n t u
% i n t e r p o l a c n i h o polynomu

%overen i dat
n=length ( x ) ;

i f n˜= length ( f )
error ( ’ Vstupni vektory ne j sou s t e j n e dlouhe . ’ )

end

for j =1:n
for i=j +1:n

i f x ( j )==x ( i ) ;
error ( ’ Uzly musi byt vzajemne ruzne . ’ )

end
end

end

%vypoce t vek toru k o e f i c i e n t u
X=zeros (n , n) ;
for i =1:n ;

v=1;
for j =1:n ;

i f i ˜=j ;
z=poly ( x ( j ) )
v = conv (v , z ) /(x ( i )−x ( j ) )

end
end
X( i , : )=v

end
a = f ’ ∗ X
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%v y k r e s l e n i g ra fu
rozsah = max( x ) − min( x ) ;
krok = rozsah /100 ;
xx=[min( x ) − krok : krok : max( x ) + krok ] ;
yy=polyval ( a , xx ) ;
plot (x , f , ’ ro ’ , xx , yy , ’b ’ )

Na začátku této kapitoly bylo představeno, že pro konstrukci Lagrangeova

interpolačńıho polynomu Pn(x) je třeba výpočet fundamentálńıch polynomů li(x),

i = 0, 1, ..., n daných vztahem (4), resp. (5) .

V Matlabu se pro nalezeńı koeficient̊u ain, . . . , a
i
0 fundamentálńıho polynomu li(x)

muśı pracovat s dvěma funkcemi. Nejdř́ıve si představ́ıme funkci poly(x):

z = poly(x(j))

Tato funkce v daném m-souboru pracuje ve for cyklu, ve kterém je daná podmı́nka

xi 6= xj, kde i 6= j, i, j = 0, 1, ..., n. Funkce poly(x(j)) vytvář́ı koeficienty po-

lynomu, jehož kořeny jsou zadané ve vektoru x. V našem př́ıpadě postupně

vytvoř́ı čitatele fundamentálńıho polynomu li(x), respektive koeficienty poly-

nomu (x − x0) · · · (x − xi−1)(x − xi+1) · · · (x − xn). Pro objasněńı si vezměme

z Př́ıkladu 1.1 fundamentálńı polynom l0(x), na kterém si předvedeme výpočet,

který nám funkćı poly(x(j)) vznikne. Pro uzel x0 máme fundamentálńı polynom

ve tvaru

l0(x) =
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
=

(x− 1)(x+ 1)

(0− 1)(0 + 1)
.

Funkce poly(x(j)) nejdř́ıve vezme uzel x1 = 1, tedy poly(1), a do vektoru z vlož́ı

sestupně koeficienty polynomu (x− x1) = (x− 1), tedy

z = 1 -1,

poté pro uzel x2 = −1, poly(−1), vytvoř́ı koeficienty polynomu (x−x2) = (x+1),

tedy

z = 1 1.
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Dále v tomto for cyklu pracuje funkce conv(v, z), která umožňuje součin dvou

polynomů v, z, kde v je na začátku rovno jedné.

v = conv(v, z)/(x(i)− x(j)),

Jedná se tedy o součin polynomů (x− x0) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn) a

pak o vyděleńı konstantou (xi − x0) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn), která

představuje jmenovatele fundamentálńıho polynomu li(x).

Pro l0(x) z Př́ıkladu 1.1. je konstanta (x0− x1)(x0− x2) = (0− 1)(0 + 1) = −1 a

m-soubor pracuje následovně:

v = [1 ]
z = [1 − 1 ] %koeficienty polynomu (x-1)
v = [−1 1 ] %koefcienty polynomu 1(x-1)/(-1)
z = [1 1 ] %koeficienty polynomu (x + 1)
v = [−1 0 1 ] %koeficienty polynomu (x-1)(x+1)/(-1).

Vektory v jsou postupně vytvářeny pro každý uzel xi, i = 0, 1, ..., n. Poté jsou

zadávány do matice X po řádćıch. Tedy dle (5) jsou v i−tém řádku i = 0, 1, , n

matice X koeficienty lagrangeova interpolačńıho polynomu li(x), tj.

X =

 a0n a
0
n−1 . . . a

0
1 a

0
0

...
...

. . .
...

...
ann a

n
n−1 . . . a

n
1 a

n
0

 .

K vytvořeńı koeficient̊u Lagrangeova interpolačńıho polynom Pn(x), je třeba

podle tvaru (3) sloupcový vektor f =
(
f0 f1 . . . fn

)
T , který představuje

předepsané funkčńı hodnoty, vynásobit matićı X.

an = f0 · a0n + f1 · a1n + · · ·+ fn · ann
...

a0 = f0 · a00 + f1 · a10 + · · ·+ fn · an0 .

Celkový součin vypadá následovně:

a = fT ·X = (f0 f1 . . . fn )·

 a0n a
0
n−1 . . . a

0
1 a

0
0

...
...

. . .
...

...
ann a

n
n−1 . . . a

n
1 a

n
0

 .
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V následuj́ıćım př́ıkladu uvid́ıme daný m-soubor pracovat a porovnáme, zda se

nám výsledky shoduj́ı s ručńım výpočtem.

Př́ıklad 1.2 Pro stejná data jako v Př́ıkladu 1.1 nalezněte pomoćı uvedeného m-

souboru Lagrange̊uv interpolačńı polynom. Data byla dána následuj́ıćı tabulkou

xi 0 1 −1
fi −1 1 2

Do př́ıkazového okna Matlabu zadáme vstupy:

x =[0 ; 1 ; −1];
f =[−1; 1 ; 2 ] ;
[ a]= lagrange (x , f )

a zavoláńım této funkce źıskáme

a =

2.5000 −0.5000 −1.0000

č́ımž jsme źıskali stejný výsledek jako při ručńım výpočtu.

Graf polynomu spolu s body interpolace, které jsou značené červeným kroužkem,

je zobrazen na obrázku 1.

Obrázek 1: Graf interpolačńıho polynomu P2(x)
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1.2. Polynomiálńı interpolace v R2 na obdélńıkové śıti

V problematice dvourozměrné interpolace pomoćı Lagrangeova interpolačńıho

polynomu vyjdeme z poznatk̊u o interpolaci funkce jedné proměnné. Máme funkci

f(x, y), která je spojitá na obdélńıku D = {[x, y] ;x ∈ [a, b] , y ∈ [c, d]}, D ∈ R2.

V intervalu [a, b] si zvoĺıme uzly xi, pro i = 0, 1, ..., n, takové, že a = x0 < x1 <

... < xn = b, kde n ∈ N. Analogicky v intervalu [c, d] si zvoĺıme uzly yj, kde

j = 0, 1, ...,m tak, že c = y0 < y1 < ... < ym = d, kde m ∈ N. T́ım se na

obdélńıku D vytvoř́ı pravoúhlá śıt’ uzl̊u (xi, yj).

Obrázek 2: Pravoúhlá śıt’ uzl̊u

Úloha interpolace v R2 na obdélńıkové śıti je obdobná jako v R. Úkolem je

naj́ıt interpolačńı polynom, který v předepsaných uzlech (xi, yj) bude nabývat

předepsaných hodnot f(xi, yj), tj. muśı být splněny podmı́nky interpolace

Pnm(xi, yj) = f(xi, yj) ∀i = 0, . . . , n, ∀j = 0, 1, . . . ,m. (6)

Dále budeme značit fij = f(xi, yj), i = 0, 1, ..., n, j = 0, 1, ...,m. Interpolačńı

polynom Pnm(x, y) má v proměnné x nejvýše n-tý stupeň a v proměnné y nejvýše

m-tý stupeň. V následuj́ıćıch př́ıkladech budeme zadávat hodnoty zp̊usobem,

který je uveden v následuj́ıćı tabulce.
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y0 y1 . . . ym

x0 f00 f01 . . . f0m

x1 f10 f11 . . . f1m

...
...

...
. . .

...
xn fn0 fn1 . . . fnm

Polynom Pnm(x, y) budeme zapisovat následovně

Pnm(x, y) = anmx
nym + · · ·+ a1mx

1ym + a0my
m + · · ·+ an1x

ny + · · ·+ a11xy +

+a01y + an0x
n + · · ·+ a10x+ a00. (7)

Systém uspořádáńı člen̊u polynomu Pnm(x, y) je odvozen právě ze zadáńı funkčńıch

hodnot fij, které je uvedeno v tabulce ńıže

a00 a01 . . . a0m

a10 a11 . . . a1m

...
...

. . .
...

an0 an1 . . . anm

a tedy vektor koeficient̊u

a =
(
anm . . . a1m a0m . . . an1 . . . a11 a01 an0 . . . a10 a00

)
T .

(8)

Princip konstrukce interpolačńıho polynomu Pnm(x, y) spoč́ıvá v tom, že si nejdř́ıve

zkonstruujeme Lagrangeovy interpolačńı polynomy P (x, yj) na př́ımkách y =

yj, j = 0, 1, . . . ,m. Lagrange̊uv interpolačńı polynom vypadá takto

P (x, yj) =
n∑

i=0

li(x)fij. (9)

Potom pomoćı funkćı P (x, yj), j = 0, 1, . . . ,m zkonstruujeme Pnm(x, y), tedy

Pnm(x, y) =
m∑
j=0

lj(y)P (x, yj) =
m∑
j=0

lj(y)
n∑

i=0

li(x)fij =

=
n∑

i=0

m∑
j=0

li(x)lj(y)fij. (10)
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Dále budeme značit lij(x, y) = li(x)lj(y).

Na následuj́ıćım př́ıkladu si konstrukci polynomu Pnm(x, y) přibĺıž́ıme.

Př́ıklad 1.3 Pro zadaná data na oblasti D = {[x, y ]: x ∈ [0, 1 ], y ∈ [2, 3 ]} na-

lezněte interpolačńı polynom v R2.

2 3

0 -1 2
1 3 -2

Z tabulky lze snadno určit maximálńı stupeň polynomu. Vid́ıme, že jak u proměnné

x, tak u proměnné y jsou dva body, tud́ıž n = 1 a m = 1. Proto budeme hledat

interpolačńı polynom nejvýše P11(x, y), tedy lineárńı v obou proměnných.

Pro upřesněńı uvedeme tvar interpolačńıho polynomu, který hledáme

P11(x, y) = a11xy + a01y + a10x+ a00.

Pomoćı fundamentálńıch polynomů, vzorec (4), vypoč́ıtáme l0(x), l1(x), l0(y),

l1(y):

l0(x) =
x− x1
x0 − x1

=
x− 1

(−1)
= −(x− 1) = −x+ 1,

l1(x) =
x− x0
x1 − x0

= x,

l0(y) =
y − y1
y0 − y1

=
y − 3

(−1)
= −(y − 3) = −y + 3,

l1(y) =
y − y0
y1 − y0

=
y − 2

(1)
= y − 2.

Dále podle vztah̊u (9) a (10) je

P11(x, y) =
1∑

i=0

lj(y)P (x, yj) = l0(y)P (x, y0) + l0(y)P (x, y1) =

= l0(y)l0(x)f00 + l0(y)l1(x)f10 + l1(y)l0(x)f01 + l1(y)l1(x)f11
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= (−y + 3)(−x+ 1)(−1) + (−y + 3)x3 + (y − 2)(−x+ 1)

+(y − 2)x(−2) = (xy − y − 3x+ 3)(−1)− 3xy +

+9x+ (−xy + y + 2x− 2)− 2y + 4 = −xy + y + 3x− 3 +

−3xy + 9x− 2xy + 2y + 4x− 4− 2xy + 4x = −8xy + 3y + 20x− 7.

T́ım jsme našli hledaný interpolačńı polynom a opět můžeme ověřit, zda jsou

splněny podmı́nky interpolace (6).

P11(x0, y0) = −8 · 0 · 2 + 3 · 2 + 20 · 0− 7 = −1

P11(x1, y0) = −8 · 1 · 2 + 3 · 2 + 20 · 1− 7 = 3

P11(x0, y1) = −8 · 0 · 3 + 3 · 3 + 20 · 0− 7 = 2

P11(x1, y1) = −8 · 1 · 3 + 3 · 3 + 20 · 1− 7 = −2.

Podmı́nky interpolace jsou splněny.

Ukázali jsme si postup výpočtu interpolačńıho polynomu, který sṕı̌se vyho-

vuje při ručńım poč́ıtáńı. Tento př́ıstup neńı vhodný do m-souboru v softwaru

Matlab. Výpočet se konstruuje pomoćı matic. V kódu se objevuj́ı stejné funkce,

které byly použity při výpočtu interpolačńıho polynomu s jednou proměnnou.

Abychom porozuměli, jak soubor s maticemi pracuje, tak si matice nejdř́ıve

obecně zadefinujeme. Poté si na Př́ıkladu 1.3 ukážeme, jak m-soubor pracuje

a porovnáme výsledky. Na vstupu zadáme pro každou proměnnou vektor uzl̊u

interpolace. Dále zadáme matici funkčńıch hodnot. Do řádk̊u se zapisuj́ı funkčńı

hodnoty po př́ımkách xi, tzn.

F =


f00 f01 . . . f0m

f10 f11 . . . f1m

...
...

. . .
...

fn0 fn1 . . . fnm

 (11)

Výstupem bude vektor koeficient̊u interpolačńıho polynomu. Tento vektor bude

koeficienty seřazovat sestupně dle tvaru (8),

tj. (anm, . . . , a1m, a0m, . . . , an1, . . . , a11, a01, an0, . . . , a10, a00 ).
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Nyńı si představ́ıme m-soubor, který má ve vstupu dvě proměnné.

Text m-souboru v MATLABu:

function [ a]= lagrange n (x , y ,F)

% vstup x . . . v e k t o r hodnot na ose x
% y . . . v e k t o r hodnot na ose y
% F . . . matice funkcn ich hodnot
% vys tup a . . . v e k t o r k o e f i c i e n t u i n t e r p o l a c n i h o
% polynomu

%overen i dat
n=length ( x ) ;
m=length ( y ) ;
[ b ] = s ize (F) ;
i f b ( : , 1 ) ˜=length ( x )

error ( ’ Ve l i ko s t matice neodpovida vstupnim vektorum . ’ ) ;
end

i f b ( : , 2 ) ˜= length ( y )
error ( ’ Ve l i ko s t matice neodpovida vstupnim vektorum . ’ ) ;

end

for j =1:n
for i=j +1:n

i f x ( j )==x ( i ) ;
error ( ’ Uzly musi byt vzajemne ruzne . ’ )

end
end

end

for s =1:m
for r=s +1:m

i f y ( s )==y ( r ) ;
error ( ’ Uzly musi byt vzajemne ruzne . ’ )

end
end

end

%vypoce t vek toru k o e f i c i e n t u
X=zeros (n , n) ;
for i =1:n ;
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v=1;
for j =1:n ;

i f i ˜=j ;
z=poly ( x ( j ) ) ;
v = conv (v , z ) /(x ( i )−x ( j ) ) ;

end
end
X( i , : )=v ;

end
Y=zeros (m,m) ;
for s =1:m

t =1;
for r =1:m

i f s˜=r
u=poly ( y ( r ) ) ;
t = conv ( t , u ) /( y ( s )−y ( r ) ) ;

end
end
Y( s , : )=t ;

end
P = F. ’ ∗ X;
IP = P . ’ ;
A = IP ∗ Y;
a = A( : ) ’

%v y k r e s l e n i g ra fu
X = min( x ) : 0 . 1 :max( x ) ;
Y = min( y ) : 0 . 1 :max( y ) ;
[ xx , yy ] = meshgrid (X,Y) ;
ex=linspace (n−1 ,0 ,n ) ;
dx=xx ( 1 , : ) ;
for i =1: length ( dx ) ;

vx=dx ( i ) ;
vxx=vx . ˆ ex ;
Vx( i , : )=vxx ;

end
ey=linspace (m−1 ,0 ,m) ;
dy=yy ( : , 1 ) ;
for s =1: length ( dy ) ;

vy=dy ( s ) ;
vyy=vy . ˆ ey ;
Vy ( : , s )=vyy ;
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end
P=Vx∗A∗Vy;
plot (x , y , F , ’ ko ’ )
surf ( xx , yy ,P ’ )

V m-souboru se nejdř́ıve zkonstruuj́ı matice X a Y , jejichž řádky reprezentuj́ı koe-

ficienty fundamentálńıch polynomů li(x), i = 0, 1, · · · , n a lj(y), j = 0, 1, · · · ,m.

Tyto koeficienty jsme si představili v kapitole 1.1 na straně 11, tedy ain, · · · , ai0
jsou koeficienty polynomu li(x) a analogicky bjm, · · · , b

j
0 koeficienty polynomu

lj(y), tedy

X =

 a0n . . . a
0
0

...
. . .

...
ann . . . a

n
0

 , Y =

 b0m . . . b00
...

. . .
...

bmm . . . bm0

 .

Poté budeme potřebovat matici F danou vztahem (11), která obsahuje funkčńı

hodnoty fij.

Na př́ıkladu si ukážeme, jak funguje m-soubor, který budeme v následuj́ıćım textu

použ́ıvat. Mějme stejné zadáńı jako u Př́ıkladu 1.3. Nejdř́ıve si vytvoř́ıme matice

X a Y , které představuj́ı koeficienty fundamentálńıch polynomů li(x) a lj(y).

Fundamentálńı polynomy pro proměnné x a y jsme si v Př́ıkladu 1.3. již spoč́ıtali

a tedy

l0(x) = −(x− 1) = −x+ 1, l0(y) = −y + 3,
l1(x) = x, l1(y) = y − 2.

Pro tyto polynomy jsou matice X a Y ve tvaru

X =

(
− 1 1

1 0

)
Y =

(
− 1 3

1 −2

)
.

Matice F je tvaru

F =

(
− 1 2

3 −2

)
.

Dle vztahu (9) potřebujeme vytvořit polynomy P (x, yj).

Matice P bude představovat koeficienty pjn, · · · , pj0 polynomů P (x, yj), kde j =

0, 1, · · · ,m
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P =


p0n p0n−1 . . . p

0
0

p1n p1n−1 . . . p
1
0

...
...

. . .
...

pmn pmn−1 . . . p
m
0


Tuto matici vytvoř́ıme vztahem P = F T ·X, tj.

p0n p0n−1 . . . p
0
0

p1n p1n−1 . . . p
1
0

...
...

. . .
...

pmn pmn−1 . . . p
m
0

 =


f00 f01 . . . f0m

f10 f11 . . . f1m

...
...

. . .
...

fn0 fn1 . . . fnm


T 

a0n a
0
n−1 . . . a

0
0

a1n a
1
n−1 . . . a

1
0

...
...

. . .
...

ann a
n
n−1 . . . a

n
0


a tedy

p0n = f00 ∗ a0n + f10 ∗ a1n + · · ·+ fn0 ∗ ann
...

pm0 = f0m ∗ a00 + f1m ∗ a10 + · · ·+ fnm ∗ an0 .

Pro data z Př́ıkladu 1.3. bude matice P vypadat následovně:

P =

(
4 −1

− 4 2

)
.

Interpolačńı polynom Pmn(x, y) si odvod́ıme podle vztahu (10), tj. Pnm(x, y) =
m∑
j=0

lj(y)P (x, yj). Vynásob́ıme transponovanou matici P s matićı Y .

P TY =


p0n p0n−1 . . . p

0
0

p1n p1n−1 . . . p
1
0

...
...

. . .
...

pmn pmn−1 . . . p
m
0


T 

b0m b0m−1 . . . b
0
0

b1m b1m−1 . . . b
1
0

...
...

. . .
...

bmm bmm−1 . . . b
m
0

 =


a00 a01 . . . a0m

a10 a11 . . . a1m

...
...

. . .
...

an0 an1 . . . anm

 = A

Výsledná matice A je tvořena prvky koeficient̊u a00 , · · · , anm hledaného inter-

polačńıho polynomu Pnm(x, y). Princip tohoto násobeńı je odvozen z principu

pro interpolaci v R, tedy

a00 = p0n · b0m + p1n · b1m + · · ·+ pmn · bmm
...

anm = p00 · b00 + p10 · b10 + · · ·+ pm0 · bm0 .

Matice A pro data z Př́ıkladu 1.3. vypadá následovně
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A = P TY =

(
4 −4

− 1 2

)
·
(
− 1 3

1 −2

)
=

(
− 8 20

3 −7

)
Koeficienty interpolačńıho polynomu jsou v matici A seřazeny dle sloupc̊u. Vektor

a bude ve tvaru

a = (−8 3 20 − 7) .

Př́ıklad 1.4 Pro stejná data jako v Př́ıkladu 1.3 nalezněte pomoćı uvedeného

m-souboru interpolačńı polynom. Data byla dána na oblastiD = {[x, y ]: x ∈ [0, 1 ],

y ∈ [2, 3 ]} následuj́ıćı tabulkou

2 3

0 -1 2
1 3 -2

Do př́ıkazového okna Matlabu zadáme vstupy:

x =[0 ; 1 ] ;
y =[2 ; 3 ] ;
F=[−1 2 ; 3 −2];
[ a]= lagrange n (x , y ,F)

Po potvrzeńı těchto vstup̊u źıskáme

a =

−8 3 20 −7

č́ımž jsme źıskali stejný výsledek jako při ručńım výpočtu. Kód vykresĺı graf

polynomu, který jsme vypoč́ıtali u př́ıkladu 1.4., je zobrazen na obrázku 3.

Př́ıklad 1.5 Pro zadaná data na oblasti D = {[x, y ]: x ∈ [−2, 4 ], y ∈ [−3, 1 ]}

nalezněte interpolačńı polynom v R2.

-3 -2 1

-2 0 -2 -1
0 1 5 1
1 0 1 1
3 1 -1 -3
4 2 0 0
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Obrázek 3: Graf interpolačńıho polynomu P11(x) pro data z Př́ıkladu 1.4

Nejdř́ıve z tabulky urč́ıme stupeň polynomu. Vid́ıme, že u proměnné x je pět

bod̊u, tud́ıž n = 4. U proměnné y tři, tedy m = 2. Proto budeme hledat inter-

polačńı polynom P42(x, y).

Uvedeme tvar interpolačńıho polynomu, který hledáme

P42(x, y) = a42x
4y2 + a32x

3y2 + a22x
2y2 + a12x

1y2 + a02y
2 + a41x

4y1 + a31x
3y1 +

+a21x
2y1 + a11xy + a01y + a40x

4 + a30x
3 + a20x

2 + a10x+ a00.

Do př́ıkazového okna Matlabu zadáme vstupy:

x=[−2 0 1 3 4 ] ;
y=[−3 −2 1 ] ;
F=[0 −2 −1; 1 5 1 ; 0 1 1 ; 1 −1 −3; 2 0 0 ] ;
[ a]= lagrange n (x , y ,F)

Po potvrzeńı těchto vstup̊u źıskáme vektor a dle tvaru (8), tedy koeficienty in-

terpolačńıho polynomu P42(x, y)
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a =

0.0407 −0.2704 0 .2880 1 .0250 −1.3333
0 .1204 −0.6852 0 .3565 2 .6250 −2.6667
−0.0528 0 .6722 −1.5861 −2.5333 5 .0000

Interpolačńı polynom bude ve tvaru

P42(x, y) =0.0407x4y2 − 0.2704x3y2 + 0.2880x2y2 + 1.0250x1y2 − 1.3333y2+

+ 0.1204x4y1 − 0.6852x3y1 + 0.3565x2y1 + 2.6250xy − 2.6667y−

+ 0.0528x4 + 0.6722x3 − 1.5861x2 − 2.5333x+ 5.0000.

Opět muśıme ověřit, zda jsou splněny podmı́nky interpolace (6). Ověřeńı se pro-

vede dosazeńım do předpisu P42(x, y). Pro ukázku jsou uvedeny některé z nich.

P42(x0, y0) = 0.0407(−2)4(−3)2 − 0.2704(−2)3(−3)2 + 0.2880(−2)2(−3)2 +

+1.0250(−2)1(−3)2 − 1.3333(−3)2 + 0.1204(−2)4(−3)1 −

+0.6852(−2)3(−3)1 + 0.3565(−2)2(−3)1 + 2.6250(−2)(−3)−

+2.6667− 0.0528(−2)4 + 0.6722(−2)3 − 1.5861(−2)2 − 2.5333(−2) +

+5.0000 = 0

P42(x1, y0) = 0.0407(0)4(−3)2 − 0.2704(0)3(−3)2 + 0.2880(0)2(−3)2 +

+1.0250(0)1(−3)2 − 1.3333(−3)2 + 0.1204(0)4(−3)1 −

+0.6852(0)3(−3)1 + 0.3565(0)2(−3)1 + 2.6250(0)(−3)−

+2.6667− 0.0528(0)4 + 0.6722(0)3 − 1.5861(0)2 − 2.5333(0) +

+5.0000 = 1

Podmı́nky interpolace jsou splněny.

Graf polynomu z př́ıkladu 1.5 je zobrazen na obrázku 4.
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Obrázek 4: Graf interpolačńıho polynomu P42(x, y) z Př́ıkladu 1.5

1.3. Polynomiálńı interpolace v R2 na trojúhelńıku

Rozděleńı oblasti, na které chceme funkci dvou proměnných interpolovat,

může být nejen obdélńıkové, ale i trojúhelńıkové. Plochu je snadněǰśı pokrýt

pomoćı trojúhelńık̊u. Máme trojúhelńık T se třemi vrcholy Tk = (xk, yk), k =

0, 1, 2, k nim předepsané funkčńı hodnoty fk. Proto hledáme interpolačńı poly-

nom P11(x, y) ve tvaru

P11(x, y) = αx+ βy + γ,

kde α, β, γ jsou jeho koeficienty a přitom muśı být splněny podmı́nky interpolace,

tj. P11(xk, yk) = fk.

Nejdř́ıve si ukážeme interpolačńı polynom P11(x, y) pro nejjednodušš́ı situaci a

to pro referenčńı trojúhelńık, který si označ́ıme T . Referenčńı trojúhelńık T má
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vrcholy T0 = (x0, y0) = (0, 0), T1 = (x1, y1) = (1, 0), T2 = (x2, y2) = (0, 1),

kde plat́ı x0 = x2 = 0, y0 = y1 = 0 a předepsané funkčńı hodnoty fk v těchto

vrcholech.

Chceme mı́t P11(x, y) tak, aby platilo P11(x0, y0) = f0, P11(x1, y1) = f1, P11(x2, y2) =

f2:

P11(0, 0) = α · 0 + β · 0 + γ = γ = f0
P11(1, 0) = α · 1 + β · 0 + γ = α + γ = f1
P11(0, 1) = α · 0 + β · 1 + γ = β + γ = f2,

tedy:

γ = f0

α = f1 − γ = f1 − f0

β = f2 − γ = f2 − f0.

Interpolačńı polynom P11(x, y) pro referenčńı trojúhelńık T v závislosti na daných

fk bude ve tvaru

P11(x, y) = (f1 − f0)x+ (f2 − f0)y + f0. (12)

Na následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme, jak nalézt interpolačńı polynom P11(x, y)

pro referenčńı trojúhelńık T .

Př́ıklad 1.6 Necht’ je dán referenčńı trojúhelńık T s funkčńımi hodnotami f0

= −3, f1 = 2, f2 = 1. Pro tyto data nalezněte interpolačńı polynom P11(x, y).

Koeficienty interpolačńı polynom jdou vyřešit jednoduchým dosazeńım do vztahu

(12), tedy

P11(x, y) = (f1 − f0)x+ (f2 − f0)y + f0 = (2 + 3)x+ (1 + 3)y − 3 =

= 5x+ 4y − 3.
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Muśıme ověřit podmı́nky interpolace, plat́ı:

P11(0, 0) = 5 · 0 + 4 · 0− 3 = −3

P11(1, 0) = 5 · 1 + 4 · 0− 3 = 2

P11(0, 1) = 5 · 0 + 4 · 1− 3 = 1.

Podmı́nky interpolace jsou splněny.

V praxi se obvykle vyskytuje obecný trojúhelńık T
′

s vrcholy T
′

k = (x
′

k, y
′

k), k =

0, 1, 2, které se daj́ı transformovat na vrcholy T0 = (0, 0), T1 = (1, 0), T2 = (0, 1)

referenčńıho trojúhelńıku T , viz. obrázek 5.

Obrázek 5: Transformace obecného trojúhelńıku

Pro lineárńı transformaci použijeme vztah x
′
= Ax+ b, který lze maticově zapsat(

x
′

y
′

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)(
x
y

)
+

(
b1
b2

)
. (13)
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Vrcholy referenčńıho trojúhelńıku T dosad́ıme dle (13) do

(
x
y

)
. Za

(
x

′

y
′

)
do-

sad́ıme vrcholy T
′

k = (x
′

k, y
′

k) obecného trojúhelńıka T
′
.

Dostáváme tedy pro:

T
′

0 = (x
′

0, y
′

0), T0 = (0, 0) :

(
x

′
0

y
′
0

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)(
0
0

)
+

(
b1
b2

)
⇒

x
′

0 = b1

y
′

0 = b2

T
′

1 = (x
′

1, y
′

1), T1 = (1, 0) :

(
x

′
1

y
′
1

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)(
1
0

)
+

(
b1
b2

)
⇒

a11 = x
′

1 − x
′

0

a21 = y
′

1 − y
′

0

T
′

2 = (x
′

2, y
′

2), T2 = (0, 1) :

(
x

′
2

y
′
2

)
=

(
a11 a12
a21 a22

)(
0
1

)
+

(
b1
b2

)
⇒

a12 = x
′

2 − x
′

0

a22 = y
′

2 − y
′

0.

Pro matici A a vektor b tedy plat́ı

A =

(
x

′
1 − x

′
0 x

′
2 − x

′
0

y
′
1 − y

′
0 y

′
2 − y

′
0

)
, b =

(
x

′
0

y
′
0

)
. (14)

Můžeme psát (
x

′

y
′

)
=

(
x

′
1 − x

′
0 x

′
2 − x

′
0

y
′
1 − y

′
0 y

′
2 − y

′
0

)(
x
y

)
+

(
x

′
0

y
′
0

)
, (15)

a tedy:

x
′

= (x
′

1 − x
′

0)x+ (x
′

2 − x
′

0)y + x
′

0

y
′

= (y
′

1 − y
′

0)x+ (y
′

2 − y
′

0)y + y
′

0
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Transformaci si ukážeme na následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad 1.7 Trojúhelńık T
′

s vrcholy T
′
0 = (x

′
0, y

′
0) = (3, 1), T

′
1 = (x

′
1, y

′
1) =

(2,−1), T
′
2 = (x

′
2, y

′
2) = (−1, 4) převed’ na referenčńı trojúhelńık T .

Transformaci provedeme jednoduchým dosazeńım do vztahu (15) a dostáváme:(
x

′

y
′

)
=

(
−1 −4
−2 3

)(
x
y

)
+

(
3
1

)
.

Z čehož vyplývá

x
′

= −x− 4y + 3

y
′

= −2x+ 3y + 1.

Ověřeńı źıskáme dosazeńım vrchol̊u referenčńıho trojúhelńıku T za

(
x
y

)
, tedy:

T0 = (0, 0) : x
′

0 = 0− 0 + 3 = 3,

y
′

0 = 0 + 0 + 1 = 1,

T1 = (1, 0) : x
′

1 = −1 + 0 + 3 = 2,

y
′

1 = −2 + 0 + 1 = −1,

T2 = (0, 1) : x
′

2 = 0− 4 + 3 = −1,

y
′

2 = + + 3 + 1 = 4.

Vid́ıme stejné hodnoty souřadnic vrchol̊u pro zadaný trojúhelńık T
′
.

Transformace se dá provést v obou směrech, tj. vrcholy referenčńıho trojúhelńıku

T do vrchol̊u obecného trojúhelńıku T
′
. Vztah x

′
= Ax+ b můžeme upravit na

x = A−1x
′ − A−1b = A−1(x

′ − b), (16)

přičemž
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A−1 = 1
a11a22−a12a21

(
a22 −a12
−a21 a11

)
,

Matici A a vektor b jsme si odvodili výše dle (14). Máme tedy(
x
y

)
=

1

(x
′
1 − x

′
0)(y

′
2 − y

′
0)− (x

′
2 − x

′
0)(y

′
1 − y

′
0)

(
y

′
2 − y

′
0 −x

′
2 + x

′
0

−y′
1 + y

′
0 x

′
1 − x

′
0

)
[(

x
′

y
′

)
−
(
x

′
0

y
′
0

)]
, (17)

z čehož vyplývá:

x =
(y

′
2 − y

′
0)(x

′ − x′
0)− (x

′
2 − x

′
0)(y

′ − y′
0)

(y
′
2 − y

′
0)(x

′
1 − x

′
0)− (x

′
2 − x

′
0)(y

′
1 − y

′
0)

=

=
x′y

′
2 − x

′
0y

′
2 − x′y

′
0 − x

′
2y

′
+ x

′
2y

′
0 + x

′
0y

′

x
′
1y

′
2 − x

′
0y

′
2 − x

′
1y

′
0 − x

′
2y

′
1 + x

′
2y

′
1 + x

′
0y

′
1

=

=
x′(y

′
2 − y

′
0) + y

′
(x

′
0 − x

′
2)− x

′
0y

′
2 + x

′
2y

′
0

x
′
1y

′
2 − x

′
0y

′
2 − x

′
1y

′
0 − x

′
2y

′
1 + x

′
2y

′
0 + x

′
0y

′
1

,

y =
(x

′
1 − x

′
0)(y

′ − y′
0)− (y

′
1 − y

′
0)(x

′ − x′
0)

(y
′
2 − y

′
0)(x

′
1 − x

′
0)− (x

′
2 − x

′
0)(y

′
1 − y

′
2)

=

=
x

′
1y
′ − x′

1y
′
0 − x

′
0y
′ − x′

y
′
1 + x

′
0y

′
1 + x

′
y

′
0

x
′
1y

′
2 − x

′
0y

′
2 − x

′
1y

′
0 − x

′
2y

′
1 + x

′
2y

′
0 + x

′
0y

′
1

=

=
x′(y

′
0 − y

′
1) + y

′
(x

′
1 − x

′
0)− x

′
1y

′
0 + x

′
0y

′
1

x
′
1y

′
2 − x

′
0y

′
2 − x

′
1y

′
0 − x

′
2y

′
1 + x

′
2y

′
0 + x

′
0y

′
1

.

Transformaci si opět ukážeme na př́ıkladu. Vezmeme si data z Př́ıkladu 1.7.

Př́ıklad 1.8 Referenčńı trojúhelńık T převed’ na trojúhelńık T 1 s vrcholy T
′
0 =

(x
′
0, y

′
0) = (3, 1), T

′
1 = (x

′
1, y

′
1) = (2,−1), T

′
2 = (x

′
2, y

′
2) = (−1, 4).

Transformaci provedeme jednoduchým dosazeńım do vztahu (17)(
x
y

)
=

1

(2− 3)(4− 1)− (−1− 3)(−1− 1)

(
3 2
4 −1

)
[(

x
′

y
′

)
−
(

3
1

)]
,
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z čehož vyplývá:

x =
3x′ + 4y

′ − 13

−11
,

y =
2x′ − y′ − 5

−11
.

Ověřeńı dostaneme dosazeńım vrchol̊u obecného trojúhelńıku, tedy:

T
′

0 = (3, 1) : x0 =
3 · 3 + 4 · 1− 13

−11
= − 0

11
= 0,

y0 =
2 · 3− 1− 5

−11
= − 0

11
= 0,

T
′

1 = (2,−1) : x1 =
3 · 2 + 4 · (−1)− 13

−11
=

11

11
= 1,

y0 =
2 · 2 + 1− 5

−11
= − 0

11
= 0,

T
′

2 = (−1, 4) : x0 =
3 · (−1) + 4 · 4− 13

−11
= − 0

11
= 0,

y1 =
2 · (−1)− 4− 5

−11
=

11

11
= 1.

Č́ımž jsme źıskaly vrcholy referenčńıho trojúhelńıku T .

Nyńı si ukážeme, jak bude vypadat interpolačńı polynom P11(x, y) pro obecný

trojúhelńık T
′
. Muśı platit P11(xk, yk) = fk, tedy

P11(x0, y0) = αx0 + βy0 + γ = f0
P11(x1, y1) = αx1 + βy1 + γ = f1
P11(x2, y2) = αx2 + βy2 + γ = f2,

Máme soustavu tř́ı rovnic o třech neznámých, kterou lze zapsat maticově Op = f

a plat́ı O =

x0 y0 1
x1 y1 1
x2 y2 1

, p =

α
β
γ

, f =

 f0
f1
f2

.
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Vid́ıme, že je třeba vypoč́ıtat vektor p. Op = f uprav́ıme na p = O−1f , kde O−1

vyjádř́ıme pomoćı reciproké matice adjO, tedy

O−1 =
1

detO
adjO,

kde

detO = x0y1 − x0y2 + x1y2 − x1y0 + x2y0− x2y1

adjO =

 y1 − y2 y2 − y1 y0 − y1
x2 − x1 x0 − x2 x1 − x0

x1y2 − x2y1 x2y0 − x0y2 x0y1 − x1y0

 .

Můžeme psátα
β
γ

 =
1

x0y1 − x0y2 + x1y2 − x1y0 + x2y0 − x2y1
·

·

 y1 − y2 y2 − y1 y0 − y1
x2 − x1 x0 − x2 x1 − x0

x1y2 − x2y1 x2y0 − x0y2 x0y1 − x1y0

 f0
f1
f2

 .

Koeficienty interpolačńıho polynomu P11(x, y) lze vyjádřit jako

α =
(y1 − y2)f00 + (y2 − y1)f11 + (y0 − y1)f22
x0y1 − x0y2 + x1y2 − x1y0 + x2y0 − x2y1

β =
(x2 − x1)f00 + (x0 − x2)f11 + (x1 − x0)f22
x0y1 − x0y2 + x1y2 − x1y0 + x2y0 − x2y1

γ =
(x1y2 − x2y1)f00 + (x2y0 − x0y2)f11 + (x0y1 − x1y0)f22

x0y1 − x0y2 + x1y2 − x1y0 + x2y0 − x2y1

a polynom P11(x, y) pro obecný trojúhelńık T
′

je ve tvaru

P11(x, y) =
(y1 − y2)f00 + (y2 − y1)f11 + (y0 − y1)f22
x0y1 − x0y2 + x1y2 − x1y0 + x2y0 − x2y1

x+

+
(x2 − x1)f00 + (x0 − x2)f11 + (x1 − x0)f22
x0y1 − x0y2 + x1y2 − x1y0 + x2y0 − x2y1

y +

+
(x1y2 − x2y1)f00 + (x2y0 − x0y2)f11 + (x0y1 − x1y0)f22

x0y1 − x0y2 + x1y2 − x1y0 + x2y0 − x2y1
. (18)

V následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme, jak může vypadat interpolačńı polynom
P11(x, y) pro obecný trojúhelńık T

′
.
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Př́ıklad 1.9 Pro trojúhelńık T 1 s vrcholy T
′
0 = (x

′
0, y

′
0) = (3, 1), T

′
1 = (x

′
1, y

′
1)

= (2,−1), T
′
2 = (x

′
2, y

′
2) = (−1, 4) a funkčńımi hodnotami f0 = −3, f1 = 2, f2 = 1

zkonstruuj interpolačńı polynom P11(x, y).

Data dosad́ıme do vztahu (18) a dostaneme interpolačńı polynom ve tvaru

P11(x, y) =
(−1− 4)(−3) + (4− 1)2 + (1 + 1)(−1)

−3 + 8− 1− 1− 12− 2
x+

+
(−1− 2)(−3) + (3 + 1)2 + (2− 3)1

−3 + 8− 1− 1− 12− 2
y +

+
(8− 1)(−3) + (−1− 12)2 + (−3− 2)1

−3 + 8− 1− 1− 12− 2
=

= − 23

11
x− 16

11
y +

52

11
= −2, 0909x− 1, 4545y + 4, 7273.

Ověř́ıme podmı́nky interpolace, tedy

P11(3, 1) = −23

11
x− 16

11
y +

52

11
= −23

11
3− 16

11
1 +

52

11
= −33

11
= −3

P11(2,−1) = −23

11
x− 16

11
y +

52

11
= −23

11
2− 16

11
(−1) +

52

11
=

22

11
= 2

P11(−1, 4) = −23

11
x− 16

11
y +

52

11
= −23

11
(−1)− 16

11
4 +

52

11
=

11

11
= 1.

Podmı́nky interpolace jsou splněny.

Nyńı si představ́ıme m-soubor, jehož výstupem budou koeficienty interpolačńıho
polynomu pro obecný trojúhelńık T

′
. M-soubor je odvozen podle předchoźı teo-

rie, dle Op = f . Na vstupu zadáme souřadnice bod̊u [xk, yk] a funkčńı hodnoty
fk, k = 0, 1, 2. Ve výstupu bude řádkový vektor koeficient̊u intepolačńıho poly-
nomu P11(x, y).

Text m-souboru v MATLABu vypadá následovně:

function [ p]=polynom (x , y , f )

% vstup x . . . x−ova souradnice bodu
% y . . . y−ova souradnice bodu
% f . . . predepsane funkcn i hodnoty
% vys tup p . . . v e k t o r k o e f i c i e n t u i n t e r p o l a c n i h o
% polynomu

O=[x (1 ) y (1 ) 1 ;
x (2 ) y (2 ) 1 ;
x (3 ) y (3 ) 1 ] ;
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P = inv (O)∗ f ;
p = P ( : ) ’ ;

Do př́ıkazového okna Matlabu zadáme vstupy:

x =[3 ; 2 ; −1];
y =[1 ; −1; 4 ] ;
f =[−3; 2 ; 1 ] ;
[ p]=polynom (x , y , f )

Po potvrzeńı těchto vstup̊u źıskáme

p = −2.0909 −1.4545 4 .7273

č́ımž jsme źıskali stejné koeficienty, jak při ručńım výpočtu.
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2. Interpolace v matematickém softwaru MATLAB

Kapitola se týká funkćı pro interpolaci v matematickém softwaru MATLAB.
Teorii jsem studovala z [5].

Matematický software MATLAB pro interpolaci ve dvourozměrném prostoru
na obdélńıkové śıti nab́ıźı pouze funkci interp2, kterou lze volat r̊uznými zp̊usoby.
V následuj́ıćım textu je ukázán jeden zp̊usob voláńı, daľśı jsou uvedeny v [5].
Syntaxe funkce je ZZ = interp2(X, Y, Z,XX, Y Y,method), kde method určuje
jakým typem chceme interpolaci provést a může být:

nearest metoda nejbližš́ıho souseda
linear metoda lineárńı interpolace
spline po částech kubický splajn
cubic kubická Hermitovská interpolace

Funkce interp2 vytvoř́ı interpolačńı polynom Pnm(x, y) v námi zvolených uzlech
interpolace [xi, yj] a předepsaných funkčńıch hodnotách, které ṕı̌seme do matice
Z. Uzly [xi, yj] ṕı̌seme do vektor̊u x a y, ze kterých je nutné vytvořit matice tj.

[X, Y ] = meshgrid(x, y).

Výstupem jsou funkčńı hodnoty tohoto polynomu Pnm(x, y) pro námi zvolené
body, které ṕı̌seme do vektor̊u xx, yy, ze kterých muśıme opět udělat matice
pomoćı funkce meshgrid, tzn.

[XX, Y Y ] = meshgrid(xx, yy).

Pro interpolaci dvou proměnných na nepravidelné śıti nab́ıźı software Matlab
funkci griddata. Na nepravidelné śıti nejsou uzly ekvidistantńı, tedy rozestup
mezi jednotlivými uzly je rozd́ılný. Syntaxe je stejná jako u funkce interp2,
tj. ZZ = griddata(X, Y, Z,XX, Y Y ).

V následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme rozd́ıl mezi funkćı interp2 a griddata. Data
vezmeme z Př́ıkladu 1.3.

Př́ıklad 1.10 Pro stejná data jako v Př́ıkladu 1.3 nalezněte pomoćı uvedeného
m-souboru interpolačńı polynom. Data byla dána na oblastiD = {[x, y ]: x ∈ [0, 1 ],
y ∈ [2, 3 ]} následuj́ıćı tabulkou

2 3

0 -1 2
1 3 -2

Př́ıkazy v Matlabu budou vypadat následovně:
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x =[0; 1 ] ;
y = [ 2 ; 3 ] ;
[X,Y]=meshgrd (x , y )
Z=[−1 2 ; 3 −2];
xx = [ 0 : 0 . 1 : 1 ] ;
yy = [ 2 : 0 . 1 : 3 ] ;
ZZ=interp2 (X,Y, Z ,XX,YY, ’ l i n e a r ’ ) ;
ZZ=griddata (X,Y, Z ,XX,YY, ’ l i n e a r ’ ) ;

%v y k r e s l e n i g ra fu
plot3 (X,Y, Z , ’ ko ’ )
ZZ=interp2 (X,Y, Z ,XX,YY, ’ l i n e a r ’ ) ;
subplot ( 1 , 2 , 1 ) ;
surf (XX,YY, ZZ) ;
hold on ;

plot3 (X,Y, Z , ’ ko ’ )
ZZ1=griddata (X,Y, Z ,XX,YY, ’ l i n e a r ’ ) ;
subplot ( 1 , 2 , 2 )
surf (XX,YY, ZZ1) ;

Graf interpolačńı funkce dvou proměnných může vypadat následovně.

Obrázek 6: Interpolačńı polynom dvou proměnných. Vlevo na obdélńıkové śıti,
vpravo na nepravidelné.
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Vid́ıme rozd́ıl graf̊u, tedy funkce se nedaj́ı použ́ıt pro stejná data.

Pro interpolaci jedné proměnné Matlab nab́ıźı v́ıce možnost́ı. V této ba-
kalářské práci jsou uvedené jen některé z nich.
Funkce polyfit nalezne koeficienty výsledného polynomu P (x). Syntaxe této
funkce je a = polyfit(x, f, n), kde x je vektor bod̊u na ose x a k nim předepsané
funkčńı hodnoty obsahuje vektor f . Stupeň polynomu, jimž chceme interpolovat
body x znač́ı n. Na Př́ıkladu 1.11. si ověř́ıme, zda Př́ıklad 1.1. bude shodný s
funkćı polyfit.

Př́ıklad 1.11 Pro data v tabulce nalezněte Lagrange̊uv interpolačńı polynom.

xi 0 1 −1
f(xi) −1 1 2

Do př́ıkazového okna zadáme vstupy:

x=[0 1 −1];
f =[−1 1 2 ] ;
a=polyf it (x , f , 2 )

Po potvrzeńı vstup̊u źıskáme sestupné uspořádáńı koeficient̊u, tedy

a =

2.5000 −0.5000 −1.0000

Vid́ıme shodnost výsledk̊u.

Pokud by nás zaj́ımaly hodnoty polynomu Pn(x) ve všech prvćıch vektoru x, lze
použ́ıt funkce polyval:

y = polyval(a, x),

kde a je vektor do kterého se zadávaj́ı koeficienty polynomu, který chceme apro-
ximovat. Vektor x je vektor uzl̊u interpolace. Pro představu si funkci polyval
ukážeme opět na Př́ıkladu 1.1.
Do př́ıkazového okna zadáme vstupy:

p = [ 2 . 5 0 0 0 −0.5000 −1.0000] ;
x=[0 1 −1];
f=polyval (p , x )

Po potvrzeńı vstup̊u źıskáme

f =

−1 1 2
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Vid́ıme shodnost.

Daľśı funkci, kterou můžeme pro interpolace použ́ıt je interp1, která je obdobou
funkce interp2. Základńı skladba této funkce je yi = interp1(x, y, xx), kde vektor
x obsahuje uzly xi, do vektoru y se zapisuj́ı funkčńı hodnoty těchto bod̊u a vektor
xx obsahuje body na ose x v nichž má být vypoč́ıtána hodnota interpolačńıho
polynomu. Funkce interp1 může být volána r̊uznými zp̊usoby a zadána také s
metodou, kterou chceme použ́ıt (v́ıce v [5]).
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Závěr

Ćılem mé bakalářské práce bylo nastudováńı teorie interpolace v R2. Čtenář̊um
jsem chtěla ukázat, že se př́ıklady daj́ı řešit nejen pro ručńı poč́ıtáńı, ale i v ma-
tematickém softwaru Matlab. Vytvořila jsem ke každému tématu kód, který byl
vysvětlen, jakým zp̊usobem funguje a následně v něm ukázán řešený př́ıklad.

Nejdř́ıve jsem se zaměřila na seznámeńı úlohy interpolace a také na inter-
polačńı podmı́nky . V prvńı podkapitole byl řešen interpolačńı polynom v R
pomoćı Lagrangeova interpolačńıho polynomu, který se dále využil pro odvozeńı
interpolačńıho polynomu v R2 na obdélńıkové śıti v druhé podkapitole. Stěžejńı
část́ı byla třet́ı podkapitola, kde jsem čerpala z konzultaćı s vedoućı své bakalářské
práce. Interpolačńı polynom pro tuto situaci byl odvozen ze soustavy tř́ı rovnic
o třech neznámých, která se řešila maticově. Druhá kapitola se věnovala mate-
matickému softwaru Matlab. Čtenář byl informován jaké funkce Matlab nab́ıźı a
bĺıže s němi seznámen.

Dı́ky své bakalářské práci jsem si rozš́ı̌rila teorii interpolace. V předmětu Nu-
merické metody jsem studovala interpolaci pro R a tak interpolace v R2 pro mne
byla novým učivem. Dále jsem si také zlepšila své dovednosti v matematickým
softwaru Matlab. Nav́ıc psańı této bakalářské práce mě naučilo lépe formulovat
teorii tak, aby čtenář co nejsrozumitelněji pochopil danou problematiku.
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