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Anotace

Cilem bakalafské prace na téma Stereometrické tlohy feSené v programu GeoGebra
bylo vytvofit kolekei vlastnich feSenych piikladi ze stereometrie z uéiva v rozsahu od
zakladni skoly, pfes stfedni skolu az po vysokoskolskou piipravu ucitelli matematiky.
Podplirnym prosttedkem pro tuto bakaldfskou praci je program GeoGebra. Prace se
zaméfuje zejména na hranatd télesa v rozsahu uciva na zakladnich a stfednich skolach a

¢astecné€ 1 na vysokych Skolach.

Kli¢ova slova: Stereometrie, GeoGebra, Geometricky prostor, 3D, krychle, kvadr, jehlan,
objem, povrch, Pythagorova véta, odchylky, fezy

Abstract

The aim of the bachelor‘s thesis on the subject of ‘Solving stereometric problems in
GeoGebra’ was to create a collection of own solved examples from stereometry from the
curriculum in the range from primary school, through secondary school to university
training of mathematics teachers. The GeoGebra program is a support tool for this
bachelor’s thesis. The work focuses mainly on the curriculum of primary and secondary
schools, partly also on the curriculum at universities. The work focuses mainly on square
figures in the scope of the curriculum at primary and secondary schools and partly also at

universities.

Key words: Stereometry, GeoGebra, Geometric space, 3D, cube, cuboid, pyramid,

volume, surface, Pythagoras’s theorem, deviation, cross-section
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1 Uvod

Bakalafska prace na téma Stereometrické ulohy feSené v programu GeoGebra se
zaméfuje na vytvoreni vlastnich feSenych piikladit pomoci programu GeoGebra pro zaky

zakladnich a stfednich skol.

S vniménim trojrozmérného prostoru, kterym se stereometrie zabyva, jsme vazani uz
od détstvi. Jako mali si hrajeme s rtiznymi télesy, napiiklad: kostickami, valci, kvadry,
jehlany a kuzely, ze kterych si stavime rGzné budovy. Postupem let pouzivdme hraci
kostky k deskovym hram, koule ke kopané ¢i ke stavéni snéhulaka, ale nepozastavujeme
se nad vSemi tvary a spojitostmi se stereometrii. S nastupem do Skolnich zatizeni se se

stereometrii postupné seznamujeme a ucime se vzorecky a jak co vypocitat.

Téma této bakalarské prace jsem si vybrala predev§im z diivodil, ze m¢ stereometrie
bavila jiz od détstvi a s GeoGebrou jsem se seznamila az na stfedni $kole, kde mée

okamzité velmi zaujala svou rozmanitosti.

V mé bakalarské praci se soustiedim pouze na hranatd télesa (krychle, kvadr,
pravidelny jehlan, véetné komolého). Mym cilem bylo vytvofit piiklady, které jsem
pomoci programu GeoGebra vymodelovala a pfijit na to, jak zakim v budoucnu

stereometrii nazorngji vysvétlit.

Bakalarské prace je strukturovana do kapitol dle téles, které se probiraji na zdkladnich

a sttednich $kolach dle RVP [13], [14].

V uvodu kazdé kapitoly je uvedena mozna definice daného télesa. Nasleduje
podkapitola sité télesa, ve které se zabyvam jeji definici, nejbéZnéjsim piikladem sité a
praktickym piikladem na jeji urceni. Dalsi podkapitolou je povrch a objem télesa, kde
uvadim vzdy jeden piiklad na uziti Pythagorovy véty [8], coz jsou témata probirana na
zékladnich $kolach. Zaci s objemem a povrchem téles pocitaji dva typy tloh, bud’ maji
zadané hrany téles a vypocitaji objem ¢i povrch. Anebo maji zadanou velikost povrchu
nebo objemu télesa a maji pomoci vzorecku dopocitat velikost hrany [1], [4], [8]. Poté
uvadim podkapitoly fezy télesem a odchylky v télese, coz jsou témata probirana na
stiednich Skolach [11], [12], [13]. Pomoci programu GeoGebra lze fezy télesy nazornéji

ukazat a vysvétlit.



V kapitole krychle se zabyvam navic podkapitolou krychlové stavby, na kterych se

snazim vysvétlit pojmy priméty (ptidorys, bokorys, narys) a kotovani.

Soucasti mé bakalaiské prace jsou ptilohy, které 1ze vytisknout a které slouzi k feSeni
nékterych prikladt (sité, fezy). Zarovenn je také soucéasti bakalaiské prace kniha
Stereometrie, vytvoiena V programu GeoGebra Viz odkaz:

https://www.geogebra.org/m/ed4xvpxx, ve které¢ se na rozdil od psané formy zabyvam

nejen hranatymi télesy, ale také oblymi. Kniha je strukturovana do kapitol podle téles
s moznosti praktického vyzkouseni nékterych casti. V knize je také moznost vyzkouset

dynamické applety.


https://www.geogebra.org/m/ed4xvpxx

2 Stereometrie

Stereometrie je geometrie v prostoru [11], ktera se zabyva geometrickymi utvary.
Mezi zakladni pojmy patii: bod, pfimka a rovina. Stereometrie se zabyva nejen
vzajemnou polohou bodi, pifimek a rovin, ale také télesy, jejich fezy a vypocty odchylek

Vv télesech [12].

ey een

Télesa, se kterymi se ve stereometrii zaci setkavaji jiz na zakladnich Skolach, jsou:

krychle, kvadr, jehlan, komoly jehlan, kuzel, komoly kuzel, véalec a koule.

Na prvnim stupni se Zaci u¢i poznavat télesa, pojmenovat je a poznat jejich sité.
Zaroven télesa pro lepsi predstavivost vytvareji (modeluji) [5], [7]. Dale pak pracuji
S krychlovymi stavbami a kresli priméty (pidorys, bokorys a narys) nejen téles, ale

i riznych predmétu [3].

Na druhém stupni se zaci uci, co je objem a povrch télesa a pocitaji rizné ulohy s tim
souvisejici. Dale pak vyuzivaji Pythagorovu vétu v prostoru predevSim na urceni

télesovych uhlopricek [4].

Na stfednich skolach se zaci potykaji s odchylkami pfimek a rovin v télesech, které

pocitaji uzitim sinové a kosinové véty a pak s fezy téles [6], [12].

Na vysokych Skolach pak studenti probiraji detailnéji promitani téles a fezy télesy.



3 Krychle

Krychle je pravidelny ctyrboky hranol, vsechny jeji stény jsou shodné ctverce [10].

3.1 Sit krychle

Pojem sit’ krychle muze byt definovan jako: Sit’ krychle se skidda ze Sesti shodnych
ctvercu [10]. Ptipadné jako: Sit’ krychle je rozloZeny povrch télesa. Tzn., zZe Sit je tedy
slozena ze Sesti shodnych, vzdajemné se dotykajicich ctvercii, které ovsem nemohou byt
pospojovany nahodné. Musi byt rozmistény tak, aby byly schopné obalit krychli o stejné
velikosti, tak aby se Zadné ze stén neprekryvaly, a naopak obalily celou krychli (viz
obrazek 1) [15].

V ulebnicich se pak vyskytuji tlohy typu: Nakreslete vSechny mozné sité krychle,

piipadn¢ urcete, zda se z danych obrazct da sestavit krychle [1], [4].

g T

L

-
N F
¥ - ¢
4 “\‘—\

Obrazek 1: priklad sité krychle

Na obrazku 1 vidime zakladni sit’ krychle a sloZenou krychli vytvotenou v programu
GeoGebra.

Nazorné k vidéni v knize na GeoGebie viz odkaz: https://www.geogebra.org/m/kwxmgzfp



https://www.geogebra.org/m/kwxmgzfp

Priklad 1:
a) Vystiihnéte z piilohy 1 obrazec ¢islo 1 a ¢islo 6 a pokuste se z nich sestavit krychle.
b) Zdtvodnéte, pro¢ z nich Ize ¢i nelze krychle slozit.

c¢) Na zéklad¢ ptedchazejiciho ukolu rozhodnéte, zda ze zbylych 8 obrazcii krychle slozite

a zduvodnéte svou domnénku.

6)

10)

Obrazek 2: zadani prikladu 1

Reseni:

a, b) Vystiihnutim zjistime, ze z obrazce ¢islo 1 krychli 1ze slozit a z obrazce ¢islo 6

krychli nelze slozit, z divodu ptekryvani stran.

C) Ze zbylych 8 obrazct 1ze slozit pouze obrazec ¢islo 10. Moznym zdivodnénim,
pro¢ ostatni nelze sloZit jsou: &islo 2 nelze, protoze chybi jeden étverec. Cislo 3 nelze,
protoze by se dva ¢étverce piekryvaly. Cislo 4 nelze, protoZe jedna sténa ma tvar
trojuhelniku. Cislo 5 nelze, sit’ by se musela rozstiihnout na jednotlivé étverce. Cislo
7 nelze, chybi podstavy. U ¢&isla 8 by se stény opét prekryvaly. Cislo 9 nelze slozit

Z divodu sedmi étverca.




3.2 Krychlové stavby

Krychlovou stavbou rozumime stavbu z libovolného poctu krychli. Krychlové stavby
slouzi k tomu, aby se Zaci seznamili s pojmy priméty (piadorys, bokorys, narys) a

s kotovanim. Resi se tii typy ukold:

1) typ A, zakresleni pruméta dle zadané stavby (viz priklad 2)

2) typ B, sestaveni stavby podle priméti (viz ptiklad 3)

3) typ C, postaveni krychlové stavby podle kotovaného ptidorysu (viz ptiklad 4) [3],
[5].

Priklad 2: Podle fotografie nakreslete na ¢tvereckovany papir padorys, bokorys a narys
dané krychlové stavby.

Obrazek 3: zadani prikladu 2




Reseni:

Obrazek 4: pudorys (vlevo), bokorys (uprostied), narys (vpravo)

Priklad 3: Podle zadanych praméti sestavte co nejvice riiznych staveb.

Padorys Narys Bokorys

Obrazek 5: zadani prikladu 3




Resenti:

Obrazek 6: mozna feseni prikladu 3

Z prikladu ¢islo 3 vidime, ze ze zadaného ptidorysu, bokorysu a narysu Ize postavit
vice podobnych staveb, které¢ maji stejné primety. K sestaveni jediné stavby se zavadi
pojem kotovany pudorys a pojem kota. Kota (Cislo v kazdém policku pidorysu) oznacuje

pocet krychli (vysku) dané stavby.

Piiklad 4: Sestavte krychlovou stavbu podle nasledujiciho kétovaného ptidorysu.

Obrazek 7: zadani pfikladu 4




Reseni:

Obrazek 8: feseni prikladu 4

3.3 Povrch, objem

Povrchem krychle rozumime soucet obsaht vSech stén tedy Sesti shodnych ¢tvercu.
Objem krychle je velikost prostoru, ktery krychli vypliuje [9].
S=6'a-a=6a’ V=a-a-a=a

Applety na vypocet objemu a povrchu krychle jsou nazorngji k nahlédnuti v knize

GeoGebra viz odkaz: https://www.geogebra.org/m/pwubgbae.



https://www.geogebra.org/m/pwu6qbae

P¥iklad 5: Vypodtéte povrch dané stavby, vite-li, Ze povrch celé bilé krychle je 6 cm?.

Obrazek 9: zadani prikladu 5

Reseni:
Jelikoz zname povrch, musime si nejdiive vypocitat velikost jedné hrany.
6=6-a> a’=1 a=1

Z obréazku vidime, Ze v jedné fad¢ jsou tii krychle stejné velikosti, celkem jsou tfi fady

a do vy3ky jsou také tfi stavby. Z tohoto diivodu: S = 6-3a-3a = 63 -3 = 54cm?.

Piiklad 6: Vypoctéte objem dané stavby, vite-li, Ze objem celé bilé krychle je 1 cm?.

Obrazek 10: zadani prikladu 6
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Reseni:
Zname-li objem jedné krychle, staci pouze spocitat, kolik takovych krychli obsahuje
celd stavba a vynasobit pocet krychli s velikosti objemu. Celkem mame 27 krychli, proto:

Vstavby =27" Vkrychle =27-1= 27cm3

Pro zkousku spocitame stejny priklad uzitim vzorecku na objem. Nejdiive zjistime
velikost hrany jedné krychle. Poté vynasobime poctem krychli v jednom sloupci ¢i fadé

a vypod&itame celkovy objem, a = 1 V=0B-a)?=33=27cm3

Zavér: jak vidime, objem lze pocitat u pravidelnych staveb dvéma zptisoby a vysledek

bude shodny.

Piiklad 7: Vypocitejte télesovou thlopticku BH krychle ABCDEFGH, hrana krychle je

3cm.

Obrazek 11: zadani prikladu 7
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Reseni:

Obrazek 12: feseni prikladu 7

T¢lesova uhlopticka BH je ptfeponou pravouhlého trojuhelnika BDH, ve kterém
usecky BD a DH jsou odvésny. Zaroven DH je hrana krychle a BD je sténova uhlopficka.
Pro vypocet télesové thlopticky je nediive potieba vypocitat st€énovou uhlopticku, obé

pomoci Pythagorovy véty (c? = a? + b?).

Vypocet sténové uhlopticky BD: Vypocet télesové thlopticky BH:
BD? = AB* + AD? BH? = DH? + BD?

BD? = 32 + 32 BH? =32 + 18

BD? =18 BH? =27

BD =18 = 4,24 BH =27 = 5,19

3.4 Rezykrychle

Rezem krychle rozumime priinik télesa a roviny. Je to rovinny utvar, jehoz hranice je

prunik povrchu télesa a roviny rezu. Hranice Fezu krychle se sklada z prinikii roviny rezu

12



se stenami krychle. Sestrojit Fez rovinou tedy znamend sestrojit prisecnice dané roviny

S rovinami jednotlivych sten [12].
Rezy se provadi:
a) rovinou danou tfemi body

b) rovinou danou bodem a pfimkou.

Ad a) Tyto body mohou mit nasledujici polohy:
1) Vsechny tfi body jsou zaroven vrcholy télesa
2) Body lezi na hranach télesa

3) Body lezi mimo téleso

4) Kombinace prvnich tfi moznosti

Ad 1) V tomto piipadé zaci musi dat pozor na polohu zadanych bodt. Jsou mozné dva
ptipady poloh téchto bodd, tj. zda dva zadané body lezi v roving jedné stény ¢i nikoliv
(viz priklad 8).

Piiklad 8: Proved'te fez krychle rovinou AEG.

Obrazek 13: zadani prikladu 8
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Reseni:

Obrazek 14: feseni prikladu 8

Body AE tvofi hranu krychle, proto je mtizeme spojit. Body E, G leZi ve stejné roving,
a proto je také muizeme spojit. Bod A a G nelezi v roving jedné stény, proto je nemizeme
spojit tseCkou piimo. Z tohoto diivodu vedeme rovnobézky s useckami AE a EG tak, aby

se protnuly v bod¢ (vrcholu) C. Bod C je ¢tvrtym bodem fezu krychle rovinou AEG.

Ad 2) Nejdiive je opét potieba uréit polohu bodi. Body mohou lezet na stejnych
sténach nebo nikoliv. Piiklad 9 je ukazkou polohy bodi, kdy body neleZi na stejnych

sténach.

Piiklad 9: Proved'te fez krychle rovinou PQR. Body P, Q, R jsou stfedy hran AB, CG,
EH.

Obrazek 15: zadani prikladu 9

14




Reseni:

Obrazek 16: feseni prikladu 9

Postup:

Body P, Q, R jsou stfedy hran, z nichz zadné dva neleZi v roving jedné stény, ale lezi
vroviné¢ fezu. Tyto body muizeme spojit, ale o findlnim fezu neposkytnou Zadné

informace. Jsou zde mozné tfi analogické postupy zavisejici na po¢ate¢nim bodu vybéru.

Jednim z moznych feseni je vést kolmici z bodu R na hranu AD, vznikly prusecik

oznac¢ime R ‘ (pudorys bodu R).

Body R ‘a C vedeme piimku, ktera je prisecnici roviny podstavy s rovinou CQR, ktera
je kolma na rovinu podstavy. Zaroven vedeme pomocnou piimku body R, Q, které lezi
V roving fezu. Protnutim téchto dvou piimek vznikne prusecik (pomocny bod) I, ktery
lezi ve tfech rovinach: v roviné podstavy ABCD, V roviné fezu a Vv roviné CQR. Viz

obrazek 17.
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Obrazek 17: sestrojeni prusecnic a bodu /

Bodem | vedeme ptimku (prusecnici roviny podstavy a roviny fezu) prochazejici
bodem P, ktera protne podstavu krychle na hrané BC, a tak vznikne prasecik Si (bod
tezu). Use¢kami pak spojime body P, S1 a S1, Q. Viz obrazek 18.

Obrazek 18: vytvoreni bodu S:

Bodem R (lezicim v roving stény ADEH) vedeme rovnobézku s useckou QS: (lezici
Vv rovin¢ BCGF) a protnutim hrany AE vznikne prusecik Ss, lezici na této hran€. Spojime

body P, Sz a body R, Sz useckami. Viz obrazek 19.

16



Obrazek 19: vytvoreni bodu Ss

Dale vedeme pifimku prochazejici bodem R, rovnobéznou s iseckou PS:. Vsechny
rovnob&ézky lezi v roviné fezu. Rovnobé&zka prochazejici bodem R a je rovnobézna
s tiseckou PS1 nam protne hranu GH v bod¢ Sy, ktery je prusecik lezici na hrané¢ GH. Bod

S2 spojime s body R a Q use¢kami a ziskame vysledny fez krychle. Viz obrazek 20.

Obrazek 20: finalni fez rovinou PQR

Nézorny postup viz odkaz: https://www.geogebra.org/m/gwarzzgh

17
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Ad 3) Je nutno zjistit polohy bodi roviny fezu. Bod mutize leZet na prodlouzené hrané

télesa (viz ptiklad 10), ptipadn€ mimo prodlouzené hrany télesa.

Piiklad 10: Proved'te fez krychle rovinou 1JK. Body J, K jsou sttedy hran AB a AD.

Obrazek 21: zadani prikladu 10

Obrazek 22: feseni prikladu 10

Bod | lezi na prodlouzené hran¢ AE, ktera je prusecnici rovin stén ABEF a ADEH, a
proto muize byt spojen piimkou s bodem K a s bodem J, které lezi ve stejnych rovinach a

zaroven tvoii body roviny fezu.

18




Spojenim téchto bodli ndm na hrané EF a hran¢ EH vzniknou pruseciky, které jsou
zaroven body fezu, a proto je spojime. Zaroven spojime bod J s bodem K a tim nam

vznikne cely fez krychle rovinou 1JK.

Ad b) nize uvedeny ptiklad je fez krychle rovinou danou pfimkou a bodem

Piiklad 11: Proved’te fez krychle rovinou danou pfimkou p a bodem F.

F
G —8
|
l\ E
\ H —)
[ ]
[ ]
[ ]
)
"C__.___-..q\.
\l _p

Obrazek 23: zadani prikladu 11

Reseni:

Obrazek 24: feseni prikladu 11

Postup:

Piimka p lezi ve stejné roviné jako podstava ABCD. Piimka AB je prisecnici roviny

podstavy a roviny stény ABEF, které jsou na sebe kolmé, a zarovenl protind ptimku p
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v bod¢ P. Bod P, lezi ve stejné roviné jako bod F a z tohoto diivodu vedeme piimku
témito body, ktera protne hranu krychle AE v bod¢ L, ktery je prvnim bodem fezu. Viz
obrazek 25.

Obrazek 25: vznik bodu L

Rovina stény CDGH je kolma na rovinu podstavy ABCD a jejich prisecnice protina
primku p v bod¢ R.

Rovina stény CDGH je rovnobézna s rovinou stény ABEF, a proto mizeme bodem R
vést pfimku rovnobéznou s pfimkou PF. Tato piimka protne hranu DH v bodé M a hranu
CG v bodé N. Tyto body jsou dalsimi body fezu. Viz obrazek 26.

Obrazek 26: vznik priusecika M, N

Body L, M, N, F mizeme spojit a tim ziskame finalni fez. Viz obrazek 27.
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Obrazek 27: finalni fez rovinou danou pfimkou p a bodem F

Nazorny postup viz kniha v GeoGebie: https://www.geogebra.org/m/gwarzzgh.

Ptilohy 2-5 slouzi k vytisténi a sestrojeni fezd dle vyse uvedenych piikladu.

3.5 Odchylky

S pojmem odchylka jsme se seznamili jiz v planimetrii (2D prostoru). Pojem odchylka
se vaze k uhlu, ktery spolu sviraji dva geometrické ttvary, naptiklad dvé ptimky. Ve
stereometrii (3D prostoru) odchylkou rozumime uhel mezi dvéma ptimkami, piimkou a

rovinou nebo dvéma rovinami [12].

Jedna se o ptiklady, kdy Zaci dostanou zadany dvé ptimky a maji urcit tthel dany mezi
nimi. Zde by mohl byt opét problém s prostorovou piedstavivosti, nebot’ pfimky nemusi
mit spoleény bod a tthel, mohou byt tudiz mimobé&zkami a zaci musi nahradit pfimky tak,

aby mély stejny smér jako plivodni piimky, spolecny bod a sviraly spolu hledany uhel.
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Piiklad 12: Vypocététe odchylku ptimek BG a FH. Hrana krychle je 3 cm.
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Obrazek 28: zadani prikladu 12

Reseni:

Obrazek 29: feseni prikladu 12

Ptimky BG a FH nemaji Zadny spolecny bod, jsou mimobé&zkami. Nahradime
napiiklad ptimku BG ptimkou AH, ktera je s ptivodni pfimkou rovnobézna a prochazi
spole¢nym bodem (bodem H) a jeji smér se nezméni. Pfimky AH a FH jsou rameny
rovnostranného trojuhelnika AFH, zarovein jeho ramena jsou sténové tthlopticky krychle.
Pro vypodet sténové thlopiicky je pouzita Pythagorova véta ¢ = a? + b2. Odchylka je

dopo¢itana pomoci kosinové véty (a®? = b% + c¢? —2-b - c - cosa).
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Druhy mozny zpusob feSeni je nahradit pfimku FH pfimkou BD, ¢imz by vznikl

rovnostranny trojuhelnik BDG.

Vypocet:
AF = FH = AH AF = a FH=0b AH =c

Sténové uhlopiicka: AF? = BF? + AB> a®*=32+32=18 a= V18 =4,24

Odchylka:
a’?=b*+4+c*—2-b-c-cosa 18 =18+ 18 — 2-4/18-V/18 cosa
b4+ c?—a*=2-b-c-cosa 18 = 36 cosa
2 2_ 2
cosa = b;CTca cosa = % =0,5
_ _1 (b%+c?-a? _ o
a = cos (—Z-b-c ) a =60

Priklad 13: Vypocététe odchylku mezi ptimkami AE a BH. Hrana krychle je 5 cm.

Obrazek 30: zadani prikladu 13
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Reseni:

Obrazek 31: feseni prikladu 13

Piimky AE a BH nemaji zadny spole¢ny bod, jsou mimobézkami. Z tohoto divodu
nahradime piimku AE piimkou DH (jsou rovnobézky), ¢imz ndm vznikne pravouhly
trojtihelnik BDH, jehoz piepona BH je télesova uhlopiic¢ka, odvésna DH je hrana krychle
a odvésna BD je sténova uhlopficka. Sténovou uhlopficku BD spocitame uzitim
Pythagorovy véty. Pro vypocet hledaného thlu pouzijeme trigonometrickou funkci

tangens, nebot’ zndme délku protilehlé a ptilehlé strany.

Vypocet:

Sténové uhlopficka: BD? = AB? + AD? BD? = 52 + 52 BD? =50
BD =+50 = 7,07

protilehld _ BD 7,07

OdChylka: tanﬁ = orilehla . DH = —~ = 1,414

B = 54,74
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4 Kvadr

Kvddrem rozumime kolmy hranol, jehoz podstavou je ¢tverec (viz obrazek 32), nebo
obdélnik (viz obrazek 33). Jedna se tedy o ctyrboky hranol, jehoz protéjsi stény jsou
shodné obdélniky, nebo ctverce [10].

4.1 Sit kvadru

Pojem sit’ kvadru mize byt definovan takto: Sit’ kvdadru se sklada ze vsech jeho Sesti
stén, kazda z nich je obdélnik, nebo ctverec [10]. Nebo také takto: Sit’ je rozlozeny povrch
kvadru, ktery je tvoren tremi pary obdélnikii (pripadné jednim parem ctvercii a dvema
pary obdélnikii), kdy dvojice tvori vidy protéjsi steny. Jednotlivé stény se v siti musi
vzajemné dotykat a jejich pospojovani musi spliiovat néktera kritéria. Zaroven musi byt
rozmistény tak, aby byly schopné obalit kvadr stejné velikosti a aby se Zadné stény

neprekryvaly [16].

Za Ukoly maji zaci opét urcit, zda se z nékterych utvari daji poskladat kvadry,
pfipadné maji nakreslit co nejvice, idealné¢ vsSechny, sit¢ kvadru [4]. Pro lepsi
predstavivost zak lze opét vyuzit knihu Stereometrie, kterou jsem vytvotila v programu

GeoGebra.

Obrazek 32: ptiklad sité kvadru se ¢tvercovou podstavou
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Obrazek 33: priklad sité kvadru s obdélnikovou podstavou

Na obrazku 32 a 33 vidime zékladni sit’ kvadru a slozeny kvadr vytvofeny v programu

GeoGebra. Nazorné k vidéni viz odkaz: https://www.geogebra.org/m/x4wijghsp

Priklad 14:
a) Vystiihnéte z ptilohy 6 obrazec ¢islo 1 a ¢islo 2 a pokuste se z nich sestavit kvadry.

b) Zdavodnéte, pro¢ z nich lze ¢i nelze kvadry slozit.

c¢) Na zéklad¢ ptedchazejiciho tkolu rozhodnéte, zda ze zbylych 8 obrazcii kvadry sloZite

a zduvodnéte svou domnénku.

1) 2)

ffffffffff B R L

6) 7

Obrazek 34: zadani prikladu 14
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Resent:
a, b) Vystiihnutim zjistime, Ze z obrazce ¢islo 1 kvadr nelze slozit (Spatné usporadani

stén) a z obrazce cislo 2, kvadr lze slozit.

€) Mozné zdivodnéni ostatnich obrazcu: ze zbylych 8 obrazci ¢islo 3 a 4 1ze slozit,
¢islo 5 nelze slozit, protoze sit’ neodpovida definici sit€¢ kvadru (max. 2 ctverce).
Cislo 6 nelze slozit, nebot’ malé obdélniky nekoresponduji velikostné s velkymi.
Cislo 7 také nelze slozit, diivodem je, Ze viechny stény jsou v jedné fads. Cislo 8
a ¢islo 9 lze slozit. Cislo 10 nelze slozit, protoze obdélnikové stény jsou spojené

(nelze rozstiihnout).

4.2 Povrch, objem

Povrch kvadru je souctem obsahii plasté a obou podstav [9].
S=2-(arb+a-c+b-c)

Povrch kvadru se ctvercovou, respektive obdélnikovou podstavou se pocita podle

stejného vzorce.

Vypocet povrchi kvadru nazorné kvidéni vknize GeoGebra viz odkaz:

https://www.geogebra.org/m/hfsi33bu

Objem kvddru je velikost prostoru, ktery kvadr vypliuje [9].
V=a'b-c

Objem kvadru se c¢tvercovou, respektive obdélnikovou podstavu se pocitd podle

stejného vzorce.

Vypocet objemi kvadru nazorné kvidéni v knize GeoGebra viz odkaz:

https://www.geogebra.org/m/cmdybx99
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Priklad 15: Vypoditejte, kolik cm? papiru je potieba na zabaleni baliku velikosti 5x7x12
cm.

Obrazek 35: zadani pfikladu 15

Resent:
S=2(a-b+a-c+b-c)=2-(5-7+5-12+7-12) =2-(35+ 60 + 84)

S = 358cm?

Priklad 16: Kolik litrti vody nalijete do akvaria tvaru kvadru, jehoz podstava je ¢tverec

o hrané 40 cm a vyska je 50 cm, kdyZ ho naplnite ze dvou tietin?

Obrazek 36: zadani prikladu 16
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Reseni:

Ze zadani vime, ze voda bude sahat do dvou tietin vysky nadoby 2 z 50 = 33,3cm.
Pak jen vypocitame objem mensiho kvadru (objemu vody): V. =a-b-c =40-40-33,3
V = 53280cm3

Vysledek nam vyjde v centimetrech krychlovych, které pfevedeme nejdiive na mililitry

a poté na litry, ¢imz zjistime, Ze vV nadob¢ bude celkem 53,28 .

Priklad 17: Vypoctéte télesovou uhlopticku BH kvadru ABCDEFGH. Jsou zadany
velikosti téchto hran: AB=3cm, AD=4cmaDH =5 cm.
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Obrazek 37: zadani prikladu 17
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Reseni:
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Obrazek 38: feseni prikladu 17

Trojthelnik BDH je pravouhly. Use¢ky BD a DH jsou jeho odvésny a BH jeho
pfepona. Zarovein DH je hrana kvadru, BD je sténova uhlopficka a BH télesova
uhlopticka. Pro vypocet télesové uhlopticky je nedfive potfeba vypocitat st€énovou

tihlopticku, ob& pomoci Pythagorovy véty (c? = a? + b?).

Vypocet sténové uhlopticky BD: Vypocet télesové thlopticky BH:
BD? = AB? + AD? BH? = DH? + BD?

BD? = 32 4 42 BH? = 5% 4+ 52

BD? = 25 BH? =50

BD =+25=5 BH =+/50 = 7,07

Stejny postup je pro vypocet télesové tthlopticky kvadru se ¢tvercovou podstavou.
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4.3 Rezy kvadru

Rezem kvadru rozumime prinik télesa a roviny. Je to rovinny utvar, jehoz hranice je
prunik povrchu télesa a roviny rezu. Hranice rezu kvadru se sklada z prinikii roviny rezu
se stenami kvadru. Sestrojit Fez rovinou tedy znamena sestrojit priisecnice dané roviny

S rovinami jednotlivych sten [12].

Opét se provadi stejnym zptsobem jako u krychle, tzn. rovinou tvofenou tfemi body

(vzéjemné polohy stejné jako u krychle), piipadn€ bodem a piimkou.

Piiklad 18: proved'te fez kvadru rovinou danou ptimkou p a bodem O. Bod O je stied
hrany GH.
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Obrazek 39: zadani pfikladu 18
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Obrazek 40: feseni prikladu 18

Roviny podstavy ABCD a st¢ény CDGH jsou na sebe kolmé a jejich prisecnice
prochdzi hranou CD a zaroven protina pfimku p v bodé€ K (prisecik). JelikoZ body K a O
leZi ve stejné rovin€, mizeme jimi vést piimku, ktera protne hranu CG v bodé L. Bod L

je bodem fezu. Viz obrazek 41.

Obrazek 41: vznik bodu L

Rovina stény BCFG je kolma na rovinu podstavy a jejich prusecnice protne piimku p
vV bodé M. Timto bodem vedeme piimku, ktera lezi v roviné této stény a spojuje body M

a L a protina hranu BF v bodé N. Tento bod je dal§im bodem fezu. Viz obrazek 42.
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Obrazek 42: vznik bodu N

Rovina stény ADEH je kolma na rovinu podstavy a jejich prisecnice protind piimku
p v bodé P. Rovina stény ADEH je rovnobézna s rovinou stény BCFG, proto mizeme
vést ptimku bodem P, ktera je rovnobézna s ptimkou ML. Tato piimka protina hranu AE
v bodé Q a hranu EH v bod¢ R. Body Q, R jsou dalsi body fezu. Viz obrazek 43.

Obrazek 43: vznik bodli Qa R

Spojenim bodi O, L, N, Q, R ziskdme konecny fez kvadru rovinou danou ptimkou p a

bodem O. Viz obrazek 44.
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Obrazek 44: fez rovinou danou pfimkou p a bodem O

Nézorny postup viz kniha v GeoGebfe: https://www.geogebra.org/m/gbwcyzdb

44 0Odchylky

Odchylky u kvadru se pocitaji stejnym zptisobem jako u krychle, tj. zadany jsou dvé
primky a tikolem zak je urcit uhel mezi témito ptimkami. Pfi vypoctech se opét pouzivaji

vzorecCky na vypocet sinu a kosinu.

Priklad 19: vypocitejte odchylku mezi ptimkami BH a CF. Jsou zadany velikosti téchto
hran: AB=3cm, AD=4cmaDH=5cm.

Obrazek 45: zadani prikladu 19
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Reseni:
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Obrazek 46: feseni prikladu 19

Z obrazku vidime, ze pfimky CF a BH nemaji spole¢ny bod, jsou mimobézky, proto
musime nahradit jednu z piimek, tak aby prochazela spole¢nym bodem a byla rovnob&ézna
s puvodni pfimkou. Aby usecky mély spole¢ny bod, vytvoiime si kvadr A 'B’'BAE’'F’'FE
stejné velikosti a useCku CF nahradime tGiseckou BF“. Pro vypocet odchylky vytvotime
trojuhelnik BF’H, kde usecka BH je télesovou uhlopfickou kvadru, BF‘ je sténova
uhlopfticka a usecka F’H je sténovou uhlopti¢kou kvadru 4’B’CDE’F ‘GH.

Sténovou uhlopticku BF ‘ vypocitdme pomoci Pythagorovy véty, stejné jako sténovou
uhlopticku F’H kvadru A’B’CDE’F ‘GH. Pro vypocet télesové thlopticky BH nejdiive
musime spoéitat sténovou uhlopiicku BD, oboje Pythagorovou vétou. Vypocitanim
télesové thlopficky mame vSechny tfi strany trojtihelniku, které potfebujeme pro vypocet

odchylky pomoci kosinové véty.

Vypocet sténové thlopticky BF “
BF'? = BF? + FF'? BF'? = 52 + 42 BF'?=41 BF = +J41=64
Vypocet sténové thlopticky F'H:

F'H? = E'H? + E'F'? F'H? = 82 + 32 F'H?=73 F'H=+/73 =854
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Vypocet télesové uhlopiicky BH:

BH? = BD? + DH? (BD? = AB? + AD? BD? = 32 + 42 BD =5)

BH? = 52 + 52 BH? =50 BH =+/50 = 7,07

Vypocet odchylky:

F'H? = BF'? + BH?> — 2+ BF' - BH - cosa 73 = 41 4 50 — 2 - /41 - /50 cosa
BF'? + BH> — F'H?> = 2-BF'- BH - cosa -18 = —90,55 cosa

cosa = % cosa = % = (0,198

a = cos™ ! (%) a = 78,53°
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5 Jehlan

Pravidelny jehlan se nazyva jehlan, jehoz podstavou je pravidelny mnohouhelnik a

Jjehoz stény jsou shodné rovnoramenné trojuhelniky [10].

5.1 Sit jehlanu

Sit’ jehlanu je rozlozeny povrch télesa, ktery je tvofen podstavou n-uhelnikového tvaru

(n je pocet hran) a plaste, ktery je tvofen n poctem trojuhelniku.

Obrazek 47: priklad sité jehlanu

Na obrazku cislo 47 vidime zdkladni sit’ jehlanu s trojuhelnikovou podstavou
(Ctyfstén) a sloZzeny jehlan vytvofeny v programu GeoGebra. Nazorné k vidéni viz odkaz:

https://www.geogebra.org/m/peungkbn

V ucebnicich se pak vyskytuji tlohy typu: Nakreslete vSechny mozné sité jehlanu,

piipadn¢ urcete, zda se z danych obrazct da sestavit jehlan [2].
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Priklad 20:

a) Vystiihnéte z ptilohy 8 obrazec ¢islo 1 a ¢islo 6 a pokuste se z nich sestavit jehlan se

¢tvercovou podstavou.
b) Zdtvodnéte, pro¢ z nich lze ¢i nelze jehlan slozit.

¢) Na zéklad¢ ptedchdzejiciho ukolu rozhodnéte, zda ze zbylych 8 obrazcti jehlan slozite

a zduvodnéte svou domnénku.

6)

Obrazek 48: zadani prikladu 20

Reseni:

a, b) Vystiihnutim zjistime, Ze z obrazce Cislo 1 jehlan lze slozit a z obrazce Cislo 6

jehlan se ¢tvercovou podstavou nelze sloZit, protoZe podstava ma tvar obdélnika.

€) Moznym zdivodnénim, pro¢ zbylych 8 obrazci lze ¢i nelze slozit: ¢islo 2 nelze
sloZit, protoZe trojuhelniky nemaji spole¢ny vrchol, 3, 4 a 5 1ze sloZit, ¢islo 6 nelze
slozit, podstavou je obdélnik. Cislo 7 nelze slozit, trojithelniky se prekryvaji. Cislo
8 nelze, protoze plast’ je tvofen riznymi trojuhelniky. Cislo 9 nelze slozit tak, aby

mélo étvercovou podstavu. Cislo 10 lze slozit.
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5.2 Povrch, objem

Povrch jehlanu je soucet obsahii vsech jeho stén [10].
S =S, + Sy, kde Sp je obsah podstavy a Spi obsah plaste.

Objem jehlanu se rovna jedné tretiné soucinu obsahu jeho postavy a vysky [10].

Vypocet objemu a povrchu jehlanu ndzornéji kvidéni viz  odkaz:

https://www.geogebra.org/m/k74k9cg3

Pythagorova véta se v jehlanu pouziva piedevsim pro vypocet st€énové vysky pro vypocet
obsahu. Pomoci Pythagorovy véty se da také vypocitat i hrana stény jehlanu viz priklad
21.

Priklad 21: Vypocitejte hranu BV jehlanu ABCDV. Hrana podstavy je 2 cm a vyska

jehlanu je 3,5cm.

Obrazek 49: zadani prikladu 21
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Reseni:

Obrazek 50: feseni prikladu 21

Vyzna¢ime-li si vysku jehlanu, zjistime, ze pata vysky je uprostied podstavy a je na
ni kolma. Z tohoto divodu hranu BV jehlanu ABCDV, ktera je soucasné pieponou
trojihelniku BVS vypocitdme pomoci Pythagorovy véty. K vypoctu potiebujeme znat

velikost thlopficky podstavy, kterou rovnéz spocitame uzitim Pythagorovy véty.

Vypocet thlopticky: Vypocet hrany BV:

BD? = AB* + AD* = 2% + 2% =8 BV? = BS* 4+ VS§?

BD = /8 = 2,83 BV? = 1,415% + 3,5 = 14,25
BD

BS = —= 1,415 BV = /14,25 = 3,77

5.3 Rezy jehlanu

Rezem jehlanu rozumime prunik télesa a roviny. Je to rovinny utvar, jehoz hranice je
prunik povrchu télesa a roviny rezu. Hranice rezu jehlanu se sklada z prunikii roviny rezu
se stenami jehlanu. Sestrojit Fez rovinou tedy znamend sestrojit priisecnice dané roviny

S rovinami jednotlivych stén [12].
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Piiklad 22: Proved'te fez jehlanu rovinou AIN. Bod N je stfed hrany DV.

Obrazek 51: zadani prikladu 22

Obrazek 52: feseni prikladu 22

Postup:
Body A a N leZi ve stejné sténové roviné a v roving fezu, proto mohou byt spojeny.

Bod I lezi v roving podstavy a zaroven v roving fezu, stejné jako bod A, proto vedeme

ptimku protinajici oba body. Tato pfimka protne hranu BC v bod¢ F. Viz obrazek 53.
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Obrazek 53: spojeni bodi AN a Al

Pro moznost spojit bod | a bod N, prodlouzime hranu CD (prise¢nici roviny podstavy
a sténové roviny CDV), ktera protne piimku vedouci z bodu A pies bod | v bodé E, ktery

lezi v roviné fezu a Vv roving stény CDV. Viz obrazek 54.

Obrazek 54: vznik bodu E

Spojime bod E s bodem N piimkou, leZici v roviné stény CDV a ktera protne hranu
CV v bod¢ G, ktery je bod fezu. Viz obrazek 55.
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Obrazek 55: vznik bodu G

Spojenim bodi A, N, G, F vznikne vysledny fez. Viz obrazek 56.

Obrazek 56: fez rovinou AIN

Nézorny postup viz kniha v GeoGebie: https://www.geogebra.org/m/daeerana
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5.4 Odchylky

Odchylky u jehlanu se pocitaji stejnym zptisobem jako u krychle a kvadru, tj. zadany
jsou dvé piimky a tikolem zak je urcit thel mezi témito ptimkami. Pfi vypoctech se opét

pouzivaji sinova a kosinova véta.

Piiklad 23: Vypocitejte odchylku mezi piimkou CV a AS. Bod S je stied hrany DV.

Velikost hrany podstavy je 3,4 cm a hrana stény je 4 cm.

Obrazek 57: zadani ptikladu 23

Reseni:

Obrazek 58: feSeni prikladu 23
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Piimky CV a AS neprochdzi spole¢nym bodem. Z tohoto diivodu nahradime pfimku
CV ptimkou ES, ktera je stfedni ptickou stény CDV a kde bod E je stfed hrany CD. Pfimky
AS a ES prochazeji spolecnym bodem, bodem S. Hledana odchylka lezi v trojahelniku
AES proti tsecce AE, Vv tomto trojihelniku nezname zadnou velikost stran, ale vime, ze
strana ES je polovina hrany CV, uzitim Pythagorovy véty spocitame stranu AE a stranu

AS pouzitim kosinové véty.

Vypocty:
ES—CV—4—2
= =5=

AE? = AD? + ED?, kde ED = %CD = % =17 AE? =342+ 1,72 = 14,45

AE = /14,45 = 3,8

Pro vypocet AS potiebujeme znat uhel u vrcholu D stény ADV, ktery vypocitame uzitim
sinové véty. Pro vypocet sinové véty potiebujeme znat velikost vysky FV, kterou

vypocitame opét pomoci Pythagorovy véty.
Vypocet:
FV? = VD? — FD?, kde FD = %AD = % =17 FV?2=42-172=1311

FV =,/13,11 = 3,62

FD DV 3,6 4 3,6 .
— = — — = — — = sina a = 64,8°
sina sin90° sina Sin90 4

2
AS? =(%) +AD2—2-%-DV-AD-cosa
3,6

2
AS? = (?) +342—3,6-3,4-cos 64,8

AS? = 3,24+ 11,56 — 5,21 = 9,59 AS =.4/9,59 = 3,09
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Vypocet odchylky:
AE? = AS? + ES? —2-AS-ES -cosf 3,82=3,092+22-2-3,09:2-cosf

0,89

cosf = (— ﬁ)

cos B = (ASZ+ESZ—AE2)
- 2:-AS-ES

AS? +E52—AE2)
2-AS‘ES

B =cos™( B = 94,12
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6 Komoly jehlan

Protne-/i se jehlan s rovinou rovnobéznou s rovinou podstavy, rozdéli se na dve télesa.
Jedno z nich je opét jehlan, druhé se nazyvda komoly jehlan. Komoly jehlan md dvé

podstavy, které jsou podobnymi mnohouhelniky, bocni stény jsou lichobézniky [12].

Obrazek 59: vznik komolého jehlanu

6.1 Povrch a objem

Povrchem komolého jehlanu rozumime soucet obsahii v§ech jeho stén a obou podstav,

objemem pak rozumime prostor, ktery vypliiuje komoly jehlan.
S =S, +S,+ Sy V=25 +/515, +52)

S1 a Sz2jsou obsahy dolni a horni podstavy. Spi je obsah plaste, lichob&znik.
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Priklad 24: Zahradnice chce pfemalovat kvétinaC tvaru komolého jehlanu s dolni
podstavou 3 cm, horni podstavou 5 cm, hranou 7 cm a hloubkou 4 cm. Kolik cm? piebarvi,

kdyz ptebarvi vSechny stény? A kolik hliny se do tohoto kvétinace vejde?

Obrazek 60: zadani pfikladu 24

Reseni:

Zahradnice pottebuje piebarvit pouze stény, nikoliv podstavy, proto S1 a Sz pocitat

musime jen pro objem, nikoliv pro povrch.

(a+c)v

VypocCet barvy: S =S, Spi =4+ Siichobeimik = 4+ , a = hrana dolni podstavy,

¢ = hrana horni podstavy.

\2
v? = d?% — (%) , kde d je hrana kvétinage (lichob&niku). v? = 72 — 12 = 48,
v = 6,93

(3+5)-6,93 )
§ =4+ —————=110,88cm

Vypocet hliny: V = g(s1 + /8,5, +S,) S$,=3-3=9 S,=5-5=25

4
V= §(9 +V9- 25+ 25) = 65,3cm?®
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7 Zavér

V mé bakalaiské praci jsem shrnula ucivo zakladnich a stfednich Skol v oblasti
stereometrie a dikladnéji jsem se zaméfila na téma fezy, které jsou tradi¢nim problémem

pro fadu zakd.

K mé bakalarské praci jsem pouzila program GeoGebra pro ilustraci a vyklad podstaty
feSeni. V tomto programu jsem diikladnéji rozebrala ptiklady na fezy a vypocty téles tak,

aby byly nazorné a vyuzitelné pro dalsi praxi.

Vétim, Ze piiklady a dynamické applety feSeni uloh, které jsem v knize vytvofila,
najdou uplatnéni ve vyuce stereometrie, ukazi ucitelim dal$i moznosti, jak vyuzit

program GeoGebra a pomohou zakim v pochopeni stereometrickych uloh.

V budoucnu bych rada vyuzila svou bakalatskou praci k ovéteni teoretickych poznatkii
v praxi. Rada bych se danému tématu nadale vénovala a dynamické modely metodicky

zpracovala a ovéfila na vzorku zakt zakladnich a stfednich Skol v ramci diplomové prace.
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9 Piilohy

Ptiloha 1: ptiklady sité¢ krychle

Ptiloha 2: ez krychle rovinou AEG

Ptiloha 3: ez krychle rovinou PQR

Ptiloha 4: fez krychle rovinou IJK

Pfiloha 5: fez krychle rovinou danou ptimkou p a bodem F
Ptiloha 6: piiklad sit¢ kvadru

Ptiloha 7: fez kvadru rovinou danou piimkou p a bodem O
Ptiloha 8: priklady sité jehlanu

Ptiloha 9: fez jehlanu rovinou AIN

Piiloha 10: kniha v GeoGebie - https://www.geogebra.org/m/ed4xvpxx
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Pfiloha 1

6)

10)




Ptiloha 2: Proved'te fez krychle rovinou AEG.




Ptiloha 3: Proved’te fez krychle rovinou PQR. Body P, Q, R jsou stfedy hran AB, CG,
EH.

—————— . — — —




Ptiloha 4: Proved'te fez krychle rovinou IJK. Body J, K jsou stiedy hran AB a AD

—————— . — — —




Ptiloha 5: Proved'te fez krychle rovinou danou ptimkou p a bodem F

—————— . —— —




Piiloha 6

6)

7)




Ptiloha 7: proved'te fez kvadru rovinou danou piimkou p a bodem O. Bod O je stied hrany
GH.




Piiloha 8




Ptiloha 9: Proved’te fez jehlanu rovinou AIN. Bod N je stfed hrany DV.




