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Abstrakt

Tato bakaldrska praca sa zaoberd analyzou kooperativnych hier, Shapleyho hodnotou a
naslednou aplikédciou na ekonomické a iné oblasti Tudského zdujmu s vyuzitim matema-
tickych metdéd. V praci st Specifikovené ddlezité pojmy a vlastnosti demonstrované na
prikladoch. Dalej st popisané vybrané triedy koali¢nych hier a aplikdcie Shapleyho hod-

noty v praxi. Tieto poznatky st vyuZité v modele o volbach.

Abstract

The subject of this bachleor thesis is to introduce cooperative games, Shapley value and
its application to economics and other human interests, using mathematical methods. This
thesis is devoted to the important concepts and characteristics , which are illustrated by
examples. The thesis also focused on describing selected classes of coalitional games and

applications of Shapley’s value. These resulting findings are used in a model of election.

kliacové slova

tedria hier, kooperativne hry, Shapleyho hodnota, triedy koali¢nych hier

key words

game theory, cooperative game, Shapley value, classes of coalitional games



Bibliograficka citacia

MARUNIAKOVA, Z. Shapleiiv vektor v ekonomii. Brno: Vysoké uéeni technické
v Brné, Fakulta podnikatelskd, 2016. 53 s. Vedouci bakalarské prace doc. Mgr. Jaroslav
Hrdina, Ph.D..



Cestné prehldsenie

Prehlasujem, Ze predloZend bakaldrska praca je povodnd a spracovala som ju samostatne.
Prehlasujem, Ze citacie pouZzitych prameniov su tiplné, Ze som v svojej praci neporusila au-
torské prava (v zmysle Zakona ¢. 121/2000 Sb., o prave autorskom a o pravach sdvisiacich

s prdvom autorskym).

V Brne diia 2.jina 2016

Zuzana Maruniakova



Pod’akovanie
Tymto by som rada pod akovala svojmu vediicemu bakaldrskej prace doc. Mgr. Jarosla-
vovi Hrdinovi, Ph.D. za jeho odborni pomoc a cenné rady, ktoré mi pomohli s vypraco-

vanim tejto prace.



Uvod . . . 9
Ciele prace, metody a postupy spracovania . . . . . . . ... ... ....... 10
1 Teoretické vychodiska prace . . . . ... ... ... .. ... ... .... 11
1.1 Kooperativne TU hry (TUGAMES) . . .. ... ... ... ... .... 11

1.2 VlastnostiTU hier . . . . . . . .. ... ... . ... ... ..., 16

1.3 Shapleyhohodnota . . . .. ... ... .. ... ... ... . ... 17

2 Analyzasicasnéhostava . . . . .. ... .. L 20
2.1 Podniky aichprdavnaforma . . . . . . ... ... ... .. ... ..., 20
2.2 Triedy koali¢nychhier . . . ... .. ... ... . ............ 23
221 Trznéhry . . . . . ... e 23

2.2.2 Naékladové (alokacné) hry . . . . . . ... ... ... ... 25

223 Jednoduchéhry . . . .. ... ... ... . 26

2.3 Aplikdcia Shapleyho hodnoty vpraxi . . . . ... ... ... ... .... 28
2.3.1 DragonDenrealityshow . . . ... ... ... .......... 28

2.32 TebriahiervTalmude . . . . . ... ... ... ... ....... 31

2.3.3 Nakladova (dspornd) hra a Shapleyho vektor . . . . . . .. .. .. 34

3 VlastnénavrhyrieSenia . . . . . .. ... ... ... o0 38
3.1 Spracovaniedat . . . . . .. ... 38
3.2 Analyza vysledkov volieb od roku 1994 -2016 . . .. ... ... . ... 40
ZAVET . . . . o e 49
ZOZNAM POUZITYCHZDROJOV . . . . .. .. ... ... ... 50
ZOZNAM TABULIEK . . . . . . . .. . . i 51
ZOZNAM GRAFOV . . . . e 52

ZOZNAM OBRAZKOV . . . . o o o s, 53



Uvod

Vel'mi Casto sa stretdvame so situdciami, kedy sa snaZime rozhodnit pre o najlepsiu
stratégiu s ti¢elom dosiahnuf najlep$i mozny vysledok. Tedria hier je matematicky obor,
ktory sa zaoberd modelmi optimdlneho rozhodovania v konfliktnych situdciach. Za za-
kladatela sa povazuje John von Neumann, ktory v roku 1928 publikoval sériu pric na
tato tému. Pri hladani optimalnej stratégie ndm moze pomdct schopnost zlepsit svoj
uzitok za pomoci inych subjektov. Tym sa dostdvame k dvom zdkladnym rozdeleniam
konfliktnych situdcii. Prvym typom je kooperativna hra, kedy hra¢i mézu medzi sebou
vytvarat koalicie. Opakom je nekooperativna hra kedy sa vytvdranie koalicii neuvazuje.
My sa budeme zaoberal kooperativnymi hrami. Uplatnenie ndjdeme v ekonémii, poli-

tologii, socioldgii a dokonca aj v bioldgii.

V prvej kapitole sa zoznimime so zdkladnymi pojmami a vlastnostami, ktoré de-
monStrujeme na prikladoch. Zavddzame pojmy ako je charakteristickd funkcia a Sha-

pleyho hodnota, ktoré si pre celd pracu klicové.

V d al3ej kapitole ddvame do pozornosti pouZitie aparatu tedrie hier na rozne modely.
V prvej Casti sa zaoberdme stru¢nou charakteristikou aplikicie kooperativnych hier na
o aku triedu koali¢nych hier sa jedna. Triedy koali¢nych hier spolu s prikladmi definujeme
v d alSej Casti tejto kapitoly. Posledna Cast predstavuje spracovanie pokrocilych mode-
lov aplikdcie Shapleyho hodnoty na kooperativne hry. V poslednom priklade uvadzame

aplikdciu Shapleyho hodnoty na nékladovu hru.

Pre vlastny ndvrh rieSenia v poslednej kapitole sme zvolili analyzu volieb na Sloven-
sku od roku 1994 - 2016. Na jednoduchu hru sme aplikovali Shapleyho hodnotu a tak sa
dostavame k zaujimavému vyvoju sily strdn vytvérat koalicie z ¢asového hladiska. Spra-
covanie ddt nim ul'ah&{ program Matlab. Nasledne vykreslime diagramy a graf a vlastné

navrhy rieSenia interpretujeme.



Ciele prace, metody a postupy spracovania

Cielom je vytvorif zrozumitelny text spolu s modelmi aplikovanymi na realny problém
z praxe. M4 Citatel'a zozndmif s problematikou kooperativnych hier a Shapleyho hodno-

tou za pomoci pokrocilych matematickych metéd.

V teoretickej Casti definujeme kl'i¢ové pojmy. Rovnako st v tejto ¢asti uvedené priklady,
ktoré sme sa snazili interpretovai z ekonomického hl'adiska pre lepSiu orienticiu v da-
nej problematike. Dalsim postupom bolo z velkého mnoZstva modelov z praxe aplikova-
telnych v ekonémii vybrat tie, ktoré ndm pomdzu pochopif viestrannost a prispdsobivost

rieSenia iloh pomocou aparatu tedrie hier.

Analyza sicasného stavu a vlastné ndvrhy rieSenia sa zaoberajd vyuzitim metdd v

praxi aplikovanych na konkrétny model s interpreticiou vysledkov.
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1 Teoretické vychodiska prace

V tejto Casti popiSeme teoretické poznatky. Vychodiska prace sui zalozené v prvom

rade na definicidch, ktoré demonstrujeme na konkrétnych prikladoch.

1.1 Kooperativne TU hry (TU GAMES)

Strué¢ne povedané, za predpoklad v koali¢nych (kooperativnych) hrach sa povazuje,
Ze hra¢i mozu vytvéraf koalicie a v pripade TU hier potom aj zavizné dohody o spdsobe
rozdelenia prijmov z tychto koalicii. Zdkladnd dilema hry n hrdcov je teda volba vhod-

nej spoluprice a ndsledné prerozdelenie zisku. Podkladom pre tito kapitolu je [1], [2], [3].

Definicia 1.1. Kooperativnou hrou s prenosnym tzitkom, (d'alej len TU-hrou) rozu-
mieme dvojicu (N,v), kde N = {1,2,...,n},n € N je mnoZina hracov, v je funkcia

prirad’ ujica kazdej koalicii S, t,j., kazdej podmnoZine N redlne ¢islo v(S) tak, Ze
v(@) =0
a zaroven predpokladdme superaditivu. To znamenad, Ze pre hru (N, v) plati:
(SSTCN,SNT=0)=v(SUT) >v(S)+ v(T).

Funkcia v sa nazyva charakteristickd funkcia a v(.5) je jej hodnota. Koalicia N je
mnozina vSetkych hracov. Vyplatnym rozdelenim pre koaliciu S rozumieme vektor realnych
Cisel (x;) € R™.

Pojem superatitivity mdZzeme demonstrovat napriklad v konkuren¢nom boji, kedy sa
snazi kazdy hra¢ zabezpecif si maximélnu vysku svojej vyhry, kde vlastnost superaditi-
vity vedie k tomu, Ze sa spoji so svojim konkurentom. V makroekonémii sa stretdvame s
touto situdciou napriklad v modele oligopolu, kedy dve konkuren¢né firmy uzavru karte-
lovi dohodu a tak sa zniZi celkovy boj v konkurenénom prostredi na trhu. Cim mengia je

konkurencia tym vicsi zisk si dokdzu firmy zabezpecit.
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Definicia 1.2. Hra (N, v) je nepodstatnad ak plati v(N) = > v({i}).
1EN

Pre d’alSiu definiciu pouZzijeme nasledovny zdpis

le, = (21,...,2,) €R", SCN=A{1,...,n}.

Definicia 1.3. TU-hra (N, v) s pevne zvolenym vyplatnym rozdelenim

x=(x1,...,2,) € R"je:

- Individudlne raciondlna vzhladom k z ak pre vyplatné rozdelenie plati x; > v({i}),

pret € N.

- Kolektivne raciondlna vzhIadom k x ak pre vyplatné rozdelenie plati z(S) > v(S), pre

kazdu neprdzdnu koaliciu S C N.

........

ako si dokaze zabezpecif sama. Individudlna racionalita m4 pre hraca tiez velmi dolezity
vyznam pretoZze nam hovori o tom, Ze hra¢ nevstipi do koalicie pokial mu nezabezpeci
prinajmenSom taky isty zisk aky si dokaZe zabezpecil saim. Ak by pre nejaké i platilo, Ze
z; < v({i}) nebolo by pre daného hrd¢a vyhodné pridaf sa do takej koalicie, pretoZe by

mu nepriniesla Ziaden tzitok.
Definicia 1.4. Imputacia pre hru (N, v) je vyplatné rozdelenie = = (xy, ..., z,) € R”
spfﬁajﬁce:
L. > x; =v(N),
ieN
2. x; > v({i}) pre vietky i € N.

Definicia 1.5. Nech x a y su dve imputacie a nech S je koalicia. Hovorime, Ze x

dominuje y cez S (dalej x — s y) ak plati :
1. x; > y; pre vSetky ¢ € S,

2. z(5) <wv(9).

12



Definicia 1.6. Mnozina nedominovanych imputacii pre hru (/V,v) sa nazyva jadro.

Budeme ho znacit C(v).

Veta 1.7. Jadro hry v je mnoZina vietkych n-rozmernych vektorov z splitajicich :
1. > a; > v(S), pre kazdd S C N,
i€S

iEN

Dékaz. Keby sme nechali S = {i}, podmienku (1.) zredukujeme na x; > v({i}). Spolu s
podmienkou (2.) to znamen4, Ze vSetky tieto vektory st imputécie. Predpokladajme teraz,
ey spfﬁa (1.), (2.) a ze y; > x; pre vSetky ¢ € S. Avsak spolo¢ne s podmienkou (1.) to

znamena, ze:

Zyl > U(S)>

i€S
a tak nie je mozné aby y —g x. Preto z € C(v). Naopak, predpokladajme, Ze y nespliia
(1.), (2.). Ak neplati podmienka (2.), nie je to dokonca imputécia a tak ani nepatri C'(v).

Dalej mdZeme predpokladat, e existuje nejakd neprazdna S C N spliiajica

Zyi :U(S) -6

ics
kde € > 0. Majme

a=o(N)=o(S) = Y v({i}).

iEN—S
Mozme si v§imnit vd aka superaditivite, ze o > 0. Nakoniec majme s ako pocet prvkov

v S. Teraz definujme z ako:

yi+§ aki € S

v({i}) + -2 aki¢ S

n—s

Je Tahké $i v8imniit, Ze 2 je imputdcia a o viac, Ze z —g y. Preto aj y ¢ C(v).
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Toto je velmi zaujimavy poznatok z hladiska klasickej ekonomickej tedrie, ktord
povaZzuje jadro hry za rieSenie vicSiny problémov rieSenych pomocou tedrie hier.

Dalej poznamenajme, e vo vieobecnosti, jadro mdze obsahovat viac neZ jeden bod.
To vSak nepredstavuje problém, pretoZe sa jednd o viac ako jeden stabilny vysledok. Na-
stal vSak moZe aj situdcia, kedy jadro neexistuje t.j. prdzdna mnoZina. Pod me si ukézat

vietky situdcie ktoré mozu nastat.

Ak ma hra jednoprvkové jadro jedna sa o pripad kedy sa hraci I'ahko dohodni na
stabilnej koalicnej Struktire. V pripade, Ze je jadro viacprvkové, vo vSeobecnosti nie je
dany ustileny postup ako sa vyhry jednotlivych hrd€ov rozdelia. V niektorych literatirach
sa uvddza princip nedostato¢nej evidencie. Tento princip vSak nebudem bliZSie rozvijat.
Dal3 princip sa opiera o hra¢sku doleZitost. Inak povedané o kol'ko by sa zniZil zisk keby
hra¢ do danej koalicie nevstipil. Tento princip moZno v praxi ¢asto vidief v Stdtnej sfére
napriklad vo voIbdch kedy su velké strany tlatené malymi. (Velké strany by svoje ndvrhy
nepresadili bez pomoci malej strany). Vel'ké strany sa tak snaZia udrzaf koaliciu pretoze je
pre ne rozpad stratovejsi. Tejto problematike sa budeme podrobnejsie venovat pomocou

Shapleyho hodnoty, ktord vyjadruje relativnu vyjednavaciu silu.

Nakoniec hra, ktord nemd Ziadne jadro. V literatirach by sme narazili na niekolko
postupov ako pri tejto situdcii postupovat. Ja viak uvediem spdsob kedy mame urenii
charakteristickd funkciu a tak moZeme problém riesif taktieZ pomocou Shapleyho hod-

noty, ¢o z pohl'adu réznych aplikacii predstavuje vel'kd vyhodu.

Prvy priklad demonstruje, Ze rieSenie TU hier ma vyznam uvazovat aj pri koalicidch

len dvoch hracov.

Priklad 1.8. UvaZzujme 2 spolocnosti S;, Sy Prva preddva spracované drevo ako po-
lotovar a druhd toto spracované drevo nakupuje a dalej preddva ako hotovy vyrobok.
Uvazujme zjednoduSenu situiciu, kedy firma, ktord vyrdba hotové vyrobky nemd ind
moznost ako nakipif od firmy s polotovarmi. (Z hl'adiska interpretécie tato situdcia moze
nastaf napriklad, ak firma ktora vyrdba hotové vyrobky sa snazi minimalizovat ndklady
na vyrobu a tak si nemodZe dovolif nakupovat polotovary od inej spolo¢nosti). Charakte-

ristickd funkcia je dand nasledovne:
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o(N) = 2,0({1}) = 1,v({2}) = 0.

MnoZina imputécii je nekone¢nd. Vyjadruji ju nasledovné linedrne nerovnice, ktoré

predstavuju aj individudlnu racionalitu hracov:

S1>1,5 >0.

Priestor vyjedndvania je uréeny nasledovne:

S1€(1,2),8 =2—25,.

Této hra ndm vytstuje do situdcie kedy spolo¢nost S; ma zdujem vytvorit koaliciu s
druhou spolo¢nostou, ak by jej zisk bol minimalne taky, aky si dokdZe zabezpedif sama.
Ak sa teda spoloCnosti spoja, zvysi sa tak dopyt po ndbytku a tak aj po polotovare a pre

obe spolo¢nosti je tato situdcia vyhodnd, pretoze spolu dokdzu ziskaf viac ako oddelene.

Jadro hry je v tomto pripade

Slz1,5220,Sl+52:2,t.j.51€<1,2>,52:1—Sl,

¢o odpoveda intuitivnej predstave. Zaujimavejsie vysledky dostaneme ak je hracov

viac ako ukazuje nasledujuci priklad.

Priklad 1.9. Predstavme si, Ze madme akciondra A, ktory vlastni akcie a snaZi sa ich
predaf. Dalej mdme dvoch kupcov (1, 2), ktorf si cenia dand akciu na 90 a 100 eur. Ak
akciondr A preda svoje akcie za cenu z, jeho zisk bude logicky x. PriCom vSak zisk kupca

1 bude 90 — x. Celkovy zisk koalicie pozostavajicej z hrdcov A,2 bude teda
v({A,1}) = 90.
Podobne zisk koalicie A,2 bude

v({A,2}) = 100.

15



Na druhej strane hrag, ktory nevytvori Ziadnu koaliciu alebo dvaja kupujici dokopy,

nemozu ziskat Ziadny zisk.
v({i}) = v({1,2}) = 0.

Nakoniec koalicia pozostavajica zo vSetkych troch hracov:
v({A,1,2}) = 100.
Mo6zme si v§imnut, Ze jadro hry pozostdva zo vSetkych vektorov (z1, x2, 73) spliiajdcich:
1+ 29 > 90,21 + 23 > 100, 21 + 22 + 23 = 100, 2; > 0.

Teda
C(v) ={(¢,0,100 —)|90 < t < 100}.
Vidime, Ze rola druhého hrica je bezvyznamnd a preto akciondr predd akcie prvému

hracovi.

1.2 Vlastnosti TU hier

TU hry mdZu mat rozne dodatocné vlastnosti, ktoré nam napovedaji o spdsobe ich

rieSenia. Uvediem zdkladné z nich. Teoretické poznatky sme Cerpali z [4].

Definicia 1.10. Hru (N, v) nazveme slabo superaditivnou ak plati:

v(SU{i}) > v(S)+v({i}), pre vietky S C N,i ¢ S.
Slab4 superaditivita ndm hovori o tom, Ze ak sa k danej koalicii prida d'al3i (i-ty) hrac,
celkové hodnota ucelovej funkcie sa nezmensi. Poznamenajme tieZ, Ze superaditivita im-

plikuje slabu superaditivitu.

Definicia 1.11. Hra (N, v) ma konStantny sucet ak plati:

v(S) +v(N —S) =wv(N), pre vetky S C N.

KonStantny sicet m4d hra pri ktorej nemd vyznam vytvdrat koalicie, pretoZe hraci ktory
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takuto koaliciu vytvoria nezvysia svoj azitok.
Definicia 1.12. Hra (V, v) je 0-normalizovand ak plati:

v({i}) =0, pre vietky i € N.
Teda hraci, ktori nevytvoria Ziadnu koaliciu si nezabezpecia Ziaden GZitok, resp. ich Zitok
bude nulovy. Zmyslom O-normalizovanej hry je, Ze ma zmysel uvazovaf zisk, ktory si
hradi dokédzu zabezpeCif nad ramec svojich istdt, teda v pripadoch kedy si stcastou neja-

kej koalicie.
Definicia 1.13. Hra (N, v) je monotonna ak plati:

SCTCN=vS) <vT).

Velkost zisku je neklesajica funkcia.

1.3 Shapleyho hodnota

V tejto Casti sa budeme zaoberaf postupom ako analyzovaf n-Clennd hru v zmysle
definicie 1.1. Jadro hry je uZito¢né ak sa divame na stabilitu rieSenia. Nasim zdmerom
je objasnif postupy, ktoré sivisia s vyjedndvanim rozdelenia vyhier. Budeme sa snazit
priradit kazdému hra¢ovi prave jednu hodnotu vektoru (i-ty vstup hodnoty vektora moze

byt povazovany za hodnotu miery sily i-teho hraca v hre).

Charakteristicka funkcia, Shapleyho axiomy

Definicia 1.14. Charakteristicka funkcia ¢ je funkcia, ktora prirad uje kazdej charak-

teristickej funkcii n-Clennej hry v, n-ticu realnych Cisel.

¢(v) = (91(v), 2(v), .., on(v)),

¢;(v) reprezentuje hodnotu hraca i v hre s charakteristickou funkciou v.

17



Shapleyho axiomy pre ¢(v) :
1. Efektivnost: Y ¢;(v) = v(N).
ieN
2. Symetria: v pripade, Ze i a j sd také, Ze v(SU{i}) = v(SU{j}) pre kazdu koaliciu
S neobsahujiicu ¢ a j, potom plati ¢;(v) = ¢;(v).

3. Dummy axiom: v pripade, Ze i je také, ze v(S) = v(S U {i}) pre kazdu koaliciu S

neobsahujicu 7, potom ¢;(v) = 0.
4. Aditivita: Ak u a v st charakteristické funkcie, potom ¢(u + v) = ¢(u) + ¢(v).

Axiém 1. ndm hovori o skupinovej racionalite. Druhy axiém hovori, Ze ak je charak-
teristickd funkcia symetrickd pre hracov ¢ a 7, potom hodnoty prislu§né hrd¢om ¢z a j su
si rovné. Treti axidom ndm pribliZuje situdciu pri ktorej sa hra¢ pripoji ku koalicii a ak
jej nepomdZze ani neuSkodi jeho hodnota by mala byt nulova. Najsilnejsi posledny axiém
v nés vzbudzuje dojem, Ze vyslednd hodnota dvoch hier hranych sicasne by mala byt
sti¢tom prisluSnych hodndt hry hranych v rozdielnom Case. Treba poznamenat, Ze ak u a

v su charakteristické funkcie potom je tak aj pri v + v.

Axiémy (1)-(4) jednoznacne urcuji jedinu charakteristicku funkciu nazyvand Sha-

pleyho hodnota, ktord je dand vz{ahom:

¢ = (¢1,..,0n),kde 1 =1,...,n,

gy = 3 W=D = ISDY gy (s — iy

n!
SCN
i€S

Sucet v tomto vzorci je suma cez vsetky koalicie S, ktoré obsahuju i. Vyraz [v(S) —

//////

i-teho hrd¢a. Najst hodnotu ¢;(v) teda znamena uvazovaf vietky koalicie obsahujice 7,

(ISI—l)!('n—ISI)!

vypocitat prispevok hraca i kazdej koalicii, vynasobif s vyrazom a nasledne

séitaf .
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Dany vzorec nam hovori,ze ¢;(v) je priemerné mnozstvo, ktoré hrac i prinesie do

vel'kej koalicie, ak ostatni hra¢i postupne vytvdrali tito koaliciu v ndhodnom poradi.
Shapleyho hodnota mé4 Siroké vyuzitie v praxi. Je doleZité si uvedomit, ze koalicie

nemusia tvorif len hraci, ale aj rozne iné funkcie, hodnoty a situdcie, ktoré ndSmu modelu

vyhovuju.
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2 Analyza sicasného stavu

V praxi sa pouziva mnoho postupov na analyzu trznych, obchodnych, optimalizaénych
a inych situdcii. My sa na ne pozrieme z pohladu tedrie hier. V prvej Casti diskutujeme
o pouZiti apardtu tedrie hier na celd $kalu podnikov z hladiska pravnej formy. DalSia
Cast sa sustredi na definovanie existujicich tried koali¢nych hier. Pravna forma podniku
ndm mdze pomdct blizsie Specifikovai o akd triedu koali¢nych hier sa jednd. Poslednd
Cast tejto kapitoly je zamerand na predstavenie troch konkrétnych modelov z praxe, na
ktorych je dokédzana vSestrannost pouZitia Shapleyho hodnoty za pomoci definovanych

principov.

2.1 Podniky a ich pravna forma

Podniky podla pravnej formy v Ceskej republike rozdelujeme na :

[E—

. Podniky jednotlivca

2. Osobné spolo¢nosti

W

. Kapitédlové spolocnosti

4. Druzstva

)

. Stétne podniky
Podnik jednotlivca (podnik fyzickej osoby):
e K zaloZeniu je potrebny niZsi kapital a reguldcia zo strany Stdtu je minimalna

e Neobmedzené rucenie za dlhy

.....

V pripade podnikov, ktorych je ¢lenom len jedna fyzickd osoba (jeden hra¢) nema
ako vzniknif koalicia. Hrd¢ (Zivnostnik) sa mdZe podielaf na tvorbe koalicii iba navo-

nok. (Napriklad s dodévatelmi, odberatelmi, rdznymi vyrobcami, inymi Zivnostnikmi,
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spolo¢nostami atd).

Obchodné spolo¢nosti

e Su vytvorené dvomi alebo viacerymi osobami, ktoré sa delia o zisky a su spolo¢ne

zodpovedni za dlhy

e V Ceskej republike existuju dve formy a to verejna obchodn4 spolo¢nost, koman-

ditnd spolo¢nost

BliZie popisem komanditni spolo¢nost, pretoZe z pohl'adu tedrie hier je zaujimavejsia.
Ako uZz bolo spominané, komanditné spolo¢nost modZe byt zaloZena spojenim minimalne
dvoch spolo¢nikov (zakladatelov). Jeden zo zakladatelov ru¢i za zédvizky spolonosti
celym svojim majetkom (komplementér), a druhy len do vySky svojho vkladu (koman-
ditista). Na riadeni spolo¢nosti sa podiel'aji komplementéri. Prave preto maji pri tvorbe
koalicii komanditisti nulovd vyjedndvaciu schopnost. Majt ndrok na zisk, ale nie na ria-
denie spolo¢nosti. Zisk sa rozdel'uje podla vysky vkladu. Ak je komplementdrov viac,

koalicie a tak aj zavidzné dohody mdzu vznikaf vo vniitri, ale aj navonok spolo&nosti.

Kapitalové spolocnosti
e Spolocnici rucia za svoje zdvizky len do vySky svojho vkladu

e Formami v Ceskej republike sd spolo¢nost s ru¢enym obmedzenim, akciovd spo-

lo¢nost

AKciova spolo¢nost

Zé4kladné imianie je rozdelené na urcity pocet akcif o urcitej nomindlnej hodnote. Cha-
rakteristickym znakom akciovej spolocnosti je akcia. Akcia je cenny papier s ktorym si
spojené prava akciondra podielaf sa na riadeni spolo¢nosti, zisku a likvidatnom zostatku.
S akciami sa obchoduje na burze za trznd cenu, ktord je tvorend ponukou a dopytom po ak-
cii ur€itého podniku. Dopyt a ponuka st ovplyvnené ocakdvaniami investorov, napriklad

na zaklade odhadov aké budd vynosy plynice z akcii. Aktudlnu trzni cenu akcie mdzeme
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zistif z kurzového listku burzy.

Z pohl'adu tedrie hier je akciova spolo¢nost vel'mi dobre aplikovatelnd. Vyjednévacia
sila jednotlivych spolo¢nikov (hrdcov) je dand najCastejSie poctom akcii, ktoré vlastnia
(podielom na celkovom majetku firmy). Je doleZzité poznamenaf, ze v hrich nebudeme

uvazoval Ziadne obmedzenia prav vlastnikov akcii, ktoré im z nich plynd[5].

Bliz$iu $pecifikdciu akciovej a komanditnej spolo¢nostou si uvddzame preto, pretoze
je to z hladiska kooperativnych hier zaujimavé. V komanditnej spolo¢nosti existuje sku-
pina hrd¢ov, ktord nemdZe do rozhodovania zasahovaf. Ich prinos akejkol'vek koalicii
je nulovy, teda vzhladom k Dummy axiému neumoZfiuje v rdamci Shapleyho hodnoty
Ziadnu silu. To sa u akciovych spolo¢nosti staf nemdZe, pretoze kazdy akciondr vlastni
urdity pocet akcif a tym paddom sa podiela na riadeni spolo¢nosti. UkdZeme si zaujimavy
priklad, kedy Shapleyho vektor mdze priradit nenulovi hodnotu aj hré¢ovi, ktory m4 v
jadre nulové Cleny z;.

Priklad 2.15. Mame hru s nasledujicimi charakteristickymi funkciami:

v({1}) =0, v({2}) =0, v({3}) = 0,v({1,2}) = 5,
v({1,3}) = 10, v({2,3}) = 0, v({1,2,3}) = 10.

Jadro hry je dané:
C(v) = {(x1, 22, 23)|x2 = 0,21 + 23 = 10,21 > 5}.

Shapleyho hodnota jednotlivych hracov:

bilv) ==,
P2(v) = %>
P3(v) = ?

Na zdklade individudlnej racionality sa hra¢om 1 a 3 neoplati vytvarat s hrd¢om 2
koaliciu. Je v8ak vidiet, Ze v kone¢nom dosledku aj hra€ovi 2 Shapleyho hodnota priradila

vyjedndvaciu schopnost (aj ked’ len velmi nizku).
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2.2 Triedy koalicnych hier

Momentdlne je vybudovany aparat tedrie hier pre rieSenie rdznych konkrétnejSich ty-
pov problému. Principom je vytvoreny vSeobecnejSi popis situdcie, ktory potom slizi na
urCenie hodnot charakteristickej funkcie. Hodnoty charakteristickej funkcie sa ndsledne

pouzivaju pri vyjedndvani rozdelenia vyhier. Teoretické poznatky sme Cerpali z [6].

2.2.1 Triné hry

Nech U, je mnozina hri¢ov. Trhom rozumieme Stvoricu (N, R}, A, W), kde N je
koalicia (mnoZina obchodnikov), R”" je taka Cast Euklidovského priestoru v ktorom st
vzdy hodnoty R™ kladné (priestor komodit), A = (a');c, je indexovany sibor bodov
v R (potiatotné doticie) a nakoniec W = (w');c, st indexované sibory spojitych

konkdvnych funkcii v R’} (dZitkové funkcie).

Predpokladdme, Ze nas trh ma prenosny uzitok, to znamend, Ze existuje dodato¢na
komodita, peniaze, a kazdy obchodnik zohl'adiiuje jeho wZitok za tovar v rdmci svojich

peniaznych mozZnosti.

Formélne, GZitok obchodnika ¢ € N pre € R7 a mnoZstvo pefiazi £ € RY je
Wiz, €) = w'(z) + £. MnoZstvo pefiazi £ mdze nadobudat zdporné hodnoty. TieZ je
dolezité poznamenat, Ze spociatku kazdy obchodnik vstupuje na trh s nulovym po&iatoénym

kapitdlom.

Nech (N,R?, A, W) je trh a nech plati § # S C N. Obchod medzi ¢lenmi S sa
zohl'adni v indexovanom stbore (2%, {");es, tak Ze 2' € R pre vietky i € S, > z' =
i€8
Stata ) & = 0. Celkovy dzitok koalicie S ako vysledok predchadzajiiceho uzavretia
i€s €S

obchodu je:

ZWi(xi,fi) = Zwl(xl) + Zﬁi = Zwl(:ﬂ)

ieS ieS €S ieS
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Definicia 2.16. Uskutocnitelné S-alokécie sd indexované sibory z, = (¢);cs tak, Ze
' € RT previetky i € Sa ) 2’ = Y a’, X je mnoZina vietkych uskuto¢nitelnych

icS ics
S-alokécii.

Definicia 2.17. Hra (IV, v) je trZznd hra ak existuje trth (N, R, A, W) tak, Ze:

v(S) = max {Zwl(xlﬂxs € XS}

i€S

pre kazda S C N.

Priklad 2.18. Uvazujme hru pozostavajicu z troch hracov. (Hra¢mi si 3 akciové
spolo¢nosti, ktoré obchoduji na burze). Kazda z nich sa snazi svoje komodity vhodne
investovat a tak maximalizovat svoj zisk. Oznacme si spolo¢nosti N = {1,2, 3}. Komo-
ditami s ktorymi mo6Zu medzi sebou obchodovat st kdva a chmel (zy,x2). Spolo€nosti
disponuji nasledujicim mnozstvom komodit:
at — (2,0),
a® = (1,2),
a® — (1,3),

pricom ich uzitok je dany nasledujicimi funkciami:

wh(z1, 29) = 221 + 19, W21, 12) = 21 + 209, W3 (21, 19) = T + 20

Hraci sa snazia maximalizovaf svoj zisk a uvazuju ¢i sa im vyplati vytvdrat koalicie.

Vypoctom sa dostdvame k nasledujicim ziskom:

v({1}) = 4, 0({2}) =5, v({3}) = 4,
v({1,2}) =12, v({1,3}) =9, v({2,3}) = 12,
v({1,2,3}) = 18.

Vypo&tom sa dostdvame k zédveru, Ze sa spolo¢nostiam vyplati vytvarai koalicie,
pretoZe si tak zabezpecia vyssi zisk. Napriklad ak sa spolo¢nost 2 spoji so spolo¢nostou
3, ich zisk bude 12, o je v porovnani s tym &o si dokdZu zabezpetif samy viac. Dalej ak
sa k nim prida hra¢ 1, ktory si sim dokéZe zabezpetif len 4, celkovy zisk sa zvys$i na 18.

Takato situdcia v praxi vedie napriklad ku vzniku monopolov.
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2.2.2 Nakladové (alokacné) hry

Nech U je mnoZina hracov. Alokacny problém ndkladov je hra (N, c), kde N je
koalicia a c je koali¢na funkcia - ndkladova funkcia problému. Intuitivne N reprezentuje
mnozinu potencidlnych zdkaznikov verejnej sluzby alebo zariadenia. Kazdy zakaznik je

obsliZeny v nejakej pred definovanej trovni, alebo nie je obsliZzeny vobec.

Definicia 2.19. Nech S C N. Potom ¢(.S) reprezentuje najnizsie naklady obsluhy
¢lena S pomocou najucinnej$ich moznych prostriedkov. Hra (IV, ¢) sa nazyva ndkladovd

hra.

Hoci ndkladovi hru (N, ¢) formélne povaZzujeme za hru, z pohladu aplikécii to tak
nie je. Ndkladova funkcia nie je interpretovand ako obycajna koali¢nd funkcia. Je mozné
priradit ndkladovej hre (N, ¢) oby&ajni hru zvanu dspornd hra v(S) (saving game) , ktord

je dand vziahom:

o(8) =) e{i}) - e(S),
€S

kde S C N.

Priklad 2.20. Airport game
Uvazujme letisko s jednou Startovacou drahou. Predpokladajme, Ze médme m rozdielnych
lietadiel a ¢, 1 < k& < m je cena za prendjom pristavacej drahy lietadla k. Nech N, je
mnozina lietadiel typu k pristavacich v danom Case a N = G Nj. To znamena, ze hraci

k=1
(Cleny mnoziny N), st pristdvacie lietadld. Ndkladova funkcia tejto hry je dand vzfahom:

c(S) = max {ch|5ﬂ Ny # @} ,

€S

c(0) = 0.
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2.2.3 Jednoduché hry

Definicia 2.21. Jednoduchd hra je dvojica (N, W), kde N je koalicia a W je podmnozina

mnoZiny 2%V spliiujica:
. NeWw,
2.0¢ W,

3. (SCTCN)AN(SeW)=TeW.

Prvkom W je koalicia a W je mnoZzina vyhernych koalicii. Vlastnosi (S C T C
N)A (S € W) =T € W je vlastnost monoténnosti jednoduchych hier. Intuitivne jed-
noduchd hra g = (N, W) reprezentuje vybor: koalicia N je mnoZina ¢lenov vyboru a W
je mnoZzina koalicii, ktoré plne kontroluji rozhodnutia g. VSimnime si, Ze kazdy parla-

ment je vybor, kazdé mestské zastupitel'stvo je vybor, atd ..

Vlastnosti jednoduchych hier
Definicia 2.22. Nech g = (N, W) je jednoduchd hra. Jednoduchu hru nazveme:

1. Vlastnou ak plati S €¢ W = N — S ¢& W,
2. Silnou ak plati S ¢ W & N — S € W,

3. Slabou ak plati V = [ S # 0.

i€s
Clenovia V sa nazyvaji veto hraci. Jednoduchd hra g je diktdtorskd ak existuje j € N

(tzv. diktator) tak, ze S €¢ W < j € S.

Pozndmka. V mnohych aplikdcidch je zvykom pridruZit ¢ koali¢nd hru G = (N, v),
kde v(S) = 1ak S € W av(S) = 0 inak. MySlienku mdZeme aplikoval napriklad na
vybor g, ktory musi umiestnif fixné mnozstvo pefiazi medzi jeho ¢lenov a pomocou Sha-

pleyho hodnoty potom navrhnit pripadné rozdelenie. Tento fakt vedie k d alej definicii.
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Definicia 2.23. Nech ¢ = (N, W) je jednoducha hra. Pridruzena koali¢na hra s jed-

noduchou hrou je dand vzfahom:

1 akSeW,
v(S) =

0 inak.

Pripometime si, Ze akdkol'vek monoténna koali¢na hra (IV, v), ktord spliia

v(S) €{0,1} pre S C N av(N) = 1, je zdruzend hra s jednoduchou hrou.

game) ak existuje kvota ¢ > 0 a vaha w' > 0 pre kazdé i € N, tak Ze plati
SCN,SeW s w(s) >q,

kde w(S) = > w'.
i€s
Priklad 2.25. Uvazujme Styroch akcionarov v podniku, ktori vlastnia akcie s nasle-

dujicimi podielmi 10, 20, 30, 40. Je dané, Ze na schvélenie rozhodnutia v podniku je

koalicie su:

(2,4}, 13,4}, {1,2,3}, {1,2,4}, {1, 3,4}, {2, 3,4}, {1,2,3,4}.

.....

pricom kvéta je 50. Chceme ndjst Shapleyho hodnotu tejto hry. Vypoctom sa dostaneme

k nasledujicim vysledkom ¢ = &, ¢» = 1,¢3 = 1, ¢4 = 5. Shapleyho vektor je teda

1 1 1 5
(ﬁ? 47 4 ﬁ)

Skdsme zmenif zadanie. Ponechajme Styroch hrdov, ale podiely akcii zmenime na
10, 30, 30, 40. Je viditeIné, Ze ak ktorykol'vek z hrdCov 2, 3 a 4 vytvoria koaliciu bude
vyhernd. Hra¢ 1 je “nepotrebny”. NemdZe zarudit vyhru Ziadnej z koalicii bez toho, aby
sa k nim uz Ziaden hra¢ nepridal. Vypoctom sa dostdvame k nasledujicemu Shapleymu

vektoru:



Priklad 2.26. Hlasovacia hra

Bezpecnostna rada Organizicie Spojenych ndrodov pozostdva z piatich stalych ¢lenov
(USA, Rusko, Britania, Francuzsko, éfna) a d alsich desiatich nestdlych. Navrhy musia
byt schvdlené deviatimi ¢lenmi vritane stdlych ¢lenov. Téato situécia vedie k hlasovacej
15-Elennej hre (N, v),v(S) = 1 ak koalicia pozostava z piatich stalych ¢lenov a d alSich
Styroch nestédlych a v(S) = 0 inak. Takdto hra sa tiez nazyva jednoducha hra. Koalicia s

ohodnotenim 1 je vyherna.

1 ak{l1,..,5}CS,[S >0,
v(S) =

0 inak.
2.3 Aplikacia Shapleyho hodnoty v praxi

V tejto Casti si ukdZeme uplatnenie Shapleyho hodnoty na konkrétnych modeloch z
praxe. Presved¢ime sa, Ze tedria hier ma Siroké uplatnenie nie len v oblastiach ekondmie,
ale aj v mnohych inych situédciach, ktoré si podrobne rozoberieme. Zdrojom poznatkov v

tejto Casti sa [7].

2.3.1 Dragon Den reality show

Prvy model, ktorym sa budeme zaoberat je televizna show. Pod me sa pozriet na ele-
gantny spdsob akym budeme analyzovai rozhodovaciu situéciu investorov o kiipe akcii.
Dragon Den je populdrna televizna show, ktorej ¢lenmi su traja dobrodruzni investori.
Dal3im ¢lenom je maly podnikatel, ktory opiSe svoj podnikatel'sky zdmer a snaZi sa pre-
svedCif investorov pre investiciu do jeho pldnu za vymenu akcii jeho spolo¢nosti. Hos-
titelia kladd otdzky a diskutujd o vyhliadkach spolo¢nosti (napriklad na ktory subjekt
na trhu sa bude zameriavat, roznorodost obchodného modelu, atd'.) a nakoniec navrhnd,
¢o vnimaju ako spravodlivd vymenu financovania za ziskanie akcii spolocnosti. Ako aj
mnoZzstvo finan¢nych prostriedkov tak aj akcie spolo¢nosti poZadované na oplatku mdézu
byt odli§né v zdvislosti od investorov, pretoZe st priamodmerné zdrojom (napr. marke-

ting, dodavatel'ské refazce), ktoré investor investuje do spolocnosti, a tak zvysi jej hod-
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notu.

Uloha, ktori v na§om modele budeme riesif znie ak vietci hostitelia chei ndjsf biznis,
ktori by financovali a tak by teda prispievali k rastu spolo¢nosti, ako rovnocenne roz-
delime akcie spolo€nosti vlastnikovi a trom investorom. (Predpokladajme, Ze vieme presne

odhadnif kol'ko jednotlivi ¢lenova mdZu prispief.)

Predpokladajme, ze hra¢ P; spolo¢nost ocenil na drovefi 10 mil. eur. P, P, Py s
hostitelia - investori. Najskdr si vypiSeme vietky moZné vzniknuté koalicie. To je 2%,
v naSom konkrétnom priklade teda 2* = 16. Do tohto vypo&tu zahrnieme aj prazdnu
mnozinu. Hostitelia nemdZu vytvorif Ziadnu dohodu bez stihlasu hraca P, a tieZ nemdze

vzniknif koalicia, ktord by Ziadneho hrd¢a neobsahovala. Najskor teda:

v(0) = v({2}) = v({3}) = v({4}) = v({2,3}) = v({3,4}) = v({2,3,4}) = 0.

Dal3ie koalicie ohodnotime nasledujicimi charakteristickymi funkciami:

v({1}) = 10, v({1,2}) = 20, v({1,3}) = 30, v({1,4}) = 35,

v({1,2,3}) = 45, v({1,2,4}) = 35, v({1,3,4}) = 35, v({1,2, 3,4}) = 50.
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Tab. 1 Shapleyho hodnota hra¢ ¢.1 (Dragon Den reality show)

s PS) | () —v(S—{1D)] | Pi(S)- Ai(S)

1y | F=x=1] v{h-ud=10 |j0=5=F

{1,2} T=15 0 | v{1,2h) —v({2}h) =20 =13

(1.3} % 30 Eht

{1,4} 1z 35 it

"
{1,2,3} | 2U=1 45 v
{1,2.4) v 35 1
{1,3.4) . 35 1
{1,2,3,4} | 201 50 72
280
¢1(U) 12 ? 3

Tab. 2 Shapleyho hodnota hra¢ ¢.2 (Dragon Den reality show)

30

SRS | Aa(8) | PalS) - As(S)
{2} i 0-0 0
{1,2} i 20 - 10 10
{1,2,3} | & [45-30=15 15
{1,2,4} L 1 35-35=0 0
{1,2,3,4y| 1 |50-35=15 s _ 4
oo(v) = 13 = 5,83




Tab. 3 Shapleyho hodnota hra¢ ¢.3 (Dragon Den reality show)

S Py(S) A3(S) Py(S) - Ay(S)
{3} i 0-0 0
{1,3} + 20- 10 10
{1,2,3} L 145-30=15 15
{1,3,4} | & [35-15=20 20
{1,2,3,4} | 1 |50-35=15 15 _ 45

¢3(U) - E - 775

Vypoc&ty pre hracov P,, P3 st jednoduchSie, pretoZe koalicia medzi hostiteImi ddva 0

v kazdom pripade. Hodnotu P; nemusime pocitaf, pretoZe z definicie musi platif

$1(v) + d2(v) + ¢3(v) + ¢a(v) = 50,

z toho

160
¢4(U) = E = 13,33

Je vhodné poznamenat, Ze v(S) je monoténna (rastie, ale nie nevyhnutne). To zna-
mend, Ze neexistuje hra¢, ktory by sposobil, ze v(S) — v(S — {i}) by bolo zdporné. Hra

je teda individudlne raciondlna.

2.3.2 Teoéria hier v Talmude

Talamud je ndboZenskym textom judaizmu. V niektorych jeho Castiach pojedndva
o ob¢ianskom prdve a problémoch ako sa spraval v obdobi tpadku, kedy celkové dlhy
tel’ ziskat v zavislosti na velkosti majetku dlznika. PresnejSie dloha je dand nasledovne:
zomrie dlznik a nezanecha po sebe imanie vo vyske postacujiicej na thradu pohladdvok

trom svojim dlznikom v plnej vyske.
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Autor talmudistického traktitu potom tri situdcie (100, 200, 300) imania dlznika rieSi

a rozdeluje medzi troch veritelov s pohladdvkami vo vyske (100, 200, 300).

Identifikovanie jediného zjednocujiceho pravidla na rozdelenie tychto prostriedkov
unikol pre tisicro¢ia. V prvom pripade si méZeme vSimnii (ked je velkost pohladdvky
100 ), ze majetok je rovnomerne rozdeleny medzi veritelov. V trefom pripade (velkost
pohladavky vo vyske 300), je imerne rozdelend tak, aby kazdy veritel' dostal polovicu
sumy ktori mu bol dlznik dlzny. Druhy pripad unikd akémukol'vek jednoduchému vy-
svetleniu. AZ Robert Aumann a jeho spoluautor boli schopni problém vyrie§it za pomoci
tedrie hier. Problém bol povodne vyrieSeny pouzitim koncepcie rieSenia nazyva jadierko
(nucleolus), ale Guiasu (2011) ukazuje, Ze pomocou Shapleyho vektoru modZze vyriesit

problém rovnako dobre.

Hlavnou novinkou je rozliSovai medzi kumulativnymi hrami, v ktorych G&astnici od-
mietaji zdielai svoj ndrok na vyhru a tak sa hodnota funkcie v(.S) vypocita aditivne to

znamen4 s ohladom na maximaliziciu zisku.

Pri kumulativnej hre definujeme
v({1}) = min{d;, £},
kde d; je vel'kost pohl'addvky hraca i, a E je mnoZstvo majetku. Nédsledne
v({%,...,7}) = minfo({i}) + ... + v({4}), E].

Pripad ¢. 1: Predpokladajme, Ze d; < ... < d, < F.
Majme: E = 100, d; = 100, dy = 200, d3 = 300, v()) = 0, potom

v({1}) = v({2}) = v({3}) = E,
v({1,2}) = v({1,3}) = v({2,3}) = v(N) = E,

kde [v(S) — (v(S) {i})] = E — E pre vietky S, avSak bez v({i}).
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o) = S USLZ D = IS gy s i)

n!
012! .
= S lo({i} — o(0)]

2NE —
_AB-0 _E gl
6 3 3

Pokial su vSetky pohladdvky vicSie alebo rovné majetku dlZznika rozdelujd si ich

rovnym dielom. ZovSeobecnenie pripadu je dané vz{ahom:

i <..<dp,1< FE<d,<..<d,

pricom charakteristickd funkciu definujeme ako:
v(0) =0,v({i}) = d;,Vi € [1,m — 1],

v({i}) =dm1 + (E —dp-1)/(n—m —1),Yi € [m,n].

Zovseobecnenie si demonStrujeme na nasledujucich pripadoch.
Pripad ¢. 2:
E =200, d; =100, dy = 200, d3 = 300,d; < E <dy <dsapretoajn=3am =2,
o(@) = 0, v({1}) = i, v({2}) = 0({3}) = dy + (E — d1) /2.
v({1,2}) = min{d; + do, £} = E,w({1,3}) = min{dy + ds, F} = E,
v({2,3}) = min{ds + ds, E} = E,v(N) = min{dy + d2 + ds, E} = E.

Pre hraca P; s¢itame formule pre koalicie S = {1}, {1,2},{1,3},{1,2,3}. P, P st

rovnaké.

0!2! 111! E—d, 210!
2 1200 — 100

=-100+2—-—— =50
6 * 6 2 ’

0!2! E—d 111! E—d
wg(v)zwg(v):?{dl—{— 9 —0:|+?|:E—d1—(d1+ 9 ):|+

210! 5E — d;
“I[E-E]= = 75.

TorlEEl=
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Pripad ¢. 3: V tomto pripade mame d; < ds < E < ds, (n = 3,m = 3).

Doséddzame podobne ako v pripade ¢. 2, aznav({2}) = ds av({1,2}) = E.

012! 111! 11! 210! E+2d; — dy
p1(v) = 5 [d — 0+ 5 [E—di) + 5 [~ B|+ S [E- B = = — =50,
012! 111! 11! 210! E +2dy — dy
pa(v) = r-lda 0]+ [E—di] + - [B— B+ 5 [B - E] = =———"— = 100,
012! 111! 11! 210! AE +dy —d
pa(v) = S [E—01+ < [E—di|+ 5 [E—dal+ 5 [E—E] = le = 150.

Zékladna myslienka Talmud zdkona spociva v tom, Ze rozdelujeme majetok medzi
troch veritelov tak, Ze ktorykol'vek dvaja veritelia si rozdelia stucet, ktory spolo¢ne ziskali,
na zaklade rovhomerného rozdelenia spornej sumy. V pripade €. 2 vysSie vidime, Ze ak E
je rovné 200, Hra¢ P, dostane 50 a P, dostane 75, majetok po s&itani dd 125. Vzhladom k
tomu, Ze hracovi P; patri len 100, 25 pusti hracovi P, a zvySok spornej sumy si rozdelia

rovnomerne medzi dvoch.

A tak sme pomocou tedrie hier vyrieSili tisicroéni zahadu. Tento postup mdZeme
opakovat, ako aj origindlni rabini pravdepodobne robili, Shapleyho hodnota viak ukazuje
cestu zovSeobecnenia tohto pravidla pouzitelného pre Iubovol'ni velkosi majetku ako aj

pocet investorov.

2.3.3 Nakladova (dsporna) hra a Shapleyho vektor

V tejto Casti podrobne zanalyzujeme nakladovu hru, ur¢ime jadro, graficky ho zndzornime

a nakoniec na celd hnu aplikujeme Shapleyho vektor.

Uloha - Tri spolupracujiice mestd (zdroj energie)

Mest4 1,2,3 chei byt pripojené s blizkym zdrojom energie. Mozné prenosné linky a
ich ceny za prendjom st zobrazené v Obr. 1. Kazdé mesto si mdZe prenajaf ktordikol'vek
prenosnt linku. Ak mestd budd spolupracovat uSetria na prendjme. (Prenosné linky maju

neobmedzenu kapacitu).
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Model:

Hréaci v tejto situdcii st 3 mestd. Oznaéme mnoZinu hrdcov N = 1,2, 3. Tito hrici
moZzu vytvdrat koalicie. Tabulka 1. naznaCuje ndgjmy ako aj uSetrené zdroje krytia kazdej
koalicie. Cisla ¢(S) sme ziskali minimalizdciou ndkladov spdjajicich mestd v koalicii S

so zdrojom energie.

Uspory nékladov v(S) st uréené:
(S) =Y el{i}) —e(9),
ies

kde S C N.

Uspory ndkladov v(S) pre koalicie S st rovné rozdielu ndkladov zodpovedajticich
situdcii, kedy vSetci ¢lenovia S pracuji samostatne, a situdcie, kedy vsetci ¢lenovia pra-

cujua spolocne.

30

Zdroj energie 50 3

140 2 20

Obr. 1: Prenosné linky - ceny

RiesSenie:
Zakladna otazka v kooperativnych hrach (N, v) znie: ktord podmnoZzina S vytvori
koaliciu a ako budu rozdelené tuspory takej koalicie medzi jej ¢lenov? Je potrebné vy-

tvorif koaliciu so stihlasom kazdého hraca. Treba vSak braf do uvahy, Ze ochota hrac¢ov
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vytvarat koalicie z4visi od tspory, ktord hrac dosiahne pri vstupe do danej koalicie.

Tab. 4 Nékladova hra - ndjmy/dspora

s {1 {2v {3+ {12} {13} {23} {123}
c(S) 100 140 130 150 130 150 150
o) 0 0 0 90 100 120 220

Hladdme vektor z = (z, 79, 23) € R3, 21 + 25 + 73 = 220 , kde hra¢i ¢ € {1,2, 3}
ziskaji z;. Vypoctom sa dostdvame k velkému a neur¢itému stboru rieSeni. Predpokla-

dajme napriklad, Ze mnozina vSetkych hracov vytvori koaliciu s dsporou ndkladov
1 = 40,([)2 = 40,([)3 = 140,U(N) = 220.

Hra¢ 1 a 2 mdzu protestoval pretoze v({1,2}) = 90, v({1,2}) > 80, x1 + x2 = 80. Pri
takejto situdcii hovorime, 7Ze x = (1, x2, r3) sa nenachadza v jadre tejto hry. VSeobecne,
jadro hry o troch mestédch je mnoZina vyplatnych rozdeleni pre N = {1, 2, 3}, tak Ze suma
vSetkych dspor ndkladov je rovnd v(/N) = 220 a kazda neprazdna koalicia S ziska aspon
to ¢o by si sama dokdzala zabezpecit pokial by nevstiipila do Ziadnej koalicie.

Formadlne je to mnoZina:

C = {(l’l,l’g,l’g) € R3|£B1,l’2,l’3 2 0,

T + To 2 90,1’1 + x3 2 100,$2+l’3 2 120,271 + Z9 + T3 = 220}

Pre predstavu ako dand mnoZina vyzerd uvedieme nasledovny diagram. Ked C je
podmnozina R3, obmedzenie z; + 25 + 23 = 220 sposobi, Ze C' je obsiahnuté v dvojdi-

menziondlnej podmnoZine R3. To je cez body (220,0,0), (0,220,0), (0,0,220).
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(0,0,220)

(90,0,130) (0,90,130)

(100,0,120) (0,120,100)

(220,0,0) (0,220,0)

(100,120,0)

Obr. 2: Diagram - Jadro hry

Vsimnime si, Ze C' je podmnoZina trojuholnika s obmedzenim x; > 0 pre kazdé
i = 1,2, 3 odvodené z podmienky z; > v({i}) pre i = 1,2,3. Mnozina C je Sedd oblast
ohrani¢end tromi podmienkami pre dvojclenné koalicie. Jadro hry je polygén s vrcholmi

(100,120,0), (0,120,100), (0,90,130), (90,0,130), (100,0,120).

Podl'a Shapleyho hodnoty by tspory mali byt rozdelené nasledovne:

é(v) = (64,75, 80).

I Hras A
[ Hrag 2
I Hrag 3

Graf 1: Shapleyho vektor - ndkladova hra
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3 Vlastné navrhy rieSenia

V predchéddzajicej kapitole sme si predstavili triedy koalicnych hier a niektoré zaujimavé
aplikdcie Shapleyho hodnoty. Ako vlastny ndvrh rieSenia vyuZijeme vlastnosti a apardt
jednoduchych hier priCom na ne nasledne aplikujeme Shapleyho vektor a tym vytvorime
d’alsi model, ktory je aplikovatelny v praxi.

Analyza volieb pomocou Shapleyho vektora

Budeme sa zaoberaf analyzou konkrétnych vysledkov volieb na Slovensku od roku
1994 po rok 2016. Analyza bude spracovand pomocou Shapleyho hodnoty. Vysledky
budud prezentované v grafe a diagramoch. Najskor si v§ak pod'me ukdzai ako funguje
volebny systém na Slovensku.

Volebny systém do Narodnej rady Slovenskej republiky je dany v Ustave Sloven-
skej republiky. VoI'by poslancov sa konaju raz za Styri roky. Obcania si zvolia 150 ¢lenov
(zastupcov politickych strdn - poslancov). VoIby sa riadia pomernym volebnym systémom.
Volebné kvétum (na vstup strany do parlamentu) je 5% z celkového poctu platnych voli¢skych
hlasov. Volebnd formula, podla ktorej si rozdelované poslanecké mandéty sa nazyva
Hagenbach-Bischoffova metéda. V priklade, ktory uvediem uvazujem strany, ktoré ziskali

minimdlne 5% platnych hlasov a bol im prideleny odpovedajici poet mandétov [8].

3.1 Spracovanie dat

Je treba vhodne zvolit postup, podla ktorého ¢o najefektivnejSie vypolitame Sha-
pleyho hodnotu. Dovodom je velky po&et koalicii, ktory moze vznikniit. Vhodnou volbou

pre nds mdze byt vyuZitie programu Matlab.

Vypocet:

V programe Matlab zvolime funkciu Shapley volne dostupni na [9]. Funkcia funguje
na zdklade jedného vstupu. Tymto vstupom je vektor v, ktory pozostdva z icelovej funk-
cie pre hodnoty vSetkych koalicif, ktoré mdzu vzniknit radenych postupne od jedno¢lennych
po koaliciu tvorend vSetkymi hra¢mi. Hodnotu tcelovej funkcie predpokladame O alebo

.....

rujeme vektor obsahujici vSetky mozné koalicie.
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Pre predstavu uvddzam vektor, pre hru o Styroch hracoch - (15 zloziek). Hréaca Cislo 1
charakterizuje vo vektore vyraz 1. Koaliciu pozostdvajicu z hrdov 1 a 2 charakterizuje

vo vektore vyraz 12.
v =1[12 3 4 12 13 14 23 24 34 123 124 134 234 1234]

Potom uZ len pripiSeme jednotlivych ¢lenom 0 alebo 1. Aby sme nemuseli vypisovat
vSetky kombindcie hracov pouzijeme funkciu nchoosek v programe Matlab. V naSom
pripade by S§lo konkrétne o kod
v=[1 2 3 4];

Al=nchoosek (V,1);
A2=nchoosek (V,2);
A3=nchoosek (V,3);
Ad=nchoosek (V,4);

v = [Al;A2;A3;A74];

Nasledujicim zdpisom si mdZeme overit, Ze sa dostdvame k &islu 15, Co znadi pocet
vSetkych moznych kombin4cii bez opakovania.

length (Al’) + length(A2’) + length(A3’) + length(A4’)

Ak by sme chceli vidiet vSetky koalicie tvorené tromi hra¢mi, staci zavolal premenni
A3, ktord nam vSetky koalicie vypiSe presne v poradi v ktorom potrebujeme.

Zmyslom tejto hry je teda ohodnotenie jednotlivych koalicii na zdklade sily strdn vytvorit

..........

.....

nadpolovi¢né koalicie K7, ...K,,. Jednoducha hra je potom dana vzfahom:

1 ak S e{K, .. K.}
o(S) = {K, }
0 1inak.

Vystupom je teda Shapleyho vektor, ktory d alej pouzivame v grafe a diagramoch.
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3.2 Analyza vysledkov volieb od roku 1994 - 2016

UvaZujeme strany, ktoré ziskali vo volbach minimdlne 5% hlasov a tak dostali moZznost

podielaf sa na tvorbe koalicii, ktoré vytvoria vladu.

Vysledky volieb rok 1994 (pocet mandatov)

1. Hnutie za demokratické Slovensko - Rol'nicka strana Slovenska (d’ alej HZDS): 61
2. Spolo¢na volba: 18

3. Mad arska koalicia: 17

4. Krestansko-demokratické hnutie (d'alej KDH):17

5. Demokratickd tnia Slovenska: 15

6. Zdruzenie robotnikov Slovenska: 13

7. Slovenskd narodnd strana (d’ alej SNS): 9

Bl HzDS
Il Spolocna volba o0, 29
[T Strana madarskej koalicie

[ IKDH

[ IDemokraticka unia Slovenska
Il Zdruzenie robotnikov Slovenska 9%
I SNS

9%

60%

Graf 2: Shapleyho hodnota pre rok 1994 - Analyza volieb

Vysledok mozeme interpretovat nasledovne. Strany, ktoré dosiahli menej ako 15 mandétov
majd najniZ§iu vyjedndvaciu schopnost. Nedokdzu zabezpecit vyhernii koaliciu bez toho
aby sa k nim nepridala d'alSia strana. Preto majd nizku Shapleyho hodnotu. Zaujimavé
je porovnanie vysledku Demokratickej tinie a ZdruZenia robotnikov Slovenska. Pocet
mandétov jednotlivych strdn sa liSe len o 2, av§ak Shapleyho hodnota je u ZdruZenia

robotnikov diametrdlne odli$nd. M6Zeme si v§imniif, Ze suma vysledkov ndm déva 100%
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¢o plynie priamo z definicie Shapleyho hodnoty. Vysledok je uvedeny v kolaCovom grafe.

Vysledky volieb rok 1998

1. HZDS: 43

2. Slovenskd demokratickd strana: 42
3. Strana demokratickej l'avice: 23

4. Strana mad arskej koalicie: 15
5.SNS: 14

6. Strana ob¢ianskeho porozumenia (d'alej SOP): 13

Il HZDS 5%
Il Slovenska demokraticka strana
[ ]Strana demokratickej lavice
[_IStrana madarskej koalicie

I SNS

Bl soP

23%

28%

Graf 3: Shapleyho hodnota pre rok 1998 - Analyza volieb

Pri tomto vysledku je zaujimavé si v§imnuf, Ze strany HZDS a Slovenskd demokratickd
strana ziskali takmer rovnaky pocet mandatov, ale Shapleyho hodnota sa ndm 1i$i o viac,
o sa ihned odzrkadli v sile vyjednavat. Dal§ia zaujimavost je, Ze ak by tieto 2 strany ne-
mali z4dujem o spoluprécu do hry by vstupovali ostatné strany, ktorym by sa ihned zvysila

vyjedndvacia schopnost.
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Vysledky volieb rok 2002

1. HZDS: 36

2. Slovenskd demokratick4 a kresfansk tnia (dalej SDKU): 28
3. SMER: 25

4. Strana mad arskej koalicie: 20

5. KDH: 15

6. Aliancia nového obc¢ana: 15

7. Komunisticka strana Slovenska: 11

Bl HZDS

I SDKU

[ISMER

[ ]Strana madarskej koalicie

[ JKDH

I Aliancia noveho obcana

Il Komunisticka strana Slovenska

5%

10%

10%

17%

Graf 4: Shapleyho hodnota pre rok 2002 - Analyza volieb

Opit si mdZeme vsimnaf velky rozdiel medzi vyjedndvanim Aliancie nového ob&ana
a KDH s Komunistickou stranou. Pocet mandatov sa liSi len o Styroch ale Shapleyho

hodnota dvojndsobne.
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Vysledky volieb rok 2006

1. SMER: 50

2. SDKU: 31

3. SNS: 20

4. Strana mad arskej koalicie: 20

5. Ludové strana - Hnutie za demokratické Slovensko: 15

6. KDH: 14

Il SMER

I SDKU 8%

[ ISNS

[ IStrana madarskej koalicie

m Ludova strana — Hnutie za
demokraticke Slovensko

Il KDH

12%

12%

22%

Graf 5: Shapleyho hodnota pre rok 2006 - Analyza volieb

Strana SMER ma vysoku vyjedndvaciu schopnost, ¢o znadi fakt, Ze bez strany SMER

nedokaZe vzniknuii Ziadna ind dvojclenna koalicia, ktord by stranu SMER neobsahovala.
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Vysledky volieb rok 2010

1. SMER: 62

2. SDKU: 28

3. Sloboda a Solidarita (d' alej SaS): 22
4. KDH: 15

5. Most-Hid: 14

6. SNS: 9

Il SMER 3%
I SDKU
[]sas

[ ]KDH

I Most—Hid
Il SNS

45%
13%

13%

Graf 6: Shapleyho hodnota pre rok 2010 - Analyza volieb

Na vysledku si m6Zzme v$imniif ako ovplyvnil vysledok volieb vyjedndvaciu silu strany
SNS. Ako jedind nedokaze zabezpelii vytvorenie vlady pre stranu SMER, &o sa ihned
odzrkadli na Shaplyho hodnote. Ostatné strany su si rovné, napriek tomu, Ze niektoré maji

viac ¢i menej mandétov.
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Vysledky volieb rok 2012

1. SMER: 83

2. KDH: 16

3. OBYCAJINI LUDIA a nezévislé osobnosti (d’'alej OLANO): 16
4. Most-Hid: 13

5.SDKU: 11

6. SaS: 11

[ ISMER

100%

Graf 7: Shapleyho hodnota pre rok 2012 - Analyza volieb

Pre tento pripad je koldcovy graf trividlny, pretoZe uz z vysledku volieb bez akéhokol vek
po&itania je zrejmé, Ze strana SMER dostane 100% vd aka svojej sile vytvorif vlddu bez

pomoci ktorejkol'vek inej strany.
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Vysledky volieb rok 2016

1. SMER: 49

2. SaS: 21

3. OLANO: 19

4. SNS: 15

5. Kotleba - Ludov4 strana naSe Slovensko (d alej LS Nage Slovensko): 14
6. SME RODINA - Boris Kollér: 14

7. Most-Hid: 11

8. SIET: 10

Il SMER
Bl Sas 4%
I OLANO

[ ISNS

[ JLS Nase Slovensko
[ ISME RODINA

I Most-Hid

Bl #Sict 41% 8%

9%

13%

Graf 8: Shapleyho hodnota pre rok 2016 - Analyza volieb

Pri poslednom kold¢ovom grafe si m6Zeme vSimndt, Ze uZ na zdklade po¢tu mandatov po-
maly vieme odhadniif ako dopadnu prislusné Shapleyho hodnoty. Vel'ky pocet stran, ktory
ziskal viac ako 5% hlasov vo volbdch zapri€inil, Ze nestali ziadna 2-¢lennd koalicia na
zostavenie vlady. Do hry preto vstupuji aj ostatné a majud relativne vysokd vyjedndvaciu

silu.
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Pre predstavu uvediem porovnanie sil jednotlivych stran vytvéraf koalicie z hl'adiska
Casového. Ked ze strany SMER, SNS a Most-Hid sa najcastejsie vyskytovali vo vysledkoch
volieb, je ich vhodné pouzif pre nasledujici graf. MdZeme si v§imnuif vyvoj Shapleyho
hodndt z hl'adiska ¢asového od roku 1994 do roku 2016. Je zrejmé, ze pre pripady kedy
strana nedostala potrebny pocet mandatov, je nutné ju ohodnotif nulou. MdZeme si tieZ
viimndf rok 2010 a 100%-né ohodnotenie strany SMER. V dosledku toho, Ze ziskala

nadpolovi¢nui vicSinu nepotrebovala Ziadnu ind stranu na vytvorenie koalicie.

100 T T T

——SNS

90| —e— SMER I

Most-Hid

80~

70

60~

50

40f-

30~

20~

101~

0
1990

Graf 9: Shapleyho hodnota 1994-2016 - Analyza volieb

Teraz si ukdZeme vyvoj vyjedndvacej sily strany SNS (Tab. 5). Je vel'mi zaujimavé
roku 1994 strana SNS obdrzala 9 mandétov priCom vSak vyjedndvacia sila bola len 2%.
Ked sa pozrieme na rok 2010, vyjedndvacia sila sa zvysila o 1%, ale po&et mandatov je
rovnaky. V roku 1998 kedy pocet mandétov dosiahol pocet 14, Shapleyho hodnota bola
v porovnani s rokom 2016 o takmer 100% nizSia priCom pocet mandatov sa nim v roku
2016 zvysil len o jednotku.

Tab. 5 Porovnanie Shapleyho hodnoty s po¢tom mandéatov - STRANA SNS

Rok 1994 1998 2002 2006 2010 2012 2016
Shapleyho hodnota (v %) 2 5 0 12 3 0 9
Pocet mandatov 9 14 0 20 9 0 15
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Podrobnejsie si tieZ rozoberieme vysledky strany SMER. Zaujimavé je v§imnuf si rok
2006, kedy pocet mandéatov dosiahol pocet 50 a Shapleyho hodnota bola 38%. V roku
2016 pocet mandétov klesol o jedni¢ku, ale Shapleyho hodnota sa ndm dokonca zvySila o
3%.

Tab. 6 Porovnanie Shapleyho hodnoty s poctom mandatov - STRANA SMER

Rok 1994 1998 2002 2006 2010 2012 2016
Shapleyho hodnota (v %) 0 0 17 38 45 100 41
Pocet mandatov 0 0 25 50 62 83 49

Na zdver je doleZité poznamenat, Ze vyjedndvacia sila nezdvisi len na po¢te mandatov
daného hraca, ale aj na celkovom po&te hracov, ktori mali moZznost podielat sa na tvorbe
koalicii. Shapleyho hodnota ndim ukazuje novy pohlad na vysledok volieb, ktory je v

kone¢nom ddsledku realistickejsi.
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Zaver

V praci sme postupne predstavili kooperativne hry, definovali zdkladné pojmy a vlast-

nosti. Dant problematiku sa ndm podarilo demonstrovat na konkrétnych prikladoch.

Dalej sme predstavili v§znamné modely sistred ujiice sa v prvej Easti na nadrt aplikdcie
aparatu kooperativnych hier na pravne formy podnikania, neskor na triedy koali¢nych hier
a nakoniec vyuZitie Shapleyho hodnoty v zaujimavych modeloch z praxe. Kazd4 trieda
koali¢nej hry je demonStrovana na priklade. Vyustenim kapitoly je komplexny priklad

spdjajuci nakladové hry so Shapleyho hodnotou vyuziteIny v praxi.

Nakoniec sme modelovali priklad jednoduchej hry s vyuZitim Shapleyho hodnoty za
pritomnosti redlnych dét s vyberom vhodného programu. Cielom bolo ukézaf realistic-
kejsi odhad na vysledok volebného systému a interpretovat Shapleyho hodnotu nie len

ako zisk po prerozdeleni vyhry, ale aj ako mieru sily vyjednévat pri tvorbe koalicii.

Na zédver dodajme, Ze apardt teérie hier ma velmi dobré uplatnenie v praxi, ¢oho
dokazom moze byt aj tato praca. Navrhy by mohli byt impulzom pre d alSiu snahu o pre-
pojenie matematickej discipliny s vyuzitim znamych poznatkov z ekonémie alebo inych
oblasti Tudského zdujmu. Cielom bolo tieZ vytvorit zrozumitel'ny text, ktory moze Citatela
zoznamif s problematikou kooperativnych hier s vyuzitim Shaleyho hodnoty za pomoci

pokrocilych matematickych metdd.
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