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Anotace 

Tato bakalářská práce se zabývá problémem obchodního cestujícího a algoritmy 
používanými k jeho řešení. Z těchto znalostí pak vychází implementace přiložené 
knihovny. S jejím použitím byly provedeny experimenty a následné porovnání uve
dených algoritmů. 

Synopsis 

This bachelor thesis focuses on the travelling salesman problem and algorithms 
used to solve it. Based on this knowledge, the attached library is implemented. 
Experiments were conducted using it, followed by a comparison of the mentioned 
algorithms. 
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1 Teorie 
Prob lém obchodního cestujícího (TSP - z anglického travelling salesman pro
blém) je úzce sp ja tý s teorií grafů a proto je p o t ř e b a si na úvod zavést některé 
ze základních pojmů. Kapi to la čerpá z [1]. 

1.1 G r a f 

Graf je jedna ze základních reprezentací p rvků množiny ob jek tů a jejich vzá
jemných propojení . Takovým ob jek tům budeme ř íkat vrcholy (někdy také uzly) 
a p ropojen ím hrany. Uvažujeme-li navíc i orientaci hran, pak ř íkáme, že je graf 
orientovaný, j inak neorientovaný. 

Definice 1 ( N e o r i e n t o v a n ý graf) 
Neorientovaný graf je dvojice (V,E), kde V je nep r ázdná množ ina vrcholů 

a E C {{u, v} I u, v G V, u ^ v} je množ ina (neorientovaných) hran. 
u, v nazýváme koncové uzly hrany u, v. 

V některých si tuacích nás bude zaj ímat poče t hran, k t e r ý m je j is tý uzel konco
vým. Tomuto číslu pro uzel u budeme ř íkat stupeň vrcholu u a budeme ho značit 
degiu). Důležité bude také následující tvrzení . 

V ě t a 2 
V každém grafu G = (V, E) platí, že J2vev deg(v) = 2\E\. 

U problému obchodního cestujícího také chceme, aby hrany vs tupních grafů 
měly nějakou váhu. T u j i m přiřazuje tzv. hranové ohodnoceni, funkce 

w : E -)• D 

kde D je množ ina hodnot, k t e rými hrany ohodnocujeme. V př ípadě problému 
obchodního cestujícího se j edná o množinu reálných (nebo racionálních) čísel. 

Dále požadujeme, aby vs tupn í graf T S P byl úplný. To znamená , že každé dva 
jeho vrcholy jsou spojeny hranou. 

1.1.1 C e s t o v á n í v grafech 

Důleži tou oblas t í práce s grafy je cestování v nich. Vychází se z toho, že se 
z jednoho uzlu můžeme přemís t i t k d ruhému, právě když mezi n imi existuje 
hrana (v př ípadě orientovaných grafů musí mí t hrana ješ tě správný směr) . Jednou 
z úloh o cestování je právě p rob lém obchodního cestujícího. 

Zák ladn ím pojmem, od k te rého budeme odvozovat další, je sled. 

Definice 3 
Sledem v grafu G = {V, E) rozumíme posloupnost VQ, e\, v\, 62,1*2, • • • , e„, vn, 
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kde Ci = {vi-i, VÍ}, pro každé i G {0, • • • , n} m á m e Vi G V a pro k a ž d é j G {1, • • • , n} 
m á m e e j G E. 

Sled nazýváme 

• uzavřený, pokud vo = vn; 

• tah, pokud pro každé k, l G {1, • • • , n}, kde k ^ l, p la t í ^ ei (neopakují 
se hrany); 

• cesta, pokud pro každé k, l G {0, • • • , n}, kde k ^ l, p la t í ^ vi (neopakují 
se vrcholy); 

• kružnice, pokud v definici cesty požadujeme vo — vn. 

Definice 4 ( S o u v i s l ý graf) 
Neorientovaný graf G = {V, E) nazýváme souvislý, pokud pro každé u, v G V 

existuje sled z u do v. 

Speciální druh tahu je tzv. eulerovský tah. Pro něj plat í , že vede přes všechny 
vrcholy a každá hrana se v něm vyskytuje právě jednou. 

V ě t a 5 
Pokud je neorientovaný graf souvislý a všechny jeho vrcholy mají sudý stupeň, 

pak v něm existuje uzavřený eulerovský tah. 

Pro T S P [travelling salesman problém) je klíčový ješ tě t e rmín hamiltonovská 
kružnice. Tou rozumíme takovou kružnici v grafu, k t e rá vede přes všechny jeho 
vrcholy. 

Některé z a lgor i tmů v knihovně jsou založené na h ledání tzv. minimální kostry 
grafu. P ř e d zavedením tohoto pojmu je ješ tě nu tné si definovat, co je to podgraf 
grafu. 

Definice 6 (Podgraf) 
Graf G 2 = (V2, E2) nazýváme podgraf grafu G = {V, E), právě když V2QV 

a E2 C E. 

Definice 7 (Kostra grafu) 
Kostra neor ientovaného grafu je jeho souvislý podgraf, k te rý obsahuje všechny 

jeho vrcholy a v němž se nevyskytuj í žádné kružnice. 

Pokud mají hrany původn ího grafu př i řazené váhy př í s lušným h ranovým 
ohodnocen ím w, potom můžeme uvažovat o minimálni kostře grafu. Tou budeme 
rozumět právě takovou kostru MSP = {V,E'), k t e rá bude mí t mezi os ta tn ími 
min imáln í součet J2eeE' w(e). 
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1.2 A l g o r i t m i c k é p r o b l é m y 

Tato podkapitola vychází z [5]. 
Obecně lze problémy, u k te rých je rozumné chtí t pro řešení použí t po

čítač, definovat pomocí množiny v s t u p ů In, množiny možných v ý s t u p ů Out 
a funkce p : In —>• Out, k t e rá každému vstupu přiřazuje odpovídaj ící výs tup . 
Tedy P = {In, Out,p). 

Optimalizační problémy jsou takové problémy, kdy pro vstup existuje víc 
možných řešení a jejich úlohou je mezi n imi nají t to, k teré m á mezi os t a tn ími 
min imáln í nebo max imáln í hodnotu p ředem definované funkce. 

Tyto problémy se dají charakterizovat 

• množinou v s t u p ů In; 

• funkcí sol : In —> 2°ut, k t e rá každému vstupu př i řad í množinu přípustných 

• funkcí cost : In x Out —>• Q, k t e rá vstupu a jeho p ř ípus tnému řešení 
přiřazuje cenu tohoto řešení; 

• hodnotou goal, k teré je bud min, nebo max. 

Podle hodnoty goal se problému ř íká minimalizační nebo maximalizační. 
Optimálním řešením pro vstup x E In pak označujeme takové řešení 

y G sol(x), pro které pla t í , že cost(x,y) = goal{cost(x, y') \ y' G sol(x)}. Cenu 
takového řešení značíme OPT(x). 

Př i h ledání algoritmu, k te rý řeší t akový prob lém zvažujeme jeho správnost 
a optimalitu. Řekneme, že algoritmus A pro problém P je správný, pokud 
pro každé x E In p lat í , A(x) G sol(x). Optimální je navíc pokud pro každé 
x G In je A(x) op t imáln í řešení. 

Některé op t imáln í algoritmy ale bývají časově náročné , často se proto hledají 
algoritmy, k te ré nevydaj í pokaždé op t imáln í řešení, ale pouze přibližné. T ě m t o 
a lgor i tmům se ř íká aproximační. 

Mějme takový algoritmus A . Pro každý vstup x E In můžeme definovat 
aproximační faktor jako 

Pro s amotný algoritmus můžeme také definovat jeho aproximační faktor, 
vzhledem k nějaké funkci F mapující vstupy na př i rozená čísla (typicky veli
kost vstupu, p ř ípadně j iná jeho v ý z n a m n á vlastnost), a to následovně 

A můžeme označit za / ( ^ - a p r o x i m a č n í algoritmus, pokud pro každé n G N 
pla t í RA{TI) < f (n). J inými slovy, pokud u algoritmu známe jeho aproximační 
faktor, pak se můžeme spolehnout, že pro každý vstup velikosti n dostaneme 

řešení; 

RA{n) max{i? j4(x) | x G In,F(x) = n} 
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v nejhorším př ípadě / ( n ) - k r á t horší výsledek vůči optimu. 

Další v ý z n a m n o u množinou problémů jsou rozhodovací problémy. T y se vy
značují t ím, že množ ina v ý s t u p ů je omezena jen na A N O a N E . 

Každý opt imal izační p rob lém m á svoji rozhodovací verzi. Místo toho, 
aby na vstupu byla pouze instance problému x G I n , p ř idá se navíc ješ tě číslo 
k G Q . Pokud je k > OPT(x) u minimal izačního problému nebo k < OPT(x) 
u maximal izačního, pak je výsledkem A N O , j inak N E . [2] 

1.2.1 S l o ž i t o s t 

Tato část vychází z [2]. N a začá tku je t ř e b a si zavést t ř ídy P a N P . Rozhodo
vací problémy, k teré spadaj í do t ř ídy P, jsou řešitelné de terminis t ickými stroji 
v po lynomiá ln ím čase a bereme je za prakticky zvládnute lné . N P p roblémy jsou 
také řešitelné v po lynomiá ln ím čase, ale nedeterminis t ickými stroji. U těchto 
s t rojů p ředpok ládáme , že z možných kroků provedou vždy ten žádaný, a dostane 
se tak ke sp rávnému výsledku bez nutnosti zkoušet všechny možnost i . J i s tě p la t í 
P C N P , jelikož determinist ické stroje jsou speciálním p ř í p a d e m nedeterminis
tických, k teré pouze nemaj í možnos t nedeterminis t ického výběru . 

Vysvětl íme si nyní t e rmín polynomiální redukovatelnost. Ř íkáme, že problém 
P\ je polynomiálně redukovatelný na P2, pokud pro každý vstup A p rob lému P\ 
můžeme v po lynomiá ln ím čase nají t vstup pro P2, pro k te rý P2 vydá stejnou 
odpověď, jakou by vydal P\ pro A. 

Některé rozhodovací problémy mají tu vlastnost, že jsou na ně polynomiálně 
redukovatelné všechny rozhodovací problémy v N P . P r o b l é m ů m s touto vlast
nost í se ř íká NP-téžké. Pokud navíc N P - t ě ž k ý prob lém p a t ř í do N P , ř íkáme mu 
NP-úplný. 

NP - t ě žké problémy jsou důležité, pro tože kdyby se podař i lo nají t algoritmus 
řešící kterýkoli z nich v po lynomiá ln ím čase, pak bychom j is tě zvládli vyřešit 
i všechny N P p roblémy v po lynomiá ln ím čase, tedy N P C P a z toho N P = P. 
Naopak, pokud bychom zjistili , že N P ^ P, pak pro žádný N P - ú p l n ý problém 
j is tě nemůže existovat polynomiáln í algoritmus, k te rý ho řeší. 

Z P N P lze vyvodit ješ tě jedno důležité tvrzení . Nechť Po je opt imal izační 
p roblém a PD je jeho rozhodovací verze. Pokud dokážeme, že PD je NP - těžký , 
pak pro Po neexistuje op t imáln í polynomický algoritmus. K d y b y tot iž takový 
algoritmus existoval, využili bychom ho k nalezení op t imáln ího řešení instance 
x p rob lému Po- Pak bychom cenu tohoto řešení porovnaly s číslem k a rozhodli 
o tom, jestli je odpověď pro instanci (x, k) p rob lému PD A N O nebo N E . T í m t o 
bychom tedy získali polynomiáln í algoritmus řešící t aké PD- Jenže protože PD 

je NP - t ěžký , všechny N P p roblémy jsou na něj polynomiálně redukovatelné 
a zvládli bychom je tedy i v po lynomiá ln ím čase řešit , tud íž P = N P , což je spor. 
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2 Prob lém obchodního cestujícího 
Kapi to la p r imárně vychází z [3], definice pro prob í raný problém pak z [2]. Pro
blém obchodního cestujícího je j edn ím z nej studovanějších opt imal izačních pro
blémů. Podstatou nalézt je mezi zadanými měs ty cestu, k t e rá začíná i končí 
ve s te jném mís tě a zbytek měs t navšt íví právě j edenkrá t . Jelikož seznam měst 
lze chápa t jako množinu vrcholů grafu, můžeme o T S P uvažovat jako o úloze 
o cestování v grafu. Cestou, již h ledáme, je pak hamiltonovská kružnice. 

T S P definujeme následovně: 

Definice 8 ( P r o b l é m o b c h o d n í h o c e s t u j í c í h o ) 

N Á Z E V : T S P 

V S T U P : Úplný neorientovaný graf G = (V, E). 

hranové ohodnocení c : E —>• R+ 

V Ý S T U P : Hami l tonovská kružnice v G min imáln í délky 

Ceny hran budeme nazývat t aké délky a pro jednoduchost budeme mís to 
c({u, v}) psá t cUjV. 

2.1 S lož i tos t 

Zavedeme si nyní rozhodovací verzi k T S P . 

Definice 9 ( R o z h o d o v a c í verze T S P ) 

N Á Z E V : T S P 

V S T U P : Úplný neorientovaný graf G = (V, E), 

hranové ohodnocení c: E 4— R+, 

číslo k 

O T Á Z K A Existuje v G hami l tonovská kružnice délky nejvýš kl 

J e d n í m z důvodů , proč je T S P tak z k o u m a n ý m prob lémem, je jeho složitost. 
Rozhodovací verze T S P je j is tě v N P . Nedeterminis t ický stroj, k te rý by měl 
za úkol nají t řešení pro (x, k), by zk r á tka nedeterministicky vybral množinu \V\ 
hran z E a, potom by ověřil, že v y b r a n á množ ina hran je hami l tonovská kružnice 
a že m á cenu větší než k. To by samozřejmě zvládl provést v po lynomiá ln ím čase. 

Ví se, že rozhodovací verze T S P je N P - ú p l n á . Tedy plat í , že pokud nalezneme 
polynomiální algoritmus řešící T S P , pak dokážeme P = N P . 

Nyní si dokážeme ješ tě zajímavější tvrzení . 
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V ě t a 10 
Pokud by existoval 2n-aproximační polynomiální algoritmus pro TSP, 

pak P = NP. 

Něž začneme s důkazem, musíme j i ješ tě zavést rozhodovací p roblém nalezení 
hamil tonovské kružnice (HC - Hamiltonian Cycle) v grafu. 

Definice 11 (HC) 

N Á Z E V : H C 

V S T U P : Neorientovaný graf G = (V, E) 

O T Á Z K A Existuje v G hami l tonovská kružnice? 

O tomto problému je známo , že je t aké NP -úp lný . Navíc se dá snadno převést 
na T S P . 

Jak již bylo zmíněno, T S P m á ve své klasické p o d o b ě na vstupu graf a jeho 
příslušné hranové ohodnocení . Vs tupní graf x = (V, E) pro H C bychom mohli 
redukovat na vstup r(x) pro T S P tak, že bychom vytvořil i úp lný graf mezi uzly 
z původn í instance a ohodnotili bychom jeho hrany následovně: 

1 pro e & E 

\V\-2\V\ + 1 proe^E 

Snadno můžeme dojít k tomu, že 

OPTTSP(r(x)) 
- \V\ pro x e HC 

>\V\-2\V\ pro x £ HC 

U v ě d o m m e si, že hrany s cenou |V\ • 2 ' v ' budou obsaženy v op t imá ln ím řešení 
pouze v př ípadě , kdy nelze sestavit hamiltonovskou kružnici z hran původního 
grafu. Pokud musela být v y b r á n a pouze jedna taková hrana, pak bude cena 
nalezené cesty 

(\V\-l) + (\V\-2\y\ + 1) > \V\-2\y\ 

Díky takovému ohodnocení tedy existuje exponenciálně velká mezera mezi 
pozi t ivními a negat ivními instancemi H C . Pokud bychom měli 2 n - ap rox imačn í 
polynomiální algoritmus A pro T S P , pak by pro pozi t ivní instance H C našel cestu 
délky nejhůře \V\ • 2'v', pro negat ivní instance zase nejlépe délky (2l y l + 1) • \V\. 

H C bychom mohli vyřeši t tak, že bychom spustili A n a r ( i ) , a pokud by délka 
vrácené cesty byla menší nebo rovna | ^ | - 2 ' v ' , pak bychom vráti l i A N O , V opačném 
př ípadě N E . Vzhledem k tomu, že převod na, r (x), A i porovnán í na konci běží 
v po lynomiá ln ím čase, pak bychom celý H C mohli rozhodnout v polynomiá ln ím 
čase. Pro tože H C je NP-úplný, znamenalo by to, jak jsme diskutovali v kapitole 
1.2.1, že P = N P . 
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2.2 P o d p r o b l é m y T S P 

Z předchozí podkapitoly vyplývá, že T S P je v obecném př ípadě těžké v polyno-
mickém čase i aproximovat. P ř i d á n í m j is tých omezení na p rob lém můžeme tuto 
obt ížnost výrazně snížit a čas to n á m takové typy problémů pro reálné použi t í 
dostačují . 

2.2.1 M e t r i c k ý p r o b l é m o b c h o d n í h o c e s t u j í c í h o 

P r v n í m t akovým omezením je, že pro délky hran musí platit t rojúhelníková ne
rovnost. Tedy pro každé u, v,w G V p la t í 

Takovému problému se ř íká metrický TSP. 

2.2.2 E u k l i d o v s k ý p r o b l é m o b c h o d n í h o c e s t u j í c í h o 

Přísnější podmínkou pak může být definice délky jako euklidovské vzdálenost i . Ta 
je pro vrcholy u, v G V se souřadnicemi u = (ui,u2,--- , un), v = (vi, v2, • • • , vn) 
definována 

J2(UÍ - VÍ)2 

\i=i 

Jelikož při takovém ohodnocení bude j is tě plat i t i i t rojúhelníková nerovnost, 
pak je euklidovský T S P p o d p r o b l é m e m metr ického T S P . 
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3 Algoritmy 
Pro T S P není známý žádný op t imáln í polynomický algoritmus a platí-l i P 7^ N P . 
pak ani takový algoritmus existovat nemůže. Z tohoto důvodu se pro hledání 
řešení používají tzv. heuristiky. U nich se sice nemůžeme spolehnout, že najdeme 
opt imáln í řešení, ale jsme schopni nalézt přibližné řešení v reá lném čase. 

U některých heuristik se navíc můžeme bavit o aproximačním faktoru. P ř ipo
meňme , že pro libovolný vstup problému J , pro nějž je cena op t imáln ího řešení 
OPT, a heuristiku s aprox imačním faktorem a p la t í , že se můžeme spolehnout, 
že cena řešení, k te ré dostaneme použ i t ím dané heuristiky na J , bude př inejhorším 
a * OPT. 

P r v n í t ř i algoritmy jsou popsány v [3], poslední pak v článku [1]. 

3.1 N e a r e s t - a d d i t i o n a l g o r i t m u s 
Tento algoritmus spadá do skupiny hladových a lgor i tmů a je poměrně intui t ivní . 
Vychází z myšlenky, že k vytvářené cestě vždy p ř idáme nejbližší nenavšt ívené 
město . Nejprve najdeme taková dvě m ě s t a jež jsou si v grafu nejblíže 
a vytvoř íme cestu path, k t e rá povede z i do j a zpět . Následuje cyklus, v němž 
budeme hledat takovou hranu (k,ľ), že k E path, l ^ path a Cki je všemi 
takovými hranami minimální . P ředpokláde jme , že měs to m je ak tuá lně v path 
za k. Vložíme / do path mezi k a m a následuje další iterace. Cyklus skončí 
v momentu, kdy jsme navštívil i všechna měs ta . 

Algorithm 1: Nearest-addition algoritmus 

new list path; 
new list unvisited; 
unvisited <— nodes; 

<— shortest edge in graph; 
path.Add(i, 
unvisited. Remove 
while unvisited.Count > 0 do 

(k, I) <— shortest edge in graph, where k G path and / G unvisited; 
path.AddAfter(k, I); 
unvisited. Remove(l); 

return path 

Procedury Add, AddAfter a Remové použ i té v kódu pracují se seznamy, a to 
tak, že list.Add(a, b, ...) p ř idá na konec seznamu list všechny p ředané argumenty 
v pořad í od p rvn ího k poslednímu, list. AddAfter (a, b) najde, kde se v list nachází 
prvek a a vloží za něj b a list.Remove(a) list p rvn í výskyt a. 

Ukažme si j ednoduchý př íklad chodu algoritmu. N a obrázku níže jsou zobra
zeny vrcholy vs tupn ího grafu. Za délky hran mezi n imi uvažujme euklidovskou 
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vzdálenost . Dále je na každém obrázku u k á z a n á ak tuá ln í cesta path a zelená 
hrana reprezentuje poslední nalezenou nejkratš í hranu. 

P Ř Í K L A D 12 

Obrázek 1: Př ík lad nearest-addition algoritmu 

3.1.1 A p r o x i m a č n í faktor 

Budeme chtít dokáza t , že nearest-addition je 2-aproximační algoritmus. Proto 
si mus íme nejdříve ukáza t vztah k Pr imově algoritmu, k te rý h ledá minimáln í 
kostru grafu. 

Algorithm 2: P r i m ú v algoritmus 
new list spanningTree; 
new list unvisited; 
unvisited <— nodes; 

<— shortest edge in graph; 
spanningTree. Add( 
unvisited. Remove 
while unvisited.Count > 0 do 

(k, I) <— shortest edge in graph, where k ^ unvisited and 
I G unvisited; 

spanningTree.Add((k, /)); 
unvisited. Remove(l); 

return spanningTree 

15 



Ze pseudokódu je jasné , že hrany nalezené P r i m o v ý m algoritmem 
i nearest addition algoritmem budou to tožné . 

Zůs t aňme ješ tě chvíli u kostry grafu a jej ím vztahu k cestě nalezené T S P al
goritmy. 

Lemma 13 
Pro libovolný vstup TSP je cena jeho optimální cesty alespoň tak vysoká, jako 

je cena minimální kostry pro tentýž vstup. 

Důkaz 
Vezměme opt imáln í cestu pro libovolný vstup s více než j e d n í m vrcholem 

a o d s t r a ň m e někte rou z hran. Takto vzniklý graf j is tě nebude mí t vyšší cenu 
než op t imáln í cesta. Navíc bude také kostrou původn ího vstupu. To si můžeme 
snadno ověřit. Graf stále obsahuje všechny vrcholy, jeho souvislost jsme nijak 
neporušil i a jedinou kružnici , kterou obsahoval, jsme otevřeli ods t r aněn ím jedné 
z hran. 

Obrázek 2: Vztah okružní cesty v grafu a jeho kostry 

To, že tato kostra nemůže mí t nižší cenu než min imáln í kostra, je t r iviální 
a lemma jsme dokázali . • 

V ě t a 14 
Nearest-addition algoritmus pro metrický problém obchodního cestujícího 

je 2-aproximační algoritmus. 

Důkaz 
Uvažujme podmnož iny Si, S2, • • •, S ^ - i hran grafu, kde Si je množ ina hran 

identifikovaných i-tou i terací. Vrátíme-li se k př ík ladu chodu algoritmu, pak ve 
stavu na obrázku l a bude Si = {(a, b)}, pro stav na l b bude S2 = {(a, b), (6, c)}, 
atd. Dále mějme množinu F = (22, J 2 ) , • • • , {in-i, jn-i)} reprezentující 
nejkratš í hrany určené k a ž d ý m p růchodem cyklu (na obrázku zvýrazněné zeleně). 
Jak bylo zmíněno výše, tato množ ina bude j is tě množinou hran nejkratš í kostry 
vs tupn ího grafu. Tedy z lemma 13 plyne 

r i - l 
OPT > £ ckjl 

1=1 
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Po nalezení p rvn í nejkratš í hrany m á m e výslednou délku C\ = 2CÍ1J1, jelikož 
j i vk ládáme do cesty dvakrá t . Dále, když př idáváme nové měs to j mezi i a k, 
ruš íme hranu (i,k) a p ř idáváme hrany a (J,k). Cesta se tedy prodlužuje 
o CÍJ + Cjk — Cik- Z t rojúhelníkové nerovnosti snadno odvodíme, že Cjk — < c^-. 
Rozdíl cen hran Cjk a je tedy shora ohraničený cenou c^. 

Dosadíme-li tuto hodnotu do předchozí rovnice, zjistíme, že celková cesta 
se může v nejhorším př ípadě prodlouži t o 2cy. Celková cesta nalezená 
nearest-addition algoritmem bude tedy max imá lně 

n— 1 
2 Cirii 

1=1 

Uprav íme l i poslední nerovnost, dostaneme J2?=2 chji — PT. 

3.1.2 T ě s n ý p ř í k l a d 

Můžeme si ukáza t jeho tzv. těsný příklad (tight example), což je pro algoritmus 
s ap rox imačn ím faktorem a př íklad, u k te rého nalezne řešení s cenou a * OPT 
(můžeme povolit urč i tou kons tan tn í odchylku). Tedy budeme chtít nají t vstup 
pro metr ický T S P , pro nějž n á m tento algoritmus v rá t í cestu s délkou skoro 
2 * OPT. 

V [6] je popsán právě takový vstup. Uvažujme (n — l ) -c ípou hvězdu s j edn ím 
vrcholem ve svém s t ředu. Hrany budou ohodnoceny následovně: hrany vlevo 
na obrázku budou mí t cenu jedna a hrany vpravo dva. 

1 

3 4 

Obrázek 3: Těsný př íklad nearest-addition algoritmu 

Cena hran napravo je shora omezená právě dva, protože musí platit t rojúhel
níková nerovnost. 
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Obrázek 4: Těsný př íklad nearest-addition algoritmu - cesty 

Je snadno vidět , že op t imáln í cesta (na obrázku výše vlevo) bude mí t celkovou 
cenu n. Algor i tmem ale může být nalezena i cesta jako na obrázku nahoře vpravo 
(příklad chodu algoritmu je zobrazen níže). Taková cesta obsahuje n — 2 hran 
s vahou dva a dvě hrany s vahou jedna, tedy 2(n—2)+2 = 2n—2 = 2*OPT—0(1). 

O, 1, O O, 3, 1, O O, 5, 3, 1, O O, 2, 5, 3, 1, O O, 4, 2, 5, 3, 1, O 

Obrázek 5: Těsný př ík lad nearest-addition algoritmu - chod algoritmu 
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3.2 A l g o r i t m u s d o u b l e - t r e e 

J á d r e m algoritmu je zdvojení hran minimáln í kostry vs tupn ího grafu a následné 
nalezení uzavřeného eulerovského tahu. To, že se v takovém grafu eulerovský tah 
nachází , je snadné dokázat . Z Věty 5 víme, že stačí , aby byl graf spoji tý a všechny 
jeho uzly měly sudý s tupeň . Zdvojíme-li každou hranu, vycházející z libovolného 
uzlu, pak uzel j is tě bude mí t sudý s tupeň . Jelikož vycházíme z kostry grafu, 
spojitost je zřejmá. 

K vytvoření cesty už po t řebu jeme pouze zaruči t , že nenavš t ív íme žádný 
uzel vícekrát . Toho dosáhneme pomocí zkracování. Máme-l i eulerovský průchod 
{i0,ii), «2), • • • , («fc_i, ifc), {ik,io), pak vezměme posloupnost i0,ii,---,ik 
a ponechejme pro každý uzel pouze jeho prvn í výskyt . Nakonec ješ tě vraťme ÍQ 

na konec cesty. 

Algorithm 3: Double-tree algoritmus 
Input: G 
doubleTree <— FindMinimalSpanningTree(G); 
foreach edge G doubleTree do 

doubleTree. Addiedge); 
eulerCircuit <G- F indEuler Circuit (doubleTree); 
create list path; 
foreach node G eulerCircuit do 

if node G" path then 
path.Add(node); 

return path 

N a následujícím obrázku je vidět j ednoduchý chod algoritmu. Vlevo je nale
zená min imáln í kostra, up ros t ř ed pak graf se zdvojenými hranami a svým eule-
rovským průchodem, vpravo pak nakonec výsledná cesta vzniklá zkracováním. 

P Ř Í K L A D 15 

a 

c c c 

c, b, a, b, d, e, d, b, c c, b, a, K, d, e, jí, K, c 

Obrázek 6: Př ík lad algoritmu double-tree 
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3.2.1 A p r o x i m a č n í faktor 

V ě t a 16 
Double-tree je 2-aproximační algoritmus. 

Z Lemma 13 víme, že op t imáln í cesta stojí a lespoň tolik, co min imáln í kostra. 
Jelikož každou její hranu zdvojujeme, z ískáme dvakrá t tak delší cestu. 

Př i h ledání eulerovského p růchodu hrany pouze seřazujeme. 
Zbývá už jen zkracování. Zde opět vycházíme z trojúhelníkové nerovnosti. 

Uvažujme, že i, j, k jsou po sobě jdoucí měs t a a j jsme již navštívil i , měli 
bychom je tedy přeskočit . Je zřejmé, že ĉ - + Cjk > Qfc, což dokazuje, že cena 
tohoto úseku zůs tane př inejhorším stejná, a horní ohraničení se tedy nemění . 

3.2.2 T ě s n ý p ř í k l a d 

Jako př ík lad vstupu, pro k te rý double-tree algoritmus najde cestu délky 20PT, 
můžeme vzít vstup z kapitoly 3.1.2 o nearest-addition algoritmu. Jelikož oba algo
ri tmy mají stejný aproximační faktor, s tačí ukáza t , že se double-tree algoritmem 
můžeme dostat ke stejné cestě jako v již zmíněné předchozí kapitole. 

U takového vstupu může být nalezena následující min imáln í kostra. 

1 

3 4 

Obrázek 7: Těsný př íklad algoritmu double-tree - min imáln í kostra 

V grafu se zdvojenými hranami, pak můžeme uvažovat eulerovský průchod 
0, 4, 0, 2, 0, 5, 0, 3, 0, 1, 0, ze k te rého zkrácením dostaneme cestu 0, 4, 2, 5, 3, 
1, 0, což je s te jná cesta jakou jsme nalezli algoritmem nearest-addition. 

3.3 C h r i s t o f i d e s ů v a l g o r i t m u s 

Christofidesův algoritmus je velice p o d o b n ý double-tree algoritmu. Opě t 
začneme s min imáln í kostrou vs tupn ího grafu. Existenci eulerovského p růchodu 
ale zajist íme o něco chytřeji . P ř i p o m e ň m e si, že eulerovský p růchod se v grafu 
nachází právě tehdy, když mají všechny jeho uzly sudý s tupeň . V double-tree 
algoritmu jsme tuto p o d m í n k u splnili tak, že jsme zdvojili každou hranu kostry. 
To je ovšem redundan tn í . Postačí , když spárujeme takové její uzly, k te ré mají 
lichý s tupeň . 
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Mějme úplný graf, jehož množinou vrcholů budou právě ty vrcholy jeho mi
nimální kostry s l ichým s tupněm, označme j i O. Z množiny jeho hran se budeme 
snažit vybrat takovou podmnož inu , ve níž bude pro každé v E O právě jedna 
hrana, pro kterou je v koncový uzel. Taková množ ina se nazývá perfektní páro
vání. V grafu j ich samozřejmě může být více. Pro naše účely bude j is tě nejlepší 
hledat takové z nich, jež budou mí t min imáln í součet délek všech svých hran, 
tedy minimální perfektní párování. K jeho nalezení se v programu používá C + + 
knihovna Vlad imíra Kolmogorova, k t e rá implementuje Blossom V algoritmus. 
Ve zdrojovém kódu knihovny byly provedeny mírné změny, aby nebylo n u t n é 
předávat funkci soubor, ale p ř ímo pole s uzly. 

Uvědomme si ale, že aby takové párování pro O existovalo, musí být \0\ 
sudé. Víme, že součet s t upňů všech uzlů v neor ientovaném grafu je sudé číslo 
(viz Vě ta 2). Označme si množinu všech vrcholů grafu V a množinu vrcholů 
se s u d ý m s t u p n ě m E. J i s tě p la t í 

degiy) = J2 degiy) + J2 deg{v) 
vev VGE veo 

I2vevdeg(v) je ale urči tě sudá a to samé p la t í pro J2veEdeg(v), tedy 
Sueo deg(v) musí být t aké sudá. Vzhledem k tomu, že každý vrchol přispívá 
do součtu lichým číslem, pak musí být sudý jejich počet . 

P ř i d á n í m min imáln ího perfektního párování k min imáln í kostře zvýšíme 
s t upeň každého vrcholu s l ichým s t u p n ě m právě o jedna, tudíž zajist íme, 
že všechny uzly budou mí t sudý s tupeň . V takovém grafu pak existuje uzavřený 
eulerovský tah. Po jeho nalezení už jen zkracujeme cestu s te jným způsobem 
jako u double-tree algoritmu. 

Algorithm 4: Christofidesův algoritmus 
Input: G 
spanningTree <— FindMinimalSpanningTreeiG); 
oddDegreeNodes <— FindNodesWithOddDegrees(spanningTree); 

per f ectM athing <— FindPer f ectM atching(oddDegreeN odes); 
euler Circuit <— FindEulerCircuit(doubleTree + per f ectM athing); 

create list path; 
foreach node G eulerCircuit do 

if node G" path then 
path.Add{node); 

return path 

P o d o b n ě jako u algoritmu double-tree si ukážeme j ednoduchý příklad. Vlevo 
je opět vidět min imáln í kostra, kde jsou modrou barvou zobrazeny vrcholy s l i 
chým s tupněm. N a dalš ím obrázku je k h r a n á m př idáno minimáln í párování 
modrých vrcholů s eulerovským p růchodem takového grafu. Nakonec je pak opět 
vidět výs ledná zkrácená cesta. 
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C C C 
a, b, d, e, b, c, a a, b, d, e, K, c, a 

Obrázek 8: Př ík lad Christofidesova algoritmu 

3.3.1 A p r o x i m a č n í faktor 

V ě t a 18 
Christofidesův algoritmus je 3/2-aproximační algoritmus. 

Nejdříve si mus íme rozmyslet, co v las tně chceme dokázat . Po t řebujeme, 
aby eulerovský p růchod měl př inejhorším délku \OPT. Z Lemmatu 13 víme, 
že min imáln í kostra, k t e rá je v n ě m obsažená, m á v nej horš ím př ípadě cenu 
O P T . Stačí tedy dokázat , že perfektní párování m á max imá lně cenu | O P T . 

Pracujeme s množinou lichých uzlů v M S T O. Nyní v ní budeme hledat 
cestu. Vyjdeme-li z nejkratš í hamil tonovské kružnice nad všemi vrcholy vstupu, 
pak je zřejmé, že její délka bude nejvýše OPT. Tuto kružnici teď budeme pouze 
zkracovat. Uvažujeme-li dva vrcholy i a j, pro které plat í , že na cestě mezi n imi 
jsou pouze vrcholy nenáležící do O, pak je j is tě můžeme vynechat, a z t rojúhel
níkové nerovnosti víme, že v nejhorším př ípadě bude hrana stejně d louhá 
jako původn í cesta. V nejhorším př ípadě tedy po tomto zkracování zůs tane délku 
kružnice rovna OPT. 

Nyní začněme stř ídavě obarvovat hrany nalezené cesty, řekněme modrou a čer
venou. Množina červených i množ ina modrých hran je per fektn ím párováním 
na O, p la t í tot iž , že pokrývaj í všechny vrcholy a žádné dvě hrany nesdílí vrchol. 
Víme, že dohromady množiny dávají OPT, pak j is tě jedna z množin bude mí t 
délka menší nebo rovnu \OPT', což jsme chtěli dokáza t . 
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c c c 

Obrázek 9: Perfektní párování 

Z analýz aproximačních faktoru Christofidesova a double-tree a lgor i tmů ješ tě 
vyplývá následující tvrzení . 

Lemma 19 
Sestrojíme-li pro vstup metrického TSP eulerovský podgraf délky a * OPT, 

pak můžeme odvodit jeho a-aproximační algoritmus. 

3.3.2 T ě s n ý p ř í k l a d 

Vezměme si následující vstup (popsán v [6]), kde mají vyznačené hrany délku 1. 
K a ž d á nevyznačená hrana m á pak ohodnocení rovno délce nejkratš í cesty mezi 
jejími koncovými uzly v grafu obsahujícím pouze hrany s ohodnocen ím 1 (takový 
graf je zobrazen na obrázku níže). 

Bude-li nalezena minimáln í kostra grafu zobrazená černými hranami na ob
rázku níže, pak jediné uzly s lichým s t u p n ě m budou krajní zobrazené modře . 
Jejich spojením pak dostaneme cestu (zkracování zde j is tě nepovede k žádnému 
zlepšení). 

Obrázek 10: Těsný př íklad Christofidesova algoritmu 
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Obrázek 11: Těsný př íklad Christofidesova algoritmu - cesta 

Podívejme se na délku takto nalezené cesty. Kostra bude mí t j is tě délku n — 1 
a poslední p ř i daná hrana |_f_|- Je t aké snadno vidět , že op t imáln í cesta bude 
délky n. Pak už snadno 

11 

(" - 1) + LT^J = N ~ = 0 P T ~ 

3.4 K e r n i g h a n — L i n a l g o r i t m u s 
Tento heuris t ický algoritmus není specifický pro T S P , ale je možné j ím řešit 
obecně problémy, kdy m á m e nějakou p o d m í n k u C, již musejí splňovat jejich ře
šení, a funkci / , k t e rá t akovým řešením přiřazuje urč i tou hodnotu. Zadanou pak 
m á m e množinu S, v níž h ledáme podmnož inu T , k t e rá bude nejen splňovat pod
mínku C, ale její hodnota / bude mezi všemi vyhovujícími p o d m n o ž i n a m i mini
mální . Takové problémy mívají často exponenciá lní složitost, proto se zpravidla 
spokojíme s h ledán ím takových podmnož in , k teré splňují C a jejich hodnota / 
je dos ta tečně malá . J e d n í m z takových problémů, kde se Kern ighan-Lin využívá, 
je např ík lad dělení grafů. 

Základní myšlenkou je pos tupné zlepšování úvodního řešení. Hledá se vždy 
lokální optimum, které se, pokud přinese nějaký zisk (zmenšení hodnoty / ) , 
použije pro další iteraci. 

N a začá tku se zvolí p seudonáhodné p ř ípus tné řešení T C 5 a nás ledně začne 
cyklus, kdy se snaž íme T transformovat na j iné p la tné řešení T'. Pokud by platilo 
f(T') < f{T), pak se T' použije pro další iteraci. V momen tě , kdy už nenacház íme 
řešení, k t e rá by př inášela nějaký zisk, bylo nalezeno lokálně op t imáln í řešení. 
V tuto chvíli se bud může skončit, nebo se vygeneruje nové počá tečn í řešení 
a proces se provede znovu. 

S a m o t n á transformace prob íhá tak, že se hledají takové dvě množiny 
{ x i , X 2 , • • • ,Xk} G T a {|/i, |/2, • • • ,Vk} G S1 — T , pro k teré pla t í , že když na
h rad íme prvky prvn í množiny v T prvky d ruhé množiny, pak dostaneme p la tné 
řešení T'. O tom, jak př i jdeme k číslu k, ješ tě bude řeč později. 

Idea algoritmu tedy spočívá v tom, že pro p seudonáhodné počá tečn í řešení 
budeme nacházet lokální optima a mezi n imi by se snad mělo objevit i optimum 
globální (nebo alespoň řešení se schůdnou hodnotou pro / ) . Př i rozeně budeme 
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považovat algoritmus za t í m kvalitnější, čím menší poče t různých lokálních optim 
dostaneme a čím větší počet náhodných počátečních řešení nás dovede k dosta
tečně dobrému výsledku. 

Obecná podoba heuristiky by se dala zapsat následovně: 

Algorithm 5: Kern ighan-Lin algoritmus - obecně 

1 T <— pseudorandom solution; 
2 T' <- T ; 
3 while T' do 
4 T' <— transformation of T such that f (T') < f (T); 
5 return T' or start over if desired; 

Vraťme se ješ tě ke zmíněnému koeficientu k. Jednou z možnost í , jak nad k 
uvažovat , je jako na p ředem zvolené číslo. Toho pro řešení T S P využil A . Croes 
s k = 2 a později S. L i n s k = 3. Tento p ř í s tup s sebou nese j i s t á úskalí , a to hlavně 
správnou volbu k. S narůs ta j íc í hodnotou se výrazně zvyšuje i výpoče tn í čas, 
ale př irozeně dos táváme lepší řešení. Zjistit pak, jaké číslo n á m zajistí dos ta tečně 
dobré výsledky ve schůdném čase, je náročné . 

Tomuto problému se můžeme vyhnout t ím, že k nebude mí t žádnou pevně 
danou hodnotu. Takového způsobu se bude využívat v naší p o d o b ě algoritmu. 
Jelikož k nebude známé, nemůžeme již j ednoduše uvažovat všechny podmnož iny 
T o velikosti k, jako u předchozí varianty. N a mís to toho budeme i te ra t ivně 
hledat vždy nejvýhodnější Xi a yi pro výměnu, budeme si zaznamenáva t , pro 
jaké i byl zisk nejvyšší, a až když nebude možné nalézt žádné zlepšení, vyměníme 
příslušné množiny. 

Algorithm 6: Kernighan - L i n algoritmus - variabilní k 

1 T <— pseudorandom solution; 
2 do 
3 i i— 0; 
4 T T ' ; 
5 while improvement can be found do 
6 i 4— i + 1; 
7 (XÍ,VÍ) <— best pair for exchange; 
s d <r- total gain for {x1,x2, ••• ,xk} and {yi,y2, • • • ,yk}] 
9 k <— i, where G i is max; \ \defmit ion of G i is below 

10 V <- ( T — {xi, x 2 , • • • ,xk})l){y1,y2,--- ,Vk}; 
11 while / ( T ' ) > f(T); 
12 return T"; 

Pro takový p ř í s tup vyvs tává pá r pravidel a otázek, k teré budeme muset zod
povědět . 
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P r v n í m pravidlem je pravidlo disjunkce. Budeme požadovat , aby množiny 
{xi,X2,Xk} a {2/1,2/2, • • • , Vk} nesdílely žádné prvky a zbytečně jsme opakovaně 
neprozkoumával i záměny, k te ré nevedou ke zlepšení. 

Druhé pravidlo vyplývá z variability k. Jelikož ne tuš íme, pro jaké i bu
deme chtít výměnu provést , mus íme vědět , že po každé výměně {x\,x2, • • • ,Xi} 
za {1/1,1/2, • • • ,Vi} dostaneme p la tné řešení. Podmínce , k t e rá musí být splněna, 
aby pravidlo platilo budeme ř íkat podmínka proveditelnosti. 

Z pseudokódu uvedeného výše není jasné ješ tě pá r věcí. Nejzřejmější je, 
jak identifikovat pá r s největším ziskem. Po t řebu jeme nají t takové pravidlo vý
běru, k teré bude rychlé a zároveň co nejefektivnější. 

Další neznámou je funkce Gj . Tato funkce udává celkový zisk pro ak tuá lně 
nalezené prvky. Určíme-li QÍ jako zisk pro (xi,yi), pak nejsnazším řešením je 
za G i uvažovat <7i + #2 + • • • + <7í- T í m t o se také vyhneme tomu, že bychom 
přestal i hledat v momentu, kdy bychom nalezli pá r se zápornou hodnotou QÍ. 

U t é to funkce budeme požadovat , aby dávala vždy k ladné hodnoty, tedy abychom 
se nevydávali po cestách, k teré n á m nedávají žádný zisk. Tomuto požadavku 
budeme říkat pravidlo zisku. 

Nakonec ješ tě musíme nalézt odpovídající ukončovací podmínku, k t e rá bude 
udáva t , zda m á smysl pokračovat v hledání , nebo jsme již došli do bodu, kdy není 
možné nalézt další zlepšení. Nej těžší úkol je pak nají t dobrou rovnováhu mezi 
schůdným výpoče tn ím časem a p rozkoumáváním dostatku možnost í . 

3.4.1 Kernighan—Lin pro T S P 

Nejprve si uvědomme, že tuto heuristiku skutečně lze využí t pro řešení T S P . 
Za množinu S můžeme b rá t všechny hrany úp lného grafu nad vs tupn ími městy. 
P o d m í n k a C k ladená na T C S, aby T byla řešením problému, j is tě bude, 
že hrany, k teré obsahuje, musí tvoř i t hamiltonovskou kružnici mezi v s tupn ími 
vrcholy. Funkce / pak bude t akovým ces tám přiřazovat jejich délku. 

Nyní už se pod íváme na to, jak konkré tně bude takový algoritmus vypadat 
pro T S P . Jeho j á d r e m je sekvenční h ledání pá rů hran, kde první v původn ím 
řešení zrušíme a druhou do nového p ř idáme . Co je myšleno sekvenčním hledáním, 
si nejprve ilustrujeme následujícím obrázkem. 
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H X2 ^4 £3 X2 ^4 

Obrázek 12: Sekvenční h ledání hran 

Sekvenčnost tedy znamená , že zrušíme-li hranu x i = ( ŕ j , ŕ j + i ) , pak p ř idaná 
hrana s ní bude d ruhý bod sdílet, tedy yi = ( £ Í + I , ŕi+2), a následně zrušená 
hrana bude mí t zase tvar = (ŕi+2, ŕi+3). Poslední p ř i daná hrana potom bude 
Vk = (hi,h). 

Další p o d m í n k y kladené na vybí rané hrany jsou již zmíněné pravidlo dis
junkce, kde {xi,X2,--- ,Xk} H {2/1, ž/2 j " * • , Vk} — 0, podmínka proveditelnosti 
a námi určené pravidlo výběru. 

Abychom mohli s h ledán ím kdykoli skončit , musíme pro každý pá r ověřit, 
že po př idán í hrany y& = ( ŕ 2 i , ŕ i ) n á m znovu vznikne cesta. V implementaci 
knihovny je toto řešeno následovně. 

P ř i každé iteraci je k dispozici cesta, k t e rá vznikla záměnou {x\, x2, • • • , 2^-1} 

za {yi,y2, • • • , yenc}- Navíc se ješ tě udržuje hodnota ŕ i (ta se v p r ů b ě h u nemění) 
a ŕ 2 ( i_i) . 

O d s t r a n ě n í m yenc = ( ŕ i ,Í2 ( i - i ) ) kružnici o tevřeme. Nyní další rušená hrana 
Xi = ( Í 2 Í - I , hi) musí mí t stejný směr jako hrana (£2(1-1), ŕ i ) . P ř i obrácené orientaci 
by došlo k rozdělení grafu na dvě komponenty. 

Jelikož klademe podmínku , že hrany jsou h ledané sekvenčně, p ř i daná hrana, 
pak bude mí t tvar = (£2(1-1), hi-i)- Nakonec cestu opět uzavřeme p ř idán ím 
hrany yenc = (£i ,£ 2 i ) . 
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hi-l Xi Í2i Í 2 Í - 1 ^2i 

Obrázek 13: P á r vyhovující podmínce proveditelnosti 

Í2i Xi Í 2 Í - 1 ^2i Í 2 Í - 1 

Obrázek 14: P á r nevyhovující podmínce proveditelnosti 

Nyní se pod íváme na to, jak identifikovat ak tuá lně nejvýhodnější pá r k vý
měně. Př i rozeně se n a s k ý t á možnos t vybrat takové hrany Xj, yi, pro k te ré je 
\XÍ\ — \yi\ mezi os ta tn ími p á r y maximáln í . P rávě tohoto pravidla výběru se vyu
žívá. 

P r o b l é m e m ale může být to, že v momen tě , kdy vybereme takový pár , není 
b r á n a v úvahu délku Xj+i. To není ideální, protože Xj+i může být v ý h o d n á hrana. 
Navíc se začneme omezovat na lokání informaci o nej bližším vrcholu k í 2 j - Dob
r ý m vylepšením algoritmu je tedy neposuzovat pá ry jen na základě rozdílu jejich 
délek, ale i délky x i + í . 

Zbývá n á m ješ tě definovat ziskovou funkci G i. Snadno se nabízí nás ledná 
definice 

i i 
°i = Y,9i = H O j I - \Vj\) 

3=1 3=1 
Nakonec ješ tě mus íme urči t , za j akých podmínek se zkracováním cesty již pře

staneme. Hledání př irozeně skončí, dojdou-li páry, k te ré by vyhovovaly předešle 
definovaným p o d m í n k á m a prav id lům. Pro naši ukončovací podmínku si zave
deme p r o m ě n n o u G*, jež bude vyjadřovat největší nalezené zlepšení cesty. Uvě
domme si, že G* Gk- Nejedná se to t iž o zisk z vyměněných pá rů , ale o skutečné 
zkrácení cesty. Tuto hodnotu zjistíme pro z-tou iteraci následovně + | y e n c | . 
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kde y e n c — (t2i,ti). Hrana y e n c tedy uzavírá cestu, kde je poslední ods t r aněnou 
hranou X{. S a m o t n á ukončovací p o d m í n k a pak bude G i < G*. 

Nyní už si můžeme ukáza t upravenou verzi Kern ighan-Lin pro T S P . 

Algorithm 7: Kern ighan-Lin algoritmus pro T S P 

1 T <— pseudorandom solution; 
2 V <- T; 
3 k = 0; 
4 i = 0; 
5 G* = 0; \ \best improvement 
6 do 
7 i <- z + 1; 
8 find pair x{ = (t2i-i,t2i),yi = (t2i,t2i+i) for which: 

a) Xi { y u y2, ...yt} and y{ £ {x1,x2, ...Xi} 

b) T - {x1,x2, ...Xi} U {2/1,2/2, —Vi} is a tour 

c) Xj — \yi\ is maximal between such pairs 

9 if no Xi,yi were found then 
10 break; 
11 if d-i + c t 2 h t l > G* then 
12 k 4— i; 

13 G* = G j - i + Cf2ijtl; 

14 if G i < G* then 
15 break; 
16 while G* > 0; 
17 T' <- (T — {xi, x2, ...,xk}) U {y i , 1 / 2 , y k } ; 

18 return T"; 

Co pseudokód neukazuje, je omezený backtracking, k te rý se provádí v pří
padě , že G* = 0. Pak se na p rvn í a d ruhé úrovni zkoušejí o s t a tn í možnos t i 
za jednot l ivé hrany. Tedy nejdříve budeme zkoušet a l t e rna t ivn í y2 (pos tupně 
podle ses tupné hodnoty \x2\ — \y2\), ve chvíli, kdy jsou všechny možnost i vyčer
pány, se zkusí použí t a l t e rna t ivn í x2 (tento p ř ípad je složitější). Takto se po
kračuje i se všemi yi, x\ a t\. V momen tě , kdy n á m žádná ze záměn nepřinese 
zlepšení, algoritmus končí a v rá t í upravenou cestu. 

Kdybychom prováděli t akový to backtracking na každé úrovni , zřejmě bychom 
byli schopni nalézt op t imáln í řešení. To by ale trvalo nesmírně dlouho. Najít zla
tou s t řední cestu mezi optimalitou a rychlost í je klíčové. Experimenty ukazují , 
že nezkoušíme-li všechna yi, y2, za mírné zhoršení efektivity dostaneme kra tš í 
výpoče tn í čas. V přiložené knihovně je i implementace s omezeným backtrackin-
gem, k te rý zkouší pouze dvě hodnoty pro y\ a y2 . 

Vraťme se nyní ješ tě k prob lému s a l te rna t ivn í volbou x2. Pro tuto hranu 
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m á m e j is tě dvě volby. Abychom mohli cestu uzavří t , musí se Í4 nacházet mezi 
t2 a Í3. V př ípadě , že to tak není, bychom cestu p ř idán ím y e n c mís to uzavření 
rozdělili na dvě komponenty. 

Obrázek 15: P rob lém a l te rna t ivn ího £2 

Abychom i přes to mohli použí t druhou volbu x2, svolíme na chvíli z p o d m í n k y 
proveditelnosti a budeme pokračovat v hledání hran následovně. P r v n í možnost í 
je vybrat y2 tak, že Í5 leží mezi í 3 a t2. t$ pak může být na libovolné s t raně od Í5. 

V tuto chvíli je již možné cestu řádně uzavří t . 

Obrázek 16: Al te rna t ivn í x2 - p rvní možnos t cesty 

Druhou možnost í je zvolit Í5 tak, že leží mezi ťA a t\. t$ se pak musí nacházet 
mezi í 6 a t\. Nakonec ťj musí být mezi í 3 a t2 s t ím, že volba í§ závisí na tom, 
zda je delší x±, nebo x'A. 
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4 Experimenty 
Nad p rob ranými algoritmy byly provedeny experimenty pro porovnán í jejich efek
tivity. K tes tování byl použi t poč í tač s procesorem Intel Core Í7-8550U a velikostí 
R A M 16 G B . Nejdříve j im i byly zpracovávány n á h o d n ě generované euklidovské 
grafy. Pro množs tv í vrcholů od 5 do 500 bylo tes továno 1 000 vzorků, výše pak 
10 s rozpě t ím souřadnic (-1 000 - 1 000). U měření byla z a z n a m e n á n a vždy prů
m ě r n á a nejkratš í délka cesty, stejně tak p r ů m ě r n ý a nejkratš í čas. Následně pak 
byly provedeny testy na datech, u k terých je z n á m á op t imáln í cesta nebo alespoň 
cesta, jejíž délka se té op t imáln í značně blíží. Díky t é t o informaci pak bylo možné 
zjistit u výsledků a lgor i tmů jejich aproximační faktor. 

4.0.1 V ý s l e d k y pro n á h o d n ě g e n e r o v a n é grafy 

Tabulka 1: Test n á h o d n ě generovaných grafů - nearest-addition algoritmus 

Nodes 
Length Time 

Nodes 
average shortest average shortest 

5 4,535.18 1,823.87 0.01 ms 0.01 ms 

10 6,924.88 3,953.35 0.05 ms 0.04 ms 

15 8,557.2 4,810.07 0.12 ms 0.1 ms 

25 11,045.27 7,643.03 0.44 ms 0.38 ms 

50 15,487.12 12,341.39 2.93 ms 2.52 ms 

100 21,589.98 18,600.28 20.54 ms 18.48 ms 

250 33,688.58 30,896.78 307.27 ms 278.7 ms 

500 47,170.87 44,236.8 2 s 225 ms 2 s 157 ms 

1,000 66,362.79 65,393.66 17 s 802 ms 17 s 189 ms 

2,000 93,887.51 93,332.49 2 m 19 s 18 ms 2 m 17 s 309 ms 

3,000 114,278.71 113,302.76 7 m 57 s 999 ms 7 m 48 s 349 ms 
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Tabulka 2: Test n á h o d n ě generovaných grafů - double-tree algoritmus 

Nodes 
Length Time 

Nodes 
average shortest average shortest 

5 4,466.56 1,823.87 0.04 ms 0.02 ms 

10 6,722.22 3,953.35 0.14 ms 0.08 ms 

15 8,272.35 5,144.13 0.2 ms 0.16 ms 

25 10,666.78 7,051.07 0.58 ms 0.46 ms 

50 14,862.38 11,762.88 3.21 ms 2.71 ms 

100 20,664.70 17,151.54 21.14 ms 18.87 ms 

250 32,247.16 28,819.29 309.17 ms 280.73 ms 

500 45,436.52 42,748.88 2 s 203 ms 2 s 153 ms 

1,000 63,497.49 62,532.93 17 s 692 ms 17 s 463 ms 

2,000 89,785.16 88,675.80 2 m 21 s 489 ms 2 m 19 s 334 ms 

3,000 109,268.37 107,018.64 7 m 55 s 2 ms 7 m 50 s 709 ms 

Podíváme-l i se na prvn í výsledky, můžeme vidět , že algoritmy nearest-addition 
a double-tree jsou na tom, co se efektivity týče, velice podobně . Double-tree 
mírně vede, co se délky výsledné cesty týče. Časově je pak nearest-addition o něco 
rychlejší pro malé vstupy, ale se zvyšujícím p o č t e m uzlů se tento rozdíl srovnává. 

Tabulka 3: Test n á h o d n ě generovaných grafů - Christofidesův algoritmus 

Nodes 
Length T ime 

Nodes 
average shortest average shortest 

5 4,311.98 1,823.87 0.04 m 0.03 ms 

10 6,058.89 3,953.35 0.17 ms 0.08 ms 

15 7,259.48 4,726.46 0.29 ms 0.18 ms 

25 9,225.93 6,860.62 0.96 ms 0.66 ms 

50 12,594.04 10,650.56 5.89 ms 4.54 ms 

100 17,280.01 15,277.42 39.56 ms 31.9 ms 

250 26,585.91 24,564.74 576.95 ms 500.34 ms 

500 37,018.6 35,454.21 4 s 106 ms 3 s 780 ms 

1,000 52,217.02 51,295.77 32 s 874 ms 31 s 53 ms 

2,000 72,835.8 71,801.88 4 m 16 s 376 ms 4 m 8 s 759 ms 

3,000 88,637.24 88,107.63 14 m 32 s 880 ms 14 m 19 s 192 ms 
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Co se t ý k á double-tree a Christofidesova algoritmu, k teré pracuj í na podob
ném principu, je zřejmé, že Christofidesův algoritmus vrací o dost k ra t š í cesty, 
je ale také o to pomalejší . Velkou roli v tom jistě bude h rá t způsob, j ímž je im
plementované h ledání eulerovského průchodu . Pro double-tree algoritmus toto 
hledání mohlo být značně z jednodušeno a díky tomu se časová složitost 0 ( | . E | 2 ) 
Fleuryho algoritmu, k te rý je použi t pro hledání p růchodu pro Christofidesův 
algoritmus, dala snížit až na 0(\E\), kde \E\ je počet hran ve v s t u p n í m grafu. 

Tabulka 4: Test n á h o d n ě generovaných grafů - Kern ighan-Lin algoritmus 

Nodes 
Length T ime 

Nodes 
average shortest average shortest 

5 4,220.89 1,816.18 0.08 ms 0.02 ms 

10 5,762.91 3,768.08 0.56 ms 0.11 ms 

15 6,796.69 4,417.87 1.03 ms 0.36 ms 

25 8,524.89 6,338.58 3.36 ms 1.36 ms 

50 11,623.58 9,971.3 17.69 ms 6.83 ms 

100 16,194.06 14,228.2 82.59 ms 45.14 ms 

250 24,709.99 23,283.12 673.13 ms 419.97 ms 

500 34,452.72 32,942.05 2 s 812 ms 1 s 941 ms 

1,000 48,468.76 47,801.85 13 s 289 ms 10 s 803 ms 

2,000 68,046.66 67,488.66 1 m 6 s 296 ms 54 s 748 ms 

3,000 83,033.12 82,391.27 2 m 47 s 44 ms 2 m 22 s 448 ms 

Porovnáme-l i výsledky Kern ighan-Lin algoritmu s os ta tn ími , přesvědčíme se, 
že cesty, k teré h ledá jsou mezi os ta tn ími nejkratší . Pro vstupy s m a l ý m p o č t e m 
vrcholů toto přichází s horší časovou složitostí. Ta se ovšem posléze srovná a pro 
velké vstupy se stává i časově mnohem efektivnější. 
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Tabulka 5: Test n á h o d n ě generovaných grafů - Kern ighan-Lin algoritmus s ome
zeným backtrackingem 

Nodes 
Length T ime 

Nodes 
average shortest average shortest 

5 4,220.76 1,816.18 0.07 ms 0.02 ms 

10 5,766.36 3,768.08 0.42 ms 0.11 ms 

15 6,811.56 4,417.87 0.76 ms 0.3 ms 

25 8,573.7 6,447.74 2.34 ms 0.92 ms 

50 11,739.94 9,998.61 11.86 ms 4.89 ms 

100 16,345.56 14,336.08 55.18 ms 27.6 ms 

250 25,072.9 23,064.13 453.65 ms 268.31 ms 

500 35,044.28 33,314.86 1 s 966 ms 1 s 316 ms 

1,000 49,203.67 48,481.74 9 s 87 ms 7 s 680 ms 

2,000 69,218.56 68,175.6 45 s 30 ms 37 s 687 ms 

3,000 84,460.58 83,714.59 1 m 49 s 761 ms 1 m 31 s 171 ms 

Poslední hodnoty byly naměřeny pro verzi Kern ighan-Lin algoritmu s ome
zeným backtrackingem. Ukázalo se, že toto omezení vede k rozumné záměně 
efektivity za rychlost. Výsledné cesty nejsou o tolik horší jako u klasické verze 
algoritmu a zrychlení je znate lné . 
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Obrázek 18: Graf s délkami výsledných cest pro n á h o d n ě generované grafy 
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N a předchozím grafu jsou vizualizované délky nalezených cest. 
Z 2-aproximačních a lgor i tmů je double-tree o něco efektivnější než 
nearest-addition. Podíváme-l i se na efektivnější algoritmy, pak Kern ighan-Lin 
i jeho omezená verze jsou o něco lepší než Christofidesův. Je ale dobré pamatovat 
na to, že n e m á m e zaručenou hodnotu aproximačního faktoru. 

N a grafech níže jsou algoritmy porovnány z časového hlediska. 
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Obrázek 19: Graf s časovými údaj i pro n á h o d n ě generované grafy 

U malých v s t u p ů mají 2-aproximační algoritmy nej lepší výsledky, 
nearest-addition ješ tě o něco lepší než double-tree. Nejhůře si pak vede 
Kern ighan-Lin . Jakmile se ale vstupy začnou zvětšovat , začne být zře jmá po
malost Christofidesova algoritmu a projeví se rychlost algoritmu Kern ighan-Lin 
pro velká data. 

Implementace a lgor i tmů v knihovně sice není časově nej efekt i vnější, ovšem 
nenaráž í na problémy s pamět í , jelikož si neukládaj í hrany (kterých je u úplných 
grafů značné množs tv í ) , ale počí ta j í si jejich délky za běhu. Jelikož Kern ighan-
L i n algoritmus pracuje vždy s konkré tn í cestou, množs tv í hran, o nichž musí 
uvažovat , je značně omezeno a pro velké množs tv í vrcholů se projeví vyšší časová 
efektivita. 
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4.0.2 V ý s l e d k y pro vstupy se z n á m ý m i o p t i m á l n í m i cestami 

Díky tomu, že je T S P tolik řešeným problémem, je k dispozici spousta grafů, kde 
délky opt imáln ích cest známe nebo se j i m alespoň prokaza te lně blížíme. T y se 
j is tě hodí ke zjištění, jak si na tom algoritmy vedou, co se aproximačního faktoru 
jeho řešení týče. 

Pro tento test byla data če rpána ze zdroje h t t p s : / / w w w . m a t h . 
u w a t e r l o o . c a / t s p / w o r l d / c o u n t r i e s . h t m l . N a s t ránce je 27 zemí, 
pro které jsou d a n á měs t a v T S P l i b formátu , mezi nimiž se m á cesta hledat. 
Rozsah dat je značný - nejnižší poče t měs t m á Západn í Sahara (29) a nejvíce 
Čína (71 009). Soubory s t ěmi to vs tupn ími daty jsou přiloženy k bakalářské práci 
ve složce data. 

Následující tabulka vždy ukazuje název země, poče t měst a pak aproximační 
faktory pro řešení nalezené algoritmy (v některých buňkách se mís to tohoto údaje 
nachází znak ' X ' značící, že výpočet nebyl dokončen kvůli dlouhé délce t rvání ) . 
Pro každý algoritmus je pak na konci uveden p r ů m ě r n ý aproximační faktor ze 
všech výsledků. U některých zemí je p ř ipsána hvězdička. Ta značí, že neznáme 
přesnou délku op t imáln í cesty, j e d n á se ovšem o odchylky v rámci setin procenta. 

Tabulka 6: Test na s t á ty se známými op t imáln ími cestami 

Country Nodes N A D T C H K L K l r B 

Argentina 9,152 1.56 1.39 1.12 1.06 1.09 

Burma * 33,708 1.40 1.38 1.11 1.05 1.07 

Canada 4,663 1.42 1.38 1.10 1.04 1.07 

China * 71,009 X X X 1.05 1.06 

Djibouti 38 1.28 1.41 1.04 1.00 1.00 

Egypt 7,146 1.40 1.36 1.10 1.13 1.20 

Ireland 8,246 1.42 1.38 1.12 1.05 1.06 

Finland 10,639 1.44 1.38 1.11 1.06 1.07 

Greece 9,882 1.39 1.37 1.11 1.08 1.11 

Honduras 14,473 1.56 1.39 1.14 1.05 1.10 

Italy 16,862 1.42 1.38 1.11 1.11 1.19 

Japan 9,847 1.40 1.35 1.10 1.18 1.23 

Kazakhstan 9,976 1.44 1.38 1.11 1.05 1.10 

Luxembourg 980 1.59 1.36 1.15 1.04 1.05 

Morocco 14,185 1.42 1.37 1.11 1.05 1.07 

Oman 1,979 1.43 1.36 1.10 1.13 1.28 
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Nicaragua 3,496 1.54 1.38 1.13 1.06 1.08 

Panama 8,079 1.52 1.38 1.12 1.05 1.14 

Qatar 194 1.34 1.34 1.13 1.05 1.06 

Rwanda 1,621 1.65 1.43 1.17 1.05 1.06 

Sweden 24,978 1.41 1.36 1.11 1.07 1.07 

Tanzania 6,117 1.43 1.36 1.12 1.05 1.09 

Uruguay 734 1.42 1.38 1.12 1.05 1.07 

Vie tnam 22,775 1.38 1.37 1.10 1.05 1.07 

Western Sahara 29 1.23 1.29 1.15 1.06 1.04 

Yemen 7,663 1.40 1.36 1.10 1.12 1.14 

Zimbabwe 929 1.41 1.38 1.13 1.07 1.16 

Average approx. factor 1,44 1,37 1,12 1,07 1,10 

Z dat lze vidět , že Kern ighan-Lin algoritmus dosahuje velice dobrých vý
sledků. Jeho rychlejší alternativa je pak srovnate lně dobrá s o mnoho pomalej
ším Christofidesovým algoritmem. Nearest-addition pak dopadl o něco hůře než 
double-tree, oba však dávaly výsledky s aprox imačním faktorem výrazně nižším 
než je jejich horn í hranice. 

Obecně byly experimenty časově vysoce náročné , ale algoritmy byly schopné 
zpracovat i velice rozsáhlé vstupy. N a prob lém narazily až u Cíny s přes 70 000 
městy. A n i tam ale neměly problémy s pamět í , pouze byl výpočet kvůli d louhému 
t rván í ukončen. Jed iný algoritmus, k te rý byl schopen i tento vstup zpracovat 
ve schůdném čase byl Kern ighan-Lin , což opět ukazuje jeho efektivitu. 

K práci je přiložený soubor results.ods obsahující délky všech nalezených cest. 
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5 Knihovna 
Součást í pří loh je C # knihovna TSPAlgorithmsLibrary implementuj ící popsané 
algoritmy pro euklidovský T S P a W P F aplikace TSP Testing App, k t e r á knihovnu 
používá pro jejich testování . 

5.1 S t r u k t u r y 

Základní poskytovanou t ř ídou je Node s vlastnostmi i d a souřadnicemi x a Y typu 
double. Jedinou veřejnou metodou je double D i s t a n c e (Node node) udávající 
euklidovskou vzdálenost k p ř e d a n é m u vrcholu. 

Druhou důleži tou t ř ídou je P a t h reprezentující výslednou hamiltonovskou 
kružnici. Je možné nastavit ak tuá ln í pozici v cestě, kterou udává vlastnost 
C u r r e n t i n d e x , a směr cesty změnou D i r e c t i o n . Pro směr je zaveden výčtový 
typ S t e j n é h o názvu S hodnotami Forwards a Backwards. 

Tyto vlastnosti jsou buď nas tavi te lné př ímo, nebo je možné využí t metod 
S e t C u r r e n t l n d e x ( N o d e node) 

S e t D i r e c t i o n ( N o d e fromNode, Node toNode) 
- fromNode se v cestě musí nacházet p ř ímo před nebo př ímo za toNode 

S e t S t a r t i n g P o i n t ( N o d e fromNode, 
Node toNode, 
D i r e c t i o n d i r e c t i o n = D i r e c t i o n . F o r w a r d ) 

- C u r r e n t i n d e x nas tav í na index fromNode a D i r e c t i o n od fromNode 
k toNode, není-li hodnota d i r e c t i o n Backwards. 

Cestu jde pak cyklicky procházet metodami Next, Prev, PeekNext, PeekPrev, 
P e e k A f t e r a PeekBefore. Také lze př i s tupova t k vrcholům pomocí indexu, pří
padně získat index vrcholů metodou indexOf, nebo získat L i s t s vrcholy zavo
láním T o L i s t . 

Nakonec si ješ tě zmíníme vlastnost Length, k te rá , jak název napovídá , v rá t í 
celkovou délku cesty. 

5.2 A l g o r i t m y 

Knihovna obsahuje pro každý algoritmus t ř ídu , tedy N e a r e s t A d d i t i o n , 
DoubleTree, C h r i s t o f i d e s a K e r n i g h a n L i n , navíc pak ještě t ř ídu 
K e r n i g h a n L i n R e d u c e d B a c k t r a c k i n g , k t e rá implementuje Kern ighan-Lin 
algoritmus s omezeným backtrackingem, jak bylo zmíněno v kapitole 3.4.1. 

Společným rozhran ím pro tyto t ř ídy je i T S P A l g o r i t h m . Rozhran í předepisuje 
následující metody. 
P a t h F i n d S h o r t e s t P a t h ( L i s t < N o d e > nodes); 

P a t h F i n d S h o r t e s t P a t h ( L i s t < N o d e > nodes, 
s t r i n g o u t p u t F o l d e r P a t h , 
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s t r i n g o u t p u t F i l e N a m e ) ; 

P a t h F i n d S h o r t e s t P a t h ( s t r i n g i n p u t F i l e P a t h ) ; 

P a t h F i n d S h o r t e s t P a t h ( s t r i n g i n p u t F i l e P a t h , 
s t r i n g o u t p u t F o l d e r P a t h , 
s t r i n g o u t p u t F i l e N a m e ) ; 

Hodnotou parametru i n p u t F i l e P a t h by měla být cesta k souboru ve for
m á t u T S P L i b , ze k te rého budou n a č t e n a v s tupn í data. Jsou-li p ředány parametry 
o u t p u t F o l d e r P a t h a o u t p u t F i l e N a m e , pak bude do o u t p u t F o l d e r P a t h uložena 
nalezená cesta opět ve formátu T S P L i b do souboru outputFileName.tour. 

5.3 T S P L i b 

Součást í knihovny jsou navíc s tat ické t ř ídy pracující s již zmíněným T S P L i b 
formátem. Jejich názvy s veřejnými funkcemi jsou popsány níže. 
TSPDeserializer 

List<Node> D e s e r i a l i z e N o d e s ( s t r i n g f i l e P a t h ) ; 

TourDeserializer 

P a t h D e s e r i a l i z e P a t h ( s t r i n g f i l e P a t h , List<Node> nodes); 

TSPSerializer 
void S e r i a l i z e N o d e s ( L i s t < N o d e > nodes, s t r i n g f o l d e r P a t h , s t r i n g 
f i l e N a m e ) ; 
T o u r S e r i a l i z e r 
void S e r i a l i z e P a t h ( P a t h p a t h , s t r i n g f o l d e r P a t h , s t r i n g f i l e N a m e ) ; 

5.4 T e s t o v a c í a p l i k a c e 

Jak bylo zmíněno, součást í pří loh je t aké testovací desktopová aplikace 
TSPTestingApp. Ta využívá jak metody F i n d S h o r t e s t P a t h pro h ledání hamil-
tonovských kružnic, tak t ř ídy z předchozí kapitoly. 

Aplikace umožňuje uživateli vybrat si ze t ř í m ó d ů - File, Folder a Generate. 
Tato volba udává typ vs tupních dat - .tsp soubor, složka, ze k teré se zpracují 
všechny .tsp soubory, nebo n á h o d n ě generovaný euklidovský graf. 

U grafu lze zvolit rozpět í souřadnic , p o č t u vrcholů a p o č t u vzorků. Navíc je 
ješ tě možnost zobrazení pouze p růměrných výsledků pro každý algoritmus. 

U File a Folder m ó d ů je možné zvolit cestu k .opt.tour souboru/s ložce od
kud se čerpá op t imáln í výsledek pro vstup. V tomto př ípadě bude u výsledků 
zobrazena i hodnota Approximation factor. 

40 



Vždy je t aké možné p ř ida t cestu ke složce, do níž se uloží výsledky ve formátu 
.tsp (u grafů zároveň vznikne .tsp soubor), a zvolit zda-li chce uživatel měř i t délku 
t rván í h ledání cesty. Samozřejmě je zde i volba toho, k teré algoritmy budou 
testovány. 

Pro množs tv í výsledku do pě t i zobrazí aplikace grafy, j inak jsou data zobra
zena tabulkou. 

•S TSP Testing App 

Input O File O Folder ® Generate 

Number of samples: 2 

Number of cities: 200 

Lowest X: -1000 | Highest X: 1QQQ | Lowest V: 1-1000 Highest Y: I10QQ | 

Output: | Browse folders | Clear 

Gel average results: [~1 

Algorithms: j~ | Nearest addition f*7l Double tree fl Christofides1 0 Kernighsn - Lin 0 Kemighan - Lin reduced backtracking 

Stopwatch: @ 

START CANCEL 

Name Algorithm Length Approximation factor Duration 

samplel DT 30199.55 LINK 306,34ms 

samplel KL 22900.3 LINK 703,1ms 

samplel KLrB 22655.33 UNK 970ms 

sample? DT 30514.64 LINK ?83,4ms 

sample2 KL 22509.07 UNK 945,14ms 

sample2 KLrB 22526.53 LINK 616,24ms 

Obrázek 20: Ukázka testovací aplikace TSP Testing App 

41 



Závěr 
Práce se věnuje prob lému obchodního cestujícího. N a začá tku je p rob lém popsán , 
je vysvět lena jeho složitost a podproblémy, jichž se týkaj í další kapitoly. Následně 
jsou popsány vybrané algoritmy. Jsou u nich uvedeny pseudokódy, a je-li znám, 
tak aproximační faktor a těsný př íklad. 

N a těch to algoritmech byly provedeny experimenty, jejichž výsledky jsou zpra
covány v odpovídaj ící kapitole. Z těchto t e s tů vyplývá, že algoritmus Kern ighan-
L i n se ukázal být nej efekt i vnější, co se délek nalezených cest týče. Stejně tak se 
ukázal jako nejrychlejší pro grafy s velkým množs tv ím uzlů. Pro malé vstupy je 
časově nejefektivnější algoritmus nearest-addition, k te rý měl ovšem také nejhorší 
p růměrný aproximační faktor. Nejhorší výsledky, pokud jde o čas, měl Christo-
fidesův algoritmus. 

Součást í p ráce je t aké při ložená knihovna TSPAlgorithmsLibrary p saná v ja
zyce C # , k t e r á implementuje popsané algoritmy a s jejíž pomocí byly prováděny 
zmíněné experimenty. Dále je při ložena testovací W P F aplikace TSP Testing App. 
jež knihovnu využívá. 
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Conclusions 
This thesis focuses on the travelling salesman problem. It begins by describ
ing the problem, explaining its complexity and it 's sub-problems addressed in 
subsequent chapters. Selected algorithms are then described, accompanied by 
pseudocode and, when known, an approximation factor and a tight example. 

Experiments were conducted on these algorithms. Their results are analyzed 
in the corresponding chapter. These tests showed that the Kern ighan-Lin algo
r i thm proved to be the most efficient in terms of the lengths of the paths found. 
Similarly, it was also the most efficient in terms of time for graphs wi th a large 
number of nodes. For small inputs, the nearest-addition algorithm is the fastest, 
although it also had the worst average approximation factor. Christofides' algo
r i thm performed the worst in terms of time. 

Part of this thesis is also an attached library called TSPAlgorithmsLibrary. 
written in C # , which implements the described algorithms and was used to 
conduct the mentioned experiments. Additionally, a testing W P F application, 
TSPTestingApp, ut i l izing the library, is provided as well. 
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A Obsah elektronických dat 
Součást í práce jsou následující elektronická data v sys tému katedry informatiky: 

t e x t / 
Adresář s textem práce ve formátu P D F , vytvořený s použ i t ím závazného 
stylu K I P ř F U P v Olomouci pro závěrečné práce, včetně všech ( textových) 
příloh, a všechny soubory po t ř ebné pro bezproblémové vytvoření P D F do
kumentu textu (př ípadně v ZIP archivu), tj. zdrojový text textu a příloh, 
vložené obrázky, apod. 

README.md 
Textový soubor s požadavky na sys tém a informacemi o spuštění testovací 
aplikace a použi t í knihovny. 

s r c / 
Adresáře se zdrojovým kódem implementované knihovny, testovací aplikace 
a upravené knihovny použi té k h ledání perfektního párování . 

data/ 
Adresář s daty k expe r imen tům na skutečných zemích. 

r e s u l t s . o d s 
Soubor s výsledky exper imentů . 
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