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Anotace

Tato bakalarskd prdace se zabyvd problémem obchodniho cestujiciho a algoritmy
pouzivanymi k jeho reseni. Z téchto znalosti pak vychdzi implementace priloZené
knihovny. S jejim pouzitim byly provedeny experimenty a ndsledné porovndni uve-
denych algoritmai.

Synopsis

This bachelor thesis focuses on the travelling salesman problem and algorithms
used to solve it. Based on this knowledge, the attached library is implemented.
Ezperiments were conducted using it, followed by a comparison of the mentioned
algorithms.

Klicova slova: problém obchodniho cestujictho; NP problém; heuristika; apro-
ximacni faktor

Keywords: travelling salesman problem; NP problem; heuristic; aproximation
factor
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1 Teorie

Problém obchodniho cestujictho (TSP — z anglického travelling salesman pro-
blem) je Uzce spjaty s teorii grafii a proto je potieba si na ivod zavést nékteré
ze zakladnich pojmu. Kapitola cerpé z [1].

1.1 Graf

Graf je jedna ze zakladnich reprezentaci prvkt mnoziny objektt a jejich vza-
jemnych propojeni. Takovym objektim budeme fikat vrcholy (nékdy také wuzly)
a propojenim hrany. Uvazujeme-li navic i orientaci hran, pak fikdme, Ze je graf
orientovany, jinak neorientovany.

Definice 1 (Neorientovany graf)

Neorientovany graf je dvojice (V, E), kde V' je neprazdnd mnozina vrcholu
a B C {{u,v} | u,v €V, u+# v} je mnozina (neorientovangch) hran.

u, v nazyvame koncové uzly hrany u,v.

V nékterych situacich nas bude zajimat pocet hran, kterym je jisty uzel konco-
vym. Tomuto ¢islu pro uzel u budeme tikat stupen vrcholu u a budeme ho znacit
deg(u). Dulezité bude také nasledujici tvrzeni.

Véta 2
V kazdém grafu G = (V, E) plati, Ze Y, oy deg(v) = 2|E].

U problému obchodniho cestujiciho také chceme, aby hrany vstupnich grafi
mély néjakou vahu. Tu jim prifazuje tzv. hranové ohodnoceni, funkce

w:FE — D

kde D je mnozina hodnot, kterymi hrany ohodnocujeme. V piipadé problému
obchodniho cestujiciho se jednd o mnozinu redlnych (nebo racionalnich) cisel.

Déle pozadujeme, aby vstupni graf TSP byl 4plny. To znamena, ze kazdé dva
jeho vrcholy jsou spojeny hranou.

1.1.1 Cestovani v grafech

Dilezitou oblasti prace s grafy je cestovani v nich. Vychéazi se z toho, zZe se
z jednoho uzlu muzeme premistit k druhému, pravé kdyz mezi nimi existuje
hrana (v pripadé orientovanych grafi musi mit hrana jesté spravny smér). Jednou
z uloh o cestovani je pravé problém obchodniho cestujiciho.

Zakladnim pojmem, od kterého budeme odvozovat dalsi, je sled.

Definice 3
Sledem v grafu G = (V| E) rozumime posloupnost vy, €1, vy, €3, V2, - -+ , €y, Up,
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kde e; = {v;_1,v;}, prokazdéi € {0,--- ;n} mamev; € V aprokazdéj € {1,--- ,n}
mame e; € .

Sled nazyvame
o wuzavreny, pokud vy = vy;

e tah, pokud pro kazdé k,l € {1,--- ,n}, kde k # [, plati e, # e; (neopakuji
se hrany);

o cesta, pokud pro kazdé k,l € {0,--- ,n}, kde k # [, plati v, # v, (neopakuji
se vrcholy);

o kruznice, pokud v definici cesty pozadujeme vy = v,.

Definice 4 (Souvisly graf)
Neorientovany graf G = (V, E) nazyvame souvisly, pokud pro kazdé u,v € V
existuje sled z u do v.

Specialni druh tahu je tzv. eulerovsky tah. Pro néj plati, Ze vede pres vSechny
vrcholy a kazda hrana se v ném vyskytuje pravé jednou.

Véta 5
Pokud je neorientovany graf souvisly a vsechny jeho vrcholy maji sudy stupen,
pak v nem existuje uzavreny eulerovsky tah.

Pro TSP (travelling salesman problem) je klicovy jesté termin hamiltonovskd
kruznice. Tou rozumime takovou kruznici v grafu, kterd vede pres vSechny jeho
vrcholy.

Nékteré z algoritmti v knihovné jsou zalozené na hledani tzv. minimadini kostry
grafu. Pfed zavedenim tohoto pojmu je jesté nutné si definovat, co je to podgraf
grafu.

Definice 6 (Podgraf)
Graf Gy = (Va, Es) nazyvame podgraf grafu G = (V, E), pravé kdyz Vo CV
a E2 Q E.

Definice 7 (Kostra grafu)
Kostra neorientovaného grafu je jeho souvisly podgraf, ktery obsahuje vsechny
jeho vrcholy a v némz se nevyskytuji zadné kruznice.

Pokud maji hrany puvodniho grafu pfitazené vahy prislusSnym hranovym
ohodnocenim w, potom muzeme uvazovat o minimalni kostre grafu. Tou budeme
rozumét pravé takovou kostru MSP = (V, E'), kterd bude mit mezi ostatnimi
minimalni soucet Y cp w(e).



1.2 Algoritmické problémy

Tato podkapitola vychazi z [5].

Obecné lze problémy, u kterych je rozumné chtit pro feSeni pouzit po-
¢itac, definovat pomoci mnoziny vstuptd In, mnoziny moznych vystupta Out
a funkce p: In — Out, ktera kazdému vstupu prirazuje odpovidajici vystup.
Tedy P = (In,Out,p).

Optimalizacni problémy jsou takové problémy, kdy pro vstup existuje vic
moznych Teseni a jejich tlohou je mezi nimi najit to, které ma mezi ostatnimi
minimalni nebo maximalni hodnotu predem definované funkce.

Tyto problémy se daji charakterizovat

e mnozinou vstupu In;

o funkei sol : In — 29", kterd kazdému vstupu piitadi mnozinu pripustnich
resent;

o funkci cost : In x Out — Q, kterd vstupu a jeho pripustnému feseni
pritazuje cenu tohoto Teseni;

e hodnotou goal, které je bud min, nebo max.

Podle hodnoty goal se problému tika minimalizacni nebo mazximalizacni.

Optimdlnim 7esenim pro vstup x € In pak oznaCujeme takové Teseni
y € sol(x), pro které plati, ze cost(z,y) = goal{cost(z,y) | ¥ € sol(z)}. Cenu
takového FeSeni znacime O PT(z).

P1i hledani algoritmu, ktery resi takovy problém zvazujeme jeho sprdvnost
a optimalitu. Rekneme, Ze algoritmus A pro problém P je sprdvng, pokud
pro kazdé z € In plati, A(z) € sol(x). Optimdlni je navic pokud pro kazdé
x € In je A(z) optimalni feSeni.

Nékteré optimalni algoritmy ale byvaji ¢casové narocné, c¢asto se proto hledaji
algoritmy, které nevydaji pokazdé optimalni TeSeni, ale pouze priblizné. Témto
algoritmtm se tika aprorimacni.

Méjme takovy algoritmus A. Pro kazdy vstup x € In muzeme definovat
aprozimacni faktor jako

cost(z,A(x)) OPT(x)
OPT(x) ' cost(x,A(x)

R4(z) = max{ }

Pro samotny algoritmus miizeme také definovat jeho aproximac¢ni faktor,
vzhledem k néjaké funkci F' mapujici vstupy na prirozend cisla (typicky veli-
kost vstupu, pripadné jind jeho vyznamna vlastnost), a to nasledovné

Ra(n) = max{Ra(x) |z € In, F(z) =n}

A muzeme oznacit za f(n)-aproximacni algoritmus, pokud pro kazdé n € N
plati Ra(n) < f(n). Jinymi slovy, pokud u algoritmu zname jeho aproximacni
faktor, pak se muzeme spolehnout, ze pro kazdy vstup velikosti n dostaneme



v nejhorsim ptipadé f(n)-krat horsi vysledek vuci optimu.

Dalsi vyznamnou mnozinou problému jsou rozhodovaci problémy. Ty se vy-
znacuji tim, Zze mnozina vystupu je omezena jen na ANO a NE.

Kazdy optimalizacni problém ma svoji rozhodovaci wverzi. Misto toho,
aby na vstupu byla pouze instance problému x € In, prida se navic jesté ¢islo
k € Q. Pokud je £ > OPT(z) u minimalizacniho problému nebo k < OPT(z)
u maximalizacniho, pak je vysledkem ANO, jinak NE. [2]

1.2.1 Slozitost

Tato ¢ast vychéazi z [2]. Na zacatku je tfeba si zavést tfidy P a NP. Rozhodo-
vaci problémy, které spadaji do tridy P, jsou resitelné deterministickymi stroji
v polynomialnim case a bereme je za prakticky zvladnutelné. NP problémy jsou
také Tesitelné v polynomialnim case, ale nedeterministickymi stroji. U téchto
stroju predpoklddame, ze z moznych krokt provedou vzdy ten zadany, a dostane
se tak ke spravnému vysledku bez nutnosti zkouset vSechny moznosti. Jisté plati
P C NP, jelikoz deterministické stroje jsou specialnim pripadem nedeterminis-
tickych, které pouze nemaji moznost nedeterministického vybéru.

Vysvétlime si nyni termin polynomidini redukovatelnost. Rikdme, Ze problém
P, je polynomialné redukovatelny na P, pokud pro kazdy vstup A problému P;
muzeme v polynomidlnim case najit vstup pro P, pro ktery P, vyda stejnou
odpovéd, jakou by vydal P; pro A.

Nékteré rozhodovaci problémy maji tu vlastnost, Ze jsou na né polynomialné
redukovatelné vsechny rozhodovaci problémy v NP. Problémim s touto vlast-
nosti se fika NP-tezké. Pokud navic NP-tézky problém patii do NP, fikdme mu
NP-iplny.

NP-tézké problémy jsou dulezité, protoze kdyby se podarilo najit algoritmus
fesici kterykoli z nich v polynomialnim case, pak bychom jisté zvladli vyresit
i vSechny NP problémy v polynomialnim case, tedy NP C P a z toho NP = P.
Naopak, pokud bychom zjistili, ze NP # P, pak pro zadny NP-uplny problém
jisté nemuze existovat polynomialni algoritmus, ktery ho resi.

Z P # NP lze vyvodit jesté jedno dilezité tvrzeni. Necht Py je optimalizaéni
problém a Pp je jeho rozhodovaci verze. Pokud dokazeme, ze Pp je NP-tézky,
pak pro Pp neexistuje optimalni polynomicky algoritmus. Kdyby totiz takovy
algoritmus existoval, vyuzili bychom ho k nalezeni optimalniho Teseni instance
x problému Pp. Pak bychom cenu tohoto feseni porovnaly s ¢islem k a rozhodli
o tom, jestli je odpovéd pro instanci (x, k) problému P, ANO nebo NE. Timto
bychom tedy ziskali polynomidlni algoritmus Tesici také Pp. Jenze protoze Pp
je NP-tézky, vsechny NP problémy jsou na néj polynomialné redukovatelné
a zvladli bychom je tedy i v polynomidlnim cCase Tesit, tudiz P = NP, coz je spor.
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2 Problém obchodniho cestujiciho

Kapitola priméarné vychézi z [3], definice pro probirany problém pak z [2]. Pro-
blém obchodniho cestujiciho je jednim z nejstudovanéjsich optimalizacnich pro-
blémi. Podstatou nalézt je mezi zadanymi meésty cestu, kterd zacind i konci
ve stejném misté a zbytek mést navstivi pravé jedenkrat. Jelikoz seznam mést
lze chapat jako mnozinu vrcholt grafu, mtzeme o TSP uvazovat jako o tloze
o cestovani v grafu. Cestou, jiz hledame, je pak hamiltonovskd kruznice.

TSP definujeme nasledovneé:

Definice 8 (Problém obchodniho cestujiciho)
NAzEv: TSP
VsTup: Uplny neorientovany graf G = (V, E),
hranové ohodnoceni ¢: E — R*

VYsTUP: Hamiltonovska kruznice v G' minimdlni délky

Ceny hran budeme nazyvat také délky a pro jednoduchost budeme misto
c({u,v}) psat cyp.

2.1 Slozitost

Zavedeme si nyni rozhodovaci verzi k TSP.

Definice 9 (Rozhodovaci verze TSP)
NAzEv: TSP
VsTup: Uplny neorientovany graf G = (V, E),

hranové ohodnoceni ¢ : F < R™,
¢islo k

OTAzKA Existuje v G hamiltonovska kruznice délky nejvys k7

Jednim z divod, proc¢ je TSP tak zkoumanym problémem, je jeho slozitost.
Rozhodovaci verze TSP je jisté v- NP. Nedeterministicky stroj, ktery by mél
za ukol najit Teseni pro (z, k), by zkratka nedeterministicky vybral mnozinu |V|
hran z E/ a potom by ovéril, Ze vybrand mnozina hran je hamiltonovska kruznice
a ze ma cenu vétsi nez k. To by samoziejmé zvladl provést v polynomialnim case.

Vi se, ze rozhodovaci verze TSP je NP-tplna. Tedy plati, Ze pokud nalezneme
polynomialni algoritmus Tesici TSP, pak dokdzeme P = NP.

Nyni si dokadzeme jesté zajimaveéjsi tvrzeni.
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Véta 10
Pokud by existoval 2"-aproximacni polynomidlni algoritmus pro TSP,
pak P= NP.

Néz zacneme s dikazem, musime ji jeSté zavést rozhodovaci problém nalezeni
hamiltonovské kruznice (HC' - Hamiltonian Cycle) v grafu.

Definice 11 (HC)
NAzev: HC
Vstup: Neorientovany graf G = (V, E)

OTAZKA Existuje v G hamiltonovskd kruznice?

O tomto problému je znamo, ze je také NP-iplny. Navic se da snadno prevést
na TSP.

Jak jiz bylo zminéno, TSP ma ve své klasické podobé na vstupu graf a jeho
prislusné hranové ohodnoceni. Vstupni graf z = (V, E) pro HC bychom mohli
redukovat na vstup r(z) pro TSP tak, ze bychom vytvorili uplny graf mezi uzly
z puvodni instance a ohodnotili bychom jeho hrany nasledovné:

R proe€ I
‘ V|-2VI+1 proe¢ E

Snadno miizeme dojit k tomu, ze

= |V]| prox € HC

OPTrsp(r(z)) = {> V|-2Vl prox ¢ HC

Uvédomme si, Ze hrany s cenou |V|- 2V budou obsazeny v optimalnim feseni
pouze v pripadé, kdy nelze sestavit hamiltonovskou kruznici z hran ptivodniho
grafu. Pokud musela byt vybrana pouze jedna takova hrana, pak bude cena
nalezené cesty

(V=1 +(V]-2VT+ 1) > [v]- 2V

Diky takovému ohodnoceni tedy existuje exponencialné velka mezera mezi
pozitivnimi a negativnimi instancemi HC. Pokud bychom méli 2"-aproximacni
polynomialni algoritmus A pro TSP, pak by pro pozitivni instance HC nasel cestu
délky nejhite [V]-2/V!, pro negativni instance zase nejlépe délky (2IV1 + 1) - |V].

HC bychom mohli vytesit tak, Ze bychom spustili A na r(z), a pokud by délka
vracené cesty byla mensi nebo rovna |V|-2IV1, pak bychom vratili ANO, v opacném
pripadé NE. Vzhledem k tomu, Ze prevod na r(x), A i porovnani na konci bézi
v polynomialnim case, pak bychom cely HC mohli rozhodnout v polynomialnim
case. Protoze HC je NP-iplny, znamenalo by to, jak jsme diskutovali v kapitole
1.2.1, ze P = NP.

12



2.2 Podproblémy TSP
Z predchozi podkapitoly vyplyva, ze TSP je v obecném pripadé tézké v polyno-

mickém case i aproximovat. Pridanim jistych omezeni na problém muizeme tuto
obtiznost vyrazné snizit a casto nam takové typy problémi pro redlné pouziti
dostacuji.

2.2.1 Metricky problém obchodniho cestujiciho

Prvnim takovym omezenim je, ze pro délky hran musi platit trojihelnikova ne-
rovnost. Tedy pro kazdé u,v,w € V plati

Cup F Cow 2= Cuu
Takovému problému se tika metricky TSP.

2.2.2 Euklidovsky problém obchodniho cestujiciho

Prisnéjsi podminkou pak mtze byt definice délky jako euklidovské vzdalenosti. Ta
je pro vrcholy u,v € V' se souradnicemi u = (uy,ug, - ,Uy), v = (v1, V2, , V)

definovana
n
Cuw = | D>_(U; — v;)?
i—1

Jelikoz pri takovém ohodnoceni bude jisté platiti i trojuhelnikovd nerovnost,
pak je euklidovsky TSP podproblémem metrického TSP.
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3 Algoritmy

Pro TSP neni znamy zadny optimalni polynomicky algoritmus a plati-li P # NP,
pak ani takovy algoritmus existovat nemtze. Z tohoto divodu se pro hledani
feSeni pouzivaji tzv. heuristiky. U nich se sice nemtzeme spolehnout, ze najdeme
optimalni feseni, ale jsme schopni nalézt ptiblizné feseni v readlném case.

U nékterych heuristik se navic mizeme bavit o aprorimacnim faktoru. Pripo-
menme, ze pro libovolny vstup problému I, pro néjz je cena optimalniho reseni
OPT, a heuristiku s aproximac¢nim faktorem « plati, Ze se mtizeme spolehnout,
Ze cena Teseni, které dostaneme pouzitim dané heuristiky na I, bude prinejhorsim
ax OPT.

Prvni ti algoritmy jsou popsany v [3], posledni pak v ¢lanku [4].

3.1 Nearest-addition algoritmus

Tento algoritmus spada do skupiny hladovych algoritmt a je pomérné intuitivni.
Vychazi z myslenky, Zze k vytvarené cesté vzdy pridame nejblizsi nenavstivené
mésto. Nejprve najdeme takova dvé mésta 4,7, jez jsou si v grafu nejblize
a vytvorime cestu path, ktera povede z ¢ do j a zpét. Nasleduje cyklus, v némz
budeme hledat takovou hranu (k,l), ze k € path, | ¢ path a cy je vSemi
takovymi hranami minimalni. Predpokladejme, ze mésto m je aktualné v path
za k. Vlozime [ do path mezi k a m a nasleduje dalsi iterace. Cyklus skonci
v momentu, kdy jsme navstivili vSechna mésta.

Algorithm 1: Nearest-addition algoritmus

new list path;

new list unvisited;

unuvisited < nodes;

(1,7) < shortest edge in graph;

path.Add(i, 7,1);

unvisited. Remove(i, j);

while unvisited.Count > 0 do
(k,1) + shortest edge in graph, where k € path and | € unvisited,;
path.AddAfter(k,1);
unvisited. Remove(l);

return path

Procedury Add, AddAfter a Remove pouzité v kodu pracuji se seznamy, a to
tak, ze list. Add(a, b, ...) prida na konec seznamu list vSechny predané argumenty
v poradi od prvniho k poslednimu, list. AddAfter(a, b) najde, kde se v list nachézi
prvek a a vlozi za néj b a list. Remove(a) list prvni vyskyt a.

Ukazme si jednoduchy priklad chodu algoritmu. Na obrazku nize jsou zobra-
zeny vrcholy vstupniho grafu. Za délky hran mezi nimi uvazujme euklidovskou
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vzdalenost. Dale je na kazdém obrazku ukazana aktudlni cesta path a zelena
hrana reprezentuje posledni nalezenou nejkratsi hranu.

PRIKLAD 12

C * C
d T d T
b .\. ¢ b ¢
a a
(a) (b)
C C
d e ° d e
b b
a a
(c) (d)

Obrazek 1: Priklad nearest-addition algoritmu

3.1.1 Aproximacni faktor

Budeme chtit dokézat, ze nearest-addition je 2-aproximacni algoritmus. Proto
si musime nejdiive ukazat vztah k Primové algoritmu, ktery hledd miniméalni
kostru grafu.

Algorithm 2: Primtv algoritmus

new list spanningTree;

new list unvisited;

unuvisited < nodes;

(1,7) < shortest edge in graph;

spanningTree. Add((i, j));

unvisited. Remove(i, j);

while unvisited.Count > 0 do
(k,l) < shortest edge in graph, where k ¢ unvisited and

l € unvisited;

spanningTree. Add((k,1));
unvisited. Remove(l);

return spanningl'ree

15



Ze pseudokédu je jasné, Ze hrany nalezené Primovym algoritmem
i nearest addition algoritmem budou totozné.

Zustanme jesté chvili u kostry grafu a jejim vztahu k cesté nalezené TSP al-
goritmy.

Lemma 13
Pro libovolny vstup TSP je cena jeho optimdlni cesty alespon tak vysokd, jako
je cena minimdlni kostry pro tentyz vstup.

Diikaz

Vezméme optimalni cestu pro libovolny vstup s vice nez jednim vrcholem
a odstranme nékterou z hran. Takto vznikly graf jisté nebude mit vyssi cenu
nez optimalni cesta. Navic bude také kostrou ptivodniho vstupu. To si mtuzeme
snadno oveérit. Graf stale obsahuje vSechny vrcholy, jeho souvislost jsme nijak
neporusili a jedinou kruznici, kterou obsahoval, jsme otevieli odstranénim jedné
z hran.

Obrézek 2: Vztah okruzni cesty v grafu a jeho kostry

To, ze tato kostra nemtize mit niz$i cenu nez minimalni kostra, je trivialni
a lemma jsme dokazali. O

Véta 14
Nearest-addition algoritmus pro metricky problém obchodniho cestujiciho
je 2-aproximacni algoritmus.

Diikaz

Uvazujme podmnoziny 57,9, ...,S,_1 hran grafu, kde S; je mnozina hran
identifikovanych i-tou iteraci. Vratime-li se k prikladu chodu algoritmu, pak ve
stavu na obrazku la bude S; = {(a,b)}, pro stav na 1b bude Sy = {(a,b), (b,¢)},
atd. Déle méjme mnozinu F' = {(i1, j1), (i2,J2), -+ , (in-1,Jn—1)} reprezentujici
nejkratsi hrany urcené kazdym pruchodem cyklu (na obrazku zvyraznéné zelené).
Jak bylo zminéno vyse, tato mnozina bude jisté mnozinou hran nejkratsi kostry
vstupniho grafu. Tedy z lemma 13 plyne

n—1

OPT > Z Cirji

=1
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Po nalezeni prvni nejkratsi hrany mame vyslednou délku ¢; = 2¢;, ;,, jelikoz
ji vkladame do cesty dvakrat. Dale, kdyz pridavame nové mésto 7 mezi ¢ a k,
rusime hranu (i,k) a pridavame hrany (i,7) a (j, k). Cesta se tedy prodluzuje
0 ¢ij + ¢ji — i Z trojuhelnikové nerovnosti snadno odvodime, Ze cj; — ¢ < ¢j5.
Rozdil cen hran c;; a ¢, je tedy shora ohraniceny cenou c;;.

Dosadime-li tuto hodnotu do predchozi rovnice, zjistime, ze celkova cesta
se muze v nejhorSim pifpadé prodlouzit o 2c¢;;. Celkova cesta nalezend
nearest-addition algoritmem bude tedy maximalné

n—1
2 Z Cirji
=1
Upravime li posledni nerovnost, dostaneme 7', ¢;,;, < 20PT.

3.1.2 Tésny priklad

Muzeme si ukdzat jeho tzv. tésny priklad (tight example), coz je pro algoritmus
s aproximacnim faktorem « priklad, u kterého nalezne feseni s cenou a x O PT
(mizeme povolit ur¢itou konstantni odchylku). Tedy budeme chtit najit vstup
pro metricky TSP, pro néjz nam tento algoritmus vrati cestu s délkou skoro
2xOPT.

V [6] je popsén pravé takovy vstup. Uvazujme (n — 1)-cipou hvézdu s jednim
vrcholem ve svém stfedu. Hrany budou ohodnoceny nésledovné: hrany vlevo
na obrazku budou mit cenu jedna a hrany vpravo dva.

I\
AN

3 4

Obrazek 3: Tésny priklad nearest-addition algoritmu

Cena hran napravo je shora omezena pravé dva, protoze musi platit trojihel-
nikova nerovnost.

17
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Obrézek 4: Tésny priklad nearest-addition algoritmu — cesty

Je snadno vidét, ze optimdlni cesta (na obrazku vyse vlevo) bude mit celkovou
cenu n. Algoritmem ale muize byt nalezena i cesta jako na obrazku nahote vpravo
(priklad chodu algoritmu je zobrazen nize). Takova cesta obsahuje n — 2 hran
s vahou dva a dvé hrany s vahou jedna, tedy 2(n—2)+2 = 2n—2 = 2xOPT—-0(1).

A 7 g

0,1,0 0,3,1,0 0,5, 31,0 0,2,531,0 04,253,1,0

Obrézek 5: Tésny priklad nearest-addition algoritmu — chod algoritmu
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3.2 Algoritmus double-tree

Jadrem algoritmu je zdvojeni hran minimalni kostry vstupniho grafu a nasledné
nalezeni uzavieného eulerovského tahu. To, Ze se v takovém grafu eulerovsky tah
nachazi, je snadné dokézat. Z Véty 5 vime, Ze staci, aby byl graf spojity a vSechny
jeho uzly mély sudy stupen. Zdvojime-li kazdou hranu, vychazejici z libovolného
uzlu, pak uzel jisté bude mit sudy stupen. Jelikoz vychazime z kostry grafu,
spojitost je ziejma.

K vytvoreni cesty uz potfebujeme pouze zarucit, ze nenavstivime zadny
uzel vicekrat. Toho dosdhneme pomoci zkracovani. Mame-li eulerovsky priichod
(t0,11), (i1,%2), -, (ig_1,%k), (ix,%0), pak vezméme posloupnost ig,i,- - i
a ponechejme pro kazdy uzel pouze jeho prvni vyskyt. Nakonec jesté vratme i,
na konec cesty.

Algorithm 3: Double-tree algoritmus

Input: G
doubleTree < FindMinimal SpanningTree(G);
foreach edge € doubleTree do
doubleTree.Add(edge);
eulerCircuit < FindFEulerCircuit(doubleTree);
create list path;
foreach node € eulerCircuit do
if node & path then
path.Add(node);
return path

Na nasledujicim obrazku je vidét jednoduchy chod algoritmu. Vlevo je nale-
zend minimalni kostra, uprostied pak graf se zdvojenymi hranami a svym eule-
rovskym priichodem, vpravo pak nakonec vyslednd cesta vznikla zkracovanim.

PRIKLAD 15

C C C
¢, b> a, b> d> ¢, d> b>C C>b> a>%> d> e,d,%,c

Obrazek 6: Priklad algoritmu double-tree
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3.2.1 Aproximacni faktor

Véta 16
Double-tree je 2-aproximacni algoritmus.

Z Lemma 13 vime, Ze optimalni cesta stoji alespon tolik, co minimalni kostra.
Jelikoz kazdou jeji hranu zdvojujeme, ziskdme dvakrat tak delsi cestu.

P1i hledani eulerovského prichodu hrany pouze serazujeme.

Zbyva uz jen zkracovani. Zde opét vychazime z trojuhelnikové nerovnosti.
Uvazujme, ze i, j, k jsou po sobé jdouci mésta a j jsme jiz navstivili, méli
bychom je tedy preskocit. Je zfejmé, Ze c¢;; + cjr > ci, coz dokazuje, Ze cena
tohoto tseku ziistane prinejhorsim stejnd, a horni ohraniceni se tedy neméni.

3.2.2 Tésny priklad

Jako priklad vstupu, pro ktery double-tree algoritmus najde cestu délky 20PT,
muzeme vzit vstup z kapitoly 3.1.2 o nearest-addition algoritmu. Jelikoz oba algo-
ritmy maji stejny aproximacni faktor, staci ukazat, ze se double-tree algoritmem
muzeme dostat ke stejné cesté jako v jiz zminéné predchozi kapitole.

U takového vstupu muze byt nalezena nasledujici minimalni kostra.

3 4

Obrazek 7: Tésny priklad algoritmu double-tree — miniméalni kostra

V grafu se zdvojenymi hranami, pak mizeme uvazovat eulerovsky prichod
0,4,0,2,0,5,0,3,0,1, 0, ze kterého zkracenim dostaneme cestu 0, 4, 2, 5, 3,
1,0

, 0, coz je stejné cesta jakou jsme nalezli algoritmem nearest-addition.

3.3 Christofidesiv algoritmus

Christofidestiv algoritmus je velice podobny double-tree algoritmu. Opét
zacneme s minimalni kostrou vstupniho grafu. Existenci eulerovského prichodu
ale zajistime o néco chytteji. Pfipomenme si, ze eulerovsky priichod se v grafu
nachazi pravé tehdy, kdyz maji vSechny jeho uzly sudy stupen. V double-tree
algoritmu jsme tuto podminku splnili tak, ze jsme zdvojili kazdou hranu kostry.
To je ovSsem redundantni. Postaci, kdyz sparujeme takové jeji uzly, které maji
lichy stupen.
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Meéjme tuplny graf, jehoz mnozinou vrcholi budou pravé ty vrcholy jeho mi-
nimalni kostry s lichym stupném, ozna¢me ji O. Z mnoziny jeho hran se budeme
snazit vybrat takovou podmnozinu, ve niz bude pro kazdé v € O pravé jedna
hrana, pro kterou je v koncovy uzel. Takova mnozina se nazyva perfektni paro-
vani. V grafu jich samoziejmé muize byt vice. Pro nase tucely bude jisté nejlepsi
hledat takové z nich, jez budou mit minimalni soucet délek vsech svych hran,
tedy minimdlni perfektni parovani. K jeho nalezeni se v programu pouziva C++
knihovna Vladimira Kolmogorova, ktera implementuje Blossom V algoritmus.
Ve zdrojovém kédu knihovny byly provedeny mirné zmény, aby nebylo nutné
predavat funkci soubor, ale piimo pole s uzly.

Uvédomme si ale, ze aby takové parovani pro O existovalo, musi byt |O|
sudé. Vime, Ze soucet stupnti vSech uzli v neorientovaném grafu je sudé cislo
(viz Véta 2). Oznacme si mnozinu vSech vrcholi grafu V' a mnozinu vrcholi
se sudym stupném F. Jisté plati

> deg(v) = deg(v) + > deg(v)

veV veE veO

>vev deg(v) je ale urcité sudd a to samé plati pro > ,cpdeg(v), tedy
Y wco deg(v) musi byt také sudd. Vzhledem k tomu, ze kazdy vrchol prispiva
do souctu lichym ¢islem, pak musi byt sudy jejich pocet.

Ptidanim minimalniho perfektniho parovani k minimélni kostie zvysime
stupenn kazdého vrcholu s lichym stupném pravé o jedna, tudiz zajistime,
ze vsechny uzly budou mit sudy stupen. V takovém grafu pak existuje uzavieny
eulerovsky tah. Po jeho nalezeni uz jen zkracujeme cestu stejnym zptisobem
jako u double-tree algoritmu.

Algorithm 4: Christofidestv algoritmus

Input: G
spanningTree < FindMinimalSpanningTree(G);
oddDegreeNodes < FindNodesWithOddDegrees(spanningTree);
per fectMathing < FindPer fectMatching(oddDegreeNodes);
eulerCircuit < FindEulerCircuit(doubleTree + per fect Mathing);
create list path;
foreach node € eulerCircuit do
if node & path then
path.Add(node);
return path

Podobné jako u algoritmu double-tree si ukazeme jednoduchy priklad. Vlevo
je opét vidét minimalni kostra, kde jsou modrou barvou zobrazeny vrcholy s li-
chym stupném. Na dalsim obrazku je k hrandm priddno minimélni parovani
modrych vrcholt s eulerovskym prichodem takového grafu. Nakonec je pak opét
vidét vyslednad zkracena cesta.
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PRIKLAD 17

c c c
a,b,d,e b, c, a a, b, d, e, 5, c, a

Obrézek 8: Priklad Christofidesova algoritmu

3.3.1 Aproximacni faktor

Véta 18
Christofidestiv algoritmus je 3/2-aprozimacni algoritmus.

Nejdrive si musime rozmyslet, co vlastné chceme dokazat. Potirebujeme,
aby eulerovsky prichod mél prinejhorsim délku %OPT . Z Lemmatu 13 vime,
ze minimalni kostra, ktera je v ném obsazena, ma v nejhorsim pripadé cenu
OPT. Staci tedy dokéazat, ze perfektni parovani ma maximalné cenu %OPT .

Pracujeme s mnozinou lichych uzld v MST O. Nyni v ni budeme hledat
cestu. Vyjdeme-li z nejkratsi hamiltonovské kruznice nad vSemi vrcholy vstupu,
pak je zfejmé, ze jeji délka bude nejvyse OPT. Tuto kruznici ted budeme pouze
zkracovat. Uvazujeme-li dva vrcholy i a j, pro které plati, Ze na cesté mezi nimi
jsou pouze vrcholy nendlezici do O, pak je jisté muzeme vynechat, a z trojihel-
nikové nerovnosti vime, Ze v nejhorsim pripadé bude hrana (i,j) stejné dlouhd
jako ptivodni cesta. V nejhorsim piipadé tedy po tomto zkracovani ziistane délku
kruznice rovna OPT.

Nyni zacnéme stridavé obarvovat hrany nalezené cesty, reknéme modrou a Cer-
venou. Mnozina ¢ervenych i mnozina modrych hran je perfektnim parovanim
na O, plati totiz, ze pokryvaji vsechny vrcholy a zadné dvé hrany nesdili vrchol.
Vime, ze dohromady mnoziny dévaji OPT', pak jisté jedna z mnozin bude mit
délka mensi nebo rovnu %OPT , coz jsme chtéli dokazat.
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c c c
Obrézek 9: Perfektni parovani

Z analyz aproximacnich faktort Christofidesova a double-tree algoritmt jeste
vyplyva nasledujici tvrzeni.

Lemma 19
Sestrojime-li pro vstup metrického TSP eulerovsky podgraf délky o « OPT,
pak muzZeme odvodit jeho a-aproximacni algoritmus.

3.3.2 Tésny priklad

Vezméme si nasledujici vstup (popsan v [6]), kde maji vyznacené hrany délku 1.
Kazda nevyznacena hrana ma pak ohodnoceni rovno délce nejkratsi cesty mezi
jejimi koncovymi uzly v grafu obsahujicim pouze hrany s ohodnocenim 1 (takovy
graf je zobrazen na obrazku nize).

Obrazek 10: Tésny priklad Christofidesova algoritmu

Bude-li nalezena minimalni kostra grafu zobrazena ¢ernymi hranami na ob-
razku nize, pak jediné uzly s lichym stupném budou krajni zobrazené modfe.
Jejich spojenim pak dostaneme cestu (zkracovani zde jisté nepovede k zddnému
zlepsent).
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Obrézek 11: Tésny priklad Christofidesova algoritmu — cesta

Podivejme se na délku takto nalezené cesty. Kostra bude mit jisté délku n—1
a posledni pfidand hrana |%]. Je také snadno vidét, Ze optimalni cesta bude
délky n. Pak uz snadno

(n—1)+ L%J —n—0(1) = OPT — O(1)

3.4 Kernighan—Lin algoritmus

Tento heuristicky algoritmus neni specificky pro TSP, ale je mozné jim fesit
obecné problémy, kdy mame néjakou podminku C', jiz museji splnovat jejich te-
seni, a funkci f, ktera takovym resenim prifazuje urcitou hodnotu. Zadanou pak
mame mnozinu S, v niz hleddme podmnozinu 7', ktera bude nejen splinovat pod-
minku C ale jeji hodnota f bude mezi vSemi vyhovujicimi podmnozinami mini-
malni. Takové problémy mivaji casto exponencialni slozitost, proto se zpravidla
spokojime s hledanim takovych podmnozin, které splnuji C' a jejich hodnota f
je dostatecné mala. Jednim z takovych problému, kde se Kernighan—Lin vyuziva,
je napriklad déleni grafil.

Zékladni myslenkou je postupné zlepsovani iivodniho feseni. Hleda se vzdy
lokélni optimum, které se, pokud prinese néjaky zisk (zmensSeni hodnoty f),
pouzije pro dalsi iteraci.

Na zacatku se zvoli pseudondhodné pripustné feseni 7' C S a nésledné zacne
cyklus, kdy se snazime T transformovat na jiné platné feseni 7”. Pokud by platilo
f(T") < f(T), pak se T pouzije pro dalsi iteraci. V momenté, kdy uz nenachazime
feSeni, ktera by prinasela néjaky zisk, bylo nalezeno lokalné optimalni reseni.
V tuto chvili se bud muze skoncit, nebo se vygeneruje nové pocatecni reseni
a proces se provede znovu.

Samotna transformace probihd tak, Ze se hledaji takové dvé mnoziny
{z1,29,- - 2} €T a {y1,992, -+ ,yey € S — T, pro které plati, ze kdyz na-
hradime prvky prvni mnoziny v T prvky druhé mnoziny, pak dostaneme platné
Feseni T". O tom, jak prijdeme k ¢éislu k, jesté bude fe¢ pozdéji.

Idea algoritmu tedy spoc¢iva v tom, ze pro pseudonahodné pocatecni reseni
budeme nachézet lokalni optima a mezi nimi by se snad mélo objevit i optimum
globalni (nebo alespon feseni se schidnou hodnotou pro f). Pirozené budeme
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dostaneme a ¢im vétsi pocet ndhodnych pocatecnich feseni nas dovede k dosta-
tecné dobrému vysledku.
Obecna podoba heuristiky by se dala zapsat nasledovné:

Algorithm 5: Kernighan-Lin algoritmus — obecné

1 T + pseudorandom solution;

2 TV« T;

3 while 7" do

4 T+ transformation of 7" such that f(7") < f(T);
5 return 7" or start over if desired;

Vratme se jesté ke zminénému koeficientu k. Jednou z moznosti, jak nad &
uvazovat, je jako na predem zvolené ¢islo. Toho pro feSeni TSP vyuzil A. Croes
sk =2apozdéji S. Lins k = 3. Tento pristup s sebou nese jista tskali, a to hlavné
spravnou volbu k. S nartstajici hodnotou se vyrazné zvysuje i vypocetni cas,
ale prirozené dostavame lepsi feseni. Zjistit pak, jaké ¢islo nam zajisti dostatecné
dobré vysledky ve schiidném case, je narocné.

Tomuto problému se muzeme vyhnout tim, Ze k nebude mit zadnou pevné
danou hodnotu. Takového zptsobu se bude vyuzivat v nasi podobé algoritmu.
Jelikoz k nebude zndmé, nemtzeme jiz jednoduse uvazovat vSechny podmnoziny
T o velikosti k, jako u predchozi varianty. Na misto toho budeme iterativneé
hledat vzdy nejvyhodnéjsi x; a y; pro vymeénu, budeme si zaznamenavat, pro
jaké i byl zisk nejvyssi, a az kdyz nebude mozné nalézt zadné zlepseni, vyménime
prislusné mnoziny.

Algorithm 6: Kernighan - Lin algoritmus - variabilni &

1 T + pseudorandom solution;

2 do

3 14 0;

4 T+ T

5 while improvement can be found do

6 141+ 1;

7 (x;,y;) < best pair for exchange;

8 G, < total gain for {z1, 29, -+ 2} and {y1,y2, -+ , Yk };
9 k < i, where G; is max; \\definition of G; is below

10 T,<_ (T-{l’l,l'g,"' >xk})u{yl>y2>"' >yk}a
11 while f(T") > f(T);

12 return 77;

Pro takovy pristup vyvstava par pravidel a otazek, které budeme muset zod-
povédét.
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file:////defmition

Prvnim pravidlem je pravidlo disjunkce. Budeme pozadovat, aby mnoziny
{z1,29, ..., 2} a{y1, 92, - - , yx } nesdilely zadné prvky a zbytecné jsme opakované
neprozkoumavali zamény, které nevedou ke zlepseni.

Druhé pravidlo vyplyva z variability k. Jelikoz netusime, pro jaké ¢ bu-
deme chtit vyménu provést, musime védét, ze po kazdé vymeéneé {xq, 9, -+ , 2}
za {Yy1,Y2, - ,yi} dostaneme platné feseni. Podmince, kterd musi byt splnéna,
aby pravidlo platilo budeme tikat podminka proveditelnosti.

7 pseudokoédu uvedeného vyse neni jasné jesté par véci. Nejziejméjsi je,
jak identifikovat par s nejvétsim ziskem. Potfebujeme najit takové pravidlo vy-
beru, které bude rychlé a zaroven co nejefektivnéjsi.

Dalsi neznamou je funkce G;. Tato funkce udava celkovy zisk pro aktualné
nalezené prvky. Uréime-li g; jako zisk pro (z;,v;), pak nejsnazsSim feSenim je
za (G; uvazovat gy + g2 + -+ + g;. Timto se také vyhneme tomu, Ze bychom
prestali hledat v momentu, kdy bychom nalezli par se zapornou hodnotou g;.
U této funkce budeme pozadovat, aby davala vzdy kladné hodnoty, tedy abychom
se nevydavali po cestach, které nam nedavaji zadny zisk. Tomuto pozadavku
budeme tikat pravidlo zisku.

Nakonec jesté musime nalézt odpovidajici ukoncovaci podminku, ktera bude
udéavat, zda ma smysl pokracovat v hledani, nebo jsme jiz dosli do bodu, kdy neni
mozné nalézt dalsi zlepseni. Nejtézsi kol je pak najit dobrou rovnovahu mezi
schtidnym vypocetnim c¢asem a prozkoumavanim dostatku moznosti.

3.4.1 Kernighan—Lin pro TSP

Nejprve si uvédomme, ze tuto heuristiku skutecné lze vyuzit pro feseni TSP.
Za mnozinu S muzeme brat vSechny hrany tuplného grafu nad vstupnimi mésty.
Podminka C' kladena na T" C S, aby T byla feSenim problému, jisté bude,
ze hrany, které obsahuje, musi tvorit hamiltonovskou kruznici mezi vstupnimi
vrcholy. Funkce f pak bude takovym cestam prirazovat jejich délku.

Nyni uz se podivime na to, jak konkrétné bude takovy algoritmus vypadat
pro TSP. Jeho jadrem je sekvenc¢ni hledani part hran, kde prvni v ptvodnim
feseni zrusime a druhou do nového pridame. Co je mysleno sekvenénim hledanim,
si nejprve ilustrujeme nasledujicim obrazkem.
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Obrazek 12: Sekvencéni hledani hran

Sekvenc¢nost tedy znamend, ze zrusime-li hranu z; = (¢;,t;41), pak pridana

hrana s ni bude druhy bod sdilet, tedy y; = (tit1,ti+2), a néasledné zrusend
hrana bude mit zase tvar z;11 = (t;12,t;13). Posledni pridand hrana potom bude
Y = (t2;, ).

Dalsi podminky kladené na vybirané hrany jsou jiz zminéné pravidlo dis-
junkce, kde {x1,xa, - ,xx} N {y1,y2, -, s} = 0, podminka proveditelnosti
a nami urcené pravidlo vybéru.

Abychom mohli s hledanim kdykoli skoncit, musime pro kazdy par ovérit,
ze po pridani hrany y, = (t2;,t1) ndm znovu vznikne cesta. V implementaci
knihovny je toto TeSeno nasledovné.

Pr1i kazdé iteraci je k dispozici cesta, kterd vznikla zdménou {zy, zo, -+ ,;_1}
za {Y1,Y2, s Yene}- Navic se jesté udrzuje hodnota t; (ta se v pribéhu neméni)
a tagi—1)-

Odstranénim yene = (t1,t26-1)) kruznici otevieme. Nyni dalsi rusend hrana
x; = (t2i—1, t2;) musi mit stejny smeér jako hrana (f5(;_1), t1). PTi obracené orientaci
by doslo k rozdéleni grafu na dvé komponenty.

Jelikoz klademe podminku, Ze hrany jsou hledané sekvenc¢né, pridana hrana,
pak bude mit tvar y;_; = (ta(_1), t2i—1). Nakonec cestu opét uzavieme pridanim
hrany Yenc = (th t2i)-
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Obrézek 13: Par vyhovujici podmince proveditelnosti
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Obréazek 14: Par nevyhovujici podmince proveditelnosti

Nyni se podivame na to, jak identifikovat aktualné nejvyhodnéjsi par k vy-
méné. Prirozené se naskytd moznost vybrat takové hrany xz;, y;, pro které je
|z;| — |y;| mezi ostatnimi pary maximalni. Pravé tohoto pravidla vijbéru se vyu-
Ziva.

Problémem ale mtize byt to, Ze v momenté, kdy vybereme takovy par, neni
bréana v iivahu délku z;,1. To neni idedlni, protoze ;1 mize byt vyhodnd hrana.
Navic se zacneme omezovat na lokani informaci o nejblizsim vrcholu k t5;. Dob-
rym vylepSenim algoritmu je tedy neposuzovat pary jen na zakladé rozdilu jejich
délek, ale i délky ;4.

Zbyva nam jesté definovat ziskovou funkci G;. Snadno se nabizi nésledna
definice

(3 (3
Gi=>g;=>_(lzil = ly])
j=1 j=1
Nakonec jesté musime urcit, za jakych podminek se zkracovanim cesty jiz pre-
staneme. Hledani prirozené skonci, dojdou-li pary, které by vyhovovaly predesle
definovanym podminkdm a pravidlim. Pro nasi ukoncovaci podminku si zave-
deme proménnou G*, jez bude vyjadrovat nejvétsi nalezené zlepseni cesty. Uve-
domme si, ze G* # Gj. Nejedna se totiz o zisk z vyménénych paru, ale o skutecné
zkraceni cesty. Tuto hodnotu zjistime pro i-tou iteraci nasledovné G;_1 + |Yenel,
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kde Yene = (o, t1). Hrana yen. tedy uzavira cestu, kde je posledni odstranénou
hranou z;. Samotnéa ukoncovaci podminka pak bude G; < G*.
Nyni uz si mizeme ukézat upravenou verzi Kernighan—Lin pro TSP.

Algorithm 7: Kernighan-Lin algoritmus pro TSP

1 T + pseudorandom solution;

2 T+ T,

3 k=0;

41 =0;

5 G* = 0; \\best improvement,

6 do

7 141+ 1;

8 find pair €Tr; = (t2i—1> tzi), Yi = (tgi, t2i+1) for which:
a) T & {y1, Y2, -y} and y; & {21, 79, ...7;}

b) T —{zy, 29, ..x;} U{y1,yo,..4y; } is a tour

¢) |z;| — |y is maximal between such pairs

9 if no x;,y; were found then
10 break;

11 if Gi_1 + ctyr, > G* then
12 k< 1;

13 G* =G+ Ciyp

14 if G; < G* then

15 break;

16 while G* > 0;

17 T (T —{z1, 22, ...,z }) U{y1, ¥, s Yk 15
18 return 77;

Co pseudokod neukazuje, je omezeny backtracking, ktery se provadi v pri-
padé, ze G* = 0. Pak se na prvni a druhé drovni zkouseji ostatni moznosti
za jednotlivé hrany. Tedy nejdiive budeme zkousSet alternativni ys (postupné
podle sestupné hodnoty |xs| — |ys|), ve chvili, kdy jsou vSechny moznosti vycer-
pany, se zkusi pouzit alternativni xs (tento ptipad je slozitéjsi). Takto se po-
kracuje i se vSemi y;, 1 a t;. V momenté, kdy nam zadnd ze zamén neprinese
zlepseni, algoritmus kon¢i a vrati upravenou cestu.

Kdybychom provadeéli takovyto backtracking na kazdé irovni, zrejmé bychom
byli schopni nalézt optimalni feseni. To by ale trvalo nesmirné dlouho. Najit zla-
tou stfedni cestu mezi optimalitou a rychlosti je klicové. Experimenty ukazuji,
ze nezkousime-li vSechna v, y2, za mirné zhorseni efektivity dostaneme kratsi
vypocetni ¢as. V prilozené knihovné je i implementace s omezenym backtrackin-
gem, ktery zkousi pouze dvé hodnoty pro y; a ys .

Vratme se nyni jesté k problému s alternativni volbou z5. Pro tuto hranu
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mame jisté dvé volby. Abychom mohli cestu uzaviit, musi se t4 nachdzet mezi
ty a t3. V pripadé, Zze to tak neni, bychom cestu pridanim y.,. misto uzavieni
rozdélili na dvé komponenty.

Obrazek 15: Problém alternativniho x-

Abychom i pfes to mohli pouzit druhou volbu x5, svolime na chvili z podminky
proveditelnosti a budeme pokracovat v hledani hran nasledovné. Prvni moznosti
je vybrat s tak, Ze t5 lezi mezi t3 a to. tg pak mize byt na libovolné strané od t5.
V tuto chvili je jiz mozné cestu radné uzavrit.

t !
4 T2 tg

1 T1
to

Obrazek 16: Alternativni zo — prvni moznost cesty

Druhou moznosti je zvolit t5 tak, Ze lezi mezi t a t. tg se pak musi nachézet
mezi tg a t;. Nakonec t; musi byt mezi t3 a ty s tim, Ze volba tg zavisi na tom,
zda je delsi x4, nebo ).
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Obrazek 17: Alternativni o — druhd moznost cesty
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4 Experimenty

Nad probranymi algoritmy byly provedeny experimenty pro porovnani jejich efek-
tivity. K testovani byl pouzit pocitac s procesorem Intel Core i7-8550U a velikosti
RAM 16 GB. Nejdrive jimi byly zpracovavany nahodné generované euklidovské
grafy. Pro mnozstvi vrchol od 5 do 500 bylo testovano 1 000 vzorkt, vyse pak
10 s rozpétim soutradnic (-1 000 — 1 000). U méteni byla zaznamenana vzdy pru-
mérnd a nejkratsi délka cesty, stejné tak primérny a nejkratsi ¢as. Nasledné pak
byly provedeny testy na datech, u kterych je znama optimalni cesta nebo alespon
cesta, jejiz délka se té optimalni znacné blizi. Diky této informaci pak bylo mozné
zjistit u vysledki algoritmt jejich aproximacni faktor.

4.0.1 Vysledky pro ndhodné generované grafy

Tabulka 1: Test nahodné generovanych grafii — nearest-addition algoritmus

Nodes Length Time
average | shortest average shortest

5 4,535.18 1,823.87 0.01 ms 0.01 ms

10 6,924.88 3,953.35 0.05 ms 0.04 ms

15 8,557.2 4,810.07 0.12 ms 0.1 ms

25 11,045.27 7,643.03 0.44 ms 0.38 ms

50 15,487.12 | 12,341.39 2.93 ms 2.52 ms

100 21,589.98 | 18,600.28 20.54 ms 18.48 ms
250 33,688.58 | 30,896.78 307.27 ms 278.7 ms
500 47,170.87 | 44,236.8 25225 ms 2 s 157 ms
1,000 | 66,362.79 | 65,393.66 17 s 802 ms 17 s 189 ms
2,000 | 93,887.51 | 93,332.49 | 2m 19s 18 ms | 2m 17 s 309 ms
3,000 | 114,278.71 | 113,302.76 | 7m 57 s 999 ms | 7 m 48 s 349 ms
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Tabulka 2: Test nahodné generovanych grafii — double-tree algoritmus

Nodes Length Time
average | shortest average shortest

5 4,466.56 1,823.87 0.04 ms 0.02 ms

10 6,722.22 3,953.35 0.14 ms 0.08 ms

15 8,272.35 5,144.13 0.2 ms 0.16 ms

25 10,666.78 | 7,051.07 0.58 ms 0.46 ms

50 14,862.38 | 11,762.88 3.21 ms 2.71 ms

100 20,664.70 | 17,151.54 21.14 ms 18.87 ms
250 32,247.16 | 28,819.29 309.17 ms 280.73 ms
500 45,436.52 | 42,748.88 25203 ms 25 153 ms
1,000 | 63,497.49 | 62,532.93 17 s 692 ms 17 s 463 ms
2,000 | 89,785.16 | 88,675.80 | 2m 21 5489 ms | 2m 19 s 334 ms
3,000 | 109,268.37 | 107,018.64 | Tm b55s2ms | 7m 50 s 709 ms

Podivame-li se na prvni vysledky, mtzeme vidét, Zze algoritmy nearest-addition
a double-tree jsou na tom, co se efektivity tyce, velice podobné. Double-tree
mirné vede, co se délky vysledné cesty tyce. Casové je pak nearest-addition o néco
rychlejsi pro malé vstupy, ale se zvysSujicim poc¢tem uzll se tento rozdil srovnava.

Tabulka 3: Test nahodné generovanych grafit — Christofidestiv algoritmus

Nodes Length Time
average | shortest average shortest

5 4,311.98 | 1,823.87 0.04 m 0.03 ms

10 6,058.89 | 3,953.35 0.17 ms 0.08 ms

15 7,259.48 | 4,726.46 0.29 ms 0.18 ms

25 9,225.93 | 6,860.62 0.96 ms 0.66 ms

50 12,594.04 | 10,650.56 5.89 ms 4.54 ms

100 17,280.01 | 15,277.42 39.56 ms 31.9 ms
250 26,585.91 | 24,564.74 576.95 ms 500.34 ms
500 37,018.6 | 35,454.21 45 106 ms 3 s 780 ms
1,000 | 52,217.02 | 51,295.77 32 s 874 ms 31 s 53 ms
2,000 | 72,835.8 | 71,801.88 | 4m 16 s 376 ms | 4 m 8 s 759 ms
3,000 | 88,637.24 | 88,107.63 | 14 m 32 s 880 ms | 14 m 19 s 192 ms
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Co se tyka double-tree a Christofidesova algoritmu, které pracuji na podob-
ném principu, je zfejmé, ze Christofidestv algoritmus vraci o dost kratsi cesty,
je ale také o to pomalejsi. Velkou roli v tom jisté bude hrat zptsob, jimz je im-
plementované hledani eulerovského priichodu. Pro double-tree algoritmus toto
hledédn{ mohlo byt zna¢né zjednoduseno a diky tomu se ¢asova slozitost O(|E|?)
Fleuryho algoritmu, ktery je pouzit pro hledani priichodu pro Christofidestv
algoritmus, dala snizit az na O(|E]), kde |F| je pocet hran ve vstupnim grafu.

Tabulka 4: Test nahodné generovanych grafii — Kernighan—Lin algoritmus

Nodes Length Time
average | shortest average shortest
5 4,220.89 | 1,816.18 0.08 ms 0.02 ms
10 5,762.91 | 3,768.08 0.56 ms 0.11 ms
15 6,796.69 | 4,417.87 1.03 ms 0.36 ms
25 8,524.89 | 6,338.58 3.36 ms 1.36 ms
50 11,623.58 | 9,971.3 17.69 ms 6.83 ms
100 16,194.06 | 14,228.2 82.59 ms 45.14 ms
250 24,709.99 | 23,283.12 673.13 ms 419.97 ms
500 34,452.72 | 32,942.05 2 s 812 ms 15941 ms
1,000 | 48,468.76 | 47,801.85 13 s 289 ms 10 s 803 ms
2,000 | 68,046.66 | 67,488.66 | 1 m 6 s 296 ms 54 s 748 ms
3,000 | 83,033.12 | 82,391.27 | 2 m 47 s 44 ms | 2 m 22 s 448 ms

Porovname-li vysledky Kernighan—Lin algoritmu s ostatnimi, pfesvédcime se,
ze cesty, které hleda jsou mezi ostatnimi nejkratsi. Pro vstupy s malym poctem
vrcholl toto prichazi s horsi ¢asovou slozitosti. Ta se ovsem posléze srovna a pro
velké vstupy se stava i casové mnohem efektivné;jsi.
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Tabulka 5: Test ndhodné generovanych grafii — Kernighan—Lin algoritmus s ome-
zenym backtrackingem

Nodes Length Time
average | shortest average shortest
5 4,220.76 | 1,816.18 0.07 ms 0.02 ms
10 5,766.36 | 3,768.08 0.42 ms 0.11 ms
15 6,811.56 | 4,417.87 0.76 ms 0.3 ms
25 8,573.7 6,447.74 2.34 ms 0.92 ms
50 11,739.94 | 9,998.61 11.86 ms 4.89 ms
100 16,345.56 | 14,336.08 55.18 ms 27.6 ms
250 25,072.9 | 23,064.13 453.65 ms 268.31 ms
500 35,044.28 | 33,314.86 1 s 966 ms 1s 316 ms
1,000 | 49,203.67 | 48,481.74 9 s 87 ms 7 s 680 ms
2,000 | 69,218.56 | 68,175.6 45 s 30 ms 37 s 687 ms
3,000 | 84,460.58 | 83,714.59 | 1m 49 s 761 ms | 1 m 31 s 171 ms

Posledni hodnoty byly naméreny pro verzi Kernighan—Lin algoritmu s ome-
zenym backtrackingem. Ukéazalo se, zZe toto omezeni vede k rozumné zaméné
efektivity za rychlost. Vysledné cesty nejsou o tolik horsi jako u klasické verze
algoritmu a zrychleni je znatelné.
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Obréazek 18: Graf s délkami vyslednych cest pro ndhodné generované grafy

35



Na predchozim grafu jsou vizualizované délky nalezenych cest.
7 2-aproximacnich algoritmi je double-tree o mnéco efektivnéjsi nez

nearest-addition. Podivame-li se na efektivnéjsi algoritmy, pak Kernighan-Lin
i jeho omezena verze jsou o néco lepsi nez Christofidestiv. Je ale dobré pamatovat
na to, ze nemame zarucenou hodnotu aproximac¢niho faktoru.

Na grafech niZe jsou algoritmy porovnany z ¢asového hlediska.
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0 ms — 0 ms 0 ms 0 ms
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Obréazek 19: Graf s ¢asovymi tdaji pro nahodné generované grafy
U malych vstupil maji 2-aproximacni algoritmy nejlepsi vysledky,

nearest-addition jesté o néco lepsi nez double-tree. Nejhufe si pak vede
Kernighan—Lin. Jakmile se ale vstupy zacnou zvétsovat, zacne byt ziejma po-
malost Christofidesova algoritmu a projevi se rychlost algoritmu Kernighan—-Lin
pro velké data.

Implementace algoritmi v knihovné sice neni c¢asové nejefektivnéjsi, ovsem
nenarazi na problémy s paméti, jelikoz si neukladaji hrany (kterych je u uplnych
grafli znacné mnozstvi), ale poéitaji si jejich délky za béhu. Jelikoz Kernighan—
Lin algoritmus pracuje vzdy s konkrétni cestou, mnozstvi hran, o nichz musi
uvazovat, je znacné omezeno a pro velké mnozstvi vrcholl se projevi vyssi casova
efektivita.
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4.0.2 Vysledky pro vstupy se zndmymi optimalnimi cestami

Diky tomu, ze je TSP tolik fesenym problémem, je k dispozici spousta grafa, kde
délky optimélnich cest zname nebo se jim alespon prokazatelné blizime. Ty se
jisté hodi ke zjisténi, jak si na tom algoritmy vedou, co se aproximacniho faktoru
jeho Teseni tyce.

Pro tento test byla data cerpana ze zdroje https://www.math.
uwaterloo.ca/tsp/world/countries.html. Na strance je 27 zemli,
pro které jsou dand mésta v TSPlib formatu, mezi nimiz se ma cesta hledat.
Cina (71 009). Soubory s témito vstupnimi daty jsou piilozeny k bakaldfské praci
ve slozce data.

Nésledujici tabulka vzdy ukazuje nazev zemé, pocet mést a pak aproximacni
faktory pro feseni nalezené algoritmy (v nékterych burnkach se misto tohoto udaje
nachdzi znak "X’ znacici, ze vypocet nebyl dokoncen kvili dlouhé délce trvani).
Pro kazdy algoritmus je pak na konci uveden prumérny aproximacni faktor ze
vsech vysledkii. U nékterych zemi je pripsana hvézdicka. Ta znaci, Ze nezname
presnou délku optimalni cesty, jedna se ovsem o odchylky v ramci setin procenta.

Tabulka 6: Test na staty se zndmymi optimalnimi cestami

Country | Nodes | NA | DT | CH | KL | KIrB
Argentina 9,152 | 1.56 | 1.39 | 1.12 | 1.06 | 1.09
Burma * 33,708 | 1.40 | 1.38 | 1.11 | 1.05 | 1.07
Canada 4,663 | 1.42 | 1.38 | 1.10 | 1.04 | 1.07
China * 71,009 | X X X | 1.05| 1.06
Djibouti 38 1.28 | 1.41 | 1.04 | 1.00 | 1.00
Egypt 7,146 | 1.40 | 1.36 | 1.10 | 1.13 | 1.20
Ireland 8,246 | 1.42 | 1.38 | 1.12 | 1.05 | 1.06
Finland 10,639 | 1.44 | 1.38 | 1.11 | 1.06 | 1.07

Greece 9,882 | 1.39 | 1.37 | 1.11 | 1.08 | 1.11
Honduras 14,473 | 1.56 | 1.39 | 1.14 | 1.05 | 1.10
Italy 16,862 | 1.42 | 1.38 | 1.11 | 1.11 | 1.19
Japan 9,847 | 1.40 | 1.35 | 1.10 | 1.18 | 1.23

Kazakhstan 9,976 | 1.44 | 1.38 | 1.11 | 1.05 | 1.10
Luxembourg 980 1.59 | 1.36 | 1.15 | 1.04 | 1.05
Morocco 14,185 | 1.42 | 1.37 | 1.11 | 1.05 | 1.07
Oman 1,979 | 143 | 1.36 | 1.10 | 1.13 | 1.28
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Nicaragua 3,496 1.54 | 1.38 | 1.13 | 1.06 | 1.08
Panama 8,079 1.52 | 1.38 | 1.12 | 1.05 | 1.14
Qatar 194 1.34 | 1.34 | 1.13 | 1.05 | 1.06
Rwanda 1,621 1.65 | 1.43 | 1.17 | 1.05 | 1.06
Sweden 24978 | 141 | 1.36 | 1.11 | 1.07 | 1.07
Tanzania 6,117 1.43 | 1.36 | 1.12 | 1.05 | 1.09
Uruguay 734 1.42 | 1.38 | 1.12 | 1.05 | 1.07
Vietnam 227775 | 1.38 | 1.37 | 1.10 | 1.05 | 1.07
Western Sahara 29 1.23 | 1.29 | 1.15 | 1.06 | 1.04
Yemen 7,663 1.40 | 1.36 | 1.10 | 1.12 | 1.14
Zimbabwe 929 1.41 | 1.38 | 1.13 | 1.07 | 1.16
Average approx. factor | 1,44 | 1,37 | 1,12 | 1,07 | 1,10

7 dat lze vidét, ze Kernighan—Lin algoritmus dosahuje velice dobrych vy-
sledki. Jeho rychlejsi alternativa je pak srovnatelné dobra s o mnoho pomalej-
sim Christofidesovym algoritmem. Nearest-addition pak dopadl o néco hiife nez
double-tree, oba vsak davaly vysledky s aproximac¢nim faktorem vyrazné nizsim
nez je jejich horni hranice.

Obecné byly experimenty casové vysoce naroc¢né, ale algoritmy byly schopné
zpracovat i velice rozsahlé vstupy. Na problém narazily az u Ciny s pres 70 000
mésty. Ani tam ale nemély problémy s paméti, pouze byl vypocet kviili dlouhému
trvani ukoncen. Jediny algoritmus, ktery byl schopen i tento vstup zpracovat
ve schiidném case byl Kernighan—Lin, coz opét ukazuje jeho efektivitu.

K préci je ptilozeny soubor results.ods obsahujici délky vSech nalezenych cest.
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5 Knihovna

Soucasti priloh je C# knihovna TSPAlgorithmsLibrary implementujici popsané
algoritmy pro euklidovsky TSP a WPF aplikace TSP TestingApp, ktera knihovnu
pouziva pro jejich testovani.

5.1 Struktury

Zakladni poskytovanou tiidou je Node s vlastnostmi 1d a souradnicemi X a Y typu
double. Jedinou verejnou metodou je double Distance (Node node) udavajici
euklidovskou vzdélenost k predanému vrcholu.

Druhou dtlezitou tiidou je path reprezentujici vyslednou hamiltonovskou
kruznici. Je mozné nastavit aktualni pozici v cesté, kterou udava vlastnost
CurrentIndex, a SMEr cesty zménou Direction. Pro smér je zaveden vyctovy
typ stejného nazvu s hodnotami Forwards a Backwards.

Tyto vlastnosti jsou bud nastavitelné primo, nebo je mozné vyuzit metod

SetCurrentIndex (Node node)

SetDirection (Node fromNode, Node toNode)
— fromNode se v cesté musi nachézet piimo pred nebo primo za toNode

SetStartingPoint (Node fromNode,
Node toNode,
Direction direction = Direction.Forward)

— CurrentIndex nastavi na index fromNode a Direction od fromNode
k toNode, neni-li hodnota direction Backwards.

Cestu jde pak cyklicky prochdzet metodami Next, Prev, PeekNext, PeekPrev,
PeckAfter a PeeckBefore. Také lze pristupovat k vrcholim pomoci indexu, pti-
padné ziskat index vrcholt metodou Indexof, nebo ziskat List s vrcholy zavo-
lanim ToList.

Nakonec si jesté zminime vlastnost Length, ktera, jak nazev napovida, vrati
celkovou délku cesty.

5.2 Algoritmy

Knihovna obsahuje pro kazdy algoritmus tfidu, tedy NearestAddition,

DoubleTree, Christofides a KernighanLin, navic pak jesté tridu

KernighanLinReducedBacktracking, kterd implementuje Kernighan-Lin

algoritmus s omezenym backtrackingem, jak bylo zminéno v kapitole 3.4.1.
Spole¢nym rozhranim pro tyto tfidy je 1TsPAlgorithm. Rozhrani predepisuje

nasledujici metody.

Path FindShortestPath (List<Node> nodes);

Path FindShortestPath (List<Node> nodes,
string outputFolderPath,
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string outputFileName) ;
Path FindShortestPath(string inputFilePath);

Path FindShortestPath (string inputFilePath,
string outputFolderPath,

string outputFileName) ;

Hodnotou parametru inputFilePath by meéla byt cesta k souboru ve for-
matu TSPLib, ze kterého budou nactena vstupni data. Jsou-li predany parametry
outputFolderPath a outputFileName,pak,bude do outputFolderPathlﬂOiena
nalezena cesta opét ve formatu TSPLib do souboru outputFilenName.tour.

5.3 TSPLib

Soucasti knihovny jsou navic statické tfidy pracujici s jiz zminénym TSPLib
formatem. Jejich nazvy s vefejnymi funkcemi jsou popsany nize.
TSPDeserializer

List<Node> DeserializeNodes (string filePath);

TourDeserializer
Path DeserializePath(string filePath, List<Node> nodes);

TSPSerializer
void SerializeNodes (List<Node> nodes, string folderPath, string

fileName),;

TourSerializer

void SerializePath(Path path, string folderPath, string fileName);

5.4 Testovaci aplikace

Jak bylo zminéno, soucasti priloh je také testovaci desktopova aplikace
TSPTestingApp. Ta vyuziva jak metody FindShortestPath pro hledani hamil-
tonovskych kruznic, tak tfidy z predchozi kapitoly.

Aplikace umoznuje uzivateli vybrat si ze tii modu — File, Folder a Generate.
Tato volba udava typ vstupnich dat — .tsp soubor, slozka, ze které se zpracuji
vsechny .tsp soubory, nebo ndhodné generovany euklidovsky graf.

U grafu lze zvolit rozpéti souradnic, poctu vrcholi a poc¢tu vzorkta. Navic je
jesté moznost zobrazeni pouze priumérnych vysledki pro kazdy algoritmus.

U File a Folder médu je mozné zvolit cestu k .opt.tour souboru/slozce od-
kud se cerpa optimalni vysledek pro vstup. V tomto pripadé bude u vysledkta
zobrazena i hodnota Approzimation factor.
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Vzdy je také mozné pridat cestu ke slozce, do niz se ulozi vysledky ve formatu
.tsp (u grafi zaroven vznikne .tsp soubor), a zvolit zda-li chce uzivatel mérit délku
trvani hledani cesty. Samoziejmé je zde i volba toho, které algoritmy budou
testovany.

Pro mnozstvi vysledku do péti zobrazi aplikace grafy, jinak jsou data zobra-
zena tabulkou.

{.{ TSP Testing App e O X

Input: O File O Folder @ Generate

Number of samples: |2

Number of cities: | 200

Lowest X: |-1000 ‘nghest)(: 1000 | LowestY: -1000 | Highest ¥ [1000 ‘

Qutput: Browse folders Clear

Get average results: [ |

Algorithms: I_\ Nearest addition [¥] Double tree [ | Christofides' [V/] Kernighan - Lin [v] Kernighan - Lin reduced backtracking

Stopwatch:

]
START ANCE

Name Algorithm Length Approximation factar Duration
samplel DT 30199.55 UNK 306,34ms
samplel KL 229003 UNK 703,7ms
samplel KLrB 2265533 UNK 970ms
sample2 DT 30514.64 UNK 283,4ms
sample2 KL 22509.07 UNK 945,14ms
sample2 KLB 22526.53 UNK 616,24ms

Obrazek 20: Ukazka testovaci aplikace TSP TestingApp
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Zaveér

Prace se vénuje problému obchodniho cestujiciho. Na zacatku je problém popsan,
je vysvétlena jeho slozitost a podproblémy, jichz se tykaji dalsi kapitoly. Nasledné
jsou popsany vybrané algoritmy. Jsou u nich uvedeny pseudokddy, a je-li znam,
tak aproximacni faktor a tésny priklad.

Na téchto algoritmech byly provedeny experimenty, jejichz vysledky jsou zpra-
covany v odpovidajici kapitole. Z téchto testii vyplyva, ze algoritmus Kernighan—
Lin se ukazal byt nejefektivnéjsi, co se délek nalezenych cest tyce. Stejné tak se
ukazal jako nejrychlejsi pro grafy s velkym mnozstvim uzli. Pro malé vstupy je
casoveé nejefektivnéjsi algoritmus nearest-addition, ktery meél ovsem také nejhorsi
prumérny aproximacni faktor. Nejhorsi vysledky, pokud jde o ¢as, mél Christo-
fidestuv algoritmus.

Soucasti prace je také prilozend knihovna TSPAlgorithmsLibrary psana v ja-
zyce C#, kterd implementuje popsané algoritmy a s jejiz pomoci byly provadény
zminéné experimenty. Déle je priloZena testovaci WPF aplikace TSP TestingApp,
jez knihovnu vyuziva.
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Conclusions

This thesis focuses on the travelling salesman problem. It begins by describ-
ing the problem, explaining its complexity and it’s sub-problems addressed in
subsequent chapters. Selected algorithms are then described, accompanied by
pseudocode and, when known, an approximation factor and a tight example.

Experiments were conducted on these algorithms. Their results are analyzed
in the corresponding chapter. These tests showed that the Kernighan—Lin algo-
rithm proved to be the most efficient in terms of the lengths of the paths found.
Similarly, it was also the most efficient in terms of time for graphs with a large
number of nodes. For small inputs, the nearest-addition algorithm is the fastest,
although it also had the worst average approximation factor. Christofides’ algo-
rithm performed the worst in terms of time.

Part of this thesis is also an attached library called TSPAlgorithmsLibrary,
written in C#, which implements the described algorithms and was used to
conduct the mentioned experiments. Additionally, a testing WPF application,
TSPTestingApp, utilizing the library, is provided as well.
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A Obsah elektronickych dat

Soucésti prace jsou nasledujici elektronicka data v systému katedry informatiky:

text/
Adresar s textem prace ve formatu PDF, vytvoreny s pouzitim zavazného
stylu KI PYF UP v Olomouci pro zavérecné prace, véetné vsech (textovych)
priloh, a vSechny soubory potfebné pro bezproblémové vytvoreni PDF do-
kumentu textu (pripadné v ZIP archivu), tj. zdrojovy text textu a priloh,
vlozené obrazky, apod.

README . md
Textovy soubor s pozadavky na systém a informacemi o spusténi testovaci
aplikace a pouziti knihovny.

src/
Adresare se zdrojovym kédem implementované knihovny, testovaci aplikace
a upravené knihovny pouzité k hledani perfektniho parovani.

data/
Adresar s daty k experimentum na skuteénych zemich.

results.ods
Soubor s vysledky experiment.

44



1]

Literatura

BELOHLAVEK Radim a VYCHODIL, Vilém. Diskrétni matematika pro in-
formatiky II. Olomouc 2006. Dostupny z: http://belohlavek.inf.upol.
cz/vyuka/dm2.pdf

JANCAR, Petr. Teoretickd informatika — u¢ebni text. Ostrava: Edi¢ni st¥edisko
VSB-TUO, 2007. ISBN 978-80-248-1487-2. Dostupny z: http://phoenix.
inf.upol.cz/~jancarp/VAS/jancar—-ti-vsb.pdf

WILLIAMSON, David P. a SHMOYS, David Bernard. The design of approxi-
mation algorithms. New York, N.Y.: Cambridge University Press, 2011. ISBN
978-0-521-19527-0. Dostupné z: https://www.designofapproxalgs.
com/book .pdf

LIN, Shen a KERNIGHAN Brian W. An Effective Heuristic Algorithm for the
Traveling-Salesman Problem. Operations Research, Vol. 21, No. 2, s. 498-516.
INFORMS 1973. Dostupné z: https://www. jstor.org/stable/169020

HROMKOVIC, Juraj. Algorithmics for hard problems: introduction to combi-
natorial optimization, randomization, approximation, and heuristics. 2nd ed.,

corr. print. Texts in theoretical computer science. Berlin: Springer, 2004. ISBN
3-540-44134-4

VAZIRANI, Vijay V. Approximation algorithms. Berlin: Springer, 2001. ISBN
3-540-65367-8.

45



