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Anotace

Diplomova prace se zabyva zakladnimi matematick§omistantami, nulou a
nekonénem. Teoreticka'ast je ¥novana historickému vyvoji, roli nuly a nekona
v elementéarni i vy$Si matematice a ve fyzice. ddeuanalyzovany a na jednoduchych
prikladech vysétleny zékladni operace s nulou. Zvl4stni pozorjestangena na
déleni nulou, které zpsobuje problem zakn zakladnich Skol. Teoretickéast je
koncipovana tak, aby mohla slouzititelzm zakladnich Skol /b seznamovani Z&k
s nulou a jeji tlohou v matematice. Praktickéét je rozdlena do dvowasti. V prvni je
zkouman gistup autoti ucebnic matematiky pro zakladni Skoly k nule éedminulého
stoleti dodnes. Druhdast je ¥nhovana ovieni znalosti Zakzakladnich Skol tykajicich

se nuly.

Kli éové pojmy

Ciselné soustavy
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Nula na nultou

Ucebnice matematiky



Annotation

This master's thesis deals with elementary mathiealatonstants, zero and
infinity. The theoretical part is devoted to histand function of zero and infinity in
elementary and higher math and physics. In thig pa&r also analyze basics operations
with zero and show them on simple examples. Wes foaudivision by zero and
problems it causes to elementary school studertts. tiieoretical part is written for
teachers to introduce zero and its function in reathtics to the elementary school
students. The practical part is dividend to twotsers. The first part explores textbooks
since the 19 century and the way how their authors wrote atzmrb. The second part

examines knowledge of elementary school studenteoung the zero.
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UvoD

.Mezi vSemi velkymi&cmi kolem nas je existence'@io ta nej¥tsi*,
(Leonardo da Vinci)

,V déjinach kultury bude objev nuly znamenat vzdyckgnexnej¥tSich aspch
lidského rodu.“(Tobias Danzing)

Nulu a nekonéno fadime v sotasnosti mezi zakladni konstanty
matematiky a potazmo celéidy. Cim si nula a nekor@o zaslouzily takového
uznani matemati? Je wibec rgjaky rozdil mezi nulou a jinymi znamymi
piirozenymi ¢isly, nagiiklad sedmikou? Jak matematici mohou pracovat

s nekon&nem?

Pcatetni dovednosti, pracecssly, tj. gitani, oditani, nasobeni,&eni, ...,
pati mezi zakladni dovednosti, které @dovek osvojuje jiz na zakladni Skole.
Pojem¢isla je jednim ze z&kladnich kanema kterych je postavena moderni
civilizace. Nacisla v fiznych podobach narazime kazdy den gépoe. Budik
nas probudi v 6 hodin. Ukrojime si 1 krajic chlebdo kavy si dame 2 kostky
cukru. Do prace nas odveze autobugl7. Vyjedeme do 3. patra a vejdeme do
kancelde ¢. 512. Vyidime 25 spi% a zavolame manzelovi ridslo 725832156,
aby nezapomi koupit 3,5 m pletiva. Vé&er stravime fijemns v kiné na sedadle
¢. 12 vb5.fak. ProtoZze je venku teplota -10,5° vratime se oo cisla
popisného 546, taxikem, coZ nas ale stoji 196 kalaké je roleisla nula®isla
muzeme dlit na ¢isla tzv. kardinalni, ktera popisuji mnozstvi (hap kostky
cukru, 25 spig, 3,5 m zaclony, 196 korun)ésla ordinalni, ktera popisuji pexdi,
umis€ni mezi ostatnimi prvky (nap3. patro, sedadlé. 12, 5.fada). Jaka je role
nuly kardinalni a ordinalni? Kardinalni nula se kwytsije skryta v pojmu ,nic”,
.zadny“. Na otazku kolik kostek chceme do kavy, @kdo neodpovi ,nula“. Ani
pouzivani ordinalni nuly nebyvéasté. V kiR nebyvaji nult&ady a sedadla. 0.
Nula v praxi nentasto povazovana za plnohodnotné ordinéilsid, jak je mozné
se [eswdcit pohledem na klavesnici svého giace nebo mobilniho telefonu.
Nula neni na migf které by ji spravh prisluselo, tj. ped jedntkou, ale az za
devitkou nebo, u mobilniho telefonu, dokonce miftszIné klavesy. ,Citime", Ze



e

nula je trochu jin&islo nez teba Sestka. Je nuld@hec poteba? Jakou roli hraje

v matematice a ve fyzice?

Cilem této prace je ukazat roli nuly a nekéme v matematice a v samotnée
piirodk, kterd je zde reprezentovana zakladtifopini wdou — fyzikou. DalSimi
cili byla analyza fistupu k nule v &bnicich pro zékladni Skoly odquminulého
stoleti dodnes a fizkum pa@etnich dovednosti zéakzakladnich Skol vifkladech

obsahuijicich nulu.

Teoretickacast prace je roztena do iti kapitol. Prvni kapitola jed&novana
historii. Je zde popséan ,objev* nuly a vztah jedingth vyznamnych civilizaci k
nule. Je ukdzan vyznam poéai nuly vciselnych soustavach a jeji nelehké
pronikani do naSi zapadni civilizace. Zévkapitoly je \novan historii
nekonéna. Druh& kapitola popisuje roli nuly a nekéma v matematice. &tSi
¢ast je ¥novana zakladnim matematickym operacim s nuloug ligou pro Zaky
zakladnich Skol ,,odliSné" od operaci s jinytisly. Je zde analyzovano régad
umoaiovani na nultou, vyraz nula na nultou. Hlavast této kapitoly je gnovana
déleni nulou, které zsobuje problém &kterym zakm zakladnich Skol. Je
ukazano #kolik cest, jak je mozné zék vyswtlit otdzku dleni nulou. VEasti
vénované ,vysSi“ matematice je ukazana nezastupitedigd nuly a nekonma
v zakladnim matematickém aparétiirpdnich d, v teorii diferencidlniho a
integralniho pétu. Tatocast prace je chapana jako parka witelam zakladnich
Skol, jak popularé vyswtlit talentovanym zakm vyznam nuly a nekoiea pro
matematiku a hlavh piirodni wdy. Zawr kapitoly je “novan otazce
matematického nekotea. Treti kapitola ukazuje, Ze nula a nekéme neni
pouze otadzkou teoretickych praci a matentaiite Ze lezi v samotnych zakladech

znalosti o pirode.

Praktickacast prace je roztena do dvouwasti. V prvni je zkoumaniistup
k nule a zakladnim matematickym operacim s nulatebnicich matematiky pro
zakladni Skoly a prvni stupeviceletych gymnazii odipdminulého stoleti do
dnesni doby. V druhé€asti je prezentovan vysledektpkumu znalosti zak
z&kladnich Skol tykajicich se nuly. Pisemny test bgmeien na zékladni

vlastnosti nuly a na zakladni operace s ni. Je disla, ¢islice? Je nula sudé nebo



liché ¢islo? Je nula kladné nebo zapotigo? Na jednoduchychriladech byla
ovéiovana schopnost Zakprovadt zakladni operace s nulou (ndsobetieni a
umoaiovani). Na mensim vzorku byly zkoumany i znalosiitali zakladnich

Skol.
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1 HISTORIE

1.1 Nula a jeji historie

Prvni setkani s nulouc¢etre jednoduchych vyp#ia probiha jiz na prvnim
stupni zakladni skoly, kde Zaci 2idy zvladaji jednoduché vypty s nulou jako
nag.3+0=3,5x0=0,4 -4 =0 apod. Ve stejoBce zZaci seznamuiji s dalSi
roli nuly, tj. ozn&eni chykjicihotadu @i zapisucisel. Recist a porozurt z4pisu
(¢islu) 104 nepsobi problémy Zakn tretich tid. ,Komplikovand“ matematika
zabyvajici se Pythagorovouwteu, feSenim rovnic, procenty, ...fiphazi pozdji.

Z tohoto pohledu namigpde samorejmeé, Ze nula musi byt jednim z prvnich
matematickych poijiin ktery se v historii matematiky a vy§ié obecr objevi.
Dost ekvapujici asi bude zji&i, Ze tak ,matematicky” vyse civilizace jako
Rekové, Egypané a vlasth cela zapadni Evropa dlouho nulu neznaly a jejimu
zavedeni se dlouho branily. Pouze ham pondrné vzdalené, civilizace nulu
pouzivaly a jen jedna z nich nulu pouzivala i vamSsmyslu, tj. pro oziani

,niéeho”.

Pcatitani, stej@ tak jakocteni a psani, je jednou ze zakladnich dovednosti,
kterou si osvojujeme jiz na zakladni Skole. Lidstirualo tisice let, nez se
k sowtasnym znalostem dopracovalo. Zatim co jdiz\kterymi hovdi jednotlivé
narody, jsou stovky, @itani a znazorni ¢isel diky ,objevu” desitkové soustavy
je vcelém s#te (samorejmé az na velmi vyjiméné gipady rekterych
domorodych kmeh) stejné. Jako turisté se i bez znalosti jazyka ‘a&Zich
problémi, nag. pomoci prat na rukou, domluvite v otdzkach mnozstvi. Cesta
k univerzalni desitkové soustawcetre uznani dlezitého vyznamu nuly byla

dlouha.

Prvni ozngovani mnozstvi se&Sinou omezovalo na pojmy jeden a mnoho.
Lovec ulovil jednoho nebo mnoho jefen]est v sotasné dob existuji kmeny,
které pditaji s nejvysSimcislem de. Jednd se o kmen Bacairy a Bororo
(Brazilie), kdecislovky nasleduji po s&bv paadi ,jeden”, ,dva“, ,dva a jeden®,
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.,dva a dva“, ,dva a dva a jeden“. Nenizké vidit, Ze takovy systém je pro
uzivani, zvla&t pro praci s ¥tSimicisly, zn&né neprakticky.
NejstarSi civilizace &y vyvinuté své poetni systémy, které se od sebe

odliSovaly a n8ly i rozdilné misto pro nulu

Egypt

NejstarSi rozvinuté petni soustavy pouzivali steaEgyp’ané a Babylané
na Uzemi Mezopotamie asi od roku 300&dp nasSim letopiem. NejradjSi
Egyptska hieroglyficka soustava pouziva specidinitoly pro jednotky, desitky,
stovky, tisice, desetitisice, statisice a miliony.

Obrazek 1: Egyptské hieroglyfické symboly
I 1

n 10

€ 100

I 1000

I 10,000

%‘\ 100,000

¥ 1.000,000

Symbol pro mnoZstvi od jedné do deviti byl zobraaépovidajicim p&tem
symboti pro jednotku tj. jednoduché vertikakdry. Deset se oztiavalo pomoci
obraceného U, sto spiralou, tisic lotosovynitkm, deset tisic vzignym prstem,
sto tisic rybou a milion figurodloveka. Jednotliv&isla se znazéovala pomoci

vhodného seskupovéargichto symbail, viz obr. 2.
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Obrazek 2: Priklady jednoduchych¢isel

i
~in || 595
AN AR

Paradi, ve kterém se znaky zapisuji, neiledité, protoze symboly pro
jednicku, desitku, stovku atd. jsou odliSné. Obvyklé wédani bylo vSak zprava
do leva, tak jak seetly hieroglyfy. U zapiswisel vSak toto pravidlo nebylo
striktn¢ dodrzovano, takze s&stocisla zapisovala i namebngjSim zpisobem

zleva doprava, viz obr. 3.

Obrazek 3: Zapis¢éisel v patadi zleva doprava
nnnnill $S$ﬁ N
75: nnn |l 623: | 1]
Praktickou ukazkou j&iselny zapis na chramové zdi v Egypt

Obrazek 4: Zapiséisla na chramové zdi v Egypt

Je Zejmé, Ze &tani v hieroglyfickém zapise je snadné. Jednaoté o
soustavu o zakladu deset, kterd ovSem na rozdiaddznamé desitkové soustavy
neni pozini. Sitani je mozné tedy provést prostyméteaim jednotlivych

symbofli a nahrazenim deseti stejnych synit®imbolem dad vyssim.
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Egyprané ngli vyvinuty i zpisob zépisu zlomk ve forme 1/n, kde n je
piirozené ¢islo. Z @ikladi na obr. 5 je patrné, Ze se k z4pisu pouzivalo

specialniho symbolu ,ust“, ktery znamenal, Ze siageocast.

Obrazek 5: Zapis zlomki v hieroglyfickém systému

<= || <= |
TR e

1/3 1/5 14249

Podoba hieroglyf pro zapitisel se po dobu trvani egyptskeé civilizace (cca
2000 let) mirg menila.

DalSiciselny systém, ktery pouZzivali Egigné v dobach po objevu papyru,
byl hieratickyciselny systém. Tento systém vyuZival vice synlpob zapistisel
(symboly procisla 100, 200, 300, ..., 1000, 2000, 3000, ...). Bglytnutné znat
vice znaki, ale zapis byl oproti vySe zn#éimemu hieroglyfickému zapisu
kompaktrgjSi. Nagiklad ¢islo 9999 vyZzadovalo pouze 4 hieratické symbolytpr
36 hieroglyfickym.

Obrazek 6: Hieratické egyptské symboly
o Ao Bl
b4 f] 0 B %
o B3
40 7" a00 %P |la000 P¥
]
60 St || 600 _,', soo0 I
o Bl 4

50 map |[500 g2 |[B000 SR
50 ?, 900 ’3 goooa

[ o]

/‘u.;l\l‘-i V| &
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Co vSak oba tyto systémy spojuje a je charaktekistipro egyptskou
pocetni soustavu, je to, Ze nebyla podia pro svj zapis tedy nevyzadovala nulu.

Nulu Egygané neznali.

Babylon

NejstarSi sumerska soustava uzivana ¢bwkolo roku 3000 f&d Kristem
byla slozigjSi nez egyptska a zda se, Ze sé& mizvinuly nezavisle. Poz{ si
jejich sumerskou verziigpusobili BabylGané a tak jsou tyto dvcivilizace

obvykle povazované za odliSné etapy jediného kwoihar vyvoje.

Patetni soustava raného Sumeru uzivala zakladu desetagnamenavani
cisel, ale zavedla téz Sedesatku jako dalSi zaktasloi Sumerovée #li slova pro
veli¢iny 1, 60, 60 x 60, 60 x 60 x 60, ....dMtaké slova praisla 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9 a 10 a rowt pro nasobky deseti az do Sedeséti. Takovétsalyy zapisovani
¢isel nely stejnou nevyhodu jako egyptské hieroglyfy. Jseelmi pracné
v uzivani, jakmile chceme prov&@dvypccty, které zahrnuji nasobesi déleni.
Stejre jako u egyptské getni soustavy rany sumersky zapisel nevyzadoval

nulu.

Pavodni, takzvané ilkvkové znaky, byly po zavedeni klinového rydla,
které mohlo vytvéet ostré&ary, nahrazeny novymi klinovymi tvary. UZivany byly
pouze dva zakladni znaky, vertikalni klin oaméci ,jedna“ a Spice f@dstavujici

,deset”.

Y - jedna

( - deset

Babylonska civilizace igvzala zjisob znéeni a penenila stary sumersky
systém na systém pd@ni, kde misto naSi desitky byla pouzivana Sedesa#o
vyznamny krok se odehral okolo roku 200fkeg Kristem. V pozini soustay
zavisi hodnota symbolu na jeho umiigt To dovoli uZivat menSiho ¢to

symbohl, protoZe stejny symbol bude symbolizovat fiangch pozicich iznou

15



hodnotu. Pozini systém byl vyuZivan ipvaZz® matematiky a astronomy.
Babylonska soustava v sbhahrnovala jak pogni tak i aditivni systém, protoze
pro stanoveni pau jednotlivych mocnin 60 pouzivala dale aditivpiigob.Cislo

69 mohlo byt zapsano klasickym aditivnimigpbem

G o

nebo pozinim zpisobem, kde jedtka ozn@ovala p@éet vysSihaadu, tj. 60

T¥¥¥ =1x60+9=69
1 9

Tento systém poeniho zapisu rél velkou nevyhodu v nejednozéreosti.

Zapis

mohl znamenat 61=1x60+1
YY nebo 3601=1x60x60+1
nebo i jina ¥Sicisla.

Babylonsti pisa feSili tento problém nechanim prazdného prostortgomis
chykgjiciho nasobku 60.

Y =1x60+1=61

Y Y -1xe0x60+1=3601

Je vidkt, Ze zfiisob psani mohl vést k mnoha oifnyl a spravna interpretace

zavisela gkdy i na odhaduigdpokladané velikostiisla, se kterym se pracovalo

viv s

zapis mezer rfeSi problém v fipadct chykgjicich poslednichiadi.

16



Y = 60
Y =3600

Pri astronomickych vypttech Babyléani Slo WtSinou ze zadani ulohy
uréit ¥ad cisla a provést tak spravny vyfmt. Zapis byl ovSem pouzivan také
babylonskymi obchodniky. Zde byl ale veliky rozdila se obchodnik zavazal
dodat za danou cenu 60 nebo 3 6a9 psenice. Pod tlakem obchodhikavedli
babylonsti pisa poprvé symbol, ktery reprezentuje nasi nulu (fozi 1 500 let
se Babyl#ané obesli bez symbolu pro nulu. Teprve ve 4. gtpted Kristem se
v babylonskych zapiscich objevuje symbol pro nifzhledem k tomu, Ze se
jedna o zapisy, které reprodukuji starSi textysdgtedpokladat, ze symbol pro

nulu vznikl o rEco dfive.

Jak tedy prvni nula vypadala? Separéator, kteryrdlaprdzdné misto ve
vyjadreni ¢isla, nel tvar dvou Sikmych klii. Na obrazku 7 je tedy zobrazena

pravdEpodobrg prvni nula v historii lidstva.

Obrazek 7: Prvni nula v historii lidstva

g

S

Pred zavedenim ,nuly* mohl zapi¥ ¥  znameriahébo 3 601 (pozn. u
dvojky byly kliny spojenéYY ). Jakmile seaka pouZivat nula, zapis znamenal

61.Cislo 3601 se zapsalo totiz

YéY =1x60x 60 + 0 x 60+ 3601

Babylonsk& nula {sobila podob# jako nula, kterou zndme. Zrodila se,
podobré jako pozéni zéapis, jako zfsob zkraceni pouzivany babylonskymi
matematiky. Rozsahle byla pouzivana babylonskyntioasmy. Nekdy byva
mylné uvadno, Ze Babyldéané nepouzivali nulu na&tku a na konatisla. Toto
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plati pouze pro babylonské matematiky. Astronomb&&¥ pouZivali nulu na
zatatku a konckisla (a samazejme uprosted). Nula na konci #ia stejny smysl,
jako méa nasSe nula. V babylonském zéapise rozhodmagksnost zmimou vyse,

tj. rozdil mezi 1 a 60.

Y @ =1x60+0 =60

Nula na zaatkucisla znamenala zlomek se jmenovatelem zapsanymijaabky

mocnin 60.

@\ Y =0
é @ {{ =20/3600

Od babylonskych matematilisme soustavu se zakladem @&vzali pro
zapis uhli. Neni tZkeé vidit, Ze vySe uvedenasla v gipact uhli znamenaji 1

obloukova minuta, resp. 20 obloukovychtirie

Babylonsk& nula neni dgirtotoZn& s nulou, jakou zname v &asné dob.
Babylonska nula reprezentovala pouze ¢gnaprazdného mista v zapisisel.
Samotnd se nikde neobjevovala a nebyla Zzadnymsobem spojovana
s vyznamem ,nic“. Nula byla chapana pouze jakonfaini znak, nikoli jako
Cislice a nepedstavovala Zadnéislo, nendla Zadnou hodnotu. Nikdy nebyla
pouZita pro vysledek operace 4 — 4 nebo ve smysti.,

Toto je vyvrcholeni babylonského vyvoje. Prvni syiitka reprezentace
nuly v lidskeé kultde.
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Mayové

DalSi kulturou, kter4 pouzivala pomi systém pro zapigisel, byla
podivuhodna a mnoha zahadamiegena Mayska civilizace. Mayska civilizace
se rozprostirala na Uzemi dnesniho Mexika, Bel#endurasu a Guatemaly a
trvala zhruba po obdobi 500 — 925 let po Kristu.

Z4apis ¢isel byl podobny zapisu Babylonskému. Jenom misidadu 60
byla mayska soustava zaloZenatisde 20. V zavislosti na¢élu zapisu pouzivali
Mayové dva typyislic. Pro vizualni a ozdobné napisy byl pouzivinzigjsi a
obliceji. Tyto oblieje byly rékterymi ,zahadology“ povazovany za aldje

mimozemsani. Na obrazku 8 jsou zobrazeéiglice od 0 do 19.

Obrazek 8: Mayskeé glyfické¢islice

—e =y 578N
) Ly |
®r
O 2=

15 16

Zdroj: Seife, 2005

Jednodussi varianta, ktera byla pouzivatia ppaktickych vypdtech a
obycejnych zapisech, pouzivala pro zapis kombinatekt@acarek. Kazda tka
znamenala ,jednu” a kaZzad@rka znamenala gb*. Prvnich devatenadislic bylo
vytvoieno z téek acarek prostym aditivnim Zigobem, ktery patenvznikl ze

systému poitani na prstech rukou a nohou.ckea (ntkdy malé koléko) byla
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pouzivana pro zreni ,jedné" ve starSich dobach vSude veée&ti Americe.
Souvislost je davana s uzivanim kakaového zrnajgkaotky nény. Na obrazku

9 jsou zobrazenyislice od nuly do 20 pomoci tohoto zapisu.

Obrazek 9: Mayskédislice

® ® ® 900 0000 =mmm
1 2 3 4 5
i B Boe gess
6 7 8 10 D
s B " BEs SV = 0
1 12 13 14 15
Aumm@

16 17 18 19 20

Pro zapistisel wtSich nez 20 byl pouzivan poémi zpisob zapisu, kde se
symboly fadily do sloupce. NejnizSfadek pedstavoval péet jednotek, dalSi
pocet dvacitek, dale se systém trochu ,porouchal”,zkdglSitadek misto dalSi
mocniny dvaceti 2D= 400 predstavoval nasobeksla 360. Déle se systém vratil
do spravnych koleji, kdyZz dal&dky znamenaly nasobkysel 7 200 (360 x 20)
potom 144 000 (360 x 20 x 20) a datédky byly vzdy nasobky dvaceti. Na
obrazku 10 je pklad zapiswisla 31 781 148

Obrazek 10: ¢islo 31 781 148 zapsané v mayské soudtav

. } 11 (20-1820-20-20%
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Nula v mayském zsobu zapisu iedstavovala symbol znamenajici, Ze
uréity fad neni Wisle gitomen. Jednalo se o poézi nulu. Zajimavosti je, Ze
Mayové neli pro nulu vice symbdl. Nékteré symboly pro nulu v glyfickém

zapise jsou ukazany na obrazku 11.

Obrazek 11: Mayské nuly v glyfickém zapise

«\a
g&%ma@g

Zdroj: Barrow, 2005

Nula v zapis&isel pomoci t&ek acarek byla zobrazena pomoci symbolu jakési
Skebleci lastury mdskych Zivaicha.

Obrazek 12: Mayské nuly v klasickém zapise

znaky predstavujici lastury?

S o e e D
> > B @ > O® ® @
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znaky predstavuijici ulity? jiny tvar

oW e 4

Zdroj: Barrow, 2005

Mayové pouzivali nulu &nr¢ i na koncifad symbal. Zvlastni krok na
druhé arovni, kde se misto ,spravnéhiisla 400, které odpovida zakladu 20 (400
= 207) objevujecislo 360, ma za nasledek, Ze se symbol nula v néaystapise
liSi od naSeho v jednéikkzité wci. KdyZz v nasi desitkové soustagiidame za
¢islo ¢islici nula, dostanemeislo, které je nasobkem deséfsla pivodniho.
Obecr to plati v soustav o libovolném zakladu, tj. fanim nuly ¢islo
vynasobime zakladem. Nasobeni deseti diky tomii gaiperacim, které bez

vétSich problému zvladaji Zaci na prvnim stupni zdkiaskoly.

124 x 10 =1 240
423 x 10 =4 23Q
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Mayska soustava vzhledem ke & kroku na druhé drovni tuto uZéeou
vlastnost postrada, coztippraktickych vypdtech komplikovalo vypéetni
postupy. Co vedlo Maye k tomuto zvlastnimu krokw@&vBépodobnym dvodem
bylo to, Ze Mayové povazovali za priorittdsové zaznamy. Pro zaznamenavani
¢asu vyvinuli propracovany systérfi kalend#i, kde byla dlezita perioda 360

dnd, nazyvandun.

Podobr jako babylonska nula, byla mayska nula nulou @uziTake
nebyla pednmétem matematickych operaci. Na rozdil od babylonsuly meéla
mayska je&t jednu funkci a to funkci estetickoasto byvala ,nadbyt@ms"
dokreslovana do piktograinzaznamenavajiciciasové Udaje. Bez obrazku pro
nulu by piktogram pro datum &h prazdné misto a gsobil by neesteticky.
Propracované symboly pro nulu viiplaly mezery a vytu@ly dramatickeé
zpodobrni data, jeZz vyzdvihovalo mysticky vyznaftiisel, ktera s nim byla

spojena.

Indie

Treti civilizaci, ktera znala a pouzivala nulu, bgigilizace rozkladajici se
v oblasti adoli Indu. Vzhledem k tomu, Ze babylansknayska civilizace zanikly,
aniz by pedaly své vynalezy nulového symbolu dalSim nasletkdm, je
kolébkou nasSi nuly pr&vindie. Od této civilizace pochazi rani nas zjsob
zapisovanicisel, ktery je nyni univerzatnpouzivan. Zapigislic byl v Indii a
blizkych oblastech jihovychodni Asi@znorody a prochazel svym vyvojem. Rané
indické symboly praislice 1 az 9 z doby 4. stoleti n. I. jsou ukdzaayobrazku
13.

Obrazek 13: Indické &islice z obdobi kolem 4. stoleti

T 12134 5|6 |7 |69
e I I S I R T L B
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Indicka soustava se stala poydise zakladem 1@ijli soustavou desitkovou,
v Sestém stoleti naSeho letdopo Pouzivalaiznych znakl pro ¢isla 1 az 9 a
asporné pozni notace pro &sSi ¢isla. Nejstarsi znamy pisemny doklad uzivani
této soustavy je zroku 595 naSeho letdpona nédéné nahrobni desce ze
Sankhedy. Jednim z po#th vedouci k zavedeni p&@rni soustavy byly studie
indickych astronorin, ktefi byli ovlivnéni starSimi babylonskymi zdznamy a

zpasoby zapisu.

Po zavedeni poaniho systému zapistisel bylo samazjmé, Ze zavedeni
symbolu pro nulu je pouze otazkaasu. NejstarSim tfkladem jeho uZiti je
indickd nula zroku 458 naSeho letépg kterd se objevuje v dochovaném
dzinistickém spise o kosmologii. Existuji rtgpé doklady, Ze nula byla jiz
uzivana 200 letied Kristem. Prvotnim symbolem pro nulu byla prgpabtiobré
tecka. Ta byla pozgi nahrazena okrouhlym symbolem ,0“, ktery se réik$ina
vychod doCiny. Indicka desitkova soustava byla analogii #é&#Iné soustavy,
kde kazdyrad je ndsobkem deséfidu edchazejiciho. Neobjevuje se zde zadna
nepravidelnost, jak tomu bylo nidklad u Mayi. Nula byla pouzivana jako
symbolu ozné&ujiciho nepitomnost utitéhoiadu (desitek, stovek, tisic...). Fi
této pravidelnosti mohla byt nula pouZita, jak ji¥lo zmirtno u mayskeé
civilizace, jako operatoru, kdy dodanim nuly na é&oribovolnéhocisla bylo
provedeno nasobeni deseti. Barrow (2005, str. Aftjie sanskrtskou basend
Biharilaly, kde autor vyjailije obdiv ke krasné zénim, Ze mluvi o t&ce na jejim

éele v matematickém duchu.

»Bod uprosted jejihocela

Nasobi jeji krasu desetkréat,

prave tak, jak bod nula [sunja — bindu]
nasobi kazdéislo desetkrat®

PrestoZe indicka nula byla poprvé zavedena k gemiachykjiciho ¢isla
podobré jako u Babyléani a Maya, ziskala zasluhou indickych matematik
postaveni samostatnéhodisla. Na rozdil od jinych vynalezcji indicti
matematikové uznali za vysledek ¢thnicisla od sebe samého. Roku 628 naseho

letopcitu ji indicky astronom a matematik Brahmagupta ¢imtpisobem

23



definoval. Brahmagupta vyjét algebraickd pravidla pro ¢gani, oditani,
nasobeni a d@eni s nulou. Ve své nejznéwjsi knize Brahmasphutasiddhanta
v kapitole 18. zavadi pravidla pro zachazeni srigfad cisly, zapornymicisly a

nulou. Nize uvadime pravidla, kde Brahmagupta geasuulou.

» Souet nuly a zapornéhdsla jecislo zaporné
* Souet nuly a kladnéheisla jecislo kladné
e Souet nuly s nulou je nula

* Souet kladného a zapornélitsla je jejich rozdil, pokud se rovnaji,
je soket nula

» Souin nuly s kladnym nebo z4pornyslem je nula
e Souin nuly s nulou je nula

* Nula c&lenad zapornym nebo kladnytiislem je bd nula, nebo je
vyjadiena zlomkem sitatelem nula a kor@ou hodnotou ve
jmenovatel

* Kladné nebo zapornéislo ctlené nulou je zlomek s nulou ve
jmenovateli

Nula ctlena nulou je nula

Pravidla tykajici se s@tu a sodinu, ve kterych se objevuje nula, jsou
pravidla, se kterymi se seznamuje v&mneé dob zak zakladni Skoly. Co se tyka
déleni (posledni it pravidla), zde Brahmagupta naradzi na problémywniPr
pravidlo pro dleni s nulou Witateli, tj. v prepisu0/a =0 pro a kladné i zaporné,
je v paadku. Neni jmé, co myslel Brahmagupta druhym pravidlem, které
Vv piepisu zni: “a deno nulou se rovna a/0“. Wetiho pravidla jiz Brahmagupta

chybuje, kdyz definuje

Brahmaguptova chybna definicelehi nuly nulou

olo
I
o

Brahmaguptova prace byla prvni knihou, kde se suinabchazi ve smyslu
dnesniho pouzivani a kde se poprvé definuji maiekgat/lastnosti nuly (vliv
nuly pri nasobeni, &tani, oditani a dleni). Jak bylo zmigno, v cleni nulou

Brahmagupta chyboval.

24



DalSi prace indickych matemailiknavazovaly na Brahmaguptu a byly
jakymsi ,updatem‘BrahmasphutasiddhantZa zminku stoji minimathdalSi d¥
vyznamné matematické knihy. Prvni z niGlanita Sara Samgrahaapsal v roce
830, tedy téer& 200 let po Brahmaguptovi, indicky matematik Mahavi
Mahavira v ni spravhuvadi:,... c¢islo vynasobené nulou je nulaceslo zistava
neznéneno, kdyZz od ¢ odetteme nulu.* Zde ovSem pouze igbira
Brahmaguptovy poznatky. ¥asti, kde se pokousSi Brahmaguptu opravit, asti
0 ckleni nulou, ale také chybuje, kdyZ pis€islo zistava nez@neno, pokud ho

délime nulou“. Tedy

ol
I
>

Jak je vidt, ani po d¥ st letech nebylo v &eni nulou moc jasno.

Druha kniha, napsana matematikem Bhaskarou (111485 n. 1.) 500 let
po Brahmaguptovi, se také pokouSi definovéteni nulou. Bhaskara piSe:
.MnoZstvi dllené nulou je zlomek, jehoZz jmenovatel je nula.tdefomek ma
nekonénou hodnotu. Ta se nezni, ani kdyZz se k ni mnohaigia nebo odebere,
stejre jako se ne¢ge zZadna zwna nekonénému a nednnému Bohu v deb
destrukci a vzniku novyches®’. Okolo roku 1150 n. |. definuje Bhaskardeahi

nulou:

Il
3

ol

Takto je @&leni nulou¢asto nesprawnchapano i dnes.

Jak je viaét, Zadny indicky matematik nedadpk zawru, Ze nulou dlit
nelze. Bhaskara ale napsprave ve své praci uvadi dalSi operace s nulou jako

nag.

0°=0,

Jo=0

! Pro jednoduchost je pouzit symbolpro nekonéno. Tento symbol byl zaveden aZ v roce 1655
anglickym matematikem Johnem Wallisem
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Z4apis indickychg¢islic se postuph vyvijel. Indické ¢islice, jiz vzdalen
pifipominajici naSecislice, z doby kolem jedenactého stoleti i s nulgggu

ukazany na obrazku 14.

Obrazek 14: Indické &islice s nulou z obdobi kolem 11. stoleti

T 2134 |56 | 78|20

1/2(3|8|4 €9 =|e]o

V Indii nabyla nula té podoby, kterou pouzivame wtbsNa rozdil od

babylonské a mayské nuly, ktera znamenala pouhé&eain prazdného mista
v fadt symbotli zobrazujicicktislo a ktera nikdy nestala samostatimdicka nula
je brana jako samostatny symbol, kterému jéfapen vyznam ,ieho”,
.prazdnoty” apod. Je povazovana za samostéig®, které se iive Eastnit

pocetnich operaci a kteréue byt i vysledek&chto operaci.

Nula v Evropé

,Nase* nula je potomkem indické nuly. Zadny zéapadienec nulu
nezavedl. Vyznamné evropské civilizaddrgané,Rekové) nepouzivaly podii
zapis cisel a nulu tedy nepi@bovaly. Naopak zapadni civilizace se nule,
prazdnot, silné branila. Nula odporovala tehdyijimanému pohledu na &
Cesta nuly z vychodu na zapad nebyla nijak jedniodlu®rostednikem, pes
kterého se indicka nula dostala na zapad, bylaskéabivilizace a jeji rozvijejici

se nabozensk&eani — islam.

Deset let po smrti zakladatele islamu MohamedaiZ kdoSlo v roce 632,
obsadili jeho pivrzenci Egypt, Syrii, Mezopotamii a Persii. Dobglaté nisto
Zidt a keg’ani Jeruzalém. Do roku 700 sahal vliv islamu na vyehai kiece
Indu a na zapaddosahoval po Alzirsko. V roce 711 pak muslimovéautili
Sparglsko a postoupili aZ do jizni Francie. Na vychgmbrazili roku 751inskou

armadu. Cestou doiny dobyli Arabové takéast Indie a fitom se doz¥déli i o
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indickych ¢islicich. Arabové nesli vyvinutou vlastni soustavdislic. Dokonce i
v matematickych pracich vypisovatisla slovy a doprovazeli je paralelnimi
vypocty v jinych soustavach, napviecké. Toto pouzivani slov anebeckych
pismen procisla pgetrvavalo do desatého stoleti, kdy s&aha rozvijet dva
soubory arabskychislic ,zapadni“ a ,vychodni“. Obsoustavy fevzaly indické
symboly procislice 1 az 9. Zajimavé je, Ze gakého divodu nebyl zp&atku
pievzat symbol pro nulu. Vzhledem k p&zimu zapisitisel v €chto soustavach,
bylo nutné chydjici nulu nahradit. Mla-li ¢islice znamenat get desitek,
umigtovala se nad ni tka. Cislice oznaujici poset stovek se oziavala déma
teckami atd. Takzeislo Sest set osmdesat sedm, které zapisujeme6pikose

v raném arabském systému zapisovalo jako
687 =687
dale napiklad

14 =104
14 =14C

Pozdji vychodni Arabové zavedli maly krouzek pro nulosymbol a ztotoZnili

tak svoji notaci s notaci indickou.

Cesta arabskycHislic a nuly na zapad do Evropy nebyla jednoducha.
Evropa v té dob prozivala nejtem¥jSi stedowk a €Zkopadr pccitala pomoci
fimskych ¢islic. Jadrem zapadni filozofie bylo Pythagorov@eni, které
piipisovalofidici roli ve vesmiru po#ram ¢&isel a tvaiim. Cislo nebylo chapano
samostat#, ale pouze ve spojeni s geometrickym vyznameisio bylo chapano
jako vzdalenost bag Us€ka o dané velikosti. Séin cisel byl reprezentovan
obdélnikem o dané ploSereli mocnina byla chdpéna jako objem krychle. Nula
v takovémto nahlizeni n&sla nemdla misto. O jaky se jedna obrazec s nulovou,

Zadnou, délkou resp.rkou?

Jest vetSi bariérou pro pronikani nuly bylo Aristotelovdeni, které za své
vzala cirkev. Aristotelova koncepce zdokonalen&aaldrijskym astronomem
Ptolemaiem se stala vedouci filozoffek’anské cirkve a tim i celého zpadniho
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swta. Aristoteles zatracoval nulu i nekéne. Ve vesmiru neexistuje prazdnota
ani nekoneéno. Matematici podle Aristotela nepebuji nulu ani nekorimo. Na
odmitnuti prazdnoty a nekotre byl zalozen i Aristotél/ dikaz existence Boha,

ktery za swuj prevzala keg’anska cirkev. Nula #ha vskutku mocného néjpele.

Je giznané, Ze hlavni roli v zavedeni arabskych, tj. inglatk ¢islic véetns
nuly do Evropy je fisuzovana vz&anému francouzskému mnichu Gerbertu
z Aurillacu (945 — 1003). Ten se seznamil s arabskédou a matematikou
béhem dlouhého pobytu v tehdy arabském Sisku. V cirkevni hierarchii dosahl
postu nejvysSiho, kdyz byl roku 999 zvolen jakogiaBylvestr Il (pontifikat 999
-1003). Byl bezpochyby jednim z prvnich, ktery s&wop: pokouSel zavést
misto dosavadnichimskych cislic ¢islice arabské. Diky jeho schopnogSit
snadno a rychle pomoci arabského systému v té¢ datanliw obtiznée

matematické ulohy jej po jeho smrti podezirali s s d’ablem.

DalSim vyznamnym popularizdtorem arabské matemailgjich ¢iselné
soustavy byl Leonardo Pisansky, v matematickychzikiuznamy jako Fibonacci.
Pti cestach se svym otcem obchodnikem po arabsidstech Afriky se seznamil
s arabskym z4pisertisel a zfisobem poitani a rychle pochopil jeho nesporné
vyhody oproti stavajicimu systému. Roku 1202 vydahu ,Liber Abaci“ (kniha
0 abaku), v niz tento systém popsal. Poté hidbat jen kratké doby, aby italsti
ucenci, bank& a obchodnici pochopili vyhody arabského systémzazli ho

pouzivat.

Obrazek 15: Fibonacci — pifikopnik v zavadéni nuly v Evropé

28



Mistni vlady v Italii nendly zpatatku pro novy systém velké pochopeni.
Florencie vroce 1299 a Padova vroce 1348 dokarmicdzaly pouZzivani
arabskychgislic. Vedle jiz zmigného rozporu s Aristotelovym, tj. cirkevnim,
ucenim, zde byl i praktickyid/od. A to byla obava z moznych podvodoposud
pouzivany systéniimskych ¢islic nebyl pozini systém a neznal nulu.reel
vynalezem knihtisku byly psany veSkeréetni zaznamy rné¢ a byly nutni
opateni, zabraujici prepisovani a upravovaniédhto zaznarh Nagiklad
korcilo-li ¢islo fimskoug¢islici 1, nag. Xll, zapisovala se jako J, tj. XIJ, aby se
ozn&ilo, Ze ¢islo symbolem napravo kdh BohuZel indicko-arabska soustava
davala takovymto podvadh VétSi prostor. Na rozdil odimské soustavy v ni
pridani ¢islice na konectisla vzdy vytvéi jiné, o fad Wtsi, ¢islo. Viimské
sousta¥ VvetSinou takovéto fypsani vede k nesmysinémiislu. Vedle toho
samotna nula byla lehcegpisovatelna na 6 nebo 9. Tytavddy hrély roli, Ze
zavedeni indicko-arabské soustavy do celé Evropy pges jeji nesporné
piednosti, zdrzelo az do 15. stoleti. MoZna neni dahde pra¥ tehdy skonil
stredowk.

1.2 Nekone&no a jeho historie

Nula ¢ekala na st objev pongrné¢ dlouhou dobu, ale hned po svém
zavedeni z&la hrat velmi vyznamnou roli v matematice a ggizd v dalSich
piirodnich ¥dach. Nekongnem se lidstvo zaobiralo podstatdéle, ovsem bez
vétSi odezvy v matematickych pracich. Nek&me bylo gedngtem zkoumani
pievazrié teolodi a filozofi. Pojem nekon@a patil na jedné straf k zakladni
vybaw lidského mysleni, na druhé sté&apokusy skuténé myslet na nekori@o

vedly a vedouasto pginejmensim k neznepokojeni.

Mnohé civilizace se obavalyripustit nekonéno do svého matematického
systému, podolinjako se vyhybaly zavedeni nuly. Ndgad Zenon odmital
mysSlenku, Ze by se ,nic* mohlo povazovat z&co" a do logické soustavigcke
logiky by se tak mohl zavést n@emny spor. Nekormo melo podobr
negijemné vlastnosti. Nechovalo se jako jitigla. Ripo¢teme-li k nekonénu
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libovolné ¢islo, nekoné&no se nezrni, vysledek bude @b nekonéno. Obdoba
po odeéteni kong€néhocisla od nekonma Zistane opt nekonéno. Nekonéno
bylo spojeno s ,@iim“. Znamy indicky matematik Brahmagupta, kterému

vdécime za definovani matematickych operaci s nulae:pi

8
I

o
Il
8|k olk

Podle své zakladni logické povahy se nekapneozliSuje na dvkategorie:

* Nekon&no potencialni— predstavuje moznost pokiavani utitého
procesu ,aZz do nekowtea“, nagiklad procesu postupného
piiblizovani k réjaké hodnat (limit¢), ¢i moznost neustalého

zvySovani uité veliciny ,nade vSechny meze*.

* Nekone&no aktualni — predstavuje nekoreou velikost witého
skut&ného celku. Toto nekotiro miZe byt objektem dalSich

matematickych manipulaci

Zapadni filozofie byla postavena na Pythagéroveni, podle kterého je
cely vesmiriizen pordry a tvary. Planety se pohybuji po kulovych plodhac
sférach, které se atdji. Na otadzku, co lezi z&mito sférami, zda dalSi a dalSi
sféry (nekon&n¢ mnoho sfér) Aristoteles a jeho nasledovnici odgaNj ze
nemize existovat nekowao sfér, jelikoz nekormo neexistuje. Za sférami je
misto pro toho, ktery sférami @fa Aristoteles pipous€l pouze mozZnost
nekongna potencionalniho. Neko¥r@ aktuélni Aristoteles odmitalfifetim této
filozofie vypadlo nekongno ze zdjmu matematik Muzem, ktery tabu nekotiea
prolomil, byl filozof a matematik Zenon z Eleje. it byl tvircem celérady
logickych Hicek a paradakx Pro nekonéno a jeho vstup do matematiky sehral
vyznamnou roli jeho paradox o Achillovi a Z&lvw tomto paradoxu Zenon
dokazuje, Ze rychlejSi Achilles nedohoni pomal2g@ivu, pokud bude mit Zelva
v patatku zavodu néaskok. Pro nazornyikpad je dobré pracovat cssly.

Predpokladejme, Ze v patku zavodu ma Zelva naskok 1 metru a Achill&si b
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dvakrat rychleji (pro jednoduchost), nez se pohghiglva. Achilles vyrazi a za
sekundu doghne na misto, kde byla Zelva, ta se ovSem za nla dosune o 0,5
m. Achilles za 0,5 sekundy déime na toto misto, ale Zelva bude jiztart metru
dal atd. A Achilles kzi, jak dlouho bude moci, vzdy bude Zelvizeg nim a

Achilles ji nikdy nedohoni.

Obrazek 16: Achilles a zZelva

Krokﬁ
3

Krok 2°

Krok 3

Krok 4

1,75 1,875
Atd., atd. ey

N
frer T

1,8751,9375

Zdroj: Seife, 2005

Vzdalenost, kterou Achilles musi &inout je

1 1.1 1
1+=+=+=+—+

2 4 8 16

Rekové neznali nulu a neuznavali nekéme, takZe si nedokazaligdstavit, Ze by

sowet Bchtocdisel mohl existovat.

Pii praci s nekongnymi paity ¢isel naradZeli matematici na vlastnosti, na
které nebyli u kongnych pata zvykli. Nagiklad @i uréeni sodtu radycisel

1-1+1-1+1-1+1-1+...
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Je mozné chytrym trikem ,dokazat‘, Ze &eu je nula. Radu upravime

uzavorkovanim
(1-1)+(@1-1)+@-1)+@-1)+--=0+0+0+0+---=0.

Jinym trikem ,dok&Zeme", Ze s&et je jednaClenyfady uzavorkujeme takto
1+(-1+1)+(-1+1)+(-1+1)+---=1+0+0+0+-.- =1.

Jinou moznost ,vyp&tu“ sowtu této nekonéné rady ¢isel je nasledujici postup,
kde jsme pismenem S ozilanas hledany satet

S=1-1+1-1+1-1++1-1+---

S=1-(1-1+1-1+1-1+1-1+--)

S=1-S

2S=1
Cili soutet je Y. Vypada to, Ze séet by mohlo byt jakékoliislo. Italsky kigz
Guido Grandi pouzil tétéady jako podfirného argumentu k tvrzeni, Zé&lBmohl
vytvorit vesmir (1) z nieho (0). Na tomto fjikladu je patrné, Zetfpzachazeni
s nekonénem je nutné zachovavat opatrnost. Postupy, kterguii u konénych
poctiu, davaji @i praci s nekongnem zjevi rozporuplné vysledky. iP s¢itani
nekonegné ¢isel mizeme dos§t ke kon€énému vysledku. Bkdy sn&fuje sodet
k nekonénu. Pokud &tame nekon&né mnozstvi nul, izeme dos§t, jak se zda,

k ¢emukoliv. S nekonsmem neundli dlouho matematikové zachazet.
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2 MATEMATIKA

Nula, ¢islo 0, je jedna z nejzaklagigich matematickych konstant. Ma tu
vlastnost, Ze pro kazdéslo a plati.

a+0=0
al0=0

Cislo nula na¢iselné ose odilje zapornacisla od ¢isel kladnych.
Nezastupitelnou roli hrajéislice nula v pozinich ¢iselnych soustavach, kde se
tatocislice pouziva k ozri@ni prazdného mista pro daidéygl. Nagiklad zapis 102

v desitkové soustgdwznamené

102 = jedna stovka + Zadna desitka ¢ ghdnotky

2.1 Elementarni matematika

Prvni seznameni @slem, respcislici, nula probih& v prvnich &nicich
zakladni Skoly, kde se nula objevuje jakislo v zakladnich matematickych
operacich: &tani, oditani, nasobeni,&kni, umodovani a odmagovani. Nula
se zde definuje jako nejmensi nezaporné @slé. Nula neni antislo kladné ani
¢islo zaporné. Nula je sudéslo. Ne zcela jednoztaé je z#azeni nuly mezi
piirozena cisla. Nekdy je nula povaZzovana z&islo pirozené. V nasich

souwasnych debnicich nula neni ¥azena meziifrozenéacisla.
Z&kladni matematické operace s nulou. Pro libovoddnécislo x plati:
Xx+0=x
O+x=x

Xx—-0=x
0-x=-X
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0lx=0

x[M=0

0:x=0 (prox#0)
x :0 = nedefinovao
0*=0 (prox#0)
x°=1 (proxz0)
0°=1

or=1

2.1.1 Je nula sudé&islo?

Pres svoji jednoduchost é#pobuje tato otazka zak zakladni Skoly zrimé
problémy. Otazku lze jednoduSe odpdst pomoci definice sudéhéisla, ktera
fika: ,Sudé ¢islo je celécislo, které je beze zbytkuglitelné dwma“. Tedy

nagiklad

6:2=3 zbytek0O - 6 je sudécislo
7:2=3 zbytekL - 7 nenisudécislo

Takze
0:2=0 zbytek0O - O jesudécislo.

Timto je WtSinou otazka sudosti nulycitelem ukortena. Nkdy je dokonce
pouze oznameno, faila je sudé&fislo. Neni divu, Ze Zaci na otdzku sudosti nuly
davaji nefidka chybnou odpad® (viz prakticky vyzkum). Zakm je mozné
ukazat i dalSi fistupy k ,problému” sudosti nuly, kde je mozZné edmoduseh

ukazat jak ,matematicky jazyk" vznika a jak je mézmatematicky myslet".

Nejjednoduseji se d& sudost nulytizddnit vyuzitim ¢iselné osy. Pokud
zobrazime naiselnou osu celéisla a odliSime suda a licki&sla, je ejmé, Ze se
sttidaji. Pokud k sudémaislu picteme nebo od & odeiteme dvojku, ziskame
opet ¢islo sudé. Obdolkinpokud k lichémuwislu pricteme nebo od & odeteme
dvojku, ziskameislo liché. Pokud neméame zvlastni zajem (a ten neshdeni

duvod z tohoto hezkého pravidla vykatinulu.
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Obrazek 17: Zdivodnéni sudosti nuly pomoci¢iselné osy

-4 -3 -2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
«O0———0—— 00— 0——0——0O0——0O0——0>

Bylo by samorejmé mozné definovat sudéisla tak, aby neobsahovala
nulu. Definice matematickych pojmje wtSinou zaleZitost konvence, ktera se
muze z fznych divodi menit. Napgiklad definice prveisla se zmnila
z ,kladného celéhdisla, které je beze zbytkdliteIné maximald dwma niznymi
prirozenymicisly” na ,kladné celé cislo, které je ditelné beze zbytku prév
dvema riznymi girozenymicisly“. Cislo 1 tak vypadlo z pradsel. Divod byl, Ze
nova definice vyhovuje vice pro matematické teorégkajici se prvoisel. Ri
zmeéné definice sudosti nuly (vylaieni nuly ze sudycRisel) bychom museli
opravovat i dalSi zazitd matematickd pravidla, kéepojem sudosti objevuje.
Jedna se ndpo pravidla tykajici se¢@tani, oditani a nasobeni celyc¢isel

I 7

e Sudé&gislo + sud&islo = sud&islo

7 w7 4

e Lichéc¢islo * lichécislo = sud&islo

s s s v

» Sudé&gislo x celécislo = sud€&islo

Zvolenim vhodnycltisel mizeme ziskat na pravé stéamulu

« 6-6=0
e -3+3=0
« 4x0=0

VySe uvedena pravidla by nebyla platna, pokud bgthwlu nepovazovali za
sudécislo, jak je tomu z neznamychivbdi v (Stewart, 2001), kde je sudélo
charakterizované jako celiselny nasobekisla 2 s vyjimkou nuly, ktera neni ani
suda ani licha. # takové zmén¢ definice bychom museli psat vySe uvedena

pravidla komplikovagji.

* Sudé&islo + sud&islo = sud&islo (nebo nula)

» Lichécislo * lichécislo = sud&islo (nebo nula)
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* Sudé&gislo x nenulové celéislo = sud&islo

| z téchto dhvodi (jasnosti a pehlednosti navazujicich pravidel) jeepmé, Ze je

lepSi povazovat nulu za sudiélo.

Jak jiz bylo zmigno a v praktické&asti bude ukdzano, neni sudost nuly
zakam zakladni Skoly zcela fgima. K podobnym z&wuim doSel nap i
Frobischer (1999). Kemu nmiZe tato neznalost vést, je mozZné ttakukazat na
ne Uplre nepravépodobné Zivotni situaci, kdy v siasné dob silné zne&isténého
ovzdusi velkych aglomeraci neni Uplnou vyjimkou ulage jizdy osobnimi
automobily. Ve ¥tSineé pripadi (P&iz, Londyn, ...) je toto omezeni vazano na
registr&ni znaku vozidla ve smyslu ,v sudé dny mohou vgédo centra vozy,
jejichz registrani znaka korti sudou ¢islici, vliché dny ty vozy, kterych
registra&ni zna&ka korti lichou ¢islici”. Pfi problémech se sudosti nuly se majiteli
automobilu, kterému ka znaka na nulu, mize stat, Zze automobilem ,nebude
moci® jezdit, nebo v horSimifpadt jej tato neznalost fize g@ipravit o zn&ny
financni obnos, ktery bude muset zaplatit ve fénpokuty za neoprawmy vjezd

vozidla (a za nepozornost ve Skole).

2.1.2 Nula faktorial — 0!

Matematicka operace faktorial je operaci velmi glrchou k pochopeni.
Tato operace je&Sinou pouzivanaippraktickych vypétech az v kombinatorice
pii vypoctu tzv. kombinanich¢isel. Nebyva protofedmétem vyuky matematiky
na zakladnich Skolach a anit§inou na prvnim stupni viceletych gymnazite$
svoji jednoduchost Zisobuje vyraz 0! problém i meztiteli, kdy nekteri ucitelé

vyraz faktorial vibec neznaji.
Co znamend vyraz n!? Na niZze uvedenyiéklgdech

31=1[2(3
6!=12BA5 B
ni=1@2BR&ABBE-(n-1)0h pronON
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Je snadné pochopit operaci faktoriédetre jejiho vicisleni. Z gikladi neni ale
zcela ¥ejmé, co znamena, kolik je, nula faktoriati fodhadu“ podle vzoru vySe
uvedenych fikladi zni odpo¥d’ vétSinou nula, nedefinovano a vyijikre jedna.

Jasno vnese rekurzivni definice faktorialu:
ni=(n-1)!Ch pron=1.

Pro n=1 dostavame

=01

o=2
1

0r=1

Pokud by se 0! nerovnalo jedné, bylo by nutné upreskurentni definici
faktorialu. Nekdy se 0! pimo definuje jako rovno jedné.toda pro to, abychom
polozili 0! rovno jedné je vic. Faktorial se iiégad objevuje wadt vyrazi a
vzorai, kde se 0! = 1jedpoklada. Jedna seba o mocninny rozvoj vyrazd.e

Dale n! udava p&et permutaci mnoziny n pruktj. patet zpisohi, jak séadit n
prvki. Prazdnou mnozinu ieme uspiadat jednim zfsobem (ponechat beze

zmeny), tj.
o'=1

Faktoridl se objevuje v definici tzv. kombimmaho cisla (binomického

koeficientu)

ny_ n!
(kJ_—(n—k)!D}(! pro n>k=0

Toto ¢islo udava v kombinatorice, kolika igoby mizeme vybrat k prvka

Z mnoziny n prvi, piicemz nezalezi na padi a zadny prvek neikeme vybrat
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vicekrat. Bi n = Kk, tj. vybirAme n prvk z mnoziny n prvi, existuje pouze jeden
zpasob

Vidime, Ze musi platit 0! = 1. Obdobm binomické ¥ty

(a+b)" = ;[EJ a™ ¥ |

plynou pozadavky

Jednd se totiz o koeficienty u mocnihaald!, které jsou rovny jedné. @pmusi
tedy platit 0! = 1.

2.1.3 Mocnina s nulou v exponentu

Mocnina s nulou v exponentu, je dalSim matematickynazem, ve kterém

Z&ci z&kladnich Skol velndasto chybuiji.

Umoaiovani mizeme ve zjednoduSenéniigiupu chapat jako opakované
nasobeni. Najklad

5° =5BBH5H0H
Mocniny s nulou v zakladu népobi Zakm vétSinou Zadné potize

0°=0DMDMDMOm=0
0"=0
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Je vhodné uvazovat fizné od nuly, protoze zatim nevime, co znamena uitnocn
néco na nultou. Umamvani na nultou neni operace, jejiz vysledek byhmgd
ziejmy. Nekteré @ebnice matematiky pro zakladni Skabsi tuto otazku definici
,Matematici definuji f = 1“ nebo uvedou pouze vysledny vzorecskferé

ucebnice se mocninam s nulou v exponeritec ne¢nuji.

Cemu se tedy rovna® Rétku nasobime d@kou nulakrat. Bude to nula?
Vyraz nema smysl? Mozna, Zeftpna nultou znamena, Zeéthu vlastré
neumodujeme, tj. s ptkou nic nedlame, takze vysledek budétpTato Uvaha se
¢asto u Zak objevuje, protoZe gkteri maji silné spojeni ,0 = nic* a pouzivaji je i
na matematické operace¢lBt néco s nulou je stejné jako nic rndak. Fi feSeni

otazky,cemu se rovna%je mozné vychazet z jiz zndmého
5*=55505
Cemu se rovnas 52

5* 5° = (555 5) {55 5)
54 [53 - 5(4+3)
5*[5° =57

Cemu se rovna’s 5*?

5 5B5BHHGH5

5° " 5B5B5
5_7 et 5(7_4)

54

5_7 - 53

54

Z vySe uvedeného plyne pravidlo pro nadsobenéland mocnin o stejném
zakladu. Nasobime — li mocniny o stejném zaklatkkame vysledek umo&nim
zakladu na saiet exponent. Délime-li mocniny o stejném zakladu, ziskame

vysledek umocEnim zakladu na rozdil exponént
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Nyni jizZ mizeme psat

5_7 = 5(7_7)
57

5_7 - 50
57

Vypocet levé strany nigni problémy a tak je mozné psat
50 =1.

Vzhledem k tomu, Ze gka neni zadné specialgislo, mizeme tento postup

provést s libovolnyngislem a psat obeén

Samozejmé je mozné fi odvozovani postupovat rovnou obécifento postup

nemusi byt ale pro zaky zakladni skoly vzdy nejsnoitelnsjsi.
Ziskali jsme dva vztahy pro umigmvani s nulou
0*=0
x°=1
Nabizi se otazka. Jaky bude vysledé¢k = 0? Bude to nula podle prvniho

vztahu nebo mame pouzit druhy vztah a vysledek hediea? Nebo se jedna o

neuckity vyraz a vysledek neni definovan?
0°=7?

Pii reSeni otazky je vhodné ro#iBiznalosti prdce s mocninami. Co se rozumi

Zapornym exponentem.

5 5BBB0 _ 1

5 5BBBB5HE 5
54
z= 5(4—7) — 5—3
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Obecrt

-n

1

a'=—
an

Co znamena4, pokud je v exponentu zlomek.
51/2 [51/2 = 5(1/2+1/2) - 51 = 5

Cili 52 vynasobeno samo sebou, um&emna druhou, se rovna 5. Neboli
52 = \/g

Podobnou tUvahou Ize dagk
5l = 3{/5 _

Obecrg mazeme psat
al/n — Q/a

Nyni je mozné se vratit k otazce kolik je nula ndtou. Jednoduché Upravy a

Gvahy typu

X=x"=x'xt===1

x | x

&ili pro x = 0 plyne 8 = 1 nebo
OX = 01+X—1 - Ol mx—l = Ol:(DX_l = O

kde se vyuZzilo znalosti, Ze nula krat cokoliv jdana ze které pro x = 0 plyne
0° = 0, vedou na jiz uvedené vztahy. BohuZel obasaby, kterymi se doslo
k ttmto vysledkim, narazi na jinou zaludnost nuly (podréjpw dalSi kapitole) a

to na dleni nulou. Pro x = 0 nabyvaji totiZ vyraz{ m 0* hodnoty 1/0 a nulou,

jak bude ukéazano dale, sditinesmi. Korekt®jSi je nasledujici ivaha
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0*=0

0°=0
01/2:\/6:0

Ol/Sz%zo

Pti zmenSovani exponentu, tj. jeho &ovani nule, #istava vyraz nulovy. Z toho

plyne, Ze 8= 0. Steji korektni je ale bohuZel i nasledujici tvaha

Pii zmenSovani zékladu, tj. jeho &mavani k nule, éstdva vyraz roven jedné.

Z toho plyne, Ze b= 1. Matematicky je mozné zapsat vySe uvedenéyivah

lim0*=0
Xx-0"
limx° =1

X-0

Vidime, Ze funkce f(x,y) =’yje nespojitd v bo#l (x, y) = (0, 0). Blizime-li se

k bodu (0, 0) podél osy x dostavame

U[fg) fOy) =1,
Ale pii piiblizovani z jiné strany, ve sfru osy y (pro x>0) dostaneme
Xltrg f (x,0) =0.
Resenim riZe byt nepostupovat k nule jedno#j\ale najednou, tfesit limitu

lim x*=7?

x-0*
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Aplikaci L"Hospitalova pravidla ziskame vyslednadhotu limity

lim x* =1.

x—0"
Tj. pokud se budemeriplizovat k nule zprava (tj. od kladného &m osy x) bude
se hodnota funkce f(x) =liZit hodnok 1. Pro zaporna x se funkce komplikuje a
piechazi do komplexnich hodnot, napodnota funkce v b&dk = -1/2 bude

tj. ocitame se v oboru komplexnialisel. Uz vySe uvedeny vypet limity je

dobry divod pra@ je mozné, a matematici to tak opravaiag, definovat
0°=1.

Duvodi, prad je vhodné, aby nula na nultou byla jedna, je vitak jiz bylo
zmirgno v kapitole o sudosti nuly, je geba zkoumat veSkeré souvislosti a
piipady, do kterych dana definice zasahne. V naS8pagt se jedna hlavho
binomickou ¥tu (binomicky teorém), ktera se zde jiz objevila

(a+b)" = Z[EJ a™ [b* |

k=0

PoloZime-li b = 0 ai@dpokladadme-Ili & O dostavame

k=0
an_ n [(DO@.”+ n [(Dlmn—1+ n mzmn—z_l__
0 1
n n 0 n
a = (0" [&
0
anzoomn
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Pokud by 8 nebylo rovno jedné, potom by binomicky teorém agppro b
= 0 a bylo by nutné zavétddophujici pravidla, pipadré opravit jeho zapis do
komplikovargjSi a még elegantni podoby. Binomicky teorém povazuje zartila
divod, pr@ je nutné definovat®= 1 nap. Graham (1988), kdyZ pi§® ekteré
ucebnice nechavaji vyraz’ edefinovany, protoze funkcé & ¥ maji rozdilné
limity pro x blizici se nule. To je ale chyba. Musidefinovat%= 1 pro viechna
X, pokud chceme, aby platil binomicky teorém pro& y = 0. Tento teorém je

prilis dilezity, nez abychom ho narusili. Naopak funktie @cela nedlezita.”

Dalsim, hlavé estetickym évodem, pr¢ je vhodné definovat®= 1, je
z&pis mocninnéady

f(x):ga” fx-c)",

Kde predpokladame pro x = c, f(c) %.a@Pokud by & nebylo definovano, nebo
bylo definovano jako rovno nule, bylo by nutdien & z fady vyjmout, coz by

vedlo k mésg elegantnimu zapisu
f(x)=a, +ian fx—-c)".
n=1

Pii praci s mnohdleny se definice % = 1 pro vSechna x uplatni
v kompaktnim zapise. V mnotienu

x* +2x+3

chybi ¢leny obsahujici druhou #eti mocninu. Pokud chceme mndélem zapsat
tak, aby obsahoval postupuSechny mocniny, musime zvolit zapis

x4 +0x3 +0x% +2x + 3x°.

Tento zapis musi platit pro libovolné x, tedy i pre= 0. Odtud plyne podminka
0°=1.
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2.1.4 Déleni nulou

Aritmetické vypd@ty s nulou zpsobuji ¥tSinou Zakm zékladnich kol
netekané problémy. Jednou z operaci, kde Zaciasgji chybuji je cleni nulou.
V praktickécasti jsou prezentovany vysledky tiegaki zakladnich Skol aditeld,
ze kterych je vidt, Zze ges pongrné jednoduchou ,definici* Zaci operacilgni
nulou sprava nerozumi. V tét@asti prace je dan prostor matematickému rozboru

déleni nulou.

Cemu se rovna 6/2, 5/0, 0/0 ? U prvniliikladu tSinou nezavaha ani zak
druhé tidy, 6/2 = 3. Pokud se zeptame ri&@dl, odpo¥d’ zni wtSinou: ,Protoze
dva krat ti je Sest". Zleni je spravé chapano jako obracena operace k operaci
nasobeni. Takto je mozné velmi jednodusSe a podatiopitinalyzovat a Zakn

vyswtlit otazku cleni nulou. B déleni nap.

Hledame tedy takové neznarislo x, pro které plati
0[x=5.

Operace nasobeni nulou je operace jednoducha isaotgipzadné problémy. Je

znamo, Ze jakékolivislo vynasobené nulou je nula
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0x=0 provsechnax (0x).

At zvolimecislo x jakkoliv, vzdy bude vysledek nula. Nikdy néaeme ziskat
pétku, kterou bychom péebovali. Mizemeftici, ze giklad 5/0 neméreSeni.
Priklad je ogt mozné zobecnit a uvazovat mistétky libovolné ¢islo (krong

nuly) a winit zawr, zZe dleni nulou neni definovano.

Co se bude dit, pokud budeitateli nula, tj. giklad

Zde pro jakékoliwislo x bude platit
0[x=0.

Tj. ptiklad 0/0 ma nekorse¢ mnohoreSeni

= neukity vyraz.

olo

Na vySe uvedenychtikladech je vidt smysl pravidla, kterému seiuzaci na

prvnim stupni zakladni Skoly a to
NULOU SE DELIT NESMI!

Nekorektnost &eni nulou je moZzné ukazat na praktickyckikladech.
Napiklad mizeme k dleni pristupovat jako roz&lovani ukitého pd@tu prvki
(citatel) do uteného potu skupin (jmenovatel), tak aby kazda skupina

obsahovala stejny pet prvki.

Pf. ,Mame dvanact banan které chceme spravediivtak aby kazdé dit
mélo stejny pd@et banad, rozclit mezi & déti. Kolik banami dostane kazdé

dité?“ Redeni je jednoduché

Kazdé di¢ dostanetyii banany.
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Pokud v pedchozim pikladu zngénime zadani na nulovy pet banan, tj.
nemame zadné banany a chceme je dldzohezi ti déti. Kolik dostane kazdé

dite?

wlo
"
o

Kazdé di¢ dostane nula banan(zadné banany). Vysledekiegmy a lehce
pochopitelny. Bleni s nulou ve jmenovateli je snadnéct d ném chybuji pouze
minimalrg.

Opét zkusime zranit zadani. Mame app 12 banad, které chceme roztit mezi
déti. Bohuzel Siroko daleko Zadné &iheni. Budeme tedyetit mezi nulu cti.
Kolik banari bude mit kazdé di? Ri analogickém postupu jako v minulych

piikladech ziskdmetgSeni“ vypdtem vyrazu

Jiz ze zadéani jefgjmé, Ze se jedna o nelogickou ulohu. Nikde nedhé&it a

mame odpo&dét, kolik banari toto neexistujici détdostane.

Jest nelogiteji, spise hloup, by zréla tloha, ktera by vedla rfaSeni vyrazu

olo
I
D

Nemam Zadné banany. Nikde neni Zadné& afeSime, kolik bandnmam déat po
spravedlivém 8eni kazdému déti. U obou poslednichifkladi je treba, aby &i
pochopily, Ze je nesmysIné uvazovat, kolik niéemo neexistujici dit Je totiz

mozné, Ze by odp@d’ mohla znit nula (nic).

K déleni je mozZné fistupovat také jako k opakovanémuciéni. Riklad
muze znit: ,Farm& ma dvanactihektarové pole. Kazdy den sklidi Graduti
hektafi. Za kolik dni sklidi farm#&celé pole?*

Reseni opakovanym eianim:
Po prvnim dnu zbyva 12 — 3 =9 hektar
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Po druhém dnu zbyva 12 — 3 — 3 = 6 haktar
Po tetim dnu zbyvd 12 — 3 -3 - 3 = 3 hektary
Poctvrtém dnu zbyvd 12 —3 -3 -3 -3 =0 hektar

Odpowd’: ,Farm& sklidi urodu za 4 dny*
Reseni dlenim: 12:3=4

Znéni prikladu vedouci nadeni nulou, tj. 12 : 0, by bylo: ,Farmana pole o
rozloze 12 hektdr Vzhledem k tomu, Ze se mu nechce pracovat, midstidi den
zadnowast arody (sklidi O hektay. Za kolik dni sklidi farmécelé pole?*

Jak vidime, Uloha vede naldni:

ReSime-li Glohu postupnym oiani, abychom analogii s minulymikladem

ziskali vysledek deni 12 : 0, dostavame

Po prvnim dnu zbyva 12 — 0 = 12 hektar

Po druhém dnu zbyva 12 — 0 -0 = 12 hektar

Po tetim dnu zbyva 12-0-0-0 =12 hektar
Poctvrtém dnu zbyvd 12 -0-0-0 -0 =12 hektar

Je Zejmé, Ze uloha nemé&eSeni. Na tomto ffkladu je mozné ukazat, Ze
vysledkem dleni nulou neni anidkdy zminované nekongo (). Pokud farmé

nebude sklizet, tak ani po nekén&dnech nebude mit drodu ve stodole.

12 .
0" nemasmysl

Ponmer a/b mize mit v gkterych ulohach geometricky vyznam.uké se
jednat napiklad o vyp@et s ploSnymi mirami nebo vypet snérnice Fimky
v analytické geometrii. fiklad zni: ,Obdélnik o ploSe 12 (zidodi Uspornosti

opomijime jednotky) ma jednu stranu rovnou 4. gattlpuha druha strana?”
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Vypocet: 172 =3 — druha strana obdélnika je 3
,Obdélnik o ploSe 0 ma jednu stranu rovnou 2. éal¢puhéa druha strana?“

Vypocet:

N o

=0 — druha strana obdélnika je O

Ne uplré pekny priklad, ale zcela jigtkorektni.
,Obdélnik o ploSe 12 ma jednu stranu rovnou 0.jdakouha druha strana?“

Ze zadani jeiejmé, Ze uloha neni@Seni. Obdélnik o ploSe 12 ni&re mit jednu

stranu nulovou.
12 ,
0" nemasmysl

Elegantni matematicky ataz nemoznosti &it nulou je mozné provést
sporem. MDkaz sporem je typ logickéhoukiazu, kde se prokaze, Zecity
piedpoklad vede k nesmysinému vysledku (ke spokunz se prokaze, Ze

piedpoklad je nepravdivy, a tedy plati jeho negace.

Predpokladejme, Ze iieme dlit nulou, takZe nula se chové jako kazdé jiné

¢islo n, ke kterému existuje multiplikativni inverzni pkve
n [—% =1,
n
TakZe pron =0 plati

OG]i =1.
0

Zvolime dw navzajem iiznagdisla a, b, tj. a#b. Dale vime, Ze jakékolitislo

vynasobené nulou je nula

al0=0
b[D=0,
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A tudiz

al0=bl0.

Vynasobenim obou stran rovnice ,inverznim prvkenmuke,a

(a[ﬂ))%=(b[ﬂ))%.

Pouzitim asociativniho zakona pro nasobeiizeme zninit uzavorkovani

o) oied)

Vyraz v zavorce je vzhledem k vySe uvedenérmadpokladu roven jedné, takze
all=Dbl1,

neboli
a=b,

CozZ je ve sporu stim, Ze je mizné odb. Vzhledem k tomu, Ze vSechny vysSe
provadné operace byly platné, musi byt chybitgdpoklad, Ze existuje vyraz 1/0

— tedy, Ze je mozné&ilit nulou.

VySe uvedené ifklady potvrzuji znamou skuirost, Ze nulou se élit
nesmi. [leni nulou vede k nesmyslinymigledkim a je ho proto nutné

z matematiky vylotit.

2.2 VySSi matematika

2.2.1 Matematicka analyza

Nula a nekonéno je v sodasné dob bé¢Znou sodasti técasti matematiky,

kterd se nazyva matematicka analyza. Matematickéyzen pracuje s takovymi
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pojmy, jako je limita, diferencialni a integralnddet, kde jsou nula a nekoim®

z&kladnimi vychozimi pojmy. Infinitezimalni pet (diferencidlni péet a
integralni pdet) se pevazri v anglosaskych zemich ozwge jako calculus.
Patestny nazev kalkulus se &al po roce 2000 prosazovat teské terminologii

a v tomto vyznamu bude pouZzivan i v této praci.

Jak bylo zmisno v kapitole o historii, nula a nekaim® se zdaly pro
matematiky neuzitaymi prvky, které jeieba trgt, ale jejich uzivani zisobuje
problémy. Zleni nulou vede k nesmysinym vysléak itani nekonéného
mnoZstvi nekonaé malych ¢asti vede tégt k cemukoliv. Rekvapuijici je, ze
sowasné pirodni wdy a potazmo cela sdasna spoknost nemohla existovat, je
zaloZen na &eni nulou a &tani nekoné&ného mnozstvi nul. Kalkulus objevili
nezavisle na sa@bdva \dci. Anglican Isaac Newton a Francouz Gottfried
Wilhelm Leibnitz.

Dva problémy, které matematid¢eSili v 17. stoleti a kde narazeli na
nekonéné malé veléiny, byl problém ukovani ploch a objethnepravidelnych
téles a problém w@ovani tény kiivky. Jednim z prvnich, kie reSili otazku
objemi téles (v tomto pipact vinnych sud) byl Johannes Kepler, autofi t
Keplerovych zakol, kterymi setidi planety obihajici okolo Slunce. Kepler
spaital objem sudu tak, Ze v duchu rozsekal sud namg&ky patet malych
dilka, které potom zase slozil dohromady. GaMetudent Bonaventura Cavalieri
uréoval plochy geometrickych objektak, Ze chapal kazdou plochu, jako plochu
tvofenou nekongnym mnozstvim Usek a kazdy objem vznikal sloZzenim
nekon€éného mnozstvi rovin nulové vysky. Postup jejmy na gikladu vypatu

plochy trojuhelniku, obr. 18.
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Obrazek 18: Vypatet plochy trojuhelniku

CELKEM 24

44 Obsah-12

4+ 4

T : Obsah= i

T 2 \4x4-16 %

T |v. = (S B i | T R T
4 8 2 4 G 8
AX=4 AX=2

4 _l CELKEM 28 B \ Obsah=1/2x8x8=32
74+ S i

45
-4
e
5 Obsah=3
1' Obsah=2
Gl e Obsah=1  Prtii i e
T T L T T 1 T T T T T T T 1
i 2 3 4 5 ¢ 7 8 8
AX=1

Zdroj: Seife, 2005

Plocha trojuhelniku se podle exaktniho vztahu ropoéoviné zakladny
vynasobené vyskou, tj plocha = %28 x 8 = 32. Cavalieri pttal plochu tak, Ze
do trojuhelniku vpisoval malé pravouhelniky. V pimnpiblizenictverec o strad
4, tj. ploSe 16. V druhémiiplizeni byla plocha pfitana jako sotet i obdélniki
o zaklad® 2, tj. plocha je 24. DalSiiiplizeni pomoci obdélntko zaklade 1
plochu pgitad s je& lepSim vysledkem, plocha = 28. DalSim zmenSovanim
zakladny Ax obdélniki, ziskavamec¢im dal lepSi fblizeni ke spravnému

vysledku.
S=Y f(x)mx.

Matematici zavedli ozré@ni proAx priblizujici se nule, kde znak pro sumu pro
piipad nekonéného sottu techto veltin nahradili symbolem integralu a misto

AX piSi dx.

s={ f(x)dx.
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Pomoci pravidel vyp#ia integrah a grechodem na dity integral dosazenim mezi

bylo moZzné spdtat plochu, kterd byla hraténa grafem funkce (x) .

Cavalieriho metoda byla¢iko pochopitelna. Jak iwe dat s&itani
nekoneéného mnozstvi ugek o nulové ploSe dat plochu ka@neu. Res svoji
nepochopitelnost davala metoda spravné vysledkyemdatici nechali problém

nekon€na a nuly filozofim a sami metodu 2ali pouZivat.

K problémim s nekonéné malymi ¢astmi vede i otdzka &eni t&ny ke
kiivce. T&nou se rozumi ifmka, kterd je tak blizkatikce, Ze se ji dotkne
v jednom bod. Problém je moZnéeSit ogt pomoci nekonmé malych veltin.
Pri konstrukci tény ke Kivce v daném baflP je mozné najit v prvnintiplizeni
piimku, kterd nebuderpsreé tecnou, ale bude se ji blizit. Ndikce zvolime blizky
bod k bodu P a&mito dwma body vedeme prvniiplizeni hledané tay. Pokud
se bude druhy bodfiplizovat k bodu P, bude se ¥imka giblizovat hledané

tecné.

Obrazek 19: Hledani t&ny ke k¥ivce

Prvni
priblizeni
Sousedni bod (aproximace)

Druhé
pfiblizeni
e~ VAPTEAmECR)

Tecna
v daném
bodé

Zdroj: Seife, 2005
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Piimka je utena svoji srrnici, tj. sklonem, kter4 popisuje, o kolik se &m
y-ova sotiadnice (svisla vzdalenost) bodu riénce, i zméné x-ové sotiadnice
(vodorovné vzdalenosti). Simice hledané tay na obrazku 19 jéy/Ax. Pokud
se budeme ifblizovat k bodu P, tj. zmenSovatipistky Ay a Ay, dosgjeme
k smérnici hledané tény. Jak je patrné vede hledani plochy éyek vypaitim

s nulou a nekorimem.

plocha ~» [0,
. 0
tecna ~—.
0

Matematici fjed Newtonem a Leibnitzem nedokazali s takovymi xynaracovat,

protoZe vedly k neditym vysledikim.

Newtoniv pristup byl zaloZzen na metddzv. fluxi (diferencidlech) vyrag

které nazyval fluenty. Newt@n pristup je mozné ukazat néladu rovnice
y=x*+x+1.

Fluenty jsou v této rovniciy a x. Newton pedpokladal, Ze sey a x meni
sc¢asem. Rychlost jejich z&ny, tj. diferencialy, oznal y a x. Newtoriv trik
spaiival vtom, Ze veliiny nechal ngnit jenom velice malo. Ve velmi malém

usekucasuo se fluenty zrani na

y > y+oly
X - X+0[X

Pismenoo predstavuje mnozstwiasu, ktery uplynul. V Newton@vpiistupu se

jedna téndt o nulu, ale ne Upth Zkoumanou rovnici je mozné gaseo zapsat
(y+o)=(x+oXx) +(x+oX)+1.
Po roznasobeni

y+oy = x? + 2x[{ox) + (ox)* + x + (0x) +1
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a Upravach
y+0y = (x2 +x+1)+ (0x) {2x +1) + (0x)?,
protoZzey = x* + x+ 1 dostavame
oy = (ox)[{2x +1) + (0x)>.
Nyni prichazi Newtonv ,trik*, kdy? tekl, Ze za fedpokladu, zeox) je velmi
malé, bude vyratox)’ je$t mensi a je mozné ho zanedbat, tj. je mozné psét
oy = (ox)[{2x +1).

Smeérnice hledané tay ke Kivce dané rovnicly = x* + x+ bude

oy _
[0)

2x+1.

Z matematického hlediska byla Newtonova metoda&mhpochybna, ale davala
spravne vysledky.

Kalkulus, ktery spojuje diferenciélni a integrajmcet, jako prvni zkrotil
nulu i nekonéno a stal se matematickou metodou, kterdiieme povazovat za
jeden z nejutSich objewt v matematice, ktery vzhledem ke svému praktickému
jazyk, pomoci kterého komunikujeme i$rpdou. Nikdo nevi pr&y ale pomoci
matematiky je mozné popsat chovani vesmiru v nekogmd vzdalenostech, ale
také chovani jednotlivého atomuti®®da k ndm hovd pomoci rovnic. ¥tSinou
se nejedna o rovnice klasické, se kterymi se seajig@ci na zakladni Skole, ve
kterych je feSenim jedno nebo ¢kolik konkrétnich cisel, ale o rovnice
diferencialni, kdefeSenim je funkce. Newton pomoci svého kalkulu dakaz
sestavit a hlawh reSit diferencialni rovnice popisujici riéddad pohyb planet
kolem Slunce. Pokud je znama siléspbici na planety je mozZné pomoci
Newtonova kalkulu wit drahu planet. Obracénse znalosti drah planet byl

Newton schopen it vztah pro silu, ktera na planetggobi.

Jak bylo zminno, kalkulus pracoval stakovymi vyrazy, kterym se
matematici vzdy vyhybali, se kterymi nedlirpracovat. Jedna se o vyrazy typu
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Olco ag.
0

PrestozZe je objev kalkuluiipisovdn Newtonovi, je iejmé, Ze i W. G. Leibnitz
vyvinul svoji, od Newtona lehce odliSnou, verziaténcidlniho a integralniho
poctu. Z Leibnitzovy prace ievzali nap. matematici jeho Zisob znéeni
diferenciali a derivaci funkce. Leibnitzovu praci zpopulariziovidrancouz
Guillame Francois Antoine de I'HOspital, ktery weésknize vydané v roce 1696
»LAnalyse des infinimen + petits* (Analyza nek@éné malych hodnot) vyuZil,
s jeho souhlasem, i objevy dalSiho vyznamného nmettkenJohanna Bernoulliho.
Zda objev pravidla, které ukazuje jak pracovat gy typu 0/0 byl objevem
I'Hbspitalovym, nebo byl fevzat z objewr Bernoulliho, jak tvrdil sdm Bernoulli,
neni zcela jasné. Pravidlo bylo nazvano po I'H@pit. Toto I'HOspitalovo
pravidlo, se kterym se seznamuje kazdy student matiey na vysoké Skole,
ukazuje zjisob vypd@tu skuténé hodnoty matematické funkce, ktera sblizuje
hodnot 0/0. Pravidlotika, Ze hodnota zlomku tohoto typu je rovna deilivac
Citatele d@lené derivaci jmenovatele. Nédiklad pokud je pdeba zjistit, k jaké

hodnot se iblizuje funkce

F(x) = Sinx(x) ’

Pokud sex blizi nule, stéi spaitat derivaci funkcesin(x), vydlit ji derivaci
funkce x a spditat hodnotu prox = Q Jelikoz derivace funkcsin x( 9e rovna
funkci cos(x) a derivace funkcex je 1, je mozné hodnotu, ke které se vyse

uvedend funkce blizi v bédk = 0, spaitat

cos(0) 1 _

1 1

Po vhodnych apravéch vstupujicich vyirdze I'HOspitalova pravidla pouZzit i na
dalSi vyrazy obsahujici nulu a nekone, které ped I'Hbspitalem nebyly

definované. Jedna se rfdgbad o vyrazy

(0]
—,0° 0" am®.
(00]
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VSechny tyto vyrazy mohou nabyvat jakékoliv hodnowyzavislosti na
vstupujicich funkcich, které Ermto hodnotam vedou. Po I'Hbspitalovigstaly
byt vyrazy 0/0 pro matematiky zahadou a nula sdemeitele matematik stala

pirednetem hodnym dalSiho studia.

Matematici ale nemohli byt zcela spokojeni, paadZz zkroceni netitych
vyrazi obsahujicich nulu a nekaff® bylo zaloZzeno na derivacich, jejichz

definice byla zaloZena rowh na zpracovani vyrazu0/O, které nebylo

z matematického hlediska zcela korektni. Metodabalechybs fungovala a roli
matematik bylo pouze d&steni definice derivace. Této role se zhostil Jean Le
Rond d’Alembert. D’Alembert fiSel jako prvni s myslenkou limity a tim #ggil
matematicky korekih problémy, které zpsobovaly v kalkulu nuly. To co
d’Alembert &inil neformalnimi prosedky a co pozi formaln¢ vyjadili
Francouz Augustin Cauchy,ech Bernard Bolzano adWec Karel Weistrass —

byl zapis sottu, v naSem fipack fady z Achillova zavodu se Zelvou

1 1 1 1
I+=+=-+=+—+..,
2 4 8 16
ve forms
) 1 1 1 1 1
Iml+=+=—+="+—+.. . +—.
n-o 2 4 8 16 2"

Tento na pohled drobny rozdil v zapise uspokdjismy matematicky poZzadavek
na logickou pesnost. Odstranil totiz manipulaci s nekémemalymi veltinami a
nulami. Zavedl kongny ¢astény souet, ktery vznikne po s&eni kon€ného
mnozZstvi prvk. S €mito kon&nymi hodnotami je moZno provédlibovolné
matematické operace jakccitgni, nasobeni, umaovani, d@leni a to bez
problémi s nulami. Teprve po Upravach seidimita, tj. uki se hodnota, ke které
secasté&né souty blizi. Z d’Alembertovy definice jefejmé, Ze limitu m& smysl
uréovat pouze u satii, kde se da sgitat limita cast&énych sodta. Nagiklad u

jiz zmingnétady

1-1+1-1+1-1+1-1+...
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Je Zejmé, Ze limitu nemaCast&né soudty sk&i mezi hodnotami 1 a 0 a
nesngfuji k Zadnému konkrétniméislu. Naopaksdst&né soudty u ,Achillovy”
fady jsou postupn

1;1,5; 1,75; 1,875; 1,9375; ...

A ¢im dal vice seffblizuji k ¢islu 2, tedy k limi¢ tétorady.

V matematice je mozné definovat limitu i jinymizobem. Hlavni &stava
fakt, Ze limity maji pevny matematicky zaklad, dikgmu se stal kalkulus

plnohodnotnym matematickym nastrojem bez analystyna.

2.2.2 Mnoho nul — teorie grup

Nula znama z vyuky matematiky na zakladni Skoledgdinovana jako

takovécislo, které pi pripocteni k jakémukoliv jinémuislu totocislo neznéni
a+0=a.

Da se dokazat, Ze takovislo existuje préa¥jedno, tj. existuje jedna nula. Dale se

daji dokazat dalsi znamé vlastnosti nuly jakoinap
al0=0.

Matematici se &ili s touto nulou pracovat.

Matematika se rozvinula v samostatrigni obor, ktery byl v podstasirsi
nez girodni wdy, kdyZ vyZadovala pouze viii bezespornost. Matematika je
zaloZena pouze nagimych vychozich pravdach, tzv. axiomech, ze ktenfgou
pomoci logickych pravidel odvozeny dalSi matematidionstrukce. Jedinym
pozadavkem je logicka bezespornastoglvozovani. BEkladem niize byt klasicka
geometrie, kterd byla odvozena Euklidem na za&klpgti vychozich axionm
pomoci logickych bezespornych posiuftuklides odvodil z&chto axioni bez
odkazi na praktickou zkuSenost kompletni geometrii. Tqto,svém objeviteli
nazyvana, Euklidova geometrie jgikladem tzv. matematického modelovani.

Uspichy Euklidovy geometrie zavedly styl tbdiovani, kdy jsou pravdy
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vyvozeny aplikaci uitych pravidel ze souboru ¢vidné platnych axioni.

V extrémnich pikladech, jako najklad v dilech holandského filozofa Spinozy,
byly dokonce i filozofické vyroky prezentovany jakefinice, axiomy, teorémy a
dukazy podle Euklidova vzoru. Matematika se v té dekladala z aritmetiky a
Euklidovy geometrie, které korespondovaly se skutm fyzickym seétem.
Aritmetiku vyuZivali obchodnici, astronomové, ....dbeetrii architekti, stavitelé
a geomdi. Ze se matematika stala oborem $ir§im ri@bgni w&dy, vdsci pracem
Carla Friedricha Gausse (1777-1855), Nikolaje lelwakého (1793-1856) a
Janose Bolyaie (1802-1860), Ktenezavisle na s@&b zkonstruovali novou
geometrii  pouhym vynechanim patého Euklidova axionfaxiomu o
rovnokezkach). Objev, Ze mohou existovat logicky bezespa@eometrie odlisSné
od Euklidovy, byl meznikem. Ret tiznych logickych systéi které mohou byt
matematicky popsény, je obséhlejsi, nez &kévalo. Nkteré systémy mohou
mit pro€jSek ve fyzické realt U nekterych nmiZe byt prakticka aplikace teprve
objevena a &které Zistanou pouzeipdmétem zkoumani matemafik Prikladem
muze byt zmidna neeuklidovska geometrie, kterou vzal za zaklaé¢ s
fenomenalni obecné teorii relativity Albert Einstekkolik desitek let po jejim
objeveni. V div¢jSich dobach byla tato teorie pouze néastrojem tetgeh
fyzikt, slouzicim ke zkoumani vesmiru v oblastech silngcavitanich poli.
V sowasnosti by bez této teorie nefungoval ifildpd systém GPS tak, jak jsme

zvykli treba v automobilovych navigacich.

Jedna z tlezitych matematickych struktur tohoto druhu jemguGrupa je
predstavovana mnozinoM prvki, nad kterymi je definovana ditd operaceo.
Prvky mnozinyX mutZzeme oznét nag. X, Yy, z, .... Dvojice X, o) slozena

Z mnoziny a operace nad ni se hazyva grupa, poseos ma tyto vlastnosti:
« Uplnost — da se pouzit na kazdé dva prvky mnoXiny

e Uzawenost — @ pouziti na libovolné prvky mnozinyX bude

vysledkem zase prvekX

» Asociativita — pro prvky X, y, z z mnozirly plati xo (y o z) = (xo

y) o z, kde zavorky ozrtaji jako obvykle psadi operaci
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» [Existence nulového (neutralniho) prvku — mnoZziXaobsahuje
prvek, ktery pi pouziti nezngni hodnotu druhého prvku v operaci.
Tj. pokud tento prvek ozgéme 0 musi pro x X platit Oo x =x a

Xo0=x

» Existence inverznich pnik- mnozinaX obsahuje ke kazdému prvku
X € X prvek k imu opa&ny (-x), pro ktery plati » (-x) = 0, resp.

(-x) 0 x = 0, kde 0 je neutralni prvek.
Pokud k #mto vlastnostemijdame jest vlastnost

» Komutativita — nezalezi na fadi prvia, v jakém prvky do operace

vstupuiji, tj. pro prvky y, x mnozinX plati xoy = yo X,

nazyvaji se tyto grupy grupami komutativnimi nebkét Abelovymi grupami.

Pokud se za prvky mnoziy vezmou cel&isla (...-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...)
a za operacb operace &tani, potom dvojice (N, +) bude grupou a to grupou
Abelovou. Lehce je mozné &iit, Ze tato dvojice splje vSechny pozadavky
kladené na Abelovu grupu. Nulovym (neutralnim) mmvkje naSe znama nula,

protoze pro libovolné cel&slo n plati

n+0=n
O+n=n

Pokud uvazujeme @&p mnozinu celych¢isel N, ale za operaci zvolime
operaci nasobeni, potom dvojice (N). Pozadavky u(plnosti, uzgenosti a
asociativity jsou spkmy, coz je mozné lehce &t na pikladech. Nulovy

(neutralni) prvek je v tomtoifpack 1, protoze pro libovolné cetdslon plati

nil=n
1h=n

Problémy zjisobi pozadavek na existenci inverzniho prvku, kKieryagiklad pro

¢islo 5 prvek 1/5, protoZze
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5G]5:1.

5

Iv 7

Prvek 1/5 ale neni prvkem mnoziny N, protoZze sedm o cel&islo. Pokud
bychom misto mnoziny celyatisel uvazovali mnozinu vSech racionalnidkel,

potom by tato mnoZzina s operaci nasobenilivgrupu.

Operace identity, ktera nechava prvek grupy regm je nulova operace.
V prvnim pgipact je nulovym prvkem obvykla aritmeticka nula. V déwh
piipact neni timto prvkem nula. Nulovou (identickou) opna pripact nasobeni
reprezentujeislo 1. Nula v prvni grupje zcela odliSnd od nuly v druhé geup

V jinych matematickych strukturach je mozné naté8i zcela odliSné ,nuly”.

Rozsfeni matematiky o teorii grup vytkigootenciald nekongné mnozstvi
nul. Je rozdil mezi nulovym symbolem, ktery zavedilicti matematici, aby
ozna&ili prazdné misto wad cislic a nulouci nulovou operaci, ktera je ¥ahto
matematickych strukturach gebna k ozné&ni, Ze nedochazi k zadné &
Rozdilnd povaha nul, které jsou obsazenyanych matematickych strukturach,
je humorg ilustrovana v zabavnémianku Franka Hararyho a Ronalda Reada ,Je
nulovy graf nesmysinym pojmem?“ (Harary, 1973). dlaazku 20 je ukazéan

graf, ktery ma nula vrchéla nula hran.

Obrazek 20: Nulovy graf

Rozdil mezi tradini nulou a jinymi nulovymi matematickymi entitana |
nejvyrazigji ilustrovan zavedenim pojmu mnoziny do matematilgxistuje
vyznamny rozdil meztislem nula a pojmem mnoziny, kterd neobsahuje Zzadné

prvky, tj. nulovéci prazdné mnoziny. Idea nulové mnoziny se ukazatapioo

61



matematiku neoligjné vyznamna. Krok za krokem z nitte byt vytvden cely

zbytek matematiky.

2.2.3 Nulova mnoZzina a jeji role v matematice

Jednim z nejmodjsich nastraj logiky a matematiky se stala idea mnoziny
zavedend britskym matematikem Gergem Boolem (1&88H1 Svou nejslavijsi
praci zroku 1854 ,An Investigation of the Laws ®hought on which are
Founded the Mathematical Theories of Logic and &pdihies” (Vyzkum zaklad
mysleni, na kterych jsou zaloZzeny matematicke ¢édogiky a pravépodobnosti),
zkracert obvykle uvadné jako ,The Laws of Thought* (Zakony mysSleni),
polozil zaklady matematické teorie logiky a pr&wddobnosti. Pro pétby prace
s nekonénymi mnozinami ji vyznamérozvinul Georg Cantor mezi léty 1874 a
1897.

Mnozina je soubor objekt chapany jako celek. Objekty mnoziny se
nazyvaji prvky mnoziny. Mnozina je jednoznd uréena svymi prvky (nezavisi
na jejich pdadi). Rednttem zajmu bude tzv. prdzdna (nulova) mnozina, tj.
mnozina, ktera neobsahuje zadné prvky. Tato mnogeanai symbolem @.
Obecrg se mnoziny znd velkymi pismeny a jeji prvky pismeny malymi. Je-I

prvek a prvkem mnoziny B piSeme
allB.

Prvky mnoziny mohou bygisla, dny v tydnu, pismena atd. MnoZitialic miZze
byt zapsana {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Tatooina obsahuje naijklad
podmnozinu sudychtislic {0, 2, 4, 6, 8}. Z kazdé mnoziny je mozné wottit vetsi
mnozinu jako mnozinu obsahujici vSechny podmnoZpiyodni mnoziny.
Mnoziny mohou obsahovat kotrey paset prvki, jak tomu bylo u vySe uvedenych
mnozin, ale existuji i mnoziny s neka@mym patem prvki, nag. mnozina

piirozenychéisel.

Boole definoval zakladni operace s mnoZinami jaledreoceni mnozin

AOB a pfinik mnozin An B. Prinikem mnoZzin se rozumi mnoZina vSech
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prvkia, které jsou spolmé olEma mnozindm. Pokud nemaji mnoziny zadné
spol&né prvky, jako nap mnozina vSech sudyatisel a mnoZina vSech lichych
¢isel, jedn& se o tzv. disjunktni mnozinyamik disjunktnich mnozin je prazdna
mnoZzina, mnozina bez pritkkTato prazdna neboli nulova mnozina zagsge pro
matematiky to, co pro fyziky zostibje pojem vakua. Je to nejvySSi mozné
priblizeni matematik k nicog.

Jednou z nejuzagjsich schopnosti matematiky je moznost vyero celé

matematiky z absolutni nicoty.

Stanovme, Ze&islo nula, 0, je prdzdna mnoZzina, &, protoZze tatmzina

nema zadné prvky.
0=3a.

Cislo 1 je mozné definovat jako mnozinu, ktera obgahulu
1=1{o},

tj. mnoZinu, ktera obsahuje jeden prvek. ProtoZe jeidefinovana jako prazdna

mnozina je mozné psat
1={a},

tj. ¢islo 1 je mnozina, kter4 obsahuje prazdnou mnojako prvek. Dale je
mozné definovatislo 2 jako mnozinu {0, 1}

2={0, 1} ={g, {g}},
¢islo 3
3={0, 1, 2}={9, {0}, {9, {T}}}.

Obecré se pirozenédislo n definuje jako mnoZina obsahujici nulu a Wéec

piirozené¢isla mensi nez n

n={0,1,2 3,45, ..., n-1}.
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Prepis pomoci prazdnych mnozin vzhledem k typogréfiakegehlednosti
vynechame. Dlezité je zjiS&ni, Ze je mozné vytud vSechna firozenacisla

Z niceho — z mnoziny bez prik

Velice dimyslnym postupem dokazal anglicky matematik Johmvixy
vytvorit z prdzdné mnoziny nejen celésla, racionalni a realnésla, ale i dalSi

dosud nedefinovandsla, ktera nazvalisly surredlnymi, jako nagklad

Voo

Nula ukazuje v matematice svoji vyjidrst. Nula znamena ,nic“, ale da se z ni

vytvorit ,vSechno*.

2.2.4 Nekon&no v matematice

Jak bylo zmiano v kapitole o historii, dlouho tstavalo nekon#o
piednttem zkoumani pouze teolda@ filozofi. Jest v roce 1638 Galileo tvrdil,
Ze terminy ,rovna se“, MSi nez" a ,menSi nez" se nemohou vztahovat na
nekonéné veltiny, protoZe Usika obsahuje nekotisé mnoho bod, takze delSi
usetka musi obsahovat vice nez nekonmebodi, a to je nemozné. DalSi paradox,
ktery Galileo zmiuje, se tykad firozenych ¢isel a jejich druhych mocnin.

Kazdému pirozenémuwislu je mozné jednoziieé prifadit jeho druhou mocninu

1-1
24
349
4 - 16

n o n?

Druhych mocnin je tedyipsré stejré jako pirozenychcisel, gestoze jich je
viditeIné¢ mérg, protozecim dale se dostavame digelné ose, timidéeji se druhé
mocniny vyskytuji. Obdokih jasna je jednoducha korespondence mezi

piirozenymi a kladnymi sudyngiisly (jako nasobek dma).
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1-2
24
3-6
4.8
510

no 2xn

Je ,Zejmé*, Ze pirozenychcisel je stejn jako kladnych sudychliisel. Steji je
prostou Gvahou je&jmé", Zze pirozenychc¢isel musi byt dvakrat vice. Matematici
dlouho neuntli tyto problémyiesit a nejjednodussi bylo je prosidloZit.

Objasrkni nekonéna muselo ptkat az do 19. stoleti, kdy genialni
matematik George Cantor (1845-1918), obr. 21, witeorii, kde vnesl jasno do
problémi nekonéen. Nekonéno se stalo plnohodnotnou sésti matematiky.

Obréazek 21: George Cantor — otec matematického neke¢na

George Cantor navazal na diteského matematika Bernarda Bolzana
(1781-1848), ktery formuloval zakladni poznatkyrteannoZzin a v poslednich
letech svého Zivota se soiestil na zfisob porovnavani ,velikosti“ nekoteych

mnozin.

Jak je mozné porovnavat nekéné mnoziny z hlediska jejich ,velikosti“?
Princip pouzity Cantorem je velmi jednoduchy. Px& #one&né mnoziny plati,
Ze jsou stejy velké (maji tentyZz piet prvki), kdyZz ke kazdému prvkia

mnoziny A Ize pifadit pra¥ jeden prvekb mnoziny B tak, Ze vSechny prvKky
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z mnoziny B jsou pifrazeny. Pokud néfklad chceme zjistit, zda v tatrdm kurzu
je stejny poet dvcat jako chlapgé, neni nutné piitat dtvéata a chlapce, ale gta
pozadat chlapce, aby se zadali. Pokudisiane Zadny volny chlapec, respvée,
muzeme prohlasit, Ze chlapge stejié jako dtv¢at. Totéz plati i pro nekoteée
mnoZziny: pokud ke kazdému prvku z jedné mnoZinypiziadit prav jeden prvek
z druhé mnoziny tak, Ze vSechny prvky z druhé nmpjEou gifrazeny, hoviime
o stejné mohutnosti obou mnozin. Mohutnost mnojgnak jakymsi zobeamim

pojmu velikosti pro nekori@é mnoziny.

Jak jsme vidli u piredchozich fikladi, vede pojem mohutnosti u
nekongénych mnoZzin ke zdanlivému paradoxu. Existuji totiioZiny, které maji
stejnou mohutnost jako jejiatasti, jejich podmnoziny. Jedna se fikjad o vyse
uvedenou mnozinu vSeclfipzenychcisel {1, 2, 3, 4, 5, ...} a jeji podmnozZinu,
mnoZzinu vSech druhych mocniti@zenychcisel {1, 4, 9, 16, 25, ...}. Jak bylo
ukazano, ke kazdémtislu z prvni mnoziny je mozné jednozna prifadit ¢islo

z druhé mnoziny a naopak.

Cantor definoval sp@tné nekongno jako to, které rive byt uvedeno do
vzajemné jednozraé korespondence se souborem vSetibozenych ¢isel.
Spaetné nekonino je tedy takové nekotieo, které ma stejnou mohutnost, jako
mnozina pirozenychéiselN. VSechny sp&etné nekongné mnoziny maji stejnou
velikost v Cantoro¥ smyslu. Pro mohutnost mnoziny Cantor zavedl symbol
.alef’, coz je prvni pismeno hebrejské abeceddy Cantor se domnival, Ze
spaetna nekonga jsou ta nejmensSi nekama, ktera mohou existovat a o#ita

jejich mohutnost indexem nula. Mohutnost &gtoé mnoziny ozri tedy [,,.

Cantor dal mnozitechnicky vyznam a naih matematiky ,p@itat‘ prvky
nekonénych mnozin. U konsych mnozin je mohutnost mnoziny danatem
prvki, které mnozina obsahuje. MnoZinaidntydnu ma nafklad mohutnost 7.
U nekonénych mnozinfekneme, Ze mnozina je sf@n nekoneéna, pokud ma

stejnou mohutnost jako mnoZzina vSeé¢hmgzenychciselN.

Cantor ,paital“ dalSi nekonéné mnoziny, tj. snazil se nalézt korespondenci
s mnozinou firozenych¢isel N. Dokazal nafiklad, Ze mnoZzina celyctisel Z je

rovreéz spa@etr® nekonéna, ti. ma mohutnostl],. Ne zcela #Ejma je
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korespondence mezi mnozinou racionalniidel, tj. zlomk utvorenych a@lenim
jednoho celéhgisla jinym takovyntislem (nap. % nebo ¥2). Cantor dokazal, ze i
racionalnichcisel je spoetns mnoho. MnoZina racionélnickisel @ ma rovréz
mohutnostl,. VSechna nekorea, o nichz diskutovali matematici a filozofové
v davnych dobach, byla spetna nekongna v Cantoro¥ smyslu. Existuji ale
vibec r¢jaka jina? Kandidatem na ¢t8i“ nekon€no byla mnoZzina realnyatisel

R se v8emi racionalnimi, ale i iraciondlnitisly. Cantor po usilovném hledani
objevil dikaz, Ze realnacisla neni mozné Zzadnym igobem dat do
korespondence 1:1 sippzenymicisly — Ze jsou nesgetna. Nekonéno realnych

cisel je ,\WwtSi“ nekonéno nez nekonmo celych nebo racionalnicliisel.

Mohutnost mnoziny realnyatisel se oznauje [1, a plati
0, >0,.

Cisla oznaujici mohutnosti mnozin se nazyvaji kardinatigla. Mizeme
mezi ré zaadit i naSe znamaripozenacisla, ktera oznauji velikost konénych
mnoZzin. Rirozenacisla se dli nékdy nacisla kardinalni, které ukazuji velikost,
mnozstvi a&isla ordinalni, které zobrazuji untist naciselné ose, ukazuji padi.
Znama pirozena kardinalnéisla (nap. 7, 12, atd.) matematikové roiikio cisla

zobrazujici mohutnost nekatrgrch mnozin, aislad,, O, a rozsfili aritmetiku

kardinalnicheisel o dalSi pravidla:

0, +0, =0,,
0, =2,

To, 7e mohutnost mnoZiny R je vyjadfena vyrazem 2" souvisi se
skutecnosti, Ze 2" udava pocet vSech podmnozin mnoziny o n prvcich.

Z téchto pravidel dal plyne
250 X 2'30 e 2(D0+D0) e 2'30'
neboli

0,x0, =0,.
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Tyto pravidla je moZné prelozit do formy: MnoZina, ktera vznikne souctem
dvou spocetnych nekone¢nych mnoZin, je spoCetné nekonec¢nd (pravidlo s +).
Existuje prosté zobrazeni primky na rovinu, neboli mnoZzina bodl pfimky ma
stejnou mohutnost jako mnoZina vSech bodl roviny (pravidlo s x). Prvni
pravidlo neni po zkuSenostech s nekonecny prekvapivé. Zato druhé pravidlo
miiZe vyvolat div. Ze kaZdy bod roviny lze jednozna¢né piiradit bodu na
pirimce dokazal rovnéz Cantor. Nad diikazem stravil pomérné dlouhou dobu,
ale samotnd myslenka neni nikterak komplikovana. Cantoriv dikaz je
uveden napi v (Kaplan, 2010). Rozsifenim Cantorova diikazu do vice

dimenzi, resp. ze vztahu
DlxDl xDl ><...><Dl =D1'

ktery plyne z[O,x[, =0,, je mozné zjistit, ze i bddv trojrozmérném a i
dokonce ve vicerozénném prostoru je ,stefi jako bodi na gimce. Cantor se
dlouho domnival, Ze mnozina hodv rovine bude reprezentovat ¢isi"
nekon€no nez mnozina bddna @imce, tj. ze jeji mohutnost budétsi nezll, .
Misto dlouho hledanéhoullazu Cantor zjistil, Ze jeho intuice byla chybna.
Pouzitim vySSich dimenzi se neziskajisV nekonéna. Cantora dlouho trapila
otdzka, zde tedy existuji ¢t8i“ nekoné€na nez nekori@o odpovidajici redlnym
¢istaim. Odpo¥d’ nalezl v teorii mnozin. Z nekotigé mnoziny je mozné vytvib
jinou, nekonéné vétsSi, kdyZz se vezme v Uvahu mnoZina obsahujici v8ech
mozné podmnoziny mnozinyapodni — jeji tzv. potetni mnozZinu. Je mozné
uvést jednoduchyifklad potegni mnoziny. Vychozi mnozinou bude mnozita t
objekti A={a, b, c}. Potegni mnozina mnoziny A obsahuje nasledujieny:

{0}, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}.

Dohodou se z&leny potedni mnoziny povaZuji i prazdna mnozina a mnozina

puvodni. Mnozina B

B = {{&}, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a , b, c}},

se nazyva poteéni mnozina mnoziny A a ztase
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B = P[A].

Z nekonéné mnoziny typu alef nuld], je mozné vytvéit nekon€né vetsi
mnoZzinu, tj. mnozinu, kterou nelze uvést do vzaémiednoznané
korespondence dipodni mnozinou, jakozto jeji potémi mnozinu P[I,]. DalSi
vétSi nekonéna mnozina se vyt¥djako potekdni mnozina mnoziny PJ,]. A tak

dale. Pro mohutnosté¢hto mnozin je mozné psat (pouzijeme prehpednost

stejné oznéeni pro mnozinu a jeji mohutnost)

0, = P[0,]
0, =P[0,]
:Dn =PO,.]

Podle Cantora existuje nekamg paiet rizn¢ mohutnych nekoréen. [, je
mensi neZl,, které je menSi neZ, atd. Cantor vyslovil tzv. hypotézu kontinua,
ze neexistuje kardinalndislo k takove, zell,< k < [,, neboli neexistuje

mnoZzina, jejiz mohutnost by byl&téi neZ mohutnost mnoZinyipzenychéisel,

ale mensi nez mohutnost mnoziny realnygésel. V roce 1963 matematik Paul
Cohen Pomoci Godelovyety o neuplnosti dokazal, Ze tuto hypotézu nelze ani
dokazat, ani vyvratit. ijeti ani odmitnuti této hypotézy nevede ke spdtahou
existovat nejméhdwvé zcela fizné teorie mnozin, s hypotézou kontinua nebo s jeji

negaci.

Cantorova prace polozila zaklady celého novéha@twilvatematiky: teorie
mnozin. Matematikové mohli pomoci této teorie komstat nejen novéisla, ale
i ¢isla do té doby népdstavitelna jako nekotigo nekoneen. Cantor ote'el cely
novy vesmircisel. Genialni #mecky matematik David Hilbert prohlasjNikdo

nas jiz nevyzene z raje, ktery pro nas Cantor/4tVo
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3 FYZIKA

Matematici zjistili, Ze nula a nekofr® jsou neodditelné a pro
matematiku nepostradatelné ¥elly. Diky pracim |. Newtona, J. G. Leibnitze a
G. Cantora se nula a nekéne staly BZnou sodasti matematiky hodnou dalSiho
zkoumani. Naproti tomu fyzikm pripadaly nula a nekowao pro popis
fyzikalniho s¥ta bezvyznamné. &eni nulou, gitani a porovnavani nekofen se
zdalo byt sotasti matematiky a nikolivifrody. Na konci 19. stoleti to vypadalo,
Ze fyzika je v podstatjiz ukontena ¥da, ktera nema co nového objevovat a
zkoumat. Ve fyzice 19. stoleti byly nula a nek&me opravdu bezvyznamné.
Fyzici s nimi nepdebovali pracovat. Roku 1894 prohlasil slavny expernitalni
odhalena“ a citoval jiného vynikajicih@dce, britského fyzika lorda Kelvina, Ze
zbyva uz jen it jisté konstanty na vice desetinnych mist. V ra®00 Kelvin
prohlasil, Ze se na obzoru vznaSeji pouze ,dvackgta Prvni z nich se tykal
pohybu s¥tla a druhy souvisel s nekatrgy objevujici se v teorii 2é&ni zaliatych
teles. Mezi fyziky gevladal nazor, Ze se jedna jen o drobnosti, ktadob brzy
vyieSeny. Tyto dva mi&y ale ginesly do fyziky bou, ktera zmgisobila nutnost
piepsani fyzikalnich zakdn a zcela rozvratila dosavadni chaparirqaly.
Klasické chapantasu, prostoru a reality, které fungovalo ve fyzikéh zakonech
a odpovidalo &nym zkuSenostem, se nahle zhroutilo jako dmke karet. Do

fyziky vtrhly nula a nekon#no.

Prvni Kelviniv mr&ek piinesl famozni Einsteinovu specialni a obecnou
teorii relativity. Einstein ukazal, Ze Newtonovyedstavycasu a prostoru —
z&kladni kameny klasické fyziky — byly scestné. d#mova obecna teorie
relativity, nova teorie gravitace, spolu s rozvojgrozorovacich technik, dala

podret k rozvoji kosmologie, &dy zabyvajici se otazkami vesmiru.

Jednim z mala, mozn4 jedinym, &t fyziky, ve kterém seddci zaobirali
nekonénem, byla préa¥ kosmologie, ¥da zabyvajici se vesmirem jako celkem.
Kosmologie se &nuje vzniku, vyvoji a dalSimu osudu vesmiru. Povgéaeteno

kosmologie nebyla &Sinou fyziki povazovana zaédecké odvtvi, ale spisSe za
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¢ast filozofie. Otazky vzniku vesmiru jeho k@nesti¢i nekon&nosti byly bez
nové teorie gravitace a moznostiéby teorie pozorovanim opravdu pouhym
filozofovanim. Zrod nové kosmologie zalozil amegickstronom Edwin Hubble,
ktery roku 1924 prokazal, Zze naSe galaxie neni gsmiru jedina. Hubble
vymyslel zpisob jak znstit vzdalenosti a rychlosti galaxii. Prokazal, Zéagee se
od sebe vzdaluji. Vesmir neni staticky. Statickgmee odporoval v podstajak
staré Newtonay, tak nové Einsteinavteorii gravitace. Einstein si byl tohoto
.problému” wdom a zavedl dokonce korgk clen, tzv. kosmologickou
konstantu, ktery by st&tiost vesmiru umdaibval. Skuténost, Ze se galaxie od
sebe vzdaluji a vesmir se rozpina, vedla k&rdvteoriim. Teorii stacionarniho
vesmiru, kterou vytvdli v roce 1948 Fred Hoyle, Herman Bondi a ThomaddG
Podle této teorie se v rozpinajicim vesmiru viitvéova hmota, nové galaxie, a
vesmir bude tudiZ vypadat ve vSech dobach a migigblizné stejré. Druha,
vytvoiena a obhajovana ruskym emigrantem Georgem Gamopiedpokladala,
Ze vesmir vznikl v korimém ¢ase v jednom bad ze kterého se pad rozpina.
Nazev této teorie: ,Velkyiesk” (Big Bang) pochazi paradaxond ,konkurenta*
Freda Hoyla. Mlo se totiz fivodre jednat o hanlivy popis teorie, ktery se ale
brzy ujal. Rozvoj pozorovacich technikinesl zdrcujici podporu teorii velkého
tresku, kterd je od poloviny 60. let 20. stoleti pomwgna za nejlepsi teorii vzniku
vesmiru. Samotny vesmir vznikl tedy v od nulovych rozrarech. V tomto
bodk panovala nekor@a hustota a nekotieé zakiveni ¢asoprostoru. Velky
tresk pedstavuje ryzi fyzikalni absolutni nekéne. K gistupu fyziki

k problému tohoto nekotira se vratime jelStv zawru této kapitoly.
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Obrazek 22: Velky tfesk — nula a nekonéno ve fyzice

Y Singularita

Zdroj: Wikipedie

Z rovnic obecné teorie relativity se zrodil fyZikaobjekt, ktery nedaval
spat teoretickym fyzikm a stal se objektem zajmu spisovatgbpularni i sci-fi
literatury —c¢erna dira. Po pra¥dieceno, mySlenka existence tak masivniho
télesa, Ze unikova rychlost na jeho povrchiesahne rychlost stla a to se tak
stane pro v&Siho pozorovatele neviditelné, se nezrodila az dikecné teorii
relativity. Na gelomu 19. stoleti ifi8li stouto myslenkou nezavisle na &ob
britsky fyzik John Michell a francouzsky matemaik fyzik Pierre Laplace.
Vzhledem k tomu, Ze v té délpieviadala tzv. vinova teorie &la, které neni
ovliviiovadno gravitaci, jednalo se pouze o teoretickouhay&terou nagklad
v pozcjSich pracich Laplace jiz dale nezioval. Michellova-Laplaceovacgerna
dira" (termincerna dira zavedl az v roce 1969 americkgdec John Wheeler)
neobsahovala v sémekon€no a nulu a proSla mimo zajem teoretickych fyzik
Je pozoruhodné, Z&erna dira byla prvnim exaktnifeSenim Einsteinovych
rovnic, které fyzici nalezli. Bmecky fyzik a teoreticky astronom Karl
Schwarzchild (1873 - 1916) nalegSeni rovnic obecné teorie relativity pro
kulovou nerotujici h¥zdu kratce po uvejreni této teorie. RestoZze se jednalo o
prvni feSeni &hto rovnic, bylo asi jednim z poslednich, ktergidy pochopili.
Vede totiz k nekonsu. Obecna teorie relativity totiZzigdpovida, Ze pod tzv.
horizontem udalosti existuje singularita, mistoge k@ zakiveni prostoréasu

nekonéné a gravitani sily nabyvaji nekori@ych hodnot. Podolérjak tomu bylo
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u nuly, fyzici dlouho negfili, Ze by takové objekty mohly ve skdteosti ve
vesmiru existovatCernou diru povaZovali pouze za teoretickou zajirate
pienechali ji autarm sci-fi romari. Astronomové ale zatim &ai shroma#’ovat
ne@ima pozorovani, kteréi@dpovidaly existenaternych @r. Prvnim vaznym,
dnes jiz prokazanym, kandidatem &anou diru, se stala v roce 1971¢ida
v binarnim systému v souézdi Labu€. V roce 2004 bylo objeveno velké
mnozZstvicernych d@r, coz vedlo ke vzniku nové teorie o raegii cernych dr ve
vesmiru. Pro fesnost je nutné zminit, Ze existuji alternativnidedg cernych dr,
které maji vlastnostiernych @r, ale neobsahuiji singularitu. Tyto modely nenasly
u teoretickych fyzik odezvu, protoZe jsou podstatrkomplikovargjSi a
ne@inaseji nové pozorovatelné sktrtesti, nevyhovuji logice tzv. Occamovy
britvy. Je mozné tediici, Ze singularita v centréernych d@r je jednim z prvnich

fyzikélnich nekone&en, které bylo potvrzeno pozorovanim.

Druhy Kelviniv mr&ek ginesl kvantovou teorii. Zcela novougyratnou
teorii mechaniky na atomové a subatomové urovnorii,ektera pracuje s nulou,
s nekoneéné¢ malymi bodovymicasticemi. V poatku této teorie stalo nekatre.
Ne skuteéné fyzikalni nekongno, ale nekonmo, které se objevilofpvypoctech
vyzaované energie absoldtdernym tlesem. Klasicka fyzika pouZzivala do té
doby pro vypdet z&eni absoluté cerného &lesa tzv. Rayleigiv-Jeangv zakon,
podle kterého je energie, kteraleso vyzauje na jednotlivych vinovych délkach,

v~ s

s s

téleso vyzaovalo energii blizici se nekotrau a to bez ohledu na jeho teplotu (tzv.
ultrafialova katastrofa). Nulova vinova délka odfo#vnekonéné energii. Nula a
nekonéno zntily zatim konzistentni systém fyzikalnich zakowyieSeni tohoto
problému se stalo hlavnim Ukolem fyziky. Toto byully mra&ek, o kterém se

zmitioval lord Kelvin.

Problém byl vyeSen roku 1900 émeckym fyzikem Maxem Planckem,
ktery vyslovil hypotézu, Ze energie se nevyskyjal® spojita vellina, ale pouze
v jakychsi nedlitelnych balEcich, které nazval kvanta. Kazdé kvantum
obsahovalo fesré urtené mnoZzstvi energie, tingtgi, ¢im vyssi byla frekvence
vin. Nad utitou hranici by tedy emise jediného kvanta vyZatkwdce energie,

nez ma objekt celkav k dispozici. Z&ni na vysokych frekvencich je tedy
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omezené a tak je zaZzehnana ultrafialova katast©Ofistragnim nekonéna,
nekongné energie, ale vedlo k bizardnimu vniknuti nuly téorie. Kvantova
mechanika fedpoklada, Zze cely vesmir¢etre vakua, je napkn nekonénym

mnoZstvim energie, tzv. energii nulovych kimit

Roku 1926 formuloval sy slavny princip neditosti jiny némecky fyzik,
Werner Heisenberg. Tento princip jéstedkem Planckova kvantovéhéigtupu.
Heisenberg ukazal, Ze sto hmotnosticastice, nefesnosti v ufeni polohy a
negresnosti v ufeni jeji rychlosti, nerize byt nikdy mensi nez titd mezni
hodnota, dnes znama jako Planckova konstantaé Ridev tohoto principu vedl
k piteformulovéni klasické mechaniky v novou teorii —aktovou mechaniku.
Princip neugitosti dal do jisté miry za pravdu Aristotelovi, kdzniil predstavu
vakua, jako fyzikalni nuly, jako naprosté Uplné atyc Kvantova mechanika
ukazala, Zze ve vesmiru neexistuje absolutni praztfakuum pimo ze své
definice neobsahuje nic — Zadtéstice, Zadné gtlo. Neobsahuje Zadnou energii,
coz odporuje principu netitosti, ktery v jiné forng vlastré iika, Ze nikdy neni
mozné ¥dét, kolik se v gjakém objemu vakua skryva energie. V malém objemu
vakua musi energie kolisat, musi vznikat a zanilzat virtualni ¢astice.
Odstragnim nekonéna z vypdétu z&eni ¢erného &lesa vzniklo jiné nekorimo,
nekonéna energie ,prazdného” prostoru. Nekéme v nule. Ze se nejedna o
pouhé teoretizovani, prokazal holandsky fyzik Hestdr Casimir, ktery
piedpowdél v roce 1948 kvantovy jev, tzv. Casitimr efekt (Casimirovu silu).
Dvé rovnolEZzné nenabité desky se navzajetiitabuji malou silou, ktera je
podstatg vétSi nez by odpovidalo gravitiai pritazlivosti. Tato sila je asobena
tlakem virtualnich¢astic, kterych vznika na ¥f$ich stranach desek podstatn
vice nez mezi deskami. Mezi deskami mohou totizkrmut jen takove&astice,
jejichz vinové délky odpovidaji rozrmim Sgrbiny (obrazek 23). Roku 1997 se
poddilo fyzikovi Stevenu Lamoreauxovi tuto velmi nepmiu silu zmgfit.

Velikost sily odpovidala Casimiréueoretické pedpowdi.
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Obréazek 23: Casiminav jev — ,nekonefno v nule®
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Zdroj: Seife, 2005

Pokud fyzikové zkoumaji silnd gravita pole, zkoumaji nekokro ve
vesmiru, pouzivaji obecnou teorii relativity. Pokakloumaji mikroset, nulu,
pouzivaji kvantovou teorii. Problém nastava, pokeidooteba zkoumat velmi
malé objekty se silnym gravitaim polem {ernou diru, vesmir kratce po velkém
tresku), kde je nutné pouzitoteorie, pouzit zarovenekonéno i nulu. To fyzika
v sowasné dob neumi. PestoZe na takzvané teorii vSeho, kterd by sjedradaov
vSechnycaste&né teorie, pracuji stovky nejchigiSich mozk, takovouto teorii se
dosud nepoddo objevit. VSechny pokusy sjednotit obecnou teoelativity a
kvantovou mechaniku vedou k rovnicim, jejichz viklem je — nekono. To je
vazny problém, jelikoz takovy vysledek je ve svédstat nesmysiny.
Experimentatti nikdy nenandii nekoné€né hodnoty. To co Zgobuje ne&esitelné
problémy pi sjednoceni obou teorii, je nula. VySe uvedenéoviil kmity
(fluktuace vakua) zjsobi, Ze prostor v aiitkach Planckovy délky (18 metru)
se stava zra¢ boulivym. Fluktuace nabyvaji extrémnich hodnot. S tghknoto
»pokroucenym* prostorem neumi pracovat rovnice olgeteorie relativity, ktera
piedpoklada hladky spojity prostaias bez hran a hrintKvantovi fyzici vytvdili
metodu, jak se nek