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K A T E D R A A L G E B R Y A G E O M E T R I E

DIPLOMOVÁ PRÁCE
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Úvod

Tato práce se zabývá kvadratickým, kubickým a bikvadratickým zákonem

vzájemnosti. T́ımto tématem se začali zabývat matematici v obdob́ı druhé po-

loviny 18. stolet́ı a zájem o toto téma přetrvává do dneška. Kvadratický zákon

vzájemnosti se dnes běžně vyučuje v kurzech algebry a stále se objevuj́ı nové

d̊ukazy tohoto matematického tvrzeńı. K dnešńımu dni jich je evidováno na 246.

Tato práce vycháźı ze základńıho kurzu teorie č́ısel a navazuje na něj. Předpokládá

se znalost algebraických struktur a celoč́ıselných kongruenćı, v rozsahu požadovaném

v těchto přednáškách. Použito je standardńı značeńı, tak jak se s ńım setkáváme

ve většině praćı zaměřených na algebru.

Text práce je rozdělen do pěti kapitol. Prvńı dvě kapitoly jsou sṕı̌se opako-

vaćıho rázu. V té prvńı jsou zopakovány základńı pojmy z teorie algebry, o kterých

se v textu hovoř́ı. Tato kapitola je pojata velice stručně a vycháźı z úvodńıch ka-

pitol učebńıho textu [2]. Druhá kapitola je zaměřena na speciálńı vlastnosti obor̊u

integrity Z [i] a Z [ω]. Jedná se o vlastnosti norem a o tvary jednotek v těchto

algebraických strukturách.

Zbylé tři kapitoly se věnuj́ı již zmiňovaným zákon̊um vzájemnosti. Třet́ı kapi-

tola se zabývá řešitelnost́ı kongruenčńıch rovnic druhého řádu. Je v ńı k tomuto

účelu dokázáno Gaussovo lemma a kvadratický zákon vzájemnosti. Kapitola je

doplněna o několik př́ıklad̊u ukazuj́ıćıch aplikaci zmı́něné teorie při početńı praxi.

Čtvrtá kapitola, zabývaj́ıćı se kubickým zákonem vzájemnosti, je rozsahově

největš́ı. Jsou v ńı rozš́ı̌reny znalosti o oboru integrity Z [ω] a vybudován potřebný

aparát slouž́ıćı k řešeńı kongruenčńıch rovnic třet́ıho řádu. Konkrétně rovnic typu

x3 ≡ a (mod p). Rozhodnout o řešitelnosti těchto typ̊u rovnic nám umožńı ku-

bický zákon vzájemnosti, který najdeme na konci této kapitoly. Text je doplněn

o několik ukázkových př́ıklad̊u, umožňuj́ıćıch procvičeńı popsané teorie.

Závěrečná kapitola se zabývá bikvadratickým zákonem vzájemnosti. Jde vlastně

o zobecněńı již uvedených zákon̊u a tomu také odpov́ıdá rozsah a struktura ka-

pitoly. Většina vět a tvrzeńı je zde analogická předchoźım kapitolám. Kapitola
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zač́ıná rozš́ı̌reńım vlastnost́ı oboru integrity Z [i] a pokračuje přes bikvadratický

zákon vzájemnosti až k několika řešeným př́ıklad̊um, ukazuj́ıćım praktické využit́ı

źıskaných znalost́ı.
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1 Základńı pojmy

Uved’me na úvod několik základńıch pojmů a tvrzeńı, se kterými budeme v

daľśıch kapitolách pracovat.

Grupa

Definice 1.1 Algebraická struktura G = (G, ·) se nazývá grupoid.

Definice 1.2 Prvek e ∈ G se nazývá jednotkovým prvkem grupoidu G, jestliže

pro libovolné a ∈ G plat́ı e · a = a · e = a.

Definice 1.3 Grupoid G = (G, ·) se nazývá grupa, jestliže je asociativńı, má

jednotkový prvek a k libovolnému jeho prvku existuje prvek inverzńı.

Definice 1.4 Bud’ G = (G, ·) grupa, H podmnožina množiny G. Řekneme, že

H je podgrupa grupy G, jestliže plat́ı, že H je uzavřená vzhledem k násobeńı,

obsahuje jednotkový prvek a ke každému svému prvku a obsahuje i inverzńı prvek

a−1.

Definice 1.5 Bud’ M podmnožina grupy G. Symbolem 〈M〉 označ́ıme pr̊unik

všech podgrup grupy G obsahuj́ıćıch množinu M . Tedy nejmenš́ı podgrupu grupy

G obsahuj́ıćı množinuM . MnožinuM nazýváme množinou generátor̊u grupy 〈M〉.

Je-li množina M = {a} jednoprvková, potom grupu 〈a〉 nazveme cyklickou.

Okruh

Definice 1.6 Algebraickou strukturu R = (R,+, ·, 0) se dvěma binárńımi ope-

racemi + a ·, kde (R,+, 0) je komutativńı grupa, (R, ·) je pologrupa a operace ·

je distributivńı vzhledem k operaci + nazýváme okruh.

Definice 1.7 Okruh R = (R,+, ·, 0) nazveme komutativńı, je-li (R, ·) komuta-

tivńı pologrupa.
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Definice 1.8 Má-li okruh R = (R,+, ·, 0) neutrálńı prvek 1 vzhledem k operaci

·, budeme jej nazývat okruh s jedničkou (nebo také unitárńı).

Definice 1.9 Prvek a 6= 0 okruhu R nazveme netriviálńı dělitel nuly, existuje-li

v R prvek b 6= 0 takový, že a · b = 0 nebo b · a = 0.

Obor integrity

Definice 1.10 Každý alespoň dvouprvkový komutativńı unárńı okruhR, v němž

neexistuj́ı netriviálńı dělitelé nuly se nazývá obor integrity.

Těleso

Definice 1.11 Netriviálńı komutativńı okruhR, v němž ke každému nenulovému

prvku existuje prvek inverzńı, se nazývá těleso.

Věta 1.1 Netriviálńı komutativńı okruh R je těleso, právě když (R\ 0 , ·, 1) je

grupa.

Definice 1.12 MnožinaR∗ všech invertibilńıch prvk̊u okruhuR, která je uzavřena

na násobeńı se nazývá multiplikativńı grupa okruhu R.

Věta 1.2 Multiplikativńı grupa R∗ konečného tělesa R je cyklická.

Ideál v okruhu

Definice 1.13 Mějme okruh R. Neprázdná podmnožina I ⊆ R se nazývá ideál

v okruhu R, plat́ı-li:

1. ∀a, b ∈ I : a− b ∈ I

2. ∀a ∈ I,∀b ∈ R : a · b ∈ I, b · a ∈ I

Tvrzeńı 1.1 Pr̊unik libovolného systému ideál̊u okruhu R je opět ideál tohoto

okruhu.

Definice 1.14 Pro danou podmnožinu M ⊆ R existuje nejmenš́ı ideál I (M) v

R obsahuj́ıćı množinu M . Nazýváme jej ideál generovaný množinou M . Ideály

I ({m}) = I (m) pro m ∈M nazýváme hlavńı.
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Kongruence na okruhu

Definice 1.15 Mějme okruh R. Relace ekvivalence θ na nosiči R okruhu R se

nazývá kongruence na R, plat́ı-li tzv. substitučńı podmı́nka:

∀a, b, c, d ∈ R : ((a, b) ∈ θ ∧ (c, d) ∈ θ)⇒ ((a+ c, b+ d) ∈ θ, (a · c, b · d) ∈ θ) .

Tvrzeńı 1.2 V každém okruhu R plat́ı, že pro ideál I na R je relace θI =

{(x, y) ∈ R2;x− y ∈ I} kongruence na R.

Obory integrity a dělitelnost

Definice 1.16 Bud’ J = (J,+, 0, ·, 1) obor integrity a a, b, c ∈ J :

- řekneme, že prvek a děĺı prvek b (zapisujeme a|b), existuje-li prvek c tak, že b = a · c

- prvek j ∈ J , pro který plat́ı j|1, nazveme jednotka děleńı v J

- prvky a, b nazveme asociované, plat́ı-li (a|b) ∧ (b|a), ṕı̌seme a ‖ b

- prvek d ∈ J nazveme společný dělitel prvk̊u a, b, je-li (d|a) ∧ (d|b)

- prvek d ∈ J nazveme nejvěťśı společný dělitel prvk̊u a, b, je-li d společný dělitel a pro

každého daľśıho společného dělitele d′ prvk̊u a, b plat́ı d′|d; ṕı̌seme d = (a, b)

- prvky a ∈ J , pro které plat́ı a‖1 nebo a‖b, se nazývaj́ı triviálńı dělitelé prvku b

- nenulový prvek, který neńı jednotka a má pouze triviálńı dělitele, nazýváme iredu-

cibilńı (nerozložitelný)

- nenulový prvek a, který neńı jednotka, a pro který plat́ı implikace

a| (b · c)⇒ ((a|b) ∨ (a|c)) ,

nazýváme prvočinitel.

Tvrzeńı 1.3 Každý prvočinitel oboru integrity J je ireducibilńı prvek, opak však

obecně neplat́ı.

Řekneme, že obor integrity J splňuje podmı́nku
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- existence ireducibilńıch rozklad̊u (EIR), lze-li každý prvek a ∈ J , a 6= 0, a ∦ 1,

rozložit na součin konečného počtu ireducibilńıch prvk̊u

- jednoznačnosti ireducibilńıch rozklad̊u (JIR), jsou-li asociovány každé dva rozklady

daného prvku a = p1 · . . . · pm = q1 · . . . · qn v součin ireducibilńıch prvk̊u, kde

m = n a nezálež́ı na pořad́ı součinitel̊u

Definice 1.17 Obor integrity J nazveme

- Gauss̊uv (G), splňuje-li podmı́nky (EIR) a (JIR)

- obor integrity hlavńıch ideál̊u (OIHI), je-li každý ideál v J hlavńı

- eukleidovský obor integrity (EOI), existuje-li taková funkce δ : J\ 0 → N0, že pro

každé dva prvky a, b ∈ J , b 6= 0, existuj́ı prvky q, r ∈ J tak, že a = b · q + r, kde

r = 0 nebo δ (r) < δ (b) (taková funkce na J se nazývá eukleidovská)

Tvrzeńı 1.4 V každém oboru integrity plat́ı:

(EOI)⇒ (OIHI)⇒ (G)

Tvrzeńı 1.5 Okruh Z je eukleidovský obor integrity s eukleidovskou funkćı

δ : Z\0→ N, δ (z) = |z|

Z předchoźıho vyplývá, že Z je oborem integrity hlavńıch ideál̊u a každý ideál

v Z je tvaru I (n) = {k · n; k ∈ Z} pro n ∈ N. Každá kongruence na Z je tedy ve

tvaru

θI(n) =
{

(x, y) ∈ Z2 : x− y ∈ I (n)
}

=
{

(x, y) ∈ Z2 : n|x− y
}

Kongruence θI(n) bývá označována symbolem ≡n a vlastnost (x, y) ∈≡n budeme

zapisovat

x ≡ y (mod n)

(čteme x je kongruentńı s y modulo n). V okruhu Z vzhledem k vlastnosti (EOI)

splývaj́ı prvočinitelé a ireducibilńı prvky a nazývaj́ı se prvoč́ısla.
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Celá algebraická č́ısla

Definice 1.18 Komplexńı č́ıslo α nazveme algebraické, je-li kořenem nějakého

polynomu s racionálńımi koeficienty.

Komplexńı č́ıslo α nazveme celé algebraické, je-li kořenem nějakého normo-

vaného polynomu (tj. polynomu s koeficientem u nejvyšš́ı mocniny rovným jedné)

s celoč́ıselnými koeficienty.

Celá část reálného č́ısla

Definice 1.19 Celá část reálného č́ısla (přesněji dolńı celá část) je funkce, která

přǐrad́ı reálnému č́ıslu x největš́ı celé č́ıslo, které jej nepřevyšuje. Znač́ıme bxc.

Poznámka 1.1 Jiným zp̊usobem by se definice dala napsat tak, že bxc je jediné

celé č́ıslo, splňuj́ıćı nerovnost

bxc ≤ x < bxc+ 1.

Definice 1.20 Necelá část reálného č́ısla je funkce, kterou můžeme definovat

pomoćı celé části jako rozd́ıl

{x} := x− bxc .

Lemma 1.1 Pro libovolné č́ıslo x ∈ R plat́ı b2xc − 2 bxc ∈ {0, 1}. Konkrétně

b2xc − 2 bxc =

{
0, jestliže 0 ≤ {x} < 1

2

1, jestliže 1
2
≤ {x} . .

Důkaz: Pro č́ıslo x plat́ı 2x = 2 bxc+ 2 {x}, kde 0 ≤ {x} < 1.

Jestliže 0 ≤ {x} < 1
2
, tak 2 {x} < 1 a tedy b2xc = 2 bxc. Dostaneme tak prvńı

možnost b2xc − 2 bxc = 0.

Jestliže 1
2
≤ {x} < 1, tak 1 ≤ 2 {x} < 2. Odtud dostaneme b2xc = 2 bxc + 1

a tedy b2xc − 2 bxc = 1. �
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Redukovaný systém zbytk̊u

Definice 1.21 Množinu celých č́ısel {a1, . . . , an} nazveme úplný systém zbytk̊u

modulo n, plat́ı-li ai 6= aj pro i 6= j.

Definice 1.22 Množinu č́ısel
{
a1, . . . , aφ(n)

}
nazveme redukovaný systém zbytk̊u

modulo n, je-li množina
{
a1, . . . , aφ(n)

}
množinou všech nedělitel̊u nuly v Zn.

Malá Fermatova věta

Věta 1.3 Necht’ p je prvoč́ıslo. Potom pro všechna přirozená č́ısla a plat́ı

ap ≡ a (mod p) .

Je-li nav́ıc (a, p) = 1, plat́ı

ap−1 ≡ 1 (mod p) .

Důkaz: Viz [1, str. 33]. �
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2 Obory integrity Z [i] a Z [ω]

Několik d̊uležitých vlastnost́ı prvoč́ısel lze odvodit při studiu dělitelnosti ve
speciálńıch oborech integrity. Takovými jsou obory integrity Z [i] a Z [ω] celých
algebraických č́ısel v tělesech Q [i] a Q [ω]. Symbolem i se rozumı́ imaginárńı
jednotka i =

√
−1 a symbolem ω rozumı́me primitivńı třet́ı odmocninu z jedné

ω = −1+
√
−3

2
. Obor integrity Z [i] = {a+ bi; a, b ∈ Z} se nazývá obor integrity

Gaussových celých č́ısel.

Definice 2.1 Normou v oboru integrity Z [i] budeme nazývat zobrazeńı

N : Z [i]→ N ∪ {0} ,

které je pro libovolný prvek α = a + bi ∈ Z [i] , kde a, b ∈ Z, dané předpisem
N (α) = a2 + b2 = α · α, kde α = a− bi je č́ıslo komplexně sdružené k č́ıslu α.

Poznámka 2.1 Snadno lze ukázat, že norma v Z [i] je multiplikativńı. Tedy
N (α) · N (β) = N (α · β). Jednotky děleńı v Z [i] jsou právě ty prvky α, pro něž
je N (α) = 1, tj. jsou to prvky ±1,±i.

Věta 2.1 Z [i] je eukleidovský obor integrity s normou N .
Důkaz: Potřebujeme dokázat, že pro libovolná dvě č́ısla α, β ∈ Z [i], kde β 6= 0,
existuj́ı č́ısla γ, δ ∈ Z [i] taková, že

α = γβ + δ, kde δ 6= 0 nebo N (δ) < N (β) .

Uprav́ıme pod́ıl α
β

= αβ

ββ
= αβ

N(β)
= r+ si, kde r, s ∈ Q. Zde jsme využili vlastnost́ı

β ∈ Z [i] a N (β) = ββ. Existuj́ı tedy č́ısla m,n ∈ Z taková, že |r − m| ≤ 1
2

a
|s − n| ≤ 1

2
. Vı́me, že Z [i] je obor integrity a jeho pod́ılovým tělesem je těleso

Q[i] = {a+ bi|a, b ∈ Q} . Formálně vzato jde o těleso zlomk̊u a+bi
c+di

, kde a, b, c, d ∈
Z. Tento zlomek lze upravit na tvar ac+bd

c2+d2
+ bc−ad

c2+d2
i. Odtud je vidět, že norma

v tělese Q[i] je definována jako rozš́ı̌reńı normy z oboru Z [i]. Tedy, že norma
pod́ılu je rovna pod́ılu norem. Jestliže polož́ıme γ = m+ni, můžeme potom psát

N
(
α
β
− γ
)

= N ((r −m) + i (s− n)) = (r −m)2 + (s− n)2 ≤ 1
4

+ 1
4
< 1.

Pro č́ıslo δ = α− γβ d́ıky multiplikativnosti normy v tělese komplexńıch č́ısel

plat́ı N (δ) = N (α− γβ) = N
(
β
(
α
β
− γ
))

= N (β)N
(
α
β
− γ
)
< N (β). �

Pod́ıvejme se podrobněji na obor integrity Z [ω] . Kořeny polynomu x3−1 = 0

jsou x1 = 1, x2 = −1+
√
−3

2
a x3 = −1−

√
−3

2
. Označ́ıme ω = −1+

√
−3

2
. Pro libovolné

k ∈ Z plat́ı ω3k = 1, ω3k+1 = ω a ω3k+2 = ω2. Všimněme si dále, že 1+ω+ω2 = 0
a že ω = ω2 = −1− ω.

Podobně, jako jsme v úvodu kapitoly zavedli množinu Gaussových celých č́ısel,
můžeme zavést množinu Z [ω] = {a+ bω | a, b ∈ Z} . Tato množina je uzavřená
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na sč́ıtáńı a násobeńı a je zřejmé, že neutrálńım prvkem vzhledem k násobeńı je
č́ıslo 1 a opačným prvkem k č́ıslu a+ bω je č́ıslo −a− bω. Jedná se tedy o okruh.
Tato množina je také uzavřená vzhledem ke komplexńı sdruženosti svých prvk̊u.
Označ́ıme-li α = a + bω, tak potom α = a + bω = a + bω2 = a + b (−1− ω) =
(a− b)− bω ∈ Z [ω] .

Definice 2.2 Normou v oboru integrity Z [ω] budeme nazývat zobrazeńı

N : Z [ω]→ N ∪ {0} ,

které je pro libovolný prvek α = a + bω ∈ Z [ω] , kde a, b ∈ Z, dané předpisem
N (α) = α · α.

Poznámka 2.2 Chceme-li odvodit vztah pro výpočet normy prvk̊u z množiny
Z [ω] , stač́ı př́ımé dosazeńı do vztahu N (α) = α · α. Dostaneme potom:

α · α = (a+ bω) · (a− b− bω) = a2 − ab+ b2
(
−ω − ω2

)
.

Vı́me, že plat́ı 1 = −ω − ω2 a odtud jǐz plyne, že norma prvku α = a + bω je
určena vztahem N (α) = a2 − ab+ b2.

Věta 2.2 Z [ω] je eukleidovský obor integrity s normou N .
Důkaz: Analogicky jako pro obor integrity Z [i] dokážeme, že pro libovolná dvě
č́ısla α, β ∈ Z [ω] , kde β 6= 0, existuj́ı č́ısla γ, δ ∈ Z [ω] taková, že

α = γβ + δ, kde δ 6= 0 nebo N (δ) < N (β) .

Uprav́ıme pod́ıl α
β

= αβ

ββ
= αβ

N(β)
= r+ sω, kde r, s ∈ Q. Existuj́ı č́ısla m,n taková,

že |r −m| ≤ 1
2

a |s − n| ≤ 1
2
. Vı́me, že Z [ω] je obor integrity a jeho pod́ılovým

tělesem je těleso Q [ω] = {a+ bω | a, b ∈ Q} . Norma je v tělese Q [ω] definována
podobným zp̊usobem jako v oboru integrity Z [ω] . Jestliže polož́ıme γ = m+nω,
můžeme potom psát

N

(
α

β
− γ
)

= N ((r −m) + ω (s− n)) =

(r −m)2 − (r −m) (s− n) + (s− n)2 ≤ 1

4
+

1

4
+

1

4
< 1.

Pro č́ıslo δ = α− γβ d́ıky multiplikativnosti norem v Q [ω] plat́ı

N (δ) = N (α− γβ) = N

(
β

(
α

β
− γ
))

= N (β)N

(
α

β
− γ
)
< N (β) .

�
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Důsledek 2.1 Z [ω] je obor integrity s jednoznačným rozkladem. Libovolný ne-
nulový prvek α ∈ Z [ω] , který neńı jednotkou, lze zapsat jako součin konečného
počtu ireducibilńıch prvk̊u ze Z [ω] .

Tvrzeńı 2.1 Prvek α ∈ Z [ω] je jednotkou oboru integrity Z [ω] právě tehdy,
když N (α) = 1.
Důkaz:

”
⇒“ Jestliže α je jednotka v Z [ω] , potom existuje β ∈ Z [ω] takové,

že αβ = 1. Dále plat́ı, že N (αβ) = N (α)N (β) = 1. Obě normy N (α) , N (β)
jsou tedy rovny jedné.

”
⇐“ Plat́ı, že N (α) = αα = 1. Prvek α je tedy inverzńı k prvku α a ten je

jednotkou v Z [ω] . �

Poznámka 2.3 Chceme-li nalézt všechny jednotky množiny Z [ω] , zjist́ıme, že to
jǐz neńı tak zřejmé, jako tomu bylo v oboru integrity Z [i].

Př́ıklad 2.1 Najděte všechny jednotky v oboru integrity Z [ω] .
Řešeńı: Aby prvek α = a + bω byl jednotkou v Z [ω] muśı platit rovnost

a2 − ab+ b2 = 1. Tuto rovnost vynásob́ıme čtyřmi a uprav́ıme

4a2 − 4ab+ 4b2 = 4

(2a− b)2 + 3b2 = 4

Je vidět, že pro koeficient b muśı platit podmı́nka |b| ≤ 1. Dostaneme tedy
následuj́ıćı možnosti:

(1) b = 1, 2a− b = ±1 a tyto koeficienty odpov́ıdaj́ı č́ıslu 1 + ω a ω

(2) b = −1, 2a− b = ±1 a tyto koeficienty odpov́ıdaj́ı č́ıslu −ω a −1− ω
(3) b = 0, 2a− b = ±2 a tyto koeficienty odpov́ıdaj́ı č́ıslu 1 a −1

Využit́ım rovnosti ω2 = −1 − ω a −ω2 = 1 + ω jsme dokázali, že všechny
jednotky v oboru integrity Z [ω] jsou tvaru 1,−1, ω,−ω, ω2,−ω2.
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3 Kvadratický zákon vzájemnosti

V této kapitole se budeme zabývat řešitelnost́ı kongruenčńıch rovnic tvaru
x2 ≡ a (mod p), pro nějaké prvoč́ıslo p. K rozhodnut́ı o řešitelnosti těchto rovnic
zavedeme tzv. Legendre̊uv symbol a kvadratický zákon vzájemnosti. Tyto pojmy
budeme potřebovat i v následuj́ıćıch kapitolách, k d̊ukaz̊um některých vět.

Definice 3.1 Mějme m ∈ N a a ∈ Z taková, že (a,m) = 1. Č́ıslo a nazveme
kvadratickým zbytkem modulo m, má-li kongruence x2 ≡ a (mod m) řešeńı. Tedy
existuje-li x ∈ Z takové, že x2 ≡ a (mod m). Pokud žádné takové celé č́ıslo x
neexistuje, řekneme, že a je kvadratickým nezbytkem modulo m.

Věta 3.1 Necht’ p je liché prvoč́ıslo. V redukované soustavě zbytk̊u modulo p je
stejný počet kvadratických zbytk̊u jako nezbytk̊u.
Důkaz: Uvažujme redukovaný systém zbytk̊u modulo p, tedy množinu č́ısel{
±1,±2, · · · ,±p−1

2

}
. Umocněńım těchto prvk̊u na druhou dostaneme množinu

kvadratických zbytk̊u modulo p, a to
{

12, 22, · · · ,
(
p−1
2

)2}
. Muśıme ukázat, že to

jsou právě všechny kvadratické zbytky.
Předpokládejme, že dvě z těchto č́ısel jsou kongruentńı modulo p. Např. pro
1 ≤ k < l ≤ p−1

2
plat́ı

k2 ≡ l2 (mod p) .

Potom plat́ı p | (k + l) · (l − k), což vzhledem k p dává

p | (k + l) nebo p | (l − k) .

Vzhledem k nerovnosti 1 ≤ k < l ≤ p−1
2

neńı možné aby nastal ani jeden předchoźı
př́ıpad. Proto jsme našli všechny kvadratické zbytky a můžeme ř́ıci, že počet kva-
dratických zbytk̊u modulo p je roven p−1

2
a zároveň je to také počet kvadratických

nezbytk̊u modulo p. �

Př́ıklad 3.1 Určete všechny kvadratické zbytky a nezbytky modulo 19.

Řešeńı: Libovolné nenulové řešeńı kongruence x2 ≡ a (mod 19) je kongru-
entńı s jedńım z č́ısel ±1, ±2, ±3, ±4, ±5, ±6, ±7, ±8, ±9. Po umocněńı na
druhou dostaneme postupně č́ısla 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64 a 81. Vyděĺıme je
modulo 19 a obdrž́ıme množinu všech kvadratických zbytk̊u 1, 4, 9, 16, 6, 17, 11,
7 a 5. Množina všech kvadratických nezbytk̊u modulo 19 obsahuje č́ısla 2, 3, 8,
10, 12, 13, 14, 15, 18.

Definice 3.2 Pro liché prvoč́ıslo p ∈ Z a č́ıslo a ∈ Z definujeme Legendre̊uv

symbol
(
a
p

)
následovně:

(
a

p

)
=


1 p - a a a je kvadratický zbytek modulo p,
0 p | a,
−1 p - a a a je kvadratický nezbytek modulo p.

.
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Věta 3.2 Necht’ p je liché prvoč́ıslo, a, b ∈ Z. Pak plat́ı:

1.
(
a
p

)
≡ a

p−1
2 (mod p) ,

2.
(
ab
p

)
=
(
a
p

)
·
(
b
p

)
,

3. je-li a ≡ b (mod p), pak
(
a
p

)
=
(
b
p

)
.

Důkaz:

1. Pokud p | a je tvrzeńı zřejmé.
Pod́ıvejme se na př́ıpad, kdy p - a. Podle malé Fermatovy věty plat́ı ap−1 ≡
1 (mod p), tedy (

a
p−1
2 − 1

)
·
(
a
p−1
2 + 1

)
≡ 0 (mod p) .

Protože Zp je těleso, plat́ı bud’

a
p−1
2 ≡ 1 (mod p) nebo a

p−1
2 ≡ −1 (mod p) .

Zároveň tedy

a
p−1
2 + 1 6≡ a

p−1
2 − 1 (mod p) ,

nebot’ pro liché prvoč́ıslo p plat́ı −1 6≡ 1 (mod p). Je-li a kvadratický zbytek, pak
existuje x ∈ Z, (x, p) = 1, takové že a ≡ x2 (mod p) a dále

a
p−1
2 ≡

(
x2
) p−1

2 ≡ xp−1 ≡ 1 (mod p) .

Kvadratických zbytk̊u je stejně jako kvadratických nezbytk̊u, a to právě p−1
2

. Rov-

nice a
p−1
2 ≡ 1 (mod p) má pro neznámou a právě p−1

2
řešeńı. Zároveň této rovnici

nevyhovuje žádný kvadratický nezbytek. Ty splňuj́ı rovnici a
p−1
2 ≡ −1 (mod p).

2. Použijeme prvńı část této věty:(
ab

p

)
≡ ab

p−1
2 = a

p−1
2 · b

p−1
2 ≡

(
a

p

)
·
(
b

p

)
(mod p) .

Obě strany nabývaj́ı pouze hodnot ±1 a 1 6≡ −1 (mod p). Můžeme tak od kon-
gruence přej́ıt k rovnosti.

3. Jestliže a ≡ b (mod p), pak kongruence x2 ≡ a (mod p) je řešitelná právě tehdy,
když je řešitelná kongruence x2 ≡ b (mod p).

�

Věta 3.3 Pro liché prvoč́ıslo p plat́ı:
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1.
(
−1
p

)
= (−1)

p−1
2 ,

2.
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8 .

Důkaz:

1. Podle věty 3.1 (1) plat́ı(
−1

p

)
≡ (−1)

p−1
2 (mod p) .

Obě strany kongruence nabývaj́ı hodnot±1. Vzhledem k tomu, že 1 6≡ −1 (mod p)
můžeme mı́sto kongruence psát př́ımo rovnost.
Ještě můžeme doplnit, že prvńı možnost nastane pro prvoč́ısla p ≡ 1 (mod 4) a
druhá možnost pro prvoč́ısla p ≡ 3 (mod 4).

2. Necht’ p je liché prvoč́ıslo. Budeme cht́ıt ukázat, že 2 je kvadratický zbytek pro
prvoč́ısla ve tvaru 8k ± 1 a kvadratický nezbytek pro prvoč́ısla ve tvaru 8k ± 3.

Uvažujme následuj́ıćı kongruence:

p− 1 ≡ 1 (−1)1 (mod p)

2 ≡ 2 (−1)2 (mod p)

p− 3 ≡ 3 (−1)3 (mod p)

4 ≡ 4 (−1)4 (mod p)

p− 5 ≡ 5 (−1)5 (mod p)

...

q ≡ p− 1

2
(−1)

p−1
2 (mod p)

kde č́ıslo q je rovno bud’ p− p−1
2

nebo p−1
2

.
Vynásobeńım těchto kongruenćı dostaneme

2 · 4 · 6 · . . . · (p− 1) ≡
(
p− 1

2

)
! (−1)1+2+3+...+ p−1

2 (mod p) .

Součet 1 + 2 + 3 + . . .+ p−1
2

je roven zlomku p2−1
8

a součin 2 · 4 · 6 · . . . · (p− 1) je

roven č́ıslu 2
p−1
2 ·
(
p−1
2

)
!. Po úpravě posledńı kongruence dostaneme

2
p−1
2 ·
(
p− 1

2

)
! ≡

(
p− 1

2

)
! (−1)

p2−1
8 (mod p) .
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Podle věty 3.1 (1) dále plat́ı(
2

p

)
= 2

p−1
2 ≡ (−1)

p2−1
8 (mod p) .

Když budeme uvažovat č́ıslo p = 8k ± 1, tak můžeme exponent z posledńı kon-
gruence upravit p2−1

8
= 64k2±16k

8
= 8k2± 2k. Dostaneme sudé č́ıslo a 2 proto bude

kvadratický zbytek modulo p. Pokud budeme uvažovat p = 8k ± 3, dostaneme
p2−1
8

= 64k2±16k+8
8

= 8k2 ± 2k + 1. To je jistě liché č́ıslo a v tomto př́ıpadě bude 2
kvadratickým nezbytkem modulo p. �

Př́ıklad 3.2 Je dána rovnice paraboly 443y = x2 − 152. Zjistěte, jestli na grafu
této kuželosečky lež́ı body s celoč́ıselnými souřadnicemi (tzv. mř́ıžové body ro-
viny).

Řešeńı: Body, které lež́ı na grafu dané funkce, muśı vyhovovat jej́ı rovnici.
Tzn., že hledané body existuj́ı, jestliže je řešitelná kongruenčńı rovnice x2 ≡
152 (mod 443). Již v́ıme, že tato rovnice bude mı́t řešeńı, jestliže bude hodnota
př́ıslušného Legendreova symbolu rovna jedné. Chceme tedy určit hodnotu

(
152
443

)
.

Jednoduše vypoč́ıtáme, že(
152

443

)
=

(
2

443

)3

·
(

19

443

)
.

Urč́ıme hodnotu symbolu
(

2
443

)(
2

443

)
= (−1)

4432 − 1

8
= (−1)24531 = −1.

Dále (
19

443

)
=

(
443

19

)
(−1)9·221 = −

(
443

19

)
.

Urč́ıme stejným zp̊usobem hodnotu symbolu
(
443
19

)(
443

19

)
=

(
6

19

)
=

(
2

19

)
·
(

3

19

)
.

Symbol
(

2
19

)
má hodnotu (

2

19

)
= (−1)45 = −1.(

3

19

)
= −

(
19

3

)
= −

(
1

3

)
= −1.

Celkově dostaneme (
152

443

)
= (−1)3 · (−1) (−1) (−1) = 1.

Rovnice řešitelná je a proto existuj́ı mř́ıžové body paraboly 443y = x2 − 152.
Pro zaj́ımavost můžeme ještě doplnit, že jsou to body [174; 68] , [269; 163].
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3.1 Gaussovo lemma

Na závěr této kapitoly ukážeme se jeden z mnoha d̊ukaz̊u kvadratického
zákona vzájemnosti. Budeme k tomu ale nejprve potřebovat následuj́ıćı lemma.

Lemma 3.1 Gaussovo lemma Necht’ p je liché prvoč́ıslo takové, že p - a. Dále,
necht’ m je počet č́ısel z množiny

{
a, 2a, 3a, . . . , p−1

2
a
}

, jejichž zbytek po děleńı p
je věťśı než p

2
. Potom plat́ı (

a

p

)
= (−1)m .

Důkaz: Označme S = a · 2a · 3a · . . . · p−1
2
a. Tento součin je roven č́ıslu

S = a
p−1
2

(
p− 1

2

)
!

Dále si uvědomme, že každé z č́ısel ka, kde k = 1, 2, . . . , p−1
2

se dá vyjádřit ve tvaru
sp+ z, kde z je některý z prvk̊u redukovaného systému zbytk̊u modulo p. Prvek
z bude nabývat záporné hodnoty pro ty č́ısla, pro která bude zbytek po děleńı
p větš́ı než p

2
. Tedy právě m č́ısel. Dále žádná dvě č́ısla ka nejsou kongruentńı

modulo p a stejně tak neplat́ı k1a ≡ −k2a (mod p), pro k1 6= k2.
Plat́ı tedy, že mezi č́ısly ka jsou všechna č́ısla 1, 2, . . . , p−1

2
a z nich je m

záporných a zbytek je kladných. Dostaneme tedy

S ≡ (−1)m
(
p− 1

2

)
! (mod p) .

Celkově
a
p−1
2 ≡ (−1)m (mod p) .

�

Věta 3.4 Pro č́ıslo m z Gauussova lemmatu plat́ı

m ≡

p−1
2∑

k=1

⌊
2ak

p

⌋
(mod 2) .

Legendre̊uv symbol tedy m̊užeme psát ve tvaru(
a

p

)
= (−1)

∑ p−1
2

k=1 b 2akp c ,

pro liché a potom ve tvaru (
a

p

)
= (−1)

∑ p−1
2

k=1 bakp c .
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Důkaz: Budou nás zaj́ımat zbytky č́ısel ka po děleńı prvoč́ıslem p, kde k =
1, 2, . . . , p−1

2
. Podle lemmatu 1.1 plat́ı

⌊
2ak

p

⌋
=

 2
⌊
ak
p

⌋
, jestliže 0 ≤

{
ak
p

}
< 1

2
,

2
⌊
ak
p

⌋
+ 1, jestliže 1

2
≤
{
ak
p

}
.

Odtud plyne, že č́ıslo
⌊
2ak
p

⌋
je sudé, jestliže 0 ≤

{
ak
p

}
< 1

2
, a liché v opačném

př́ıpadě.

Č́ıslo ak můžeme psát také ve tvaru ak = qkp + rk. Odtud dostaneme
{
ak
p

}
={

qk + rk
p

}
=
{
rk
p

}
= rk

p
. Pro zlomek rk

p
plat́ı, že rk

p
≥ 1

2
právě tehdy, když rk ≥ p

2
.

Č́ıslo m tedy označuje počet těch č́ısel, pro které je
⌊
2ak
p

⌋
liché č́ıslo.

Pro liché č́ıslo a plat́ı(
2

p

)(
a

p

)
=

(
2a

p

)
=

(
2a+ 2p

p

)
=

(
4a+p

2

p

)
=

(
4

p

)( a+p
2

p

)
=

( a+p
2

p

)
.

Dokázali jsme tedy, že (
2

p

)(
a

p

)
= (−1)

∑ p−1
2

k=1 b (a+p)kp c .

Exponent můžeme dále upravit

p−1
2∑

k=1

⌊
(a+ p) k

p

⌋
=

p−1
2∑

k=1

⌊
ak

p

⌋
+

p−1
2∑

k=1

bkc =

p−1
2∑

k=1

⌊
ak

p

⌋
+
p2 − 1

8
.

Celkem tedy dostaneme(
2

p

)(
a

p

)
= (−1)

∑ p−1
2

k=1 bakp c (−1)
p2−1

8 = (−1)
∑ p−1

2
k=1 bakp c

(
2

p

)
.

Odtud již dostaneme hledanou rovnost(
a

p

)
= (−1)

∑ p−1
2

k=1 bakp c .

�
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3.2 Důkaz kvadratického zákona vzájemnosti

Máme již vše potřebné k tomu, abychom dokázali kvadratický zákon vzájemno-
sti.

Věta 3.5 Kvadratický zákon vzájemnosti Necht’ p, q jsou r̊uzná lichá prvoč́ısla.
Pak (

p

q

)
=

(
q

p

)
· (−1)

p−1
2

q−1
2 .

Důkaz: Počet všech mř́ıžových bod̊u (x, y) ∈ N× N takových, že 1 ≤ x ≤ p−1
2

a 1 ≤ y ≤ q−1
2

je určitě p−1
2
· q−1

2
. Zkusme ted’ ke stejnému výsledku doj́ıt jiným

zp̊usobem.
Hledané body rozděĺıme na dvě skupiny. S1 = {(x, y) ; qx > py} a S2 =

{(x, y) ; qx < py}. Tato situace je znázorněna pro p = 7, q = 5 na obrázku 1.

Obrázek 1: p=7, q=5

Počet prvk̊u v množinách S1 a S2 můžeme vyjádřit:

|S1| =

p−1
2∑

k=1

⌊
kq

p

⌋
,

|S2| =

q−1
2∑

k=1

⌊
kp

q

⌋
.

Pod́ıváme-li se pozorně na obrázek, který je výše v textu, tak si můžeme
všimnout, že poč́ıtáme počet mř́ıžových bod̊u v útvaru, který je složen z obdélńıku
a malého trojúhelńıku. Je-li p > q je tento trojúhelńık nad daným obdélńıkem.
Potřebujeme proto také ukázat, že v tomto trojúhelńıku neńı žádný mř́ıžový bod.
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K tomu si stač́ı uvědomit, že na př́ımce y = q
p
x nelež́ı žádný mř́ıžový bod.

Sečteńım předchoźıch rovnost́ı, pak dostaneme

p−1
2∑

k=1

⌊
kq

p

⌋
+

q−1
2∑

k=1

⌊
kp

q

⌋
=
p− 1

2
· q − 1

2
.

Těchto poznatk̊u využijeme pro vyjádřeńı Legendreových symbol̊u z předchoźı
věty a dostaneme

(−1)
∑ p−1

2
k=1 b kqp c (−1)

∑ q−1
2

k=1 b kpq c = (−1)
p−1
2

q−1
2 .

Celkově tedy (
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

�

Př́ıklad 3.3 Zjistěte, zda je řešitelná kongruence x2 ≡ 11 (mod 31).

Řešeńı: Urč́ıme hodnotu Legendreova symbolu
(
11
31

)
. Můžeme rovnou použ́ıt

kvadratický zákon vzájemnosti:(
11

31

)
=

(
31

11

)
· (−1)5·15 = −

(
31

11

)
.

Podle věty 3.1 plat́ı (
31

11

)
=

(
9

11

)
= 1.

Celkový výsledek je (
11

31

)
= −1

a kongruence x2 ≡ 11 (mod 31) tedy řešitelná neńı.

Př́ıklad 3.4 Určete, pro která prvoč́ısla p je řešitelná kongruence x2 ≡ 13 (mod p).

Řešeńı: Předpokládejme, že p - 13. Kongruence je tedy řešitelná, právě když

13 je kvadratickým zbytkem modulo p, což znamená
(

13
p

)
= 1.

Vyšetř́ıme tedy hodnotu Legendreova symbolu
(

13
p

)
. Použijeme kvadratický

zákon vzájemnosti (
13

p

)
=
( p

13

)
· (−1)

p−1
2
· 13−1

2 .

Protože součin p−1
2
· 13−1

2
= (p− 1) · 3 je č́ıslo sudé, tak můžeme rovnou psát(

13
p

)
=
(
p
13

)
. Užit́ım věty 3.1 (3) dostaneme následuj́ıćı možnosti pro hodnotu

symbolu
(
p
13

)
.
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• p ≡ 1 (mod 13):
(
p
13

)
=
(

1
13

)
= 1

• p ≡ 2 (mod 13):
(
p
13

)
=
(

2
13

)
= (−1)

169−1
8 = −1.

• p ≡ 3 (mod 13):
(
p
13

)
=
(

3
13

)
. Použijeme kvadratický zákon vzájemnosti a větu

3.1 (2, 3)
(

3
13

)
=
(
13
3

)
· (−1)

13−1
2
· 3−1

2 =
(
13
3

)
=
(
1
3

)
= 1.

• p ≡ 4 (mod 13):
(
p
13

)
=
(

4
13

)
= 1. Použijeme větu 3.1 (2) a dostaneme

(
4
13

)
=(

2
13

)
·
(

2
13

)
= 1

• p ≡ 5 (mod 13):
(
p
13

)
=
(

5
13

)
= 1. Použijeme kvadratický zákon vzájemnosti a

větu 3.1 (2, 3)
(

5
13

)
=
(
13
5

)
· (−1)

13−1
2
· 5−1

2 =
(
13
5

)
=
(−2

5

)
=
(−1

5

)
·
(
2
5

)
= −1

• p ≡ 6 (mod 13):
(
p
13

)
=
(

6
13

)
= 1. Použijeme větu 3.1 (2)

(
6
13

)
=
(

2
13

)
·
(

3
13

)
= −1

• p ≡ 7 (mod 13):
(
p
13

)
=
(

7
13

)
= 1. Použijeme větu 3.1

(
7
13

)
=
(−6
13

)
=
(−1
13

)
·
(

6
13

)
=

−1

• p ≡ 8 (mod 13):
(
p
13

)
=
(

8
13

)
= 1. Použijeme větu 3.1 (2)

(
8
13

)
=
(

2
13

)
·
(

4
13

)
= −1

• p ≡ 9 (mod 13):
(
p
13

)
=
(

9
13

)
= 1. Použijeme větu 3.1 (2)

(
9
13

)
=
(

3
13

)
·
(

3
13

)
= 1

• p ≡ 10 (mod 13):
(
p
13

)
=
(
10
13

)
= 1. Použijeme větu 3.1 (2)

(
10
13

)
=
(

2
13

)
·
(

5
13

)
= 1

• p ≡ 11 (mod 13):
(
p
13

)
=
(
11
13

)
= 1. Použijeme větu 3.1 (2, 3)

(
11
13

)
=
(−2
13

)
=(−1

13

)
·
(

2
13

)
= −1

• p ≡ 12 (mod 13):
(
p
13

)
=
(
12
13

)
= 1. Použijeme větu 3.1 (2)

(
12
13

)
=
(

2
13

)
·
(

6
13

)
= 1

Kongruence je tedy řešitelná pro prvoč́ısla p ≡ 1, 3, 4, 9, 10, 12 (mod 13) .
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4 Kubický zákon vzájemnosti

V úvodńıch dvou kapitolách jsme si zavedli potřebný aparát k tomu, abychom
se mohli zabývat otázkami řešitelnosti kongruenćı vyšš́ıch řád̊u. Tedy řešeńım rov-
nic typu xn ≡ a (mod p), kde a, n ∈ Z, n > 2 jsou pevně daná č́ısla. V této kapitole
budeme uvažovat č́ıslo n = 3 a dojdeme k tzv. kubickému zákonu vzájemnosti.

Uvedeme vlastnosti prvočinitel̊u, zavedeme zbytkové tř́ıdy okruhu Z [ω] , poté
se dostaneme k pojmu kubický mocninný symbol, který je obdobou Legendreova
symbolu v teorii kvadratických zbytk̊u a na závěr kapitoly vyslov́ıme kubický
zákon vzájemnosti.

4.1 Obor integrity Z [ω] podrobněji

Základńı vlastnosti oboru integrity Z [ω] jsme uvedli již v druhé kapitole. Nyńı
naše znalosti rozš́ı̌ŕıme o charakterizaci prvočinitel̊u v tomto oboru.

Tvrzeńı 4.1 Jestlǐze π je prvočinitel v Z [ω] , potom existuje prvoč́ıslo p takové,
že N (π) = p nebo N (π) = p2. V př́ıpadě, že je norma rovna č́ıslu p, tak π
neńı prvkem asociovaným s žádným prvoč́ıslem. V druhém př́ıpadě, kdy je norma
rovna č́ıslu p2, je prvek π asociovaný s prvoč́ıslem p.

Důkaz: Mějme π prvočinitele v Z [ω] . Plat́ı tedy N (π) = ππ. Položme N (π) =
n, kde n ∈ N . Z rovnosti ππ = n plyne π | n, dále také v́ıme, že n lze rozložit
v Z jednoznačně (až na pořad́ı) na součin prvoč́ısel. Dostáváme, že pro nějaké
prvoč́ıslo p plat́ı π | p a tedy p = πγ, kde γ ∈ Z [ω] . Z multiplikativnosti normy
v okruhu Z [ω] plat́ı

N (π)N (γ) = N (πγ) = N (p) = p2

Pro normy č́ısel π a γ máme tři možnosti:

a) N (γ) = 1, N (π) = p2

b) N (γ) = p,N (π) = p

c) N (γ) = p2, N (π) = 1.

V prvńım př́ıpadě je γ jednotkou, a tedy π je asociované s p.
Pokud by v druhém př́ıpadě bylo π asociované s nějakým prvoč́ıslem q, platilo

by π = δq, kde δ je jednotka v okruhu Z [ω] . To by ale znamenalo

p = N (π) = N (δp) = N (δ)N (p) = 1 ·N (p) = q2.

Pro žádná dvě prvoč́ısla ovšem nemůže platit rovnost p = q2 a tedy π neńı
asociované s p.

Třet́ı rovnost nastat nemůže, nebot’ π neńı jednotka. �
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Tvrzeńı 4.2 Jestlǐze π ∈ Z [ω] je prvek, pro který plat́ı N (π) = p, kde p je
prvoč́ıslo, potom je π prvočinitel v Z [ω] .
Důkaz: Z předpoklad̊u plyne, že π neńı jednotka. Předpokládejme tedy, že č́ıslo
π je složené a lze jej psát ve tvaru π = γδ, kde γ a δ nejsou jednotky v Z [ω] .
Potom plat́ı

p = N (π) = N (γ)N (δ) .

Jelikož N (γ) i N (δ) jsou přirozená č́ısla r̊uzná od jedné, dostáváme spor, protože
součin dvou přirozených č́ısel větš́ıch než jedna neńı roven žádnému prvoč́ıslu.
Prvek π tedy muśı být prvočinitel v Z [ω] . �

Dokažme nyńı tvrzeńı, pomoćı něhož budeme schopni charakterizovat všechny
prvočinitele oboru integrity Z [ω] .

Tvrzeńı 4.3 Jsou-li p a q jsou prvoč́ısla, potom plat́ı:

1. 3 = −ω2 (1− ω)2 a 1− ω je prvočinitel v Z [ω] .

2. Jestlǐze p ≡ 1 (mod 3), potom p = ππ, kde π je prvočinitel v Z [ω] a prvky π a
π nejsou asociované.

3. Jestlǐze q ≡ 2 (mod 3), potom q je prvočinitel v Z [ω] .

Libovolný prvočinitel v Z [ω] je asociovaný s jedńım z prvočinitel̊u z bod̊u
1.− 3..

Poznámka 4.1 Toto tvrzeńı se občas také interpretuje tak, že v prvńım př́ıpadě
se prvoč́ıslo tzv. větv́ı, tj. je dělitelné vyšš́ı mocninou nějakého prvočinitele. V
druhém př́ıpadě se ř́ıká, že prvoč́ıslo se úplně rozkládá, tj. je součinem dvou
r̊uzných prvočinitel̊u. A ve třet́ım př́ıpadě se prvoč́ıslo nazývá inertńı, tj. je samo
prvočinitelem.

Důkaz:

1. Z definice normy jsme schopni hned vypoč́ıtat N (1− ω) = 12 − 1 (−1) +
(−1)2 = 3.

Z věty 4.2 tedy plyne, že 1− ω je prvočinitel.
Pro d̊ukaz rovnosti 3 = −ω2 (1− ω)2 vyjdeme z rovnice 1 + ω+ ω2 = 0. Tuto

rovnici vynásob́ıme −ω2 a přičteme k ńı 3.

−ω2 − ω3 − ω4 + 3 = 3

Vı́me, že ω2 = −1− ω a ω3 = 1. Rovnost tedy dál uprav́ıme na

−ω2 + 2ω3 − ω4 = 3a− ω2
(
1− 2ω + ω2

)
= 3.

To už je hledaný výsledek −ω2 (1− ω)2 = 3.
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2. Uvažujme prvoč́ıslo p, pro které plat́ı p ≡ 1 (mod 3) a ukažme, že p je součinem
dvou r̊uzných prvočinitel̊u, kteř́ı nejsou spolu asociovańı. Pomoćı kvadratického
zákona vzájemnosti zjist́ıme, že −3 je kvadratický zbytek modulo p:(

−3

p

)
=

(
−1

p

)(
3

p

)
= (−1)

p−1
2

(p
3

)
(−1)

p−1
2

3−1
2 = (−1)p−1

(p
3

)
.

Jelikož p ≡ 1 (mod 3) můžeme dál upravovat

(−1)p−1
(p

3

)
=
(p

3

)
=

(
1

3

)
= 1.

Z rovnosti
(
−3
p

)
= 1 dostáváme, že existuje č́ıslo a ∈ Z takové, že a2 ≡ −3 (mod p).

To znamená, že a2+3 je dělitelné p, tedy existuje č́ıslo b ∈ Z splňuj́ıćı pb = a2+3.
Zkusme nyńı upravit výraz a2 + 3.

a2 + 3 =
(
a+
√
−3
) (
a−
√
−3
)

= (a+ 1 + 2ω) (a− 1− 2ω) .

Využili jsme rovnost 1 + 2ω = 1 + 2−1+
√
−3

2
=
√
−3. Předpokládejme nyńı, že

π je prvočinitel děĺıćı p. Protože π | p a p | (a+ 1 + 2ω) (a− 1− 2ω) tak muśı i
π | (a+ 1 + 2ω) (a− 1− 2ω). Prvočinitel π muśı tedy dělit některého z činitel̊u
součinu (a+ 1 + 2ω) (a− 1− 2ω). T́ım je dokázáno, že prvočinitelem neńı č́ıslo
asociované s p, protože p neděĺı ani (a+ 1 + 2ω) ani (a− 1− 2ω). Po vyděleńı
č́ıslem p bychom totiž dostali nějaké komplexńı č́ıslo, které nelež́ı v Z [ω] . Celkem
jsme tedy zjistili, že p neńı prvočinitel.

Když p neńı prvočinitel, tak se dá rozložit p = πη a π ani η nejsou jednotky.
Z multiplikativnosti normy v Z [ω] plat́ı N (p) = N (π)N (η) = p2. A protože p je
prvoč́ıslo, tak jediná možnost jak rozložit p2 je p ·p. Dostaneme tedy, že N (π) = p
a zároveň dle definice je N (π) = ππ a t́ım máme hledaný rozklad.

Ukážeme, že π a π nejsou asociované. Kdyby byly prvky π a π asociované
musel by jeden dělit druhý. Např́ıklad π | π. Po vynásobeńı č́ıslem π dostaneme
ππ | π2 a odtud p | π2. Pod́ıváme se ted’ podrobněji na jednotlivé př́ıpady, které
při děleńı mohou nastat. Označme π = c+dω, můžeme potom psát p | (c+ dω)2,
kde

(c+ dω)2 = c2 + 2cdω+d2ω2 = c2 + 2cdω+d2 (−1− ω) = c2−d2 +ω
(
2cd− d2

)
.

Dostáváme odtud, že
p |
(
c2 − d2

)
∧ p | d (2c− d)

Vı́me, že c, d ∈ Z a p je prvoč́ıslo. Dostáváme tedy následuj́ıćı možnosti:

a) p | (c− d) ∧ p | d, plat́ı tedy, že p | (c− d+ d) = c
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b) p | (c− d) ∧ p | (2c− d), plat́ı tedy, že p | (2c− d− (c− d)) = c a
p | (c− (c− d)) = d

c) p | (c+ d) ∧ p | d, plat́ı tedy, že p | (c+ d− d) = c

d) p | (c+ d) ∧ p | (2c− d), plat́ı tedy, že p | (2c− d+ c+ d) = 3c

Prvńı tři možnosti nám ukazuj́ı, že p | c a zároveň p | d. Čtvrtá možnost
nám dává výsledek p | 3c a ten vede bud’ k závěru, že p | c a nebo ke sporu s
předpokladem, že p ≡ 1 (mod 3) jestliže p | 3. Z výsledk̊u p | c a zároveň p | d
vyplývá, že p | (c+ dω) = π. Což je ale ve sporu s t́ım, že p = ππ. Celkově tedy
prvky π, π nejsou asociované.

3. Jestliže π | 2 tak, potom N (π) 6= 1, protože by π byla jednotka a zároveň muśı
platit, že N (π) | N (2). Jelikož N (2) = 4 tak dostáváme dvě možnosti.

1. N (π) = 2
Předpokládejme, že π = a + bω. Vı́me, že N (π) = a2 − ab + b2. Budeme tedy
poč́ıtat

a2 − ab+ b2 = 2⇒ 4a2 − 4ab+ 4b2 = 8⇒ (2a+ b)2 + 3b2 = 8.

Tato rovnost ovšem nemá v Z žádné řešeńı a dostáváme se t́ım do sporu.

2. N (π) = 4
Vı́me tedy, že N (π) = 4 a budeme rozkládat dvojku. Existuje η ∈ Z [ω] takové,
že π · η = 2. Z multiplikativnosti norem v́ıme, že N (π)N (η) = 4 a jelikož v́ıme,
že N (π) = 4 tak muśı být N (η) = 1. Zjistili jsme tedy, že η je jednotka a že
π je asociované s dvojkou. Celkově jsme dokázali, že až na asociovanost existuje
jediný prvočinitel dělićı dvojku, a to dvojka sama.

Obecněji. Mějme libovolné prvoč́ıslo q takové, že q = 2 (mod 3). Uvažujme
prvočinitele π ∈ Z [ω] , který děĺı q. To znamená, že existuje η ∈ Z [ω] takové, že
η · π = q. Přechodem k normám dostaneme

N (η)N (π) = N (q) = q2

Vı́me, že N (π) 6= 1 a dostaneme tak dvě následuj́ıćı možnosti

1. N (π) = q
Předpokládejme, že π = a + bω. Vı́me, že N (π) = a2 − ab + b2. Budeme tedy
poč́ıtat

a2 − ab+ b2 = q ⇒ 4a2 − 4ab+ 4b2 = 4q ⇒ (2a+ b)2 + 3b2 = 4q.

(2a+ b)2 ≡ 4q ≡ 2 (mod 3) .

Tato rovnost ovšem nemá v Z žádné řešeńı a dostáváme se t́ım do sporu.
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2. N (π) = q2

Z tohoto předpokladu ovšem dostáváme, že N (η) = 1 a tedy, že η je jednotka
v Z [ω] . Dále dostáváme, že π je prvek asociovaný s q a že až na asociovanost
existuje jediný prvočinitel děĺıćı č́ıslo q, a to č́ıslo q samo.

�

4.2 Zbytkové tř́ıdy okruhu Z [ω]

V této kapitole se seznámı́me s pojmem kongruence na okruhu Z [ω] . Jestliže
α, β, γ ∈ Z [ω] a γ 6= 0 řekneme, že α ≡ β (mod γ), pokud γ | (α− β). Tedy
ř́ıkáme, tak jako v okruhu Z, že α je kongruentńı β modulo γ. Obdobně jako v
okruhu Z kongruence faktorizuje okruh Z [ω] na okruh zbytkových tř́ıd modulo
γ, který znač́ıme Z [ω]/γZ [ω] .

Tvrzeńı 4.4 Mějme π ∈ Z [ω] , který je prvočinitel. Potom Z [ω]/πZ [ω] je konečné
těleso o N (π) prvćıch.
Důkaz: Z algebry v́ıme, že každý konečný obor integrity je tělesem. Bude tedy
stačit, když se nám podař́ı ukázat, že Z [ω]/πZ [ω] je konečný obor integrity,
přesněji, že má právě N (π) prvk̊u.

Ukážeme, že Z [ω]/πZ [ω] neobsahuje dělitele nuly. Mějme α, β ∈ Z, polož́ıme-
li [α]π · [β]π = [αβ]π = [0]π, potom vid́ıme, že π | αβ. Jelikož je π prvočinitel, muśı
dělit jeden z prvk̊u na pravé straně. Předpokládejme, že je to prvek α. To, že π | α
znamená, že [α]π = [0]π a proto neexistuj́ı prvky α, β ∈ Z [ω] , [α]π 6= [0]π 6= [β]π,
vyhovuj́ı rovnosti [α]π · [β]π = [0]π.

Kolik má tento obor integrity prvk̊u ukážeme t́ım zp̊usobem, že projdeme
postupně všechny možnosti uvedené v tvrzeńı 4.3.

Nejprve předpokládejme, že π = p, kde p je prvoč́ıslo kongruentńı s dvoj-

kou modulo tři. Dokážeme, že Z [ω] /pZ [ω] =
{

[a+ b]p ω | 0 ≤ a < p, 0 ≤ b < p
}

.

Mějme µ = m+nω ∈ Z [ω] . Č́ısla m,n a p jsou celá a tedy dle věty o děleńı celých
č́ısel se zbytkem plat́ı, že m = ps+ a, n = pt+ b, kde s, t, a, b ∈ Z a 0 ≤ a, b < p.
Po dosazeńı za m a n dostaneme

µ = ps+ a+ (pt+ b)ω ⇒ µ ≡ a+ bω (mod p) .

Můžeme nyńı ř́ıci, že libovolný prvek okruhu Z [ω] patř́ı do jedné ze zbytkových
tř́ıd množiny Z [ω] /pZ [ω]. Zbývá ukázat, že tato množina má skutečněN (p) = p2

prvk̊u, tedy, že žádné dvě zbytkové tř́ıdy spolu nesplývaj́ı.
Předpokládejme, že a + bω ≡ a′ + b′ω (mod p), kde 0 ≤ a, b, a′, b′ < p. Odtud

dostáváme, že p | (a− a′ + (b− b′)ω), a proto a−a′
p

+ b−b′
p
ω ∈ Z [ω] , z čehož plyne,

že a−a′
p

a b−b′
p

jsou celá č́ısla. To je ale možné jen když bude platit a = a′ a b = b′.
Tedy, že a+ bω = a′ + b′ω.

Nyńı budeme předpokládat, že p ≡ 1 (mod 3) a že p = ππ = N (π), kde π
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je prvočinitel v Z [ω] a prvky π a π nejsou asociované. Ukážeme, že, množina
{0, 1, · · · , p− 1} je množinou č́ısel, kterými lze reprezentovat libovolnou zbytko-
vou tř́ıdu modulo π. Z toho poté vyplyne, že Z [ω]/πZ [ω] má N (π) = p prvk̊u.
Položme π = a + bω a z definice normy v okruhu vid́ıme, že p = a2 − ab + b2 a
že p - b. Položme dále µ = m + nω. Vı́me, že p - b a budeme-li postupně brát
x = 0, 1, · · · , p − 1 potom součin xb bude nabývat všech hodnot úplné soustavy
zbytk̊u modulo p. Existuje tedy celé č́ıslo c takové, že cb ≡ n (mod p). Odtud
p | (n− cb) a proto µ− cπ = m− ca+ (n− cb)ω, tedy µ− cπ ≡ m− ca (mod p).
Dále plat́ı, že µ ≡ m − ca (mod π), protože π | p. Ukázali jsme, že libovolný
prvek z množiny Z [ω] patř́ı do zbytkové tř́ıdy reprezentované nějakým celým
č́ıslem modulo π. Mějme nějaké celé č́ıslo l. Podle věty o děleńı se zbytkem lze
toto č́ıslo psát ve tvaru l = sp + r, kde s, r ∈ Z a 0 ≤ r < p. Plat́ı tedy, že
l ≡ r (mod p) a jelikož π | p tak také l ≡ r (mod π). Ukázali jsme tedy, že každý
prvek množiny Z [ω] je kongruentńı s prvkem množiny {0, 1, · · · , p− 1} modulo
π. Zbývá ukázat, že žádné dvě z těchto tř́ıd nesplývaj́ı. Jestliže, r ≡ r′ (mod π),
kde r, r′ ∈ Z a 0 ≤ r, r′ < p, potom r − r′ = πγ pro nějaké γ ∈ Z [ω] . Výpočtem
norem výraz̊u na levé a pravé straně rovnosti dostaneme (r − r′)2 = N (r − r′) =
N (πγ) = N (π)N (γ) = pN (γ). Tedy p | (r − r′)2 a jelikož je p prvoč́ıslo, tak
p | r − r′. Celkově dostáváme, že r − r′ = 0, a tedy r = r′. Všechny prvky
množiny {0, 1, · · · , p− 1} jsou tak reprezentanty r̊uzných zbytkových tř́ıd tělesa
Z [ω]/πZ [ω] .

Vı́me, že libovolný prvočinitel je asociovaný s jedńım z uvedených prvočinitel̊u
a můžeme jej tedy zařadit do jednoho z výše popsaných př́ıpad̊u. T́ım jsme s
d̊ukazem hotovi. �

Je-li π prvočinitel, potom multiplikativńı grupa tělesa Z [ω]/πZ [ω] má řád
N (π)− 1 a můžeme vyslovit tvrzeńı analogické malé Fermatově větě.

Tvrzeńı 4.5 Mějme α ∈ Z [ω] a π prvočinitel takový, že π - α. Potom

αN(π)−1 ≡ 1 (mod π) .

Důkaz: Věta je d̊usledkem Lagrangeovy věty aplikované na multiplikativńı
grupu (Z [ω] /πZ [ω])∗. Viz [3, str. 39]. �

Jestliže je norma π r̊uzná od tř́ı, tak potom zbytkové tř́ıdy v tělese Z [ω]/πZ [ω]
obsahuj́ıćı 1, ω a ω2 jsou r̊uzné. Např́ıklad pro ω ≡ 1 (mod π) bychom měli, že
π | (1− ω) a 1 − ω je prvočinitel, tedy π a 1 − ω jsou asociované. Plat́ı proto,
že N (π) = N (1− ω) = 3, což je ale spor. Obdobně by se daly ukázat i zbylé
př́ıpady.

Plat́ı, že 〈[ω]π〉 = {[1]π , [ω]π , [ω
2]π} je spolu s operaćı násobeńı zbytkových

tř́ıd cyklická grupa řádu 3. Podle Lagrangeovy věty potom 3 děĺı řád multiplika-
tivńı grupy (Z [ω] /πZ [ω])∗, tedy 3 | N (π)− 1.

29



Tvrzeńı 4.6 Necht’ α ∈ Z [ω] a π je prvočinitel takový, že N (π) 6= 3 a π - α.
Potom existuje jednoznačně určené č́ıslo m rovno 0, 1 nebo 2 takové, že

α
N(π)−1

3 ≡ ωm (mod π) .

Důkaz: Vı́me, že π | αN(π)−1−1. Dále v́ıme, že x3−1 = (x− 1) (x− ω) (x− ω2)
a toho nyńı využijeme při úpravě výrazu αN(π)−1 − 1.

αN(π)−1 − 1 =
(
α
N(π)−1

3 − 1
)(

α
N(π)−1

3 − ω
)(

α
N(π)−1

3 − ω2
)
.

Protože π je prvočinitel, tak muśı dělit právě jeden ze tř́ı člen̊u na pravé straně
rovnosti. To že děĺı právě jeden z daných činitel̊u plyne z faktu, že kdyby dělilo
dva činitele na pravé straně, tak by dělilo i jejich rozd́ıl. To ale neńı možné, nebot’

jsme v předchoźıch odstavćıch ukázali, že prvky 1, ω a ω2 patř́ı pro N (π) 6= 3 do
r̊uzných zbytkových tř́ıd modulo π. �

Nyńı můžeme zavést tzv. kubický mocninný symbol.

Definice 4.1 Mějme α, π ∈ Z [ω] , kde π je prvočinitel takový, že N (π) 6= 3.
Potom definujeme kubický mocninný symbol č́ısla α modulo π následovně:

1. jestliže π | α, klademe
(
α
π

)
3

= 0,

2. jestliže π - α, definujeme
(
α
π

)
3
∈ {1, ω, ω2} podmı́nkou

(
α
π

)
3
≡ α

N(π)−1
3 (mod π).

Kubický mocninný symbol hraje v teorii kubického zákona vzájemnosti stej-
nou roli jako Legendre̊uv symbol v teorii kvadratického zákona vzájemnosti. V
následuj́ıćı definici je popsán pojem kubického zbytku.

Definice 4.2 Mějme α, γ ∈ Z [ω] taková, že (α, γ) = 1. Č́ıslo α nazveme ku-
bickým zbytkem modulo γ, má-li kongruence x3 ≡ α (mod γ) řešeńı v okruhu
Z [ω] . Pokud žádné takové č́ıslo x ∈ Z [ω] neexistuje, řekneme, že α je kubickým
nezbytkem modulo γ.

Tvrzeńı 4.7 Necht’ α ∈ Z [ω] a π prvočinitel takový, že N (π) 6= 3 a π - α.
Potom plat́ı:

1.
(
α
π

)
3
≡ α

N(π)−1
3 (mod π),

2.
(
αβ
π

)
3

=
(
α
π

)
3

(
β
π

)
3
,

3. jestlǐze α ≡ β (mod π), potom
(
α
π

)
3

=
(
β
π

)
3
,

4.
(
α
π

)
3

= 1 právě tehdy, když kongruence x3 ≡ α (mod π) je řešitelná v okruhu
Z [ω] ( tj. právě tehdy, když je α kubickým, zbytkem modulo π.)
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Důkaz:

1. Důkaz plyne př́ımo z definice kubického mocninného symbolu.

2. Podle prvńı části věty plat́ı, že(
αβ

π

)
3

= (αβ)
N(π)−1

3 ≡ α
N(π)−1

3 β
N(π)−1

3 ≡
(α
π

)
3

(
β

π

)
3

(mod π) .

Protože obě strany kongruence nabývaj́ı hodnot 0, 1, ω, ω2 a žádné dva z těchto
prvk̊u nelež́ı ve stejné zbytkové tř́ıdě modulo π, můžeme mı́sto kongruence psát
př́ımo rovnost.

3. Jestliže α ≡ β (mod π), potom
(
α
π

)
3
≡ α

N(π)−1
3 ≡ β

N(π)−1
3 ≡

(
β
π

)
3

(mod π).

4. =⇒ Necht’
(
α
π

)
3

= 1. Plat́ı, že (Z [ω] /πZ [ω])∗ = 〈γ〉 pro nějaké γ ∈ Z [ω] ,
pro které π - γ. Pro nějaké n ∈ N je α ≡ γn (mod π) a využit́ım část́ı 2. a 3.
dostaneme 1 =

(
α
π

)
3

=
(
γn

π

)
3

=
(
γ
π

)n
3
. Tato rovnost je splněna bud’ pro

(
γ
π

)
3

= 1,
nebo jestliže 3 | n. V prvńım př́ıpadě by z definice kubického mocninného symbolu

platilo γ
N(π)−1

3 ≡ 1 (mod π), což však neńı možné, jelikož je prvek γ generátorem
grupy (Z [ω] /πZ [ω])∗, a muśı tedy mı́t řád roven řádu této grupy, tj. N (π)− 1.
Proto muśı nastat druhý př́ıpad, kdy 3 | n. Nyńı stač́ı položit x = γ

n
3 a dostaneme

řešeńı dané kongruence.
⇐= Označme γ řešeńı kongruence x3 ≡ α (mod π). Potom plat́ı γ3 ≡ α (mod π)
a muśı dále platit, že π - γ, protože by v opačném př́ıpadě platilo π | α. Pomoćı

část́ı 2. a 3. dostaneme
(
α
π

)
3

=
(
γ3

π

)
3

=
(
γ
π

)3
3

= 1, nebot’ 1 = 13 = ω3 = ω6.

�

Následuj́ıćı tvrzeńı popisuje vlastnosti kubických mocninných symbol̊u vzhle-
dem ke komplexńı sdruženosti.

Tvrzeńı 4.8 Necht’ α ∈ Z [ω] a π je prvočinitel, pro který N (π) 6= 3. Pak plat́ı:

1.
(
α
π

)
3

=
(
α
π

)2
3

=
(
α2

π

)
3
,

2.
(
α
π

)
3

=
(
α
π

)
3
.

Důkaz:

1. Z definice kubického mocninného symbolu v́ıme, že
(
α
π

)
3

je roven 1, ω nebo

ω2. Z rovnosti ωω = N (ω) = 1 = ω3 plyne, že ω = ω2, ω2 = ω = (ω2)
2

a odkud

dostáváme, že
(
α
π

)
3

=
(
α
π

)2
3
. Zbylá část rovnosti plyne z druhé části tvrzeńı 4.7.
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2. Podle tvrzeńı 4.7 je (α
π

)
3
≡ α

N(π)−1
3 (mod π) .

Abychom ukázali, že
(
α
π

)
3

=
(
α
π

)
3

potřebujeme nejprve dokázat, že pokud pro

prvky α, β, γ ∈ Z [ω] plat́ı α ≡ β (mod γ), pak také plat́ı α ≡ β (mod γ).
Pro libovolná µ, ν ∈ C plat́ı µ · ν = µν a dále µ − ν = µ− ν. Jestliže plat́ı
α ≡ β (mod γ), pak γ | (α− β), tedy existuje δ ∈ Z [ω] takové, že α− β = δ · γ.
Posledńı rovnost přeṕı̌seme do tvaru α− β = δ · γ a dále využijeme zmı́něné
vztahy, abychom celkově dostali α−β = δ ·γ. Jelikož δ ∈ Z [ω] , plat́ı γ |

(
α− β

)
,

a tedy α ≡ β (mod γ).
Odtud dostaneme (α

π

)
3
≡ α

N(π)−1
3 (mod π) .

Protože N (π) = ππ = ππ = N (π), dostaneme d́ıky tvrzeńı 4.7 kongruenci(
α

π

)
3

≡ α
N(π)−1

3 (mod π) .

Spojeńım posledńıch dvou kongruenćı dostaneme
(
α
π

)
3
≡
(
α
π

)
3

(mod π). Vı́me,
že obě strany mohou nabývat pouze hodnot 0, 1, ω a ω2, které lež́ı v r̊uzných
zbytkových tř́ıdách, lze proto kongruenci zaměnit za rovnost.

�

Důsledek 4.1 Necht’ p ≡ 2 (mod 3) je prvoč́ıslo, α ∈ Z [ω] . Pak:

1.
(
α
p

)
3

=
(
α2

p

)
3
,

2. pro n ∈ Z takové, že p - n, plat́ı
(
n
p

)
3

= 1.

Důkaz:

1. Protože p = p, dostaneme z předchoźıch vět(
α

p

)
3

=

(
α

p

)
3

=

(
α

p

)
3

=

(
α2

p

)
3

.

2. Protože n = n, dostaneme z předchoźıch vět(
n

p

)
3

=

(
n

p

)
3

=

(
n

p

)
3

=

(
n

p

)2

3

.

Vı́me, že p - n a protože
(
n
p

)
3
6= 0, muśı platit

(
n
p

)
3

= 1.
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�
Dı́ky předchoźımu d̊usledku můžeme ř́ıci, že celé č́ıslo n, které je nesoudělné s

prvoč́ıslem p ≡ 2 (mod p), je kubickým zbytkem modulo p. Jsou-li tedy p1, p2 dvě

r̊uzná prvoč́ısla taková, že p1 ≡ p2 ≡ 2 (mod 3), potom
(
p1
p2

)
3

=
(
p2
p1

)
3
. Dostali

jsme speciálńı př́ıpad kubického zákona vzájemnosti, k jehož obecněǰśı formě se
dostaneme v následuj́ıćı kapitole.

4.3 Kubický zákon vzájemnosti

Definice 4.3 Prvočinitel π ∈ Z [ω] nazveme primárńı, jestliže π ≡ 2 (mod 3).
Jestliže π = a+ bω, lze podmı́nku z definice formulovat jako a ≡ 2 (mod 3) a

zároveň b ≡ 0 (mod 3). Můžeme tedy ř́ıci, že libovolný prvoč́ıselný prvočinitel je
primárńı. Také si můžeme všimnout, že pokud π = a+bω je primárńı prvočinitel,
pak také π = (a− b)− bω je primárńı.

Tvrzeńı 4.9 Necht’ π ∈ Z [ω] je prvočinitel, p ∈ Z prvoč́ıslo takové, že N (π) =
p ≡ 1 (mod 3). Potom je mezi prvky asociovanými s π právě jeden primárńı
prvočinitel.
Důkaz: Položme π = a+ bω. Prvky asociované k π jsou tvaru π, ωπ, ω2π, −π,
−ωπ, −ω2π. Celkově se tedy bude jednat o prvky

1. a+ bω,

2. ω (a+ bω) = −b+ (a− b)ω,

3. ω2 (a+ bω) = (b− a)− aω,

4. −a− bω,

5. b+ (b− a)ω,

6. (a− b) + aω.

Najdeme mezi těmito prvočiniteli alespoň jeden, který bude primárńı. Protože
N (π) = p = a2 − ab+ b2 ≡ 1 (mod 3) nemůže nastat př́ıpad, kdy 3 | a a zároveň
3 | b. Porovnáńım prvk̊u část́ı 1. a 2. d̊ukazu vid́ıme, že lze bez újmy na obec-
nosti předpokládat, že 3 - a. Dále porovnáńım prvk̊u 1. a 4. můžeme dokonce
předpokládat, že a ≡ 2 (mod 3). Dı́ky tomu dostáváme p = a2 − ab + b2 ≡
4 − 2b + b2 (mod 3) ≡ 1. Což lze také přepsat ve tvaru b (b− 2) ≡ 0 (mod 3).
Celkově můžeme předpokládat, že bud’ a ≡ 2 (mod 3) ∧ a ≡ 0 (mod 3), nebo
a ≡ 2 (mod 3) ∧ a ≡ 2 (mod 3). V prvńım př́ıpadě je primárńım prvočinitelem
prvek a+ bω, ve druhém prvek b+ (b− a)ω.

Pro dokázáńı jednoznačnosti předpokládejme, že a+bω je primárńı prvočinitel.
Jestliže porovnáme prvńı složky prvk̊u 2. a 5. zjist́ıme, že nemohou být primárńı.
Dále vid́ıme, že prvek 6. nemůže být primárńı prvočinitel vzhledem ke koeficientu
a ve druhé složce. T́ım je tedy věta dokázána. �
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Př́ıklad 4.1 Najděte primárńıho prvočinitele, který je asociovaný s prvočinitelem:

1. 1− 2ω,

2. 1 + 4ω,

3. −7− 3ω.

Řešeńı:

1. Nejprve ověř́ıme, že N (1− 2ω) = 7, a proto je prvek 1 − 2ω dle tvrzeńı 4.2
prvočinitelem. Asociované prvky k tomuto prvku jsou přitom tvaru

a) 1− 2ω,

b) ω (1− 2ω) = ω − 2ω2 = ω − 2 (−1− ω) = 2 + 3ω,

c) ω2 (1− 2ω) = ω2 − 2ω3 = (−1− ω)− 2 = −3− ω,

d) −1 + 2ω,

e) −2− 3ω,

f) 3 + ω.

Primárńım prvočinitelem je prvek 2 + 3ω.

2. Opět zkontrolujeme nejprve platnost tvrzeńı 4.2 a zjist́ıme, žeN (1 + 4ω) = 13.
Asociované prvky budou následuj́ıćı:

a) 1 + 4ω,

b) ω (1 + 4ω) = ω + 4ω2 = ω + 4 (−1− ω) = −4− 3ω,

c) ω2 (1 + 4ω) = ω2 + 4ω3 = (−1− ω) + 4 = 3− ω,

d) −1− 4ω,

e) 4 + 3ω,

f) −3 + ω.

Primárńım prvočinitelem je prvek −4− 3ω.

3. Zde je situace jednodušš́ı. Plat́ı, že N (−7− 3ω) = 37 a zároveň je rovnou
splněno −7 ≡ 2 (mod 3) a −3 ≡ 0 (mod 3). Prvek −7−3ω je tedy př́ımo primárńı
prvočinitel.

Př́ıklad 4.2 Jak vypadá těleso Z [ω] /5Z [ω]?

Řešeńı : Č́ıslo p = 5 je prvočinitel v Z [ω] . Vı́me tedy, že Z [ω] /5Z [ω] je těleso
o N (p) prvćıch. V našem př́ıpadě to bude 25 prvk̊u, které budou vyhovovat
kongruenčńı rovnici x3 ≡ a + bω (mod 5) v Z [ω] . Všechny tyto prvky jsou v
následuj́ıćı tabulce. Pro jednodušš́ı zápis budeme dál ztotožňovat zbytkové tř́ıdy
s jejich reprezentanty.
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0 ω 2ω 3ω 4ω
1 1+ω 1+2ω 1+3ω 1+4ω
2 2+ω 2+2ω 2+3ω 2+4ω
3 3+ω 3+2ω 3+3ω 3+4ω
4 4+ω 4+2ω 4+3ω 4+4ω

Grupa (Z [ω] /πZ [ω])∗ je cyklická grupa řádu 24 a třet́ı mocniny jej́ıch prvk̊u
tvoř́ı jej́ı cyklickou podgrupu řádu 8. Zkuśıme naj́ıt generátor této podgrupy a
všechny jej́ı prvky. Určeme postupně hodnoty kubických mocninných symbol̊u
pro prvky z tělesa Z [ω] /5Z [ω].(

1

5

)
3

= 18 (mod 5) = 1

(
2

5

)
3

= 28 (mod 5) = 1(
3

5

)
3

= 38 (mod 5) = 1(
4

5

)
3

= 48 (mod 5) = 1(
1 + 2ω

5

)
3

= (1 + 2ω)8 = . . . = 5ω2 + 5ω + 6 = 1(
2 + 4ω

5

)
3

=

(
2

5

)
3

(
1 + 2ω

5

)
3

= 1(
3 + ω

5

)
3

= 1(
4 + 3ω

5

)
3

= 1

Vid́ıme tedy, že hledaná podgrupa má prvky

1, 2, 3, 4, 1 + 2ω, 2 + 4ω, 3 + ω, 4 + 3ω

a jej́ım generátorem je prvek 1 + 2ω.
Stejným zp̊usobem bychom mohli určit hodnoty zbylých prvk̊u a dospěli

bychom k výsledku že Z [ω] /5Z [ω] ' Z3. Prvky zobrazuj́ıćı se na 1 jsme již
našli. Prvky zobrazuj́ıćı se na ω jsou

1 + ω, 4 + ω, 2 + 2ω, 3 + 2ω, 2 + 3ω, 3 + 3ω, 1 + 4ω, 4 + 4ω

a prvky zobrazuj́ıćı se na ω2 jsou

ω, 2ω, 3ω, 4ω, 1 + 3ω, 2 + ω, 4 + 2ω, 3 + 4ω.
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Tvrzeńı 4.10 Kubický zákon vzájemnosti Necht’ π1, π2 ∈ Z [ω] jsou primárńı
prvočinitelé takov́ı, že N (π1) 6= N (π2). Potom(

π1
π2

)
3

=

(
π2
π1

)
3

.

Důkaz: Důkaz kubického zákona vzájemnosti je k dispozici v několika verźıch
v literatuře [1, str. 115 - 118]. �

Nyńı budeme cht́ıt podrobněji vyšetřit, jak se měńı hodnota kubického moc-
ninného symbolu

(
ω
π

)
3

pro všechny jednotky okruhu Z [ω] a dále pro prvočinitele
1− ω, na něhož nelze aplikovat kubický zákon vzájemnosti.

Předpokládejme, že N (π) 6= 3. Jak je vidět, tak kongruence x3 ≡ 1 (mod π) a
x3 ≡ −1 (mod π) jsou řešitelné vždy, nebot’ stač́ı položit x = 1 př́ıpadně x = −1.
Plat́ı tedy

(
1
π

)
3

=
(−1
π

)
3

= 1.

Pod́ıvejme se ještě na hodnotu
(
ω
π

)
3
. Z tvrzeńı 4.5 můžeme psát

(
ω
π

)
3

=

ω
N(π)−1

3 . Obě strany kongruence nabývaj́ı pouze hodnot 1, ω, ω2, lež́ıćı v r̊uzných
zbytkových tř́ıdách modulo π. Konkrétně plat́ı

(ω
π

)
3

=


1 N (π) ≡ 1 (mod 9)
ω , jestliže N (π) ≡ 4 (mod 9)
ω2 N (π) ≡ 7 (mod 9)

.

Vı́me, že plat́ı
(
ω2

π

)
3

=
(
ω
π

)2
3

a jsme tedy schopni již určit hodnoty kubického

mocninného symbolu modulo π pro všechny zbývaj́ıćı jednotky.

Věta 4.1 Necht’ π je primárńı prvočinitel, pro který plat́ı N (π) 6= 3. Polož́ıme-li
π = 3m− 1 + 3nω, kde m,n ∈ Z, pak plat́ı:

1.
(
ω
π

)
3

= ωm+n

2.
(
1−ω
π

)
3

= ω2m

Důkaz: Pokud bychom chtěli č́ıslo π psát v obvyklém tvaru π = a + bω, tak
bychom položili a = 3m − 1 a b = 3n. T́ım je č́ıslo π jednoznačně určeno a v
souladu s definićı primárńıho prvočinitele.

1. Podle tvrzeńı 4.5 plat́ı
(
ω
π

)
3

= ω
N(π)−1

3 . Vypoč́ıtáme, čemu se rovná exponent
na pravé straně rovnosti:

N (π)− 1

3
=
N (3m− 1 + 3nω)− 1

3
=

(3m− 1)2 − (3m− 1) 3n+ (3n)2 − 1

3

=
9m2 − 6m− 9mn+ 3n+ 9n2

3
.
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Odtud dostaneme

N (π)− 1

3
= 3m2 − 2m− 3mn+ n+ 3n2 ≡ m+ n (mod 3) .

Proto plat́ı
(
ω
π

)
= ωm+n.

2. Důkaz této části věty je poměrně pracný a vzhledem k rozsahu práce jej zde
nebudeme uvádět. Lze jej nalézt v knize [1, str. 135].

�

Př́ıklad 4.3 Určete, zda je řešitelná kongruence x3 ≡ 11 (mod 17).

Řešeńı : Z předchoźıho textu v́ıme, že je-li p ≡ 2 (mod 3) je kongruence x3 ≡
a (mod p) řešitelná vždy, jestliže a je nesoudělné s p. V našem př́ıpadě jsou obě
podmı́nky splněny a kongruence je řešitelná.

Ke stejnému výsledku bychom dospěli i pokud bychom chtěli využ́ıt malou
Fermatovu větu. Plat́ı, že 1117−1 = (112)

8
= 1218 ≡ 28 = 256 ≡ 1 (mod 17).

Př́ıklad 4.4 Určete, zda je řešitelná kongruence x3 ≡ 13 (mod 37).

Řešeńı : Protože je 37 ≡ 1 (mod 3), lze využit́ım tvrzeńı 4.3 naj́ıt prvočinitele
π, π takové, že 37 = ππ. Označme π = a+ bω. Hledáme tedy řešeńı rovnice a2−
ab+ b2 = 37. Vynásobeńım rovnice 4 a úpravou levé strany na čtverec dostaneme
ekvivalentńı rovnici (2a− b)2 + 3b2 = 148. Výrazy v této rovnici nabývaj́ı pouze
kladných hodnot a požadujeme, aby platilo 3 | b. Existuje tedy c ∈ Z takové, že
b = 3c. Můžeme proto rovnici přepsat do tvaru (2a− 3c)2 + 27c2 = 148. Rovnici
můžeme řešit v závislosti na hodnotě výrazu c2. Dostaneme následuj́ıćı možnosti:

1. c2 = 0 a zároveň (2a− 3c)2 = 148 což nelze, protože 148 neńı druhá mocnina
žádného celého č́ısla

2. c2 = 1 a zároveň (2a− 3c)2 = 121 odtud dostáváme, že c = ±1 a zároveň
(2a− 3c) = ±11

3. c2 = 4 a zároveň (2a− 3c)2 = 40 což nelze, protože 40 neńı druhá mocnina
žádného celého č́ısla

4. c2 ≥ 9 a zároveň (2a− 3c)2 < 0 což neplat́ı pro žádné č́ısla a, c ∈ Z.

Vid́ıme tedy, že jen druhý př́ıpad povede k řešeńı rovnice. Dosazeńım c = ±1
do rovnosti (2a− 3c) = ±11, b = 2c dostaneme možnosti a1 = −4, a2 = 7, b = 3
a a1 = 4, a2 = −7, b = −3. Hledáme primárńı prvočinitele, takže můžeme použ́ıt
rovnou koeficienty, které splňuj́ı podmı́nky pro primárńı prvočinitel a źıskáme
výsledek ve tvaru π1 = −4 + 3ω a π2 = −7 − 3ω. Snadno se lze přesvědčit, že
plat́ı π1 = π2 a naopak. Tedy 37 = π1 · π1.
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Pro výpočet hodnoty kubického mocninného symbolu
(

13
−4+3ω

)
3

nelze použ́ıt
kubický zákon vzájemnosti. Budeme-li postupovat stejně jako pro č́ıslo 37, do-
jdeme k výsledku (−4− 3ω) (−1 + 3ω) = 4−9ω−9ω2 = 4−9ω−9 (−1− ω) = 13.
Plat́ı tedy, že 13 = (−4− 3ω) (−1 + 3ω) a dále využit́ım tvrzeńı 4.5 (2) a ku-
bického zákona vzájemnosti dostáváme(

13

−4 + 3ω

)
3

=

(
−4− 3ω

−4 + 3ω

)
3

·
(
−1 + 3ω

−4 + 3ω

)
3

=

(
−4 + 3ω

−4− 3ω

)
3

·
(
−4 + 3ω

−1 + 3ω

)
3

Jelikož −4 + 3ω ≡ 1 (mod − 4 + 3ω) a −4 + 3ω ≡ 3 (mod − 1 + 3ω) plat́ı dle
tvrzeńı 4.5 (3), že(

−4 + 3ω

−4− 3ω

)
3

·
(
−4 + 3ω

−1 + 3ω

)
3

=

(
1

−4− 3ω

)
3

·
(

3

−1 + 3ω

)
3

.

Vı́me, že kongruence x3 ≡ 1 (mod π) je řešitelná pro každé π ∈ Z [ω] . Proto(
1

−4−3ω

)
3

= 1. Využijeme dále vztahu 3 = −ω2 (1− ω)2 a dostaneme(
3

−1 + 3ω

)
3

=

(
−1

−1 + 3ω

)
3

·
(

ω

−1 + 3ω

)2

3

·
(

1− ω
−1 + 3ω

)2

3

.

Použit́ım věty 4.1 a vzhledem k tomu, že
( −1
−1+3ω

)
3

= 1 dostáváme výsledek(
ω

−1 + 3ω

)2

3

·
(

1− ω
−1 + 3ω

)2

3

=
(
ω2
)2 · (ω0

)2
= ω 6= 1.

Kongruence tedy řešitelná neńı.
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5 Bikvadratický zákon vzájemnosti

V této kapitole si ukážeme, jak pomoćı bikvadratického zákona vzájemnosti
rozhodovat o řešitelnosti kongruenćı typu x4 ≡ a (mod p), kde a ∈ Z a p je
prvoč́ıslo. V několika př́ıpadech se setkáme s analogickými větami a definicemi
jako v předchoźı kapitole.

5.1 Obor integrity Z [i] podrobněji

Podobně jako v předchoźı kapitole se nejprve pod́ıváme na prvočinitele v
oboru integrity Z [i].

Tvrzeńı 5.1 Je-li π je prvočinitel v Z [i], potom existuje prvoč́ıslo p takové, že
π | p.
Důkaz: Využijeme definici normy v Z [i]. Plat́ı π · π = N (π) = n ∈ N, tedy
π | n. Vı́me, že n lze rozložit na součin konečně mnoha prvoč́ısel n = p1 · . . . · pk.
Jelikož π je prvočinitel, tak bude existovat i ∈ {1, . . . k} takové, že π | pi. �

Tvrzeńı 5.2 Jestlǐze pro prvek π ∈ Z [i] plat́ı N (π) = p, kde p je prvoč́ıslo, pak
π je prvočinitel v Z [i].
Důkaz: Necht’ π = γδ. Plat́ı, že N (π) = N (γ) · N (δ). Podle předpokladu je
N (π) rovna prvoč́ıslu p a jedno z č́ısel N (γ), N (δ) muśı být rovno 1 a druhé
prvoč́ıslu p. Muśı tedy být bud’ γ nebo δ jednotkou a tedy π je prvočinitel. �

Pomoćı následuj́ıćı věty budeme schopni charakterizovat všechny prvočinitele
v Z [i] .

Tvrzeńı 5.3 Necht’ p je prvoč́ıslo, potom plat́ı:

(1) Je-li p = 2, potom 2 = −i (1 + i)2 a 1 + i je prvočinitel v Z [i] .

(2) Jestlǐze p ≡ 1 (mod 4), potom p = ππ, kde π je prvočinitel v Z [i] a prvky π
a π nejsou asociované.

(3) Jestlǐze p ≡ 3 (mod 4), potom p je prvočinitel v Z [i] .

Libovolný prvočinitel v Z [ω] je asociovaný s jedńım z prvočinitel̊u z bod̊u (1)
- (3).
Důkaz: Z předchoźı věty plyne, že 1+i je prvočinitel v Z [i] . Snadno vypoč́ıtáme,
že −i (1 + i)2 = −i

(
1 + 2i + i2

)
= −i · 2− i = 2.

Předpokládejme nyńı, že q neńı prvočinitel v Z [i] a že pro q plat́ı q ≡
3 (mod 4). Prvek q lze tedy psát ve tvaru q = αβ, kde N (α) > 1 a N (β) > 1.
Zároveň plat́ı q2 = N (q) = N (αβ) = N (α)N (β). Odtud muśı být N (α) =
N (α) = q. Polož́ıme-li α = a + bi, kde a, b ∈ Z, potom lze psát q = a2 + b2. Pro
součet druhých mocnin libovolných celých č́ısel plat́ı, že po děleńı čtyřmi dávaj́ı
jeden ze zbytk̊u 0, 1, 2. T́ım ale dostáváme spor s předpokladem q ≡ 3 (mod 4), z
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čehož plyne, že q je prvočinitelem v Z [i] .
Mějme nyńı prvoč́ıslo p ≡ 1 (mod 4). Č́ıslo −1 je kvadratickým zbytkem mo-

dulo p a existuje tedy č́ıslo a ∈ Z takové, že a2 ≡ −1 (mod p), neboli p | a2 + 1.
Pokud by p byl prvočinitel v Z [i] , pak by musel dělit jeden z prvk̊u a + i, a − i,
což neplat́ı. Prvek p tedy neńı prvočinitel a lze jej psát ve tvaru p = πγ, kde
π, γ nejsou jednotky. Vı́me, že plat́ı N (π)N (γ) = N (πγ) = N (p) = p2 a dále
p = N (π) = ππ. π je tedy prvočinitel v Z [i] . Předpokládejme nyńı, že prvky
π, π jsou asociované. Tedy π | π a také p | π2. Označme π = c + di. Potom
plat́ı p | (c+ di)2 = c2 + 2cdi− d2. Pro p tedy dostáváme p | (c2 − d2) a zároveň
p | (2cdi). Jelikož c, d jsou celá č́ısla a p je prvoč́ıslo, z druhé podmı́nky dostaneme
následuj́ıćı možnosti:

1. p | 2, což je zřejmě spor s předpokladem p ≡ 1 (mod 4)

2. p | c ∧ p | (c2 − d2), zároveň tedy p | d
3. p | d ∧ p | (c2 − d2), zároveň tedy p | c.

Celkově jsme tedy ukázali, že p | c a zároveň p | d, z čehož již plyne, že p | π. To
ale neńı možné, protože by muselo platit N (p) | N (π), neboli p2 | p. Prvky π a
π tedy nemohou být asociované.

Zbývá již jen ukázat, že libovolný prvočinitel oboru Z [i] je asociovaný s jedńım
z výše uvedených prvočinitel̊u. Necht’ nyńı π je libovolný prvočinitel. Plat́ı tedy,
že π děĺı nějaké prvoč́ıslo p. Toto prvoč́ıslo lze dle 1. až 3. rozložit na součin
prvočinitel̊u. Tento rozklad je jednoznačný až na asociovanost. Prvočinitel π tedy
muśı být asociovaný s jedńım z výše uvedených prvočinitel̊u, vyskytuj́ıćıch se v
tomto rozkladu. �

5.2 Bikvadratický mocninný symbol

Nejprve rozš́ı̌ŕıme pojem kongruence na okruh Gaussových celých č́ısel.

Definice 5.1 Pro α, β, γ ∈ Z [i] znač́ıme α ≡ β (mod γ), pokud γ | (α− β).
Ř́ıkáme, že α je kongruentńı β modulo γ.

Poznámka 5.1 Kořenem polynomu x2 + 1 = 0 je č́ıslo i, které je algebraickým
celým č́ıslem. Tato č́ısla tvoř́ı okruh, jehož podokruhem je okruh celých č́ısel Z.
Proto také libovolná lineárńı kombinace č́ısel 1 a i je algebraickým celým č́ıslem.
Dostaneme tedy uspořádáńı Z < Z [i] < Ω, kde Ω je okruh algebraických celých
č́ısel. Libovolná kongruence celých č́ısel je tedy kongruenćı v okruhu Z [i] a také
libovolná kongruence v Z [i] je kongruenćı v okruhu Ω.

Prvky, které jsou spolu kongruentńı modulo γ, můžeme sloučit do zbytkových
tř́ıd modulo γ a dostaneme t́ım okruh Z [i] /γZ [i]. Tento okruh nazýváme okruh
zbytkových tř́ıd modulo γ.
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Věta 5.1 Necht’ π ∈ Z [i] je prvočinitel. Potom Z [i] /πZ [i] je konečné těleso o
N (π) prvćıch.
Důkaz: Důkaz je analogický d̊ukazu tvrzeńı 4.4. Stač́ı ukázat, že Z [i] /πZ [i] je
obor integrity o N (π) prvćıch.

Vid́ıme, že Z [i] /πZ [i] je komutativńı okruh bez dělitel̊u nuly.
Stejně jako v tvrzeńı 4.4 dokážeme, že pro prvoč́ıselné prvočinitele π = p ≡

3 (mod 4) plat́ı

Z [i] /πZ [i] =
{

[r + si]p | 0 ≤ r < p, 0 ≤ s < p
}
.

Pokud je naopak π prvočinitel takový, že ππ = N (π) = p pro nějaké prvoč́ıslo p,
potom Z [i] /πZ [i] = {[r]π | 0 ≤ r < p}. V obou př́ıpadech je počet prvk̊u oboru
integrity Z [i] /πZ [i] roven č́ıslu N (π). �

Jelikož z věty plyne, že multiplikativńı grupa tělesa Z [i] /πZ [i] má řád N (π)−
1, můžeme přepsat malou Fermatovu větu následuj́ıćım zp̊usobem.

Věta 5.2 Necht’ α ∈ Z [i] a π je prvočinitel takový, že π - α. Potom

αN(π)−1 ≡ 1 (mod π) .

Důkaz: Jedná se o d̊usledek Lagrangeovy věty (viz lit. [3, str. 39]), který je
aplikovaný na grupu (Z [i] /πZ [i])∗. �

Poznámka 5.2 Pokud plat́ı, že N (π) 6= 2, potom jsou zbytkové tř́ıdy v tělese
Z [i] /πZ [i] r̊uzné. Tyto tř́ıdy jsou reprezentované jednotkami 1,−1, i,−i.

Protože 〈[i]π〉 = {[1]π , [−1]π , [i]π , [−i]π} spolu s operaćı násobeńı zbytkových
tř́ıd tvoř́ı cyklickou grupu řádu 4, plyne z Lagrangeovy věty, že 4 děĺı řád mul-
tiplikativńı grupy (Z [i] /πZ [i])∗. Tedy 4 | N (π)− 1.

Věta 5.3 Necht’ α ∈ Z [i] a π je prvočinitel takový, že N (π) 6= 2, π 6= α. Potom
existuje jednoznačně určené č́ıslo m ∈ {0, 1, 2, 3}, pro které plat́ı

α
N(π)−1

4 ≡ im (mod π) .

Důkaz: Z předchoźı věty v́ıme, že π | αN(π)−1−1. Výraz αN(π)−1−1 lze rozložit
následuj́ıćım zp̊usobem

αN(π)−1 − 1 =
(
α
N(π)−1

4 − 1
)(

α
N(π)−1

4 + 1
)(

α
N(π)−1

4 − i
)(

α
N(π)−1

4 + i
)
.

Jelikož π je prvočinitel, tak vzhledem k předchoźı poznámce, π děĺı právě jeden
z činitel̊u na pravé straně.
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Předchoźı výsledky nám umožńı zavést tzv. bikvadratický mocninný symbol.
Jde o obdobu Legendreova symbolu v teorii kvadratických zbytk̊u a kubického
mocninného symbolu v teorii kubických zbytk̊u.

Definice 5.2 Pro prvky α, π ∈ Z [i], kde π je prvočinitel, pro který plat́ı, že
N (π) 6= 2, definujeme bikvadratický mocninný symbol modulo π následuj́ıćım
zp̊usobem:

1. jestliže π | α, klademe
(
α
π

)
4

= 0

2. jestliže π - α, definujeme
(
α
π

)
4
∈ {1,−1, i,−i} podmı́nkou(α

π

)
4
≡ α

N(π)−1
4 (mod π) .

Zaved’me pojem bikvadratický zbytek v okruhu Z [i]. Bude se jednat o analogii
s kvadratickými zbytky z předchoźıch kapitol.

Definice 5.3 Necht’ α, γ ∈ Z [i] a zároveň (α, γ) = 1. Č́ıslo α nazveme bikvadra-
tickým zbytkem modulo γ, má-li kongruence x4 ≡ α (mod γ) řešeńı v okruhu Z [i].
Tedy existuje-li x ∈ Z [i] takové, že x4 ≡ α (mod γ). Pokud žádné takové č́ıslo
neexistuje, řekneme, že α je bikvadratickým nezbytkem modulo γ.

Věta 5.4 Necht’ α, β ∈ Z [i] a π je prvočinitel takový, že N (π) 6= 2,. Potom
plat́ı:

(1)
(
α
π

)
4
≡ α

N(π)−1
4 (mod π)

(2)
(
αβ
π

)
4

=
(
α
π

)
4

(
β
π

)
4

(3) je-li α ≡ β (mod π), potom
(
α
π

)
4

=
(
β
π

)
4

(4) Necht’ π - α. Potom
(
α
π

)
4

= 1, právě když je kongruence x4 ≡ α (mod π)
řešitelná v Z [i].

(5)
(
α
π

)
4

=
(
α
π

)
4

Důkaz:

(1) Pokud π - α je výsledek zřejmý př́ımo z definice bikvadratického mocninného

symbolu. Jestliže naopak π | α, potom π | α
N(π)−1

4 . Tedy α
N(π)−1

4 ≡ 0 (mod π).
Zároveň ale z definice bikvadratického mocninného symbolu plat́ı

(
α
π

)
4

= 0.

(2) Využijeme výsledk̊u z části (1).(
αβ

π

)
4

≡ (αβ)
N(π)−1

4 ≡ α
N(π)−1

4 β
N(π)−1

4 ≡
(α
π

)
4

(
β

π

)
4

(mod π) .

Obě strany kongruence mohou nabývat pouze hodnot 0, 1,−1, i,−i a můžeme
tedy kongruenci nahradit př́ımo hledanou rovnost́ı.
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(3) Je-li α ≡ β (mod π) pak
(
α
π

)
4
≡ α

N(π)−1
4 ≡ β

N(π)−1
4 ≡

(
β
π

)
4

(mod π). Stejně
jako v předchoźı části d̊ukazu můžeme od kongruence přej́ıt k hledané rovnosti.

(4)
”
⇒“Necht’

(
α
π

)
4

= 1. Multiplikativńı grupa tělesa Z [i]πZ [i] je cyklická a
tedy α ≡ γn (mod π) pro nějaké n ∈ N. Využit́ım předchoźıch dvou část́ı věty
dostaneme 1 =

(
α
π

)
4

=
(
γn

π

)
4

=
(
γ
π

)n
4
. Tato rovnost je splněná v následuj́ıćıch

př́ıpadech:

a)
(
γ
π

)
4

= 1, pro libovolné n

b)
(
γ
π

)n
4

= −1, pro 2 | n

c)
(
γ
π

)n
4

= ±i, pro 4 | n.

Pokud by nastala prvńı nebo druhá možnost, potom by muselo platit γ
N(π)−1

2 ≡
1 (mod π). Protože je ale γ generátor grupy (Z [i] πZ [i])∗ a má řád roven řádu
této grupy, tj. N (π) − 1, neńı to možné. Muśı tedy platit třet́ı možnost, podle
které 4 | n. Pokud polož́ıme x = γ

n
4 dostaneme řešeńı dané kongruence.

”
⇐“Označme δ řešeńı kongruence x4 ≡ α (mod π) . Vid́ıme, že π - δ a pomoćı

předchoźıch část́ı, že
(
α
π

)
4

=
(
δ4

π

)
4

=
(
δ
π

)4
4

= 1.

(5) Využit́ım prvńı části věty a vlastnost́ı komplexně sdružených č́ısel dostaneme(α
π

)
4

= α
N(π)−1

4 (mod π) .

Pro normy č́ısel π a π plat́ı, že N (π) = π · π = π · π = N (π) . Dı́ky tomu a prvńı
části věty můžeme psát (

α

π

)
4

= α
N(π)−1

4 (mod π) .

Dostaneme tedy kongruenci
(
α
π

)
4
≡
(
α
π

)
4
mod π. Ze stejného d̊uvodu jako v

předchoźıch částech d̊ukazu můžeme kongruenci nahradit rovnou hledanou rov-
nost́ı.

�

Věta 5.5 Necht’ p ≡ 3 (mod 4) je prvoč́ıslo, a ∈ Z takové, že p - a. Potom(
a

p

)
4

= 1
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Důkaz: Př́ımo z definice bikvadratického mocninného symbolu můžeme psát(
a

p

)
4

≡ a
p2−1

4 =
(
ap−1

) p+1
4 (mod p) .

Podle malé Fermatovy věty plat́ı(
ap−1

) p+1
4 ≡ 1

p+1
4 = 1 (mod p)

a dostáváme tak kongruenci (
a

p

)
4

≡ 1 (mod p) ,

kterou můžeme nahradit př́ımo hledanou rovnost́ı. �

Odvodili jsme, že libovolné celé č́ıslo nesoudělné s prvoč́ıslem p ≡ 3 (mod 4)
je bikvadratickým zbytkem modulo p a že v tomto př́ıpadě je kongruence x4 ≡
a (mod p) řešitelná v Z [i].

5.3 Bikvadratický zákon vzájemnosti

Definice 5.4 Řekneme, že prvočinitel π ∈ Z [i] je primárńı, jestliže

π ≡ 1 (mod 2 + 2i) .

Věta 5.6 Prvočinitel π = a + bi ∈ Z [i] je primárńı, právě tehdy když plat́ı bud’

a ≡ 1 (mod 4) , b ≡ 0 (mod 4), nebo a ≡ 3 (mod 4) , b ≡ 2 (mod 4).
Důkaz: Necht’ π = a+ bi je prvočinitel v Z [i]. Aby byl primárńı, tak muśı dle
definice platit 2 + 2i | (a− 1) + bi. Což můžeme upravit

(a− 1) + bi

2 · (1 + i)
· 1− i

1− i
=
a+ b− 1

4
+
b− a+ 1

4
i ∈ Z [i] .

Výrazy na pravé straně rovnosti jsou ekvivalentńı podmı́nce a+ b ≡ 1 (mod 4) a
zároveň a−b ≡ 1 (mod 4). Po sečteńı těchto kongruenćı dostaneme dvě podmı́nky
pro prvek a. A to a ≡ 1 (mod 4) a a ≡ 3 (mod 4). Dosazeńım do kongruence
a+ b ≡ 1 (mod 4) dostaneme hledané podmı́nky pro prvek b. �

Důsledek 5.1 Jestlǐze π je primárńı prvočinitel v Z [i], potom N (π) 6= 2.
Důkaz: Pokud je π primárńı prvočinitel v Z [i], potom d́ıky předchoźı větě
dostaneme N (π) = a2 + b2 ≡ 1 (mod 4). Proto muśı platit, že N (π) 6= 2. �
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Věta 5.7 Bikvadratický zákon vzájemnosti Necht’ π1, π2 ∈ Z [i] jsou primárńı
prvočinitelé takov́ı, že N (π1) 6= N (π2). Potom(

π1
π2

)
4

=

(
π2
π1

)
4

· (−1)
N(π1)−1

4
N(π2)−1

4 .

Důkaz: Důkaz této věty uvádět nebudeme, lze jej nalézt v knize [1, str. 123-
127]. �

Věta 5.8 Necht’ π = a+ bi je primárńı prvočinitel v Z [i]. Potom plat́ı:

1.
(

i
π

)
4

= i−
a−1
2

2.
(
1+i
π

)
4

= i−
a−b−1−b2

4 .

Důkaz:

1. Podle věty 5.4 je
(

i
π

)
4

= i
a2+b2−1

4 . Vzhledem k možnostem pro hodnoty bikva-

dratického symbolu nám bude stačit dokázat rovnost i
a2+b2−1

4 = i−
a−1
2 . Tato rov-

nost bude splněna, právě když

a2 + b2 − 1

4
≡ −a− 1

2
(mod 4) .

Tuto kongruenci budeme dále upravovat

a2 + b2 − 1 ≡ −2a+ 2 (mod 16) ,

a2 + +2a− 3 + b2 ≡ 0 (mod 16) ,

(a− 1) (a+ 3) + b2 ≡ 0 (mod 16) .

Podle věty 5.6 může nyńı nastat jedna z následuj́ıćıch možnost́ı:

a) a ≡ 1 (mod 4) ∧ b ≡ 0 (mod 4), tedy (a− 1) (a+ 3) ≡ 0 (mod 16) ∧ b2 ≡
0 (mod 16). To dává požadovanou kongruenci.

b) a ≡ 3 (mod 4) ∧ b ≡ 2 (mod 4). Polož́ıme-li a = 4k + 3, b = 4l + 2 pro nějaká
k, l ∈ Z potom po dosazeńı dostaneme

(a− 1) (a+ 3) + b2 = (4k + 2) (4k + 6) + (4l + 2)2 = 16k2 + 32k+ 16l2 + 16l+ 16.

Tento výraz je zjevně dělitelný 16.

2. Důkaz této části pro náročnost uvádět nebudeme. Lze jej nalézt v knize [1,
str. 136].
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Věta 5.9 Necht’ π = a+ bi je primárńı prvočinitel v Z [i]. Potom(
2

π

)
4

= i
ab
2 .

Důkaz: Plat́ı (
2

π

)
4

=

(
(−i) (1 + i)2

π

)
4

=

(
−i

π

)
4

(
1 + i

π

)2

4

.

S využit́ım předchoźıch poznatk̊u, můžeme psát(
−i

π

)
4

= i
a−1
2 ,

(
1 + i

π

)2

4

= i
a−b−1−b2

2 .

Celkem tedy dostaneme (
2

π

)
4

= ia−1−
b+b2

2 .

Nyńı potřebujeme ukázat, že ia−1−
b+b2

2 = i
ab
2 . K tomu využijeme následuj́ıćı tvr-

zeńı. Je-li ς primitivńı n-tá odmocnina z jedné a ςx = ςy, potom x ≡ y (mod n).
Stač́ı tedy ukázat, že a− 1− b+b2

2
≡ ab

2
(mod 4). Neboli 4 | a− 1− b+b2

2
− ab

2
a

8 | 2a− 2− b (1 + a+ b). Rozebereme obě možnosti z věty 5.6.

(i) Jestliže a ≡ 1 (mod 4) ∧ b ≡ 0 (mod 4), potom 8 | 2a − 2. Ze vztah̊u 4 | b a
2 | 1 + a+ b plyne, že 8 | b (1 + a+ b). Č́ımž již dostaneme hledaný výsledek.

(ii) Jestliže a ≡ 3 (mod 4) ∧ b ≡ 2 (mod 4), potom 2a − 2 ≡ 4 (mod 8) a vztahy
b ≡ 2 (mod 4) a 1 + a + b ≡ 2 (mod 4) lze vyjádřit ve tvaru b = 4k + 2 a
1+a+b = 4l+2, pro k, l ∈ Z. Tedy b (1 + a+ b) = (4k + 2) (4l + 2) ≡ 4 (mod 8).
Celkově tedy 2a− 2− b (1 + a+ b) ≡ 0 (mod 8). T́ım je d̊ukaz hotov.

�

Př́ıklad 5.1 Určete, zda je řešitelná kongruence x4 ≡ 11 (mod 31).

Řešeńı: Protože prvoč́ıslo 31 dává zbytek 3 po děleńı 4, stač́ı když urč́ıme,
zda je řešitelná kongruence x2 ≡ 11 (mod 31). Tuto kongruenci jsme již řešili v
př́ıkladu 3.2 a dokázali jsme, že řešeńı nemá. Neńı tedy řešitelná ani kongruence
x4 ≡ 11 (mod 31).
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Př́ıklad 5.2 Určete, zda je řešitelná kongruence x4 ≡ 13 (mod 37).

Řešeńı: Prvoč́ıslo 37 ≡ 1 (mod 4). Muśıme tedy naj́ıt primárńıho prvočinitele
π = a + bi, takového, aby N (π) = a2 + b2 = 37. Budeme uvažovat koeficienty
splňuj́ıćı podmı́nky a ≡ 1 (mod 4) , b ≡ 0 (mod 4), nebo a ≡ 3 (mod 4) , b ≡
2 (mod 4). Nejprve tedy prvńı podmı́nka:

a) b = 0 a a2 = 37

b) b = ±4 a a2 = 21

c) | b |≥ 8 a a2 < 0

Vid́ıme, že v tomto př́ıpadě neńı možná ani jedna z variant a) - c).
Uvažujme a ≡ 3 (mod 4) , b ≡ 2 (mod 4). Pak mohou nastat následuj́ıćı možnosti:

d) b = ±2 a a2 = 33

e) b = ±6 a a2 = ±1

V tomto př́ıpadě již najdeme koeficienty a, b vyhovuj́ıćı podmı́nkám, a to
b = ±6 a a = −1. Našli jsme dva primárńı prvočinitele −1 + 6i a −1 − 6i. Vy-
bereme si ten prvńı a budeme cht́ıt zjistit hodnotu symbolu

(
13
−1+6i

)
4
.Využijeme

bikvadratický zákon vzájemnosti a postupně budeme upravovat(
13

−1 + 6i

)
4

=

(
−1 + 6i

13

)
4

(−1)
168
4

36
4 =

(
−1 + 6i

13

)
4

.

Podle věty 5.4 budeme dále upravovat(
−1 + 6i

13

)
4

=

(
12 + 6i

13

)
4

=

(
2

13

)
4

·
(

3

13

)
4

·
(

2 + i

13

)
4

.

Jednotlivé symboly jsou rovny(
2

13

)
4

= i0 = 1, podle věty 5.9

(
3

13

)
4

=

(
13

3

)
4

(−1)
8
4

168
4 =

(
13

3

)
4

= 1, podle věty 5.5.

Zbývá určit hodnotu symbolu
(
2+i
13

)
4
. Protože 2 + i neńı primárńı prvočinitel.

Muśıme postupovat následovně(
2 + i

13

)
4

=

(
−i

13

)
4

·
(
−1 + 2i

13

)
4

.

Máme (
−i

13

)
4

= (−1)6 · i−6 = −1.
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Dále (
−1 + 2i

13

)
4

=

(
13

−1 + 2i

)
4

· (−1)
4
4

168
4 = −

(
13

−1 + 2i

)
4

Celkově po vynásobeńı dostaneme(
2 + i

13

)
4

=

(
13

−1 + 2i

)
4

Č́ıslo 13 lze v Z [i] rozložit na součin 13 = (3 + 2i) (3− 2i). Muśıme určit hodnoty
symbol̊u

(
3+2i
−1+2i

)
4

a
(

3−2i
−1+2i

)
4
.

Plat́ı, že 3 + 2i ≡ 4 (mod− 1 + 2i) a 3 − 2i ≡ 2 (mod− 1 + 2i). T́ım se nám
situace velice zjednoduš́ı a dojdeme k výsledku(

4

−1 + 2i

)
4

·
(

2

−1 + 2i

)
4

= i−3 = i.

Celkem jsme tedy zjistili, že
(

13
−1+6i

)
4

= i a můžeme proto tvrdit, že kongru-

ence x4 ≡ 13 (mod 37) řešitelná neńı.
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Závěr

Ćılem práce bylo představit teorii zákon̊u vzájemnosti, a to kvadratického, ku-
bického a bikvadratického. Práce obsahuje všechny potřebné netriviálńı základy
pro snazš́ı pochopeńı zákon̊u vzájemnosti. Jak je v textu několikrát zmı́něno je
mezi jednotlivými zákony určitá analogie. Postupovali jsme od základńıch pojmů,
k formulováńı kvadratického a kubického zákon vzájemnosti až k bikvadratickému
zákonu vzájemnosti. Ke každé zmı́něné problematice jsou připojeny ilustruj́ıćı
př́ıklady, pro snazš́ı představu o využitelnosti uvedené teorie.

Naš́ı snahou bylo vytvořit jednotný, ucelený a srozumitelný text, který bude
pro zájemce o danou problematiku př́ınosný.
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Masarykova univerzita, fakulta př́ırodovědecká, 2007. 133 s. ISBN 978-80-
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