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Uvod

Tato prace se zabyva kvadratickym, kubickym a bikvadratickym zakonem
vzajemnosti. Timto tématem se zacali zabyvat matematici v obdobi druhé po-
loviny 18. stoleti a zdjem o toto téma pretrvava do dneska. Kvadraticky zakon
vzajemnosti se dnes bézné vyucuje v kurzech algebry a stale se objevuji nové
dukazy tohoto matematického tvrzeni. K dnesnimu dni jich je evidovano na 246.

Tato prace vychazi ze zakladniho kurzu teorie ¢isel a navazuje na néj. Predpoklada
se znalost algebraickych struktur a celoc¢iselnych kongruenci, v rozsahu pozadovaném
v téchto prednaskach. Pouzito je standardni znaceni, tak jak se s nim setkavame
ve vétsiné praci zamérenych na algebru.

Text prace je rozdélen do péti kapitol. Prvni dvé kapitoly jsou spise opako-
vaciho razu. V té prvni jsou zopakovany zakladni pojmy z teorie algebry, o kterych
se v textu hovori. Tato kapitola je pojata velice struéné a vychazi z ivodnich ka-
pitol uc¢ebniho textu [2]. Druhd kapitola je zamétena na specidlni vlastnosti oboru
integrity Z[i] a Z[w]. Jednd se o vlastnosti norem a o tvary jednotek v téchto
algebraickych strukturach.
tola se zabyva tesitelnosti kongruencnich rovnic druhého radu. Je v ni k tomuto
ucelu dokazano Gaussovo lemma a kvadraticky zakon vzajemnosti. Kapitola je
doplnéna o nékolik ptrikladi ukazujicich aplikaci zminéné teorie pti pocetni praxi.

Ctvrtd kapitola, zabyvajici se kubickym zdkonem vzajemnosti, je rozsahové
nejvétsi. Jsou v ni rozsiteny znalosti o oboru integrity Z [w] a vybudovan potiebny
aparat slouzici k feseni kongruenc¢nich rovnic tietiho fadu. Konkrétné rovnic typu
23 = a(mod p). Rozhodnout o fesitelnosti téchto typl rovnic ndm umozni ku-
bicky zakon vzajemnosti, ktery najdeme na konci této kapitoly. Text je doplnén
o nékolik ukazkovych prikladu, umoznujicich procvicéeni popsané teorie.

Zéavérecna kapitola se zabyvé bikvadratickym zakonem vzajemnosti. Jde vlastné
o zobecnéni jiz uvedenych zdkonu a tomu také odpovida rozsah a struktura ka-

pitoly. Vétsina vét a tvrzeni je zde analogicka predchozim kapitolam. Kapitola



zaCind rozsirenim vlastnosti oboru integrity Z [i] a pokracuje pies bikvadraticky
zakon vzajemnosti az k nékolika fesenym prikladum, ukazujicim praktické vyuziti

ziskanych znalosti.



1 Zakladni pojmy

Uved'me na tvod nékolik zakladnich pojmu a tvrzeni, se kterymi budeme v

dalsich kapitoldch pracovat.

Grupa

Definice 1.1 Algebraicka struktura G = (G, -) se nazyva grupoid.

Definice 1.2 Prvek e € G se nazyva jednotkovym prvkem grupoidu G, jestlize

pro libovolné a € G plati e-a =a-e = a.

Definice 1.3 Grupoid G = (G, ) se nazyva grupa, jestlize je asociativni, ma

jednotkovy prvek a k libovolnému jeho prvku existuje prvek inverzni.

Definice 1.4 Bud G = (G, -) grupa, H podmnozina mnoziny G. Rekneme, ze
H je podgrupa grupy G, jestlize plati, ze H je uzaviena vzhledem k nasobeni,
obsahuje jednotkovy prvek a ke kazdému svému prvku a obsahuje i inverzni prvek
al.

Definice 1.5 Bud M podmnozina grupy G. Symbolem (M) oznac¢ime prunik
vsech podgrup grupy G obsahujicich mnozinu M. Tedy nejmensi podgrupu grupy
G obsahujici mnozinu M. Mnozinu M nazyvame mnoZzinou generatoru grupy (M).

Je-li mnozina M = {a} jednoprvkova, potom grupu (a) nazveme cyklickou.

Okruh

Definice 1.6 Algebraickou strukturu R = (R, +,-,0) se dvéma bindrnimi ope-
racemi + a -, kde (R, +,0) je komutativni grupa, (R, -) je pologrupa a operace -

je distributivni vzhledem k operaci + nazyvame okruh.

Definice 1.7 Okruh R = (R, +,,0) nazveme komutativni, je-li (R,-) komuta-

tivni pologrupa.



Definice 1.8 Ma-li okruh R = (R, +, -, 0) neutrédlni prvek 1 vzhledem k operaci

%

-, budeme jej nazyvat okruh s jednickou (nebo také unitdrni)

Definice 1.9 Prvek a # 0 okruhu R nazveme netrividalni délitel nuly, existuje-li

v R prvek b # 0 takovy, ze a-b =0 nebo b-a = 0.

Obor integrity

Definice 1.10 Kazdy alespon dvouprvkovy komutativni unarni okruh R, v némz

neexistuji netrivialni délitelé nuly se nazyva obor integrity.

Téleso

Definice 1.11 Netrivialni komutativni okruh R, v némz ke kazdému nenulovému

prvku existuje prvek inverzni, se nazyva téleso.
Véta 1.1 Netrividlni komutativni okruh R je téleso, pravé kdyz (R\ 0 ,-,1) je
grupa.

Definice 1.12 Mnozina R* vSech invertibilnich prvka okruhu R, kterd je uzaviena

na nasobeni se nazyva multiplikationi grupa okruhu R.

Véta 1.2 Multiplikationi grupa R* konecného télesa R je cyklicka.

Ideal v okruhu

Definice 1.13 M¢jme okruh R. Neprazdnd podmnozina I C R se nazyva idedl
v okruhu R, plati-li:

1. Va,bel:a—bel

2.Vael,Vbe R:a-bel,b-acl

Tvrzeni 1.1 Prunik libovolného systému idedli okruhu R je opét idedl tohoto

okruhu.

Definice 1.14 Pro danou podmnozinu M C R existuje nejmensi idedl [ (M) v
R obsahujici mnozinu M. Nazyvame jej idedl generovany mmnozZinou M. Idealy

I ({m}) =1 (m) pro m € M nazyvame hlavni.
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Kongruence na okruhu

Definice 1.15 M¢gjme okruh R. Relace ekvivalence 6 na nosi¢i R okruhu R se

nazyva kongruence na R, plati-li tzv. substitu¢ni podminka:

Va,b,c,d € R: ((a,b) € 0N (c,d) €0) = ((a+c,b+d)€b,(a-c,b-d)€b).

Tvrzeni 1.2 V kaZdém okruhu R plati, Ze pro idedl I na R je relace 0; =
{(z,y) € R*;x —y € I} kongruence na R.

Obory integrity a délitelnost
Definice 1.16 Bud J = (J,+,0, -, 1) obor integrity a a,b,c € J:

- Fekneme, ze prvek a déli prvek b (zapisujeme a|b), existuje-li prvek c tak, ze b=a-c
- prvek j € J, pro ktery plati j|1, nazveme jednotka déleni v J

- prvky a, b nazveme asociované, plati-li (a|b) A (bla), piseme a || b

- prvek d € J nazveme spolecny délitel prvki a,b, je-li (d|a) A (d|b)

- prvek d € J nazveme nejuétsi spoleény délitel proki a, b, je-1i d spoleény délitel a pro

kazdého dalstho spoleéného délitele d’ prvku a, b plati d'|d; piseme d = (a,b)
- prvky a € J, pro které plati a||1 nebo al|b, se nazyvaji trividlni délitelé prvku b

- nenulovy prvek, ktery neni jednotka a mé pouze trivialni délitele, nazyvame iredu-

cibilni (nerozlozitelny)

- nenulovy prvek a, ktery neni jednotka, a pro ktery plati implikace
al (b-c) = ((alb) v (alc)),

nazyvame prvocinitel.

Tvrzeni 1.3 KaZdy prvocinitel oboru integrity J je ireducibilni prvek, opak vsak

obecné neplati.

Rekneme, 7e obor integrity J splituje podminku
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- existence ireducibilnich rozkladu (EIR), lze-li kazdy prvek a € J, a # 0, a } 1,

rozlozit na soucin koneéného poctu ireducibilnich prvku

- jednoznacnosti ireducibilnich rozkladi (JIR), jsou-li asociovany kazdé dva rozklady
daného prvkua =p1-... P = q1 - ... - g, vV soucin ireducibilnich prvku, kde

m = n a nezéalezi na poradi soucinitelt
Definice 1.17 Obor integrity J nazveme

- Gaussuv (G), spliuje-li podminky (EIR) a (JIR)
- obor integrity hlavnich idedlu (OIHI), je-li kazdy idedl v J hlavni

- eukleidovsky obor integrity (EOI), existuje-li takova funkce 0 : J\ 0 — Ny, ze pro
kazdé dva prvky a,b € J, b # 0, existuji prvky ¢, € J tak, ze a =b-q+r, kde
r =0 nebo 0 (r) < J (b) (takova funkce na J se nazyva eukleidovska)

Tvrzeni 1.4 V kazdém oboru integrity plati:

(BOI) = (OIHI) = (G)

Tvrzeni 1.5 Okruh Z je eukleidovsky obor integrity s eukleidovskou funkci

0:7Z\0 = N,6(2) = ||

Z ptedchoziho vyplyva, ze Z je oborem integrity hlavnich idealu a kazdy ideal
v Z je tvaru I (n) = {k-n;k € Z} pro n € N. Kazda kongruence na Z je tedy ve

tvaru

Oy = {(v.y) €22 rx—y € I ()} = {(z,y) € Z* : |z — y}

Kongruence 0,y byva oznacovana symbolem =, a vlastnost (z,y) €=, budeme
zapisovat

x =y (mod n)

(¢teme z je kongruentni s y modulo n). V okruhu Z vzhledem k vlastnosti (EOI)

splyvaji prvocinitelé a ireducibilni prvky a nazyvaji se prvocisia.

9



Cela algebraicka cisla

Definice 1.18 Komplexni ¢islo o nazveme algebraické, je-li kofenem néjakého
polynomu s raciondlnimi koeficienty.

Komplexni ¢islo o nazveme celé algebraické, je-li kofenem néjakého normo-
vaného polynomu (tj. polynomu s koeficientem u nejvyssi mocniny rovnym jedné)

s celociselnymi koeficienty.

Cela ¢ast realného cisla

Definice 1.19 Celd c¢ast redlného éisla (presnéji dolni celd ¢ést) je funkce, kterd
priradi redlnému ¢islu = nejveétsi celé ¢islo, které jej neprevysuje. Znacime |x|.
Poznamka 1.1 Jinym zpusobem by se definice dala napsat tak, Ze |x]| je jediné

celé cislo, splniugici nerovnost

lz] <z < |x]+ 1.

Definice 1.20 Necela c¢ast redlného ¢isla je funkce, kterou muzeme definovat

pomoci celé ¢éasti jako rozdil

{z} =2 —|z].

Lemma 1.1 Pro libovolné c¢islo x € R plati |2x] — 2 |x| € {0,1}. Konkrétné

[0, jestlize 0 <
[20] =2 |x] = { 1, jestlize 3 <

Dukaz: Pro éislo z plati 2z = 2 |x] + 2 {z}, kde 0 < {z} < 1.
Jestlize 0 < {2} < 1, tak 2{z} < 1 a tedy |2z] = 2 [x]. Dostaneme tak prvnf
moznost [2z| — 2 |z]| = 0.
Jestlize 3 < {z} < 1, tak 1 < 2{z} < 2. Odtud dostaneme [2z| = 2|z +1
atedy [2z] —2|z] = 1. O
10



Redukovany systém zbytki

Definice 1.21 Mnozinu celych ¢isel {ay,...,a,} nazveme uplng systém zbytku

modulo n, plati-li @; # @; pro i # j.

Definice 1.22 Mnozinu cisel {al, . a¢(n)} nazveme redukovany systém zbytku

modulo n, je-li mnozina {61, e ,6¢(n)} mnozinou vsech nedélitelu nuly v Z,.

Mal4 Fermatova véta

Véta 1.3 Necht p je prvocislo. Potom pro vsechna pfirozend ¢isla a plati
a? = a(mod p) .

Je-li navic (a,p) =1, plati

a’~t =1 (mod p) .

Dukaz: Viz [1, str. 33]. O
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2 Obory integrity Z[i| a Z [w]

Neékolik dulezitych vlastnosti prvocisel 1ze odvodit pri studiu délitelnosti ve
specidlnich oborech integrity. Takovymi jsou obory integrity Z[i] a Z |[w] celych
algebraickych ¢isel v télesech Q[i] a Q [w]. Symbolem i se rozumi imagindrni
jednotka \1; v/—1 a symbolem w rozumime primitivni tfet{ odmocninu z jedné

—1+v=3

w = —5==. Obor integrity Z[i] = {a + bi;a,b € Z} se nazyva obor integrity

Gaussovijch celyjch cisel.

Definice 2.1 Normou v oboru integrity Z [i] budeme nazyvat zobrazeni
N:Z[i] - NU{0},

které je pro libovolny prvek o« = a + bi € Z[i], kde a,b € Z, dané predpisem
N(a)=a®>+b =a-a, kde @ = a — bi je ¢islo komplexné sdruzené k &fslu a.

Poznamka 2.1 Snadno lze ukdzat, Ze norma v Z [i] je multiplikativni. Tedy
N (a)- N (B) = N (a-B). Jednotky déleni v Z[i] jsou prdvé ty prvky o, pro néz
je N (a) =1, tj. jsou to proky +1, +i.

Véta 2.1 Z[i| je eukleidovsky obor integrity s normou N.
Dukaz: Pottebujeme dokazat, ze pro libovolna dveé éisla «, 8 € Z i], kde 8 # 0,
existuji ¢isla v, 0 € Z [i] takova, ze

a=76+6, kde 6 # 0 nebo N (§) < N (53).

Upravime podil % = g—g = #%) =r—+si, kde r, s € Q. Zde jsme vyuzili vlastnosti
B € Z[i] a N (8) = 8B. Existuji tedy ¢isla m,n € Z takova, ze [r —m| < 1 a
|s —n| < L. Vime, ze Z[i] je obor integrity a jeho podilovym télesem je téleso
Q[i] = {a + bila,b € Q} . Formélné vzato jde o téleso zlomku Zifli, kde a,b,c,d €
Z. Tento zlomek lze upravit na tvar Z;IZZZ + (lﬁlzgi. Odtud je vidét, ze norma
v télese Qli] je definovéna jako rozsifeni normy z oboru Z [i]. Tedy, ze norma

podilu je rovna podilu norem. Jestlize polozime v = m + ni, muzeme potom psat

N(g—y):N((r—m)+i(s—n)):(r—m)2+(s—n)2g}1+§<1.

Pro ¢islo 6 = a — v diky multiplikativnosti normy v télese komplexnich ¢isel

plati N (6) = N (e =18) = N (8(5 7)) =N BN (5 -7) <N(@®). O

Podivejme se podrobnéji na obor integrity Z [w]. Kofeny polynomu 3 —1 = 0
jsou 1 = 1,29 = # a T3 = %?3 Oznacime w = %53 Pro libovolné
k € Z plati w3 = 1,w* ! = w a w2 = w?. Vsimnéme si déle, ze 1 +w+w? =0
azew=w?=—-1—w.

Podobné, jako jsme v ivodu kapitoly zavedli mnozinu Gaussovych celych ¢isel,
muzeme zavést mnozinu Z [w] = {a + bw | a,b € Z}. Tato mnozina je uzaviend

12



na sc¢itani a nasobeni a je zrejmé, ze neutralnim prvkem vzhledem k nasobeni je
¢islo 1 a opacnym prvkem k ¢islu a 4 bw je ¢islo —a — bw. Jednd se tedy o okruh.
Tato mnozina je také uzaviena vzhledem ke komplexni sdruzenosti svych prvku.
Oznaéime-li @ = a + bw, tak potom @ = a +bw = a +bw? = a+b(-1 —w) =
(a—0b) —bw € Zw].

Definice 2.2 Normou v oboru integrity Z [w] budeme nazyvat zobrazeni
N :Zw] - NuU{0},

které je pro libovolny prvek o = a + bw € Z[w], kde a,b € Z, dané predpisem
N(a)=a-a.

Poznamka 2.2 Chceme-li odvodit vztah pro vypocet mormy prvki z mmnoZiny
Z|w|, staci primé dosazeni do vztahu N (o) = - @. Dostaneme potom:

a-a=(a+bw) (a—b—bw)=a"—ab+ V" (—w—w?).

Vime, Ze plati 1 = —w — w? a odtud jiz plyne, Ze norma prvku o = a + bw je
uréena vztahem N (o) = a® — ab + b?.

Véta 2.2 Z|w] je eukleidovsky obor integrity s normou N.
Dukaz: Analogicky jako pro obor integrity Z [i| dokdzeme, Ze pro libovolna dvé
¢isla o, f € Z|w], kde 8 # 0, existuji ¢isla v, € Z [w] takova, ze

a=~v0+0, kde § # 0 nebo N (§) < N (53).

"l

Upravime podil % = of sw, kde r, s € Q. Existuji ¢isla m, n takova,

56— NP
ze |[r—m| < 3 als—n| < 3. Vime, ze Z[w] je obor integrity a jeho podilovym
télesem je téleso Q [w] = {a+bw | a,b € Q} . Norma je v télese Q [w] definovana
podobnym zpusobem jako v oboru integrity Z [w]. Jestlize polozime v = m + nw,
muzeme potom psat

I

N(%—v) = N((r—m)+w(s—n)) =

1 1 1
(r—=m)’—(r—-m)(s—n)+(s—n)’<-+-+- <1
4 4 4
Pro ¢islo 6 = a — 7 diky multiplikativnosti norem v Q [w] plati

N(5)=N(a—vﬁ)=N(ﬁ (%—7)) =N<6>N(%—v) <N(B).

13



Dusledek 2.1 Z [w] je obor integrity s jednoznaénym rozkladem. Libovolny ne-
nulovy prvek o € Z[w], ktery neni jednotkou, lze zapsat jako soucin konecného
poctu ireducibilnich proki ze 7 [w)] .

Tvrzeni 2.1 Prvek a € Zw| je jednotkou oboru integrity 7 |w| prdvé tehdy,
kdyz N (a) = 1.

Dukaz: = Jestlize a je jednotka v Z [w], potom existuje § € Z [w] takové,
ze aff = 1. Déle plati, ze N (af8) = N (a) N (8) = 1. Obé normy N («), N ()
jsou tedy rovny jedné.

,<=“ Plati, ze N (a) = aa = 1. Prvek @ je tedy inverzni k prvku a a ten je
jednotkou v Z [w]. O

Poznamka 2.3 Chceme-li nalézt viechny jednotky mnoziny 7 [w], zjistime, Ze to
Jiz mend tak zrejmé, jako tomu bylo v oboru integrity Z [i].

Piiklad 2.1 Najdéte viechny jednotky v oboru integrity Z [w)] .
Reseni: Aby prvek a = a + bw byl jednotkou v Z [w] musi platit rovnost
a? — ab + b? = 1. Tuto rovnost vyndsobime ¢tyimi a upravime

4a® — dab + 4b*> = 4

(2a — b)* + 30> = 4

Je vidét, ze pro koeficient b musi platit podminka |b] < 1. Dostaneme tedy
nasledujici moznosti:

(1) b=1, 2a — b = £1 a tyto koeficienty odpovidaji ¢islu 1 + w a w
(2) b= —1, 2a — b = £1 a tyto koeficienty odpovidaji ¢islu —w a —1 —w
(3) b =0, 2a — b = £2 a tyto koeficienty odpovidaji ¢islu 1 a —1
Vyuzitim rovnosti w? = —1 —w a —w? = 1 + w jsme dokézali, Ze vSechny

jednotky v oboru integrity Z [w] jsou tvaru 1, —1,w, —w, w?, —w?.

14



3 Kvadraticky zakon vzajemnosti

V této kapitole se budeme zabyvat teSitelnosti kongruencénich rovnic tvaru
22 = a (mod p), pro néjaké prvocislo p. K rozhodnuti o fesitelnosti téchto rovnic
zavedeme tzv. Legendreuv symbol a kvadraticky zdkon vzdjemmnosti. Tyto pojmy
budeme potiebovat i v néasledujicich kapitolach, k dukaztim nékterych vét.

Definice 3.1 Méjme m € N a a € Z takova, ze (a,m) = 1. Cislo a nazveme
kvadratickym zbytkem modulo m, ma-li kongruence x* = a (mod m) feSeni. Tedy
existuje-li z € Z takové, ze * = a(mod m). Pokud Zadné takové celé ¢islo x
neexistuje, rekneme, ze a je kvadratickym nezbytkem modulo m.

Véta 3.1 Necht p je liché prvocislo. V redukované soustavé zbytki modulo p je
stejny pocet kvadratickyjch zbytku jako nezbytki.

Dtikaz: Uvazujme redukovany systém zbytku modulo p, tedy mnozinu ¢isel
{il, +2,--- ,j:p%l}. Umocnénim téchto prvki na druhou dostaneme mnozinu

kvadratickych zbytkt modulo p, a to {12, 22 ... (’%1)2} Musime ukézat, Ze to
jsou pravé vsechny kvadratické zbytky.

Predpokladejme, ze dvé z téchto cisel jsou kongruentni modulo p. Napft. pro
1<k <1< 2 platf

k* = 1% (mod p) .
Potom plati p | (k+1) - (I — k), coz vzhledem k p dava
pl(k+1) nebo p|(l—k).

Vzhledem k nerovnosti 1 < k <[ < ’%1 neni mozné aby nastal ani jeden predchozi
piipad. Proto jsme nasli vSechny kvadratické zbytky a muzeme fici, ze pocet kva-
dratickych zbytku modulo p je roven p%l a zaroven je to také pocet kvadratickych
nezbytku modulo p. O

Priklad 3.1 Urcete vsechny kvadratické zbytky a nezbytky modulo 19.

Reseni: Libovolné nenulové feseni kongruence 22 = a (mod 19) je kongru-
entni s jednim z cisel £1, £2, +3, £4, +5, £6, +7, £8, +9. Po umocnéni na
druhou dostaneme postupné cisla 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64 a 81. Vydélime je
modulo 19 a obdrzime mnozinu vSech kvadratickych zbytku 1, 4, 9, 16, 6, 17, 11,
7 a 5. Mnozina vSech kvadratickych nezbytkiu modulo 19 obsahuje ¢isla 2, 3, 8,
10, 12, 13, 14, 15, 18.

Definice 3.2 Pro liché prvocislo p € Z a ¢islo a € Z definujeme Legendretiv
symbol <%) nasledovné:

a 1 p1a a a je kvadraticky zbytek modulo p,
(_) a 0 p | a, ’
p —1  pfaaaje kvadraticky nezbytek modulo p.
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Véta 3.2 Necht p je liché prvoéislo, a,b € Z. Pak plati:
1. (%) =a"7 (mod p) ,

> (3)=()- ()

3. je-li a = b(mod p), pak <%) = (g) )

Dikaz:

1. Pokud p | a je tvrzeni ziejmé.
Podivejme se na pifpad, kdy p { a. Podle malé¢ Fermatovy véty plati a?~! =
1 (mod p), tedy

p—1 p—1
(aT — 1) : (aT +1) = 0(mod p).
Protoze Z, je téleso, plat{ bud

p—1

a2 =1(mod p) nebo o't =1 (mod p) .

Zaroven tedy
—1 -1
a7 +1#a"7 —1(modp),
nebot pro liché prvoéislo p plati —1 # 1 (mod p). Je-li a kvadraticky zbytek, pak
existuje x € Z, (z,p) = 1, takové ze a = x* (mod p) a dale

- p=1
P (a:Q)pQ =27 =1 (mod p).

Kvadratickych zbytki je stejné jako kvadratickych nezbytkt, a to prave p%l. Rov-

p—1
2

nevyhovuje zadny kvadraticky nezbytek. Ty spliuji rovnici T = -1 (mod p).

. p—1 ’ ’ - v~ ’ . L2 ..
nicea z =1 (mod p) ma pro neznamou a prave reSeni. Zaroven této rovnici

2. Pouzijeme prvni cast této véty:

(a_b) = april = ap%1 -bp%1 = (E) . <é> (mod p) .
b p p

Obeé strany nabyvaji pouze hodnot +1 a 1 # —1 (mod p). Muzeme tak od kon-
gruence prejit k rovnosti.

3. Jestlize a = b (mod p), pak kongruence 2% = a (mod p) je fesitelna pravée tehdy,
kdy? je feSitelnd kongruence x? = b (mod p).

O

Veéta 3.3 Pro liché prvocislo p plati:
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Diukaz:
1. Podle véty 3.1 (1) plati

—1 p—1

(_) = (—1)"% (mod p).

p

Obe strany kongruence nabyvaji hodnot +1. Vzhledem k tomu, ze 1 # —1 (mod p)
muzeme misto kongruence psat primo rovnost.

Jesté muzeme doplnit, Ze prvni moznost nastane pro prvocisla p = 1(mod 4) a
druhd moznost pro prvocisla p = 3 (mod 4).

2. Necht p je liché prvoéislo. Budeme chtit ukézat, Ze 2 je kvadraticky zbytek pro
prvocisla ve tvaru 8k £ 1 a kvadraticky nezbytek pro prvocisla ve tvaru 8k =+ 3.

Uvazujme néasledujici kongruence:

kde ¢islo ¢ je rovno bud p — 5% nebo 2 21

Vynasobenim téchto kongruen(n dostaneme

2-4.6-...-(p—1)= (1%1) (1) 2345 (od p) .

Soucet 1+ 2 + 3 + ...+ 21 je roven zlomku £t 8 asoucin2-4-6-...-(p—1) je
roven &islu 2% - (Tl) Po upravé posledni kongruence dostaneme

2" . (7%1)! = (7%1)!(—1)”281 (mod p).
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Podle véty 3.1 (1) déle plati

2 - pio1
(—) — 2" (—=1)"5 (mod p) .
p

Kdyz budeme uve;iovat c¢islo p = 8k + 1, tak muzeme exponent z posledni kon-

. — 2 v

gruence upravit L — G476k _ Q12 4 9f. Dostaneme sudé éslo a 2 proto bude
k;/adraticky zbytek modulo p. Pokud budeme uvazovat p = 8k 4+ 3, dostaneme
pol = GIPEIGHS — k2 4 9k 4 1. To je jisté liché &fslo a v tomto pifpadé bude 2

8
kvadratickym nezbytkem modulo p. O

Piiklad 3.2 Je ddna rovnice paraboly 443y = 2?2 — 152. Zjistéte, jestli na grafu
této kuzelosecky lezi body s celo¢iselnymi souradnicemi (tzv. miizové body ro-

viny).

Reseni: Body, které lezi na grafu dané funkce, musi vyhovovat jeji rovnici.
Tzn., Ze hledané body existuji, jestlize je feSitelnd kongruenéni rovnice z? =
152 (mod 443). Jiz vime, ze tato rovnice bude mit feseni, jestlize bude hodnota
prislusného Legendreova symbolu rovna jedné. Chceme tedy urcit hodnotu (@)

443
Jednoduse vypocitame, ze

()= (%) (),

Uréime hodnotu symbolu (ﬁg)

2 4432 — 1 24531
(1)~ 0 =

(#5) - () ===~ ().

Urcime stejnym zpusobem hodnotu symbolu (%3)

(5)-(5)-() ()

Symbol (2) mé hodnotu
(%) -Cve=-1
(3 () ()
(%) = (D" (=D (=D (-1 =1

Rovnice feSitelnd je a proto existuji miizové body paraboly 443y = 22 — 152.
Pro zajimavost muzeme jesté doplnit, ze jsou to body [174; 68], [269; 163].

Dale

Celkové dostaneme
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3.1 Gaussovo lemma

Na zaver této kapitoly ukazeme se jeden z mmnoha dukazu kvadratického
zédkona vzajemnosti. Budeme k tomu ale nejprve potiebovat nasledujici lemma.

Lemma 3.1 Gaussovo lemma Necht p je liché prvocislo takové, Ze p t a. Dile,

necht m je pocet éisel z mnoZiny {a, 2a,3a, . .., p%la}, jejgichz zbytek po deélent p
je vétsi nez §. Potom plati
a
%) = -1y
3)
Dikaz: Oznacme S=a-2a-3a-...- ’%la. Tento soucin je roven c¢islu

L (p—1
2
p—1

Dale si uvédomme, ze kazdé z cisel ka, kde k = 1,2, ..., %~ se dd vyjadrit ve tvaru
sp + z, kde z je néktery z prvku redukovaného systému zbytku modulo p. Prvek

z bude nabyvat zaporné hodnoty pro ty ¢isla, pro kterda bude zbytek po déleni

p vétsi nez §. Tedy pravé m cisel. Déle zaddna dvé cisla ka nejsou kongruentni
modulo p a stejné tak neplati kya = —kea (mod p), pro ki # k.

Plati tedy, ze mezi ¢isly ka jsou viechna ésla 1,2,...,21 a z nich je m

2
zapornych a zbytek je kladnych. Dostaneme tedy

S =(—1)" (?) | (mod p) .

Celkové )

az =(—=1)"(mod p).

Véta 3.4 Pro cislo m z Gauussova lemmatu plati

p—1

2 2ak
m= — | (mod 2).
25 e
Legendreuv symbol tedy mizZeme psdat ve tvaru
a ot | 2ak
- — (_1>Zk:1 L P J ,
p

pro liché a potom ve tvaru



Dikaz: Budou nés zajimat zbytky ¢isel ka po déleni prvocislem p, kde k =
1,2,..., ;%1' Podle lemmatu 1.1 plati

2ak | 2 %k , jestlize 0 < %k <3
7 ak
P

2 % + 1, gjestlize

Odtud plyne, ze cislo {QGI‘:J je sudé, jestlize 0 < {%’“} <1

> 5, a liché v opacném

pripadé.
Cislo ak muzeme psat také ve tvaru ak = qup + r5. Odtud dostaneme {%‘3} =

{qk + %} = {%} = %. Pro zlomek %“ plati, ze % > % prave tehdy, kdyz r, > L.

Cislo m tedy oznacuje pocet téch &isel, pro které je {%J liché ¢islo.
Pro liché cislo a plati

G)G)-G)-(52)-(5)-6)5)-(5)

Dokazali jsme tedy, ze
(g> (9) — (_UZ:E | | .
p p

Exponent muzeme déle upravit

ol (=L ol R P i L P

Celkem tedy dostaneme

(g) (5) I P e b (;) ,

Odtud jiz dostaneme hledanou rovnost

(z) _ L= L]

p
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3.2 Dukaz kvadratického zakona vzajemnosti

Mame jiz vSe potiebné k tomu, abychom dokazali kvadraticky zdkon vzajemno-
sti.

Véta 3.5 Kvadraticky zakon vzajemnosti Necht p, q jsou riznd lichd prvocisla.

Pak i
(£)-()

Dukaz: Pocet vsech miizovych bodu (z,y) € N x N takovych, ze 1 < x < p%l
-1 . e D1 -1 s . . T
al<y < 5= jeurcite &= - 5=, Zkusme ted ke stejnému vysledku dojit jinym
zpusobem.
Hledané body rozdélime na dvé skupiny. S; = {(x,y);qz > py} a Sy =
{(z,y);qx < py}. Tato situace je zndzornéna pro p = 7,q = 5 na obrazku 1.

Obrazek 1: p=7, q=5

Pocet prvka v mnozinach S; a Sy muzeme vyjadfit:

p—1

1S1] =

gt
< | T

-

2

5= |2

k=1 L

b

Podivame-li se pozorné na obrazek, ktery je vySe v textu, tak si muzeme
vSimnout, ze pocitame pocet miizovych bodu v utvaru, ktery je slozen z obdélniku
a malého trojuhelniku. Je-li p > ¢ je tento trojihelnik nad danym obdélnikem.
Potiebujeme proto také ukazat, ze v tomto trojihelniku neni zadny mitizovy bod.
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K tomu si stac¢i uvédomit, ze na piimce y = %x nelezi zadny miizovy bod.
Sec¢tenim predchozich rovnosti, pak dostaneme

;{ijLkz_qu_ 2 27

Téchto poznatku vyuzijeme pro vyjadreni Legendreovych symbolu z predchozi
véty a dostaneme

(_1>21§ L5 (<1 ) (1)’

B -cr

Priklad 3.3 Zjistéte, zda je fesitelnd kongruence x? = 11 (mod 31).

Celkove tedy

Reseni: Uréime hodnotu Legendreova symbolu (%) Muzeme rovnou pouzit
kvadraticky zakon vzajemnosti:

11 — 31 .(_1)5'15:_ 31
31 11 11/
Podle véty 3.1 plati
1Y _ (9 _,
1) \1) -

(3)--

a kongruence r? = 11 (mod 31) tedy Tesitelnd neni.

Celkovy vysledek je

Priklad 3.4 Urcete, pro kterd prvocisla p je fegitelnd kongruence 22 = 13 (mod p).

Reseni: Predpokladejme, ze p { 13. Kongruence je tedy fesitelnd, prave kdyz

13 je kvadratickym zbytkem modulo p, coz znamend <%) =1.

Vysetiime tedy hodnotu Legendreova symbolu (%) Pouzijeme kvadraticky

(5)- o

. .- -1 _ P , o . ’
Protoze soucin 5= - % = (p—1) - 3 je ¢islo sudé, tak muzeme rovnou psat

(%) = (1%) Uzitim véty 3.1 (3) dostaneme nésledujici moznosti pro hodnotu
symbolu (1%)

zakon vzajemnosti
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p=1(mod13): (&) = (%) =1
e p=2(mod 13): (&) = (§) = (-1 )169 '
e p = 3(mod 13) (1%) = (13—3) Pouzijeme kvadraticky zakon vzajemnosti a vétu
13-1 3-1
31(2,8) () = () ()77 = (@) = (5 =1
e p = 4(mod 13): (&) = (75) = 1. Pouzijeme vétu 3.1 (2) a dostaneme (1) =
(55) - (55) =1

[ )

Il
3

e}
=

=

(U%)
\_/
/—\

5 ) = (%) 1. Pouzijeme kvadraticky zakon vzajemmnosti a
= (

13-1 5-1 _
a ()

" - () -

Pouzijeme vétu 3.1 (2) (

(]
|
(=}
s
S
S
—
w
\_/
e W
e G
N
I
|
—_
~—r
M

(55) = L. i5) = (53) - (55) =
o 1_ 7 (mod 13) 13) = (55) = 1. Pouzijeme vétu 3.1 () = () = (7)) (3) =
e p=8(mod 13): (&) = () = 1. Pouzijeme vétu 3.1 (2) (£) = (F) - (55) = -1
e p=9(mod 13): (&) = (&) = 1. Pouzijeme vétu 3.1 (2) (53 ) (5) =1

1

p_l()(mod13 (&) =(8) = 13 -

p = 11(mod 13): (&) = (§3) = 1. Pouzijeme vétu 3.1 (2, 3) (3) = () =
-1 2

3) (1) = -1

12 (mod 13): (&) = (13) = 1. Pouwzijeme vétu 3.1 (2) (B) = (5) - (%) =1

(
e p

Kongruence je tedy fesitelna pro prvocisla p = 1,3,4,9, 10,12 (mod 13) .
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4 Kubicky zakon vzajemnosti

V 1vodnich dvou kapitolach jsme si zavedli potiebny aparat k tomu, abychom
se mohli zabyvat otazkami resitelnosti kongruenci vyssich radu. Tedy fesenim rov-
nic typu 2" = a (mod p), kde a,n € Z,n > 2 jsou pevné dand ¢isla. V této kapitole
budeme uvazovat ¢islo n = 3 a dojdeme k tzv. kubickému zdkonu vzajemnosti.

Uvedeme vlastnosti prvoécinitelu, zavedeme zbytkové tiidy okruhu Z [w], poté
se dostaneme k pojmu kubicky mocninny symbol, ktery je obdobou Legendreova
symbolu v teorii kvadratickych zbytkt a na zaveér kapitoly vyslovime kubicky
zakon vzajemnosti.

4.1 Obor integrity Z [w] podrobnéji

Zakladni vlastnosti oboru integrity Z [w] jsme uvedli jiz v druhé kapitole. Nyni
nase znalosti rozsitime o charakterizaci prvocinitelt v tomto oboru.

Tvrzeni 4.1 Jestlize w je prvocinitel v Z [w], potom existuje prvocislo p takové,
e N (r) = p nebo N (w) = p*. V pripadé, Ze je norma rovna ¢islu p, tak m
nent prokem asociovanym s Zadnym prvocislem. V druhém pripade, kdy je norma
rovna ¢islu p?, je prvek m asociovany s prvocislem p.

Dukaz: Méjme 7 prvocinitele v Z [w]. Plati tedy N (7) = n7. Polozme N (1) =
n, kde n € N. Z rovnosti 77 = n plyne 7 | n, ddle také vime, ze n lze rozlozit
v Z jednoznacné (az na poradi) na soucin prvocisel. Dostavame, ze pro néjaké
prvocislo p plati 7 | p a tedy p = 7y, kde v € Z [w]. Z multiplikativnosti normy
v okruhu Z [w] plati

N (7)N(7) =N (77) = N (p) = p’
Pro normy c¢isel 7 a v mame t¥i moznosti:
a) N(y)=1,N(r)=p

b) N(v)=p,N(m)=p
c) N(y)=p* N(m)=1

V prvnim ptipadeé je v jednotkou, a tedy 7 je asociované s p.
Pokud by v druhém piipadé bylo 7 asociované s néjakym prvocislem ¢, platilo
by m = dq, kde ¢ je jednotka v okruhu Z [w]. To by ale znamenalo

p=N(m)=N(p)=N@)N(p) =1-N(p=d

Pro 7adnd dvé prvocisla ovsem nemuze platit rovnost p = ¢* a tedy 7 neni
asociované s p.
Tiet{ rovnost nastat nemuze, nebot 7 nenf jednotka. 0
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Tvrzeni 4.2 Jestlize 7 € Z|w| je prvek, pro ktery plati N (w) = p, kde p je
prvocislo, potom je ™ prvocinitel v Z [w].
Dikaz: 7 predpokladi plyne, ze 7w neni jednotka. Predpokladejme tedy, ze ¢islo
7 je slozené a lze jej psat ve tvaru m = ~d, kde v a § nejsou jednotky v Z [w].
Potom plati
p=N(m)=N()N(©).

Jelikoz N () 1 N (9) jsou prirozend ¢isla ruzna od jedné, dostavame spor, protoze
sou¢in dvou prirozenych cisel vétsich nez jedna neni roven zadnému prvocislu.
Prvek 7 tedy musi byt prvocinitel v Z [w]. O

Dokazme nyni tvrzeni, pomoci néhoz budeme schopni charakterizovat vsechny
prvocinitele oboru integrity Z [w].

Tvrzeni 4.3 Jsou-li p a q jsou prvocisla, potom plati:

1. 3=—w?(1-w)® al—w je proocinitel v Z [w)].

2. Jestlize p = 1(mod 3), potom p = 77, kde w je prvocinitel v Z[w] a proky © a
T nejsou asociované.

w

. Jestlize ¢ = 2 (mod 3), potom q je prvocinitel v Z |w].

Libovolny prvocinitel v Z [w] je asociovany s jednim z prvociniteli z bodi
1. —3..

Poznamka 4.1 Toto turzeni se obcas také interpretuje tak, Ze v prunim pripadé
se prvocislo tzv. vétvi, tj. je délitelné vyssi mocninou néjakého prvocinitele. V
druhém pripadé se Tikd, Ze prvocislo se uplné rozklada, tj. je soucinem dvou
ruznich prvocinitelu. A ve tretim pripadé se prvocislo nazyvd inertni, tj. je samo
prvocinitelem.

Dukaz:

1. Z definice normy jsme schopni hned vypocitat N (1 —w) = 12 — 1(—1) +
(-1)*> = 3.

Z véty 4.2 tedy plyne, ze 1 — w je prvocinitel.
Pro ditkaz rovnosti 3 = —w? (1 — w)? vyjdeme z rovnice 14 w 4+ w? = 0. Tuto
rovnici vyndsobime —w? a pii¢teme k ni 3.

WPt 3=3

2= -1—-w a w?®=1. Rovnost tedy d4l upravime na

Vime, ze w
—w? 4 2w? — w! = 3a — W? (1—2w+w2) = 3.
To uz je hledany vysledek —w? (1 — w)2 = 3.
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2. Uvazujme prvocislo p, pro které plati p = 1 (mod 3) a ukazme, Ze p je souc¢inem
dvou ruznych prvocinitelu, ktefi nejsou spolu asociovani. Pomoci kvadratického
zakona vzajemnosti zjistime, ze —3 je kvadraticky zbytek modulo p:

()-(F) C) o7 @)= = (3).

Jelikoz p = 1 (mod 3) muzeme dal upravovat

- ()

Z rovnosti (‘f) = 1 dostévame, ze existuje ¢islo a € Z takové, ze a® = —3 (mod p).

To znamena, Ze a4+ 3 je délitelné p, tedy existuje ¢islo b € Z spliujici pb = a®+3.
Zkusme nyni upravit vyraz a? + 3.

A?+3=(a+vV=-3)(a—vV=-3)=(a+1+2w)(a—1—2w).

Vyuzili jsme rovnost 1+ 2w =1+ 2# = /—3. Predpokladejme nyni, ze
7 je prvocinitel délici p. Protoze 7 |[pap| (a4 1+ 2w)(a — 1 — 2w) tak musi i
7| (a+1+2w)(a—1—2w). Prvocinitel 7 musi tedy délit nékterého z ¢initelu
soucinu (a + 1+ 2w) (a — 1 — 2w). Tim je dokdzéno, ze prvocinitelem neni ¢islo
asociované s p, protoze p nedéli ani (a + 1+ 2w) ani (a — 1 — 2w). Po vydéleni
¢islem p bychom totiz dostali néjaké komplexni ¢islo, které nelezi v Z [w]. Celkem
jsme tedy zjistili, ze p neni prvocinitel.

KdyZ p neni prvocinitel, tak se da rozlozit p = 7 a m ani n nejsou jednotky.
Z multiplikativnosti normy v Z [w] plati N (p) = N (7) N (n) = p*. A protoze p je
prvocislo, tak jedind moznost jak rozlozit p? je p-p. Dostaneme tedy, ze N (7) = p
a zaroven dle definice je N (7) = 77 a tim mame hledany rozklad.

Ukazeme, ze m a T nejsou asociované. Kdyby byly prvky m a T asociované
musel by jeden délit druhy. Napiiklad 7 | 7. Po vynédsobeni ¢islem 7 dostaneme
7 | 72 a odtud p | 72, Podivdme se ted podrobnéji na jednotlivé piipady, které
pti déleni mohou nastat. Ozna¢me m = ¢+ dw, muzeme potom psat p | (¢ + dw)?,
kde

(¢ + dw)® = &+ 2cdw + d*w? = A +2cdw+d* (-1 —w) = & —d* +w (2¢d — d?) .

Dostavame odtud, ze
p| (¢ =d*) Ap|d(2c—d)

Vime, ze c,d € Z a p je prvocislo. Dostavame tedy nésledujici moznosti:
a) p|(c—d)Ap|d, plati tedy, ze p| (c—d+d) =c
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b) p|(c—d)Ap]| (2¢c—d), plati tedy, ze p| (2c —d — (c —d)) =c a
pllc=(c—d)=d

c) pl(c+d)Ap|d, plati tedy, ze p| (c+d—d) =c¢

d) p|(c+d)Ap| (2c—d), plati tedy, ze p | (2c—d+c+d) = 3¢

Prvnif tfi moznosti ndm ukazuji, ze p | ¢ a zarovei p | d. Ctvrtd moznost
nam dava vysledek p | 3¢ a ten vede bud k zavéru, ze p | ¢ a nebo ke sporu s
predpokladem, ze p = 1 (mod 3) jestlize p | 3. Z vysledku p | ¢ a zaroven p | d
vyplyva, ze p | (¢ + dw) = 7. Coz je ale ve sporu s tim, ze p = n7. Celkové tedy
prvky 7, T nejsou asociované.

3. Jestlize 7 | 2 tak, potom N (7) # 1, protoze by 7 byla jednotka a zaroven musi
platit, ze N () | N (2). Jelikoz N (2) = 4 tak dostdvame dvé moznosti.

. N(m)=2
Piedpoklddejme, ze m = a + bw. Vime, ze N (7) = a® — ab + b?. Budeme tedy
pocitat

a? —ab+ b =2 = 4a® — dab + 40> = 8 = (2a + b)* + 3b* = 8.

Tato rovnost ovsem nema v Z zadné feseni a dostavame se tim do sporu.

. N(m)=4

Vime tedy, ze N (7) = 4 a budeme rozklddat dvojku. Existuje n € Z [w] takové,
ze m-n = 2. Z multiplikativnosti norem vime, ze N (7) N (n) = 4 a jelikoz vime,
ze N (m) = 4 tak musi byt N (n) = 1. Zjistili jsme tedy, ze 1 je jednotka a ze
7 je asociované s dvojkou. Celkové jsme dokazali, ze az na asociovanost existuje
jediny prvocinitel délici dvojku, a to dvojka sama.

Obecnéji. Méjme libovolné prvocislo g takové, ze ¢ = 2 (mod 3). Uvazujme
prvocinitele m € Z [w], ktery déli ¢. To znamend, ze existuje n € Z [w] takové, ze
7 -1 = q. Pfechodem k normam dostaneme

N (n) N (7) =N (q) = ¢*
Vime, ze N (7) # 1 a dostaneme tak dvé nasledujici moznosti

. N(m)=q
Predpokladejme, 7ze 7 = a + bw. Vime, ze N (7) = a® — ab + b*. Budeme tedy
pocitat

a2—ab+b2:q:>4a2—4ab—|—4b2:4q:>(2a+b)2+3b2:4q.

(2a +b)* = 4q = 2 (mod 3) .

Tato rovnost ovsem nema v Z zadné feseni a dostavame se tim do sporu.
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2. N(7) = ¢*
Z tohoto predpokladu ovsem dostdvame, ze N () = 1 a tedy, ze n je jednotka
v Z[w]. Déale dostavame, ze m je prvek asociovany s ¢ a Ze az na asociovanost
existuje jediny prvocinitel délici ¢islo ¢, a to ¢islo ¢ samo.

O

4.2 Zbytkové tiidy okruhu Z [w]

V této kapitole se sezndmime s pojmem kongruence na okruhu Z [w]. Jestlize
a,B,v € Z[w] a v # 0 tekneme, ze « = §(mod 7y), pokud v | (a — ). Tedy
fikame, tak jako v okruhu Z, Ze « je kongruentni 5 modulo . Obdobné jako v
okruhu Z kongruence faktorizuje okruh Z [w] na okruh zbytkovych tiid modulo
7, ktery znacime Z [w]/vZ [w] .

Tvrzeni 4.4 Méjmer € Z [w], ktery je prvocinitel. Potom Z [w|/7Z [w] je konecné
téleso o N () prucich.

Dikaz: 7 algebry vime, ze kazdy kone¢ny obor integrity je télesem. Bude tedy
stacit, kdyz se ndm podafi ukdzat, ze Z |w]/7Z [w] je kone¢ny obor integrity,
presnéji, ze ma pravé N (7) prvki.

Ukéazeme, ze Z [w]/7Z [w] neobsahuje délitele nuly. Mé&jme «, 8 € Z, polozime-
li[o], -[8], = [aB], = (0], potom vidime, ze 7 | 5. Jelikoz je 7 prvocinitel, musi
deélit jeden z prvku na pravé strané. Predpokladejme, ze je to prvek a. To, ze 7 | «
znamend, ze [a] = [0] _a proto neexistuji prvky o, f € Z [w], [a]_ # [0]_# [5].,
vyhovuji rovnosti [a] - [5]_=[0] .

Kolik ma tento obor integrity prvku ukazeme tim zpusobem, Zze projdeme
postupné vSechny moznosti uvedené v tvrzeni 4.3.

Nejprve predpokladejme, ze m = p, kde p je prvocislo kongruentni s dvoj-
kou modulo tii. Dokézeme, ze Z [w] /pZ [w] = {[a +0,w|0<a<p0<b< p}.

Méjme p = m+nw € Z [w]. Cisla m, n a p jsou celd a tedy dle véty o délen{ celych
¢isel se zbytkem plati, ze m = ps+a, n =pt + 0, kde s,t,a,b € Z a0 < a,b<p.
Po dosazeni za m a n dostaneme

p=ps+a+(pt+bw= pu=a+bw(modp).

Muzeme nyni tici, ze libovolny prvek okruhu Z [w] patii do jedné ze zbytkovych
t¥{d mnoziny Z [w] /pZ [w]. Zbyva ukdzat, Ze tato mnozina ma skuteéné N (p) = p?
prvku, tedy, ze zadné dvé zbytkové tiidy spolu nesplyvaji.

Predpokladejme, ze a 4+ bw = ' + b'w (mod p), kde 0 < a,b,d’, b’ < p. Odtud
dostavame, ze p | (a —a’ + (b — V') w), a proto “’Tf‘/%—b%/w € Z|w], z ¢ehoz plyne,
z7e a’Tf‘l a b’Tf’/ jsou cela ¢isla. To je ale mozné jen kdyz bude platit a =a’ ab=1'.
Tedy, ze a + bw = a' + Vw.

Nyni budeme predpokladat, ze p = 1(mod 3) a ze p = 7w = N (7), kde 7
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je prvocinitel v Z [w] a prvky 7 a T nejsou asociované. Ukdzeme, Ze, mnozina
{0,1,--- ,p— 1} je mnozinou c¢isel, kterymi lze reprezentovat libovolnou zbytko-
vou tfidu modulo 7. Z toho poté vyplyne, ze Z [w]/7Z [w] ma N (7) = p prvki.
Polozme 7 = a + bw a z definice normy v okruhu vidime, ze p = a? — ab + b* a
ze p 1 b. Polozme dale = m + nw. Vime, Ze p 1 b a budeme-li postupné brat
x=0,1,--- ,p—1 potom soucin xb bude nabyvat vSech hodnot uplné soustavy
zbytku modulo p. Existuje tedy celé ¢islo ¢ takové, ze ¢b = n(mod p). Odtud
p | (n—cb)aproto p—cr =m—ca+ (n— cb)w, tedy pp—cm = m — ca (mod p).
Déle plati, ze 4 = m — ca(mod 7), protoze 7w | p. Ukdzali jsme, ze libovolny
prvek z mnoziny Z [w] patii do zbytkové tiidy reprezentované néjakym celym
¢islem modulo 7. Méjme néjaké celé ¢islo [. Podle véty o déleni se zbytkem lze
toto ¢islo psat ve tvaru | = sp+r, kde s,7 € Z a 0 < r < p. Plati tedy, ze
[ =r(mod p) a jelikoz 7 | p tak také | = r (mod 7). Ukdzali jsme tedy, ze kazdy
prvek mnoziny Z [w] je kongruentni s prvkem mnoziny {0,1,--- ,p — 1} modulo
7. Zbyva ukézat, ze zadné dveé z téchto tiid nesplyvaji. Jestlize, r = v’ (mod =),
kde r,r" € Z a 0 < r,r’ < p, potom r — 1’ = 7y pro néjaké vy € Z [w]. Vypoctem
norem vyrazi na levé a pravé strané rovnosti dostaneme (r — r')> = N (r — /) =
N (my) = N (7)N (y) = pN (). Tedy p | (r — ') a jelikoz je p prvoéislo, tak

p | m — 1. Celkové dostavame, ze r — 1’ = 0, a tedy r = r’. VSechny prvky
mnoziny {0,1,--- ,p — 1} jsou tak reprezentanty ruznych zbytkovych tiid télesa
AR VARIE

Vime, ze libovolny prvocinitel je asociovany s jednim z uvedenych prvoéinitelu
a muzeme jej tedy zaradit do jednoho z vySe popsanych piipadu. Tim jsme s
dukazem hotovi. O

Je-li m prvocinitel, potom multiplikativni grupa télesa Z [w]/7Z [w] ma Fad
N (7) — 1 a muzeme vyslovit tvrzeni analogické malé Fermatové véte.

Tvrzeni 4.5 Méjme o € Z [w] a w prvocinitel takovy, Ze w1t «. Potom

oM™= =1 (mod ) .

Dtikaz: Véta je dusledkem Lagrangeovy véty aplikované na multiplikativni
grupu (Z [w] /7 Z [w])*. Viz [3, str. 39]. O

Jestlize je norma 7 ruznd od tii, tak potom zbytkové tiidy v télese Z [w|/7Z |w]
obsahujici 1,w a w? jsou ruzné. Napifklad pro w = 1 (mod 7) bychom méli, Ze
7| (1 -w)al—w je prvocinitel, tedy 7 a 1 — w jsou asociované. Plati proto,
ze N(m) = N(1—w) = 3, coz je ale spor. Obdobné by se daly ukézat i zbylé
pripady.

Plati, ze ([w] ) = {[1].,[w],,[w?],.} je spolu s operaci ndsoben{ zbytkovych
trid cyklicka grupa tadu 3. Podle Lagrangeovy véty potom 3 déli fad multiplika-
tivn{ grupy (Z [w] /7Z [w]), tedy 3 | N (7) — 1.
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Tvrzeni 4.6 Necht o € Z|w] a 7w je prvocinitel takovy, e N () # 3 a 7 1 a.
Potom existuje jednoznacné urcéené céislo m rovno 0,1 nebo 2 takové, Ze

Dtikaz: Vime, ze m | oV(M~1—1. Déle vime, ze 2° —1 = (z — 1) (v — w) (z — w?)
a toho nyni vyuzijeme pii tpravé vyrazu o™ (™1 — 1.

OzN(W)_l 1= (a% B 1) (aN(w)*l B w) <O{N(w)71 B w2> '

Protoze 7 je prvocinitel, tak musi délit pravé jeden ze tii clenu na pravé strané
rovnosti. To ze déli pravé jeden z danych cinitelu plyne z faktu, ze kdyby délilo
dva ¢initele na pravé strané, tak by délilo i jejich rozdil. To ale neni mozné, nebot
jsme v predchozich odstavcich ukézali, ze prvky 1,w a w? patif pro N (7) # 3 do
ruznych zbytkovych tiid modulo 7. O

Nyni muzeme zavést tzv. kubicky mocninny symbol.

Definice 4.1 Méjme o, 7 € Z[w], kde 7 je prvocinitel takovy, ze N (7) # 3.
Potom definujeme kubicky mocninny symbol ¢isla o modulo 7 nasledovneé:

1. jestlize 7 | «, klademe (%)3 =0,

2. jestlize 7 t o, definujeme (%)3 € {1,w, w?} podminkou (%)3 = o 5 (mod ).

Kubicky mocninny symbol hraje v teorii kubického zakona vzajemnosti stej-
nou roli jako Legendreuv symbol v teorii kvadratického zdkona vzdjemnosti. V
nasledujici definici je popsan pojem kubického zbytku.

Definice 4.2 Méjme o,y € Zw] takova, 7ze (a,v) = 1. Cislo a nazveme ku-
bickym zbytkem modulo vy, ma-li kongruence z° = a (mod ) feseni v okruhu
Z |w]. Pokud zadné takové cislo = € Z [w] neexistuje, fekneme, ze « je kubickym
nezbytkem modulo 7.

Tvrzeni 4.7 Necht « € Z|[w] a m prvocinitel takovy, e N (7) # 3 a 7 1 «.
Potom plati:

1. (9)3 =a 3 (mod ),

™

2. (D)= (2); ()5
3. jestlize o =  (mod ), potom (%)3 - (g)?/
3 =

4. (%)3 = 1 prdvé tehdy, kdyz kongruence x°> = o (mod 7) je Tesitelnd v okruhu

Zw| (. pravé tehdy, kdyz je o kubickgm, zbytkem modulo .)
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Dukaz:

1. Dukaz plyne ptimo z definice kubického mocninného symbolu.

2. Podle prvni ¢asti véty plati, ze

<%> - (aﬁ)% = B = (E) <é> (mod ) .
3 3 3

™ ™ ™

Protoze obé strany kongruence nabyvaji hodnot 0, 1,w,w? a zadné dva z téchto
prvku nelezi ve stejné zbytkové tiidé modulo 7, muzeme misto kongruence psat
primo rovnost.

3. Jestlize o = 5 (mod ), potom (%)3 =5 = BN(E)A = (g)g (mod ).

4. = Necht (2), = 1. Plati, ze (Z[w] /7Z [w])" = (7) pro n&jaké v € Z[w],

pro které w 1 v. Pro néjaké n € N je a = " (mod 7) a vyuzitim casti 2. a 3.
o

dostaneme 1 = (%)3 = (%)3 = (%)g Tato rovnost je splnéna bud’ pro (;)3 =1,

nebo jestlize 3 | n. V prvnim piipadé by z definice kubického mocninného symbolu
platilo 7% = 1 (mod ), coz vSak neni mozné, jelikoz je prvek v generatorem
grupy (Z |w] /7Z [w])", a musi tedy mit ad roven fddu této grupy, tj. N (r) — 1.
Proto musf nastat druhy piipad, kdy 3 | n. Nynf staéi polozit 2 = 75 a dostaneme
feSeni dané kongruence.

<= Oznatme v feSeni kongruence 2° = a (mod 7). Potom plati v3 = a (mod )
a musi dale platit, ze m { 7, protoze by v opaéném piipadé platilo 7 | o. Pomoci
casti 2. a 3. dostaneme (%)3 = £>3 = (1)3 =1, nebot 1 = 13 = w? = w°.

g /3

O

Nasledujici tvrzeni popisuje vlastnosti kubickych mocninnych symbola vzhle-
dem ke komplexni sdruzenosti.

Tvrzeni 4.8 Necht o € Z[w] a 7 je prvocinitel, pro ktery N (w) # 3. Pak plati:

Dukaz:

1. Z definice kubického mocninného symbolu vime, zZe (%) 5 je roven 1,w nebo

w?. Z rovnosti ww = N (w) = 1 = w? plyne, 7e @ = w? w? = w = (w?) a odkud

dostavame, ze (9)3 = (

T

Q

W)i Zbyléa cast rovnosti plyne z druhé casti tvrzeni 4.7.
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2. Podle tvrzeni 4.7 je

(%) =a 3 (mod T) .

3
Abychom ukazali, ze (%) 3 = (g) , Dbotrebujeme nejprve dokdzat, ze pokud pro

prvky a, 8,7 € Z|w] plati a = 3 (mod ), pak také plati @ = 5 (mod 7).
Pro libovolnd p,v € C plati i -7 = v a dale 1 — 7 = p — v. Jestlize plati
a = f(mod ), pak v | (o — B), tedy existuje § € Z [w] takové, ze a« — =10 - 7.
Posledni rovnost piepiseme do tvaru a — 3 = 6 -

5.

ua—f = 0-v a dédle vyuzijeme zminéné
vztahy, abychom celkové dostali @ — 5 = 6 -7. Jelikoz § € Z [w], plati 7 | (6 — 5),
a tedy @ = f (mod 7).

Odtud dostaneme

Spojenim poslednich dvou kongruenci dostaneme (%) , = (%)3 (mod 7). Vime,

7e obé strany mohou nabyvat pouze hodnot 0,1, w a w?, které lezi v ruznych
zbytkovych tiidach, 1ze proto kongruenci zameénit za rovnost.

O

Dusledek 4.1 Necht p = 2 (mod 3) je prvoéislo, a € Z |w]. Pak:
L (5),= (%),
/3 P /3
2. pron € Z takové, Ze p t n, plati (%) = 1.
3
Dikaz:
1. Protoze p = p, dostaneme z predchozich vét
5).-(),-G),-(5)
p 3 p 3 p 3 p 3 .
2. Protoze n = n, dostaneme z predchozich vét
_ - 2
L T (R R (L R
(p)g (p>3 (p)s <p)3
Vime, Ze p{ n a protoze (%) Z# 0, musi platit (g) =1.
3

3
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O
Diky predchozimu dusledku muzeme fici, ze celé ¢islo n, které je nesoudélné s
prvocislem p = 2 (mod p), je kubickym zbytkem modulo p. Jsou-li tedy py, po dvé

ruzna prvocisla takova, ze p; = ps = 2 (mod 3), potom (%) = <Z—f> . Dostali
3 3

jsme specialni pripad kubického zakona vzajemnosti, k jehoz obecnéjsi formeé se
dostaneme v nasledujici kapitole.

4.3 Kubicky ziakon vzajemnosti

Definice 4.3 Prvocinitel 7 € Z [w]| nazveme primdrni, jestlize m = 2 (mod 3).

Jestlize m = a + bw, 1ze podminku z definice formulovat jako a = 2 (mod 3) a
zéroven b = 0 (mod 3). Muzeme tedy ¥ici, Ze libovolny prvociselny prvocinitel je
priméarni. Také si muzeme vSimnout, ze pokud m = a+ bw je primarni prvocinitel,
pak také T = (a — b) — bw je primérni.

Tvrzeni 4.9 Necht 7 € Z [w] je prvocinitel, p € Z prvocislo takové, ze N (1) =
p = 1(mod 3). Potom je mezi prvky asociovanymi s ® prdvé jeden primdrni
prvocinitel.

Diikaz: Polozme m = a + bw. Prvky asociované k 7 jsou tvaru m, wr, w?m, —,

—wm, —w?m. Celkové se tedy bude jednat o prvky

1. a+ bw,

2. w(a+bw)=-b+(a—b)w,
3. wi(a+bw) = (b—a)— aw,
4. —a — bw,

5. 0+ (b—a)w,

6. (a —0b)+ aw.

Najdeme mezi témito prvociniteli alespon jeden, ktery bude primérni. Protoze
N (1) = p =a* — ab+ b* = 1 (mod 3) nemuze nastat pifpad, kdy 3 | a a zdroven
3 | b. Porovnanim prvku ¢éasti 1. a 2. dukazu vidime, Ze lze bez jmy na obec-
nosti predpoklddat, ze 3 t a. Dale porovnanim prvku 1. a 4. muzeme dokonce
predpoklddat, ze a = 2(mod 3). Diky tomu dostavdme p = a®> — ab + b* =
4 — 2b + b* (mod 3) = 1. Coz lze také piepsat ve tvaru b(b—2) = 0 (mod 3).
Celkové muzeme predpoklddat, ze bud a = 2(mod 3) A a = 0(mod 3), nebo
a = 2(mod 3) ANa = 2(mod 3). V prvnim piipadé je primarnim prvocinitelem
prvek a + bw, ve druhém prvek b+ (b — a) w.

Pro dokazani jednoznacnosti predpoklddejme, ze a+bw je primarni prvocinitel.
Jestlize porovname prvni slozky prvku 2. a 5. zjistime, ze nemohou byt primérni.
Déle vidime, ze prvek 6. nemuze byt primarni prvocinitel vzhledem ke koeficientu
a ve druhé slozce. Tim je tedy véta dokazana. 0
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Priiklad 4.1 Najdéte primarniho prvocinitele, ktery je asociovany s prvocinitelem:

11— 2w,
2. 1+ 4w,
3. =7 —3w.
Reseni:
1. Nejprve ovéiime, ze N (1 — 2w) = 7, a proto je prvek 1 — 2w dle tvrzeni 4.2
prvocinitelem. Asociované prvky k tomuto prvku jsou pritom tvaru
a) 1 — 2w,
b) w(l—2w)=w—2w*=w-—2(-1-w) =2+ 3w,
) W (l-2w)=w—2¥=(-1-w)—2=-3—w,

d) —1+ 2w,
e) —2 — 3w,
f) 3+w.

Primarnim prvocinitelem je prvek 2 + 3w.

2. Opét zkontrolujeme nejprve platnost tvrzeni 4.2 a zjistime, ze N (1 4 4w) = 13.
Asociované prvky budou nasledujici:

a) 1+ 4w,
b) w(l4+4dw)=w+4dw?=w+4(-1—-w)=—4— 3w,
c) w(l+4w)=w?+4*=(-1-w)+4=3—w,

d) —1 — 4w,
e) 4+ 3w,
f) —3+w

Primarnim prvocinitelem je prvek —4 — 3w.

3. Zde je situace jednodussi. Plati, ze N (=7 —3w) = 37 a zdroven je rovnou
splnéno —7 = 2 (mod 3) a —3 = 0 (mod 3). Prvek —7 —3w je tedy piimo primérni
prvocinitel.

Piiklad 4.2 Jak vypada téleso Z [w] /5Z [w]?

Reseni : Cislo p = 5 je prvocinitel v Z [w]. Vime tedy, ze Z [w] /57 [w] je téleso
o N (p) prvcich. V nasem piipadé to bude 25 prvku, které budou vyhovovat
kongruenéni rovnici #® = a + bw (mod 5) v Z[w]. VSechny tyto prvky jsou v
nasledujici tabulce. Pro jednodussi zépis budeme dal ztotoznovat zbytkové tiidy
s jejich reprezentanty.
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0 w 2w 3w 4w

1] 14+w | 142w | 143w | 1+4w
2| 24w | 242w | 243w | 244w
3| 34w | 3+2w | 3+3w | 3+4w
4 | 44w | 442w | 443w | 4+4w

Grupa (Z [w] /7Z [w])" je cyklickd grupa Fadu 24 a tfet{ mocniny jejich prvku
tvori jeji cyklickou podgrupu fadu 8. Zkusime najit generator této podgrupy a
vsechny jeji prvky. Urceme postupné hodnoty kubickych mocninnych symbola
pro prvky z télesa Z |w] /5Z [w].

(2), -
2), -+t
(£),-tmn-

=54+ bw+6=1

(52),-0nr-
(£5),-(9,(52),
(£59),-

(£52), -

Vidime tedy, ze hledana podgrupa ma prvky

1,2,3,4,1 + 2w, 2 4+ 4w, 3 + w, 4 + 3w

a jejim generatorem je prvek 1+ 2w.

Stejnym zpusobem bychom mohli ur¢it hodnoty zbylych prvku a dospéli
bychom k vysledku ze Z |w] /5Z [w] ~ Zj. Prvky zobrazujici se na 1 jsme jiz
nasli. Prvky zobrazujici se na w jsou

1+w, 4+ w,2+2w,34+2w,2 4+ 3w,3 + 3w, 1 + 4w, 4 + 4w
a prvky zobrazujici se na w? jsou
w, 2w, 3w, 4w, 1 4+ 3w, 2 + w,4 + 2w, 3 + 4w.
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Tvrzeni 4.10 Kubicky zdkon vzdjemnosti Necht 7y, 7wy € Z|w] jsou primdrni
prvocinitelé takovi, Ze N (m1) # N (m3). Potom

()= (%),

Dikaz: Dukaz kubického zakona vzajemnosti je k dispozici v nékolika verzich
v literatufe [1, str. 115 - 118]. O

Nyni budeme chtit podrobnéji vysettit, jak se méni hodnota kubického moc-
ninného symbolu (“;’)3 pro vSechny jednotky okruhu Z [w] a déle pro prvocinitele
1 — w, na néhoz nelze aplikovat kubicky zdkon vzajemnosti.

Predpoklddejme, ze N (m) # 3. Jak je vidét, tak kongruence x® = 1 (mod 7) a
x3 = —1 (mod ) jsou Tesitelné vzdy, nebot staci polozit x = 1 piipadné z = —1.
Plati tedy (1), = (), =1.

Podivejme se jesté na hodnotu (“#)3 7 tvrzeni 4.5 muzeme psat (“—J)S =

™
Nm-—1 - f s L. o
w3 . Obé strany kongruence nabyvaji pouze hodnot 1,w,w?, lezici v ruznych

zbytkovych tiiddch modulo 7. Konkrétné plati

y 1 N (7) =1 (mod 9)
<_> =< w ,jestlize N (w) =4 (mod 9).
m/3 w2 N (7) = 7 (mod 9)

w?

Vime, Ze plati <?> = (f)g a jsme tedy schopni jiz urcit hodnoty kubického
3

mocninného symbolu modulo 7 pro vSechny zbyvajici jednotky.

Véta 4.1 Necht 7 je primdrni prvocinitel, pro ktery plati N (7) # 3. PoloZime-li
™ =3m— 1+ 3nw, kde m,n € Z, pak plati:

L. (ﬂ)g =W

s

2 (%)3 =W

Dikaz: Pokud bychom chtéli ¢islo m psat v obvyklém tvaru 7 = a + bw, tak
bychom polozili a = 3m — 1 a b = 3n. Tim je ¢islo 7 jednozna¢né urcéeno a v
souladu s definici primarniho prvocinitele.

1. Podle tvrzeni 4.5 plati (%)3 e Vypocitame, ¢emu se rovna exponent
na pravé strané rovnosti:

N(r)—=1 N@Bm—-1+43mw)—1 (Bm-1°-0Bm—1)3n+ (3n)* -1
3 B 3 B 3

B 9m? — 6m — 9mn + 3n + 9n?
— 3 )
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Odtud dostaneme

N (m)—1

3 = 3m* — 2m — 3mn +n + 3n> = m +n (mod 3) .

Proto plati (%) =@Mt

2. Dukaz této ¢asti véty je pomeérné pracny a vzhledem k rozsahu prace jej zde
nebudeme uvédét. Lze jej nalézt v knize [1, str. 135].

O

Priklad 4.3 Urcete, zda je fesitelnd kongruence 23 = 11 (mod 17).
Reseni : Z piedchoziho textu vime, ze je-li p = 2 (mod 3) je kongruence z* =
a (mod p) tesitelna vzdy, jestlize a je nesoudélné s p. V nasem piipadé jsou obé
podminky splnény a kongruence je fesitelna.

Ke stejnému vysledku bychom dospéli i pokud bychom chtéli vyuzit malou
Fermatovu vétu. Plati, ze 111771 = (112)° = 1218 = 28 = 256 = 1 (mod 17).

Priklad 4.4 Urcete, zda je fesitelnd kongruence z* = 13 (mod 37).

Reseni : Protoze je 37 = 1 (mod 3), lze vyuzitim tvrzeni 4.3 najit prvocinitele
7, T takové, ze 37 = 7. Oznaé¢me 7 = a + bw. Hleddme tedy FeSeni rovnice a? —
ab+b* = 37. Vyndsobenim rovnice 4 a tipravou levé strany na ¢tverec dostaneme
ekvivalentni rovnici (2a — b)2 + 3b? = 148. Vyrazy v této rovnici nabyvaji pouze
kladnych hodnot a pozadujeme, aby platilo 3 | b. Existuje tedy ¢ € Z takové, ze
b = 3¢. Mizeme proto rovnici piepsat do tvaru (2a — 3¢)® + 27¢2 = 148. Rovnici
miizeme fesit v zavislosti na hodnoté vyrazu ¢?. Dostaneme nésledujici moznosti:

1. ¢ =0 a zéroveii (2a — 3¢)* = 148 coz nelze, protoze 148 neni druhd mocnina
zadného celého cisla

2. & = 1 a zéroven (2a — 3¢)* = 121 odtud dostévame, ze ¢ = £1 a zdrovei
(2a — 3¢c) = £11

3. & = 4 a zéroveil (2a — 3¢)” = 40 coz nelze, protoze 40 neni druhd mocnina
zadného celého cisla

4. ¢ > 9 a zéroven (2a — 3¢)® < 0 coz neplati pro zadné ésla a, ¢ € Z.

Vidime tedy, ze jen druhy piipad povede k feseni rovnice. Dosazenim ¢ = £1

do rovnosti (2a — 3¢) = +11, b = 2¢ dostaneme moznosti a; = —4, a3 =7, b =3
aa, =4, ay; = —7, b = —3. Hledame primarni prvocinitele, takze muzeme pouzit
rovnou koeficienty, které splnuji podminky pro primarni prvocinitel a ziskame
vysledek ve tvaru m; = —4 4+ 3w a m = —7 — 3w. Snadno se lze presvédcit, ze

plati m; = my a naopak. Tedy 37 = my - 7.
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Pro vypocet hodnoty kubického mocninného symbolu (7 41fr)’3w) 5 nelze pouzit

kubicky zakon vzajemnosti. Budeme-li postupovat stejné jako pro ¢&islo 37, do-
jdeme k vysledku (—4 — 3w) (—1 + 3w) = 4—9w—9w? = 4—9w—9 (-1 — w) = 13.
Plati tedy, ze 13 = (—4 — 3w) (=1 + 3w) a déle vyuzitim tvrzeni 4.5 (2) a ku-
bického zdkona vzajemnosti dostavame

13 (43w —1+3w) [—4+3w —4 + 3w
443w/, \—4+3w), \—4+3w/);, \—4-3w/, \-1+3w/,
Jelikoz —4 + 3w = 1 (mod — 4+ 3w) a —4 + 3w = 3 (mod — 1+ 3w) plati dle

tvrzeni 4.5 (3), ze

—4 + 3w —4+3w) 1 3
—4-3w/), \ 143w/, \-4-3w/), \-1+3w/,’
Vime, Ze kongruence x* = 1 (mod ©) je fesitelnd pro kazdé = € Z[w]. Proto

(= )3 = 1. VyuZijeme déle vztahu 3 = —w? (1 — w)® a dostaneme

—4—3w
3 B —1 w 2 1l—w \’
—1+3w/), \—1+3w/, \-1+3w/; \-1+3w/,

Pouzitim véty 4.1 a vzhledem k tomu, ze (#—i—l&u) ,=1 dostavame vysledek

<—1i3w>z' (—11:;&1): = (W) (W) =w# L

Kongruence tedy fesitelna neni.
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5 Bikvadraticky zakon vzajemnosti

V této kapitole si ukazeme, jak pomoci bikvadratického zakona vzajemnosti
rozhodovat o fesitelnosti kongruenci typu z* = a(mod p), kde a € Z a p je
prvocislo. V nékolika ptipadech se setkame s analogickymi vétami a definicemi
jako v predchozi kapitole.

5.1 Obor integrity Z [i] podrobnéji

Podobné jako v predchozi kapitole se nejprve podivame na prvocinitele v
oboru integrity Z [i].

Tvrzeni 5.1 Je-li m je prvocinitel v Z[i], potom existuje prvocislo p takové, Ze

| p.

Dukaz: Vyuzijeme definici normy v Z[i]. Plati 7 - 7™ = N (7) = n € N, tedy
7 | n. Vime, Ze n lze rozlozit na soucin koneéné mnoha prvocisel n = py - ... py.
Jelikoz 7 je prvocinitel, tak bude existovat i € {1,...k} takové, ze 7 | p;. O

Tvrzeni 5.2 Jestlize pro prvek m € Z[i] plati N () = p, kde p je prvocislo, pak

7 je prvocinitel v 7 [i].

Dukaz: Necht 7 = 4. Plati, ze N (7) = N (y) - N (). Podle piedpokladu je

N () rovna prvocislu p a jedno z ¢isel N (), N (§) musi byt rovno 1 a druhé

prvocislu p. Musi tedy byt bud v nebo § jednotkou a tedy 7 je prvocinitel. [
Pomoci nésledujici véty budeme schopni charakterizovat vsechny prvocinitele

v Z1i].

Tvrzeni 5.3 Necht p je prvocislo, potom plati:

Je-lip =2, potom 2 = —i (1 + 1)2 a 141 je prvocinitel v Z[i] .

(1)
(2) Jestlize p = 1 (mod 4), potom p = 7, kde 7 je prvocinitel v Z [i] a prvky
a T Nejsou asociovaneé.

(3)

Jestlize p = 3 (mod 4), potom p je prvocinitel v Z[i].

Libovolny prvocinitel v Z [w] je asociovany s jednim z prvociniteli z bodi (1)
- (3).
Dikaz: Z predchozi véty plyne, ze 1+i je prvocinitel v Z [i] . Snadno vypocitame,
ze —i(1+1i)°=—i(1+2+i%) =—i-2—i=2

Predpoklddejme nyni, Ze ¢ neni prvocinitel v Z]i] a ze pro ¢ plati ¢ =
3 (mod 4). Prvek ¢ lze tedy psat ve tvaru ¢ = a8, kde N (a) > 1 a N (p) > 1.
Zéroven plati ¢* = N (q) = N (aB) = N (a) N (B). Odtud musi byt N (a) =
N (a) = q. Polozime-li o = a + bi, kde a,b € Z, potom lze psit ¢ = a* + b*. Pro
soucet druhych mocnin libovolnych celych cisel plati, ze po déleni ¢tyimi dévaji
jeden ze zbytku 0, 1, 2. Tim ale dostavame spor s predpokladem ¢ = 3 (mod 4), z
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¢ehoz plyne, Ze ¢ je prvocinitelem v Z [i].

Méjme nyni prvoéislo p = 1 (mod 4). Cislo —1 je kvadratickym zbytkem mo-
dulo p a existuje tedy ¢islo a € Z takové, ze a®> = —1 (mod p), neboli p | a* + 1.
Pokud by p byl prvocinitel v Z [i], pak by musel délit jeden z prvka a +i,a — i,
coz neplati. Prvek p tedy neni prvocinitel a lze jej psat ve tvaru p = my, kde
7,7 nejsou jednotky. Vime, ze plati N (7) N (y) = N (7y) = N (p) = p* a déle
p = N (m) = n7. w je tedy prvocinitel v Z [i]. Pfedpoklddejme nyni, ze prvky
7,7 jsou asociované. Tedy 7 | 7 a také p | 2. Oznaéme m = c + di. Potom
plati p | (¢ + di)* = 4 2cdi — d2. Pro p tedy dostavame p | (2 — d?) a zaroveii
p | (2cdi). Jelikoz ¢, d jsou celd ¢isla a p je prvocislo, z druhé podminky dostaneme
nasledujici moznosti:

1. p |2, coz je ziejmeé spor s predpokladem p = 1 (mod 4)
2. pleAp| (2 —d?), zéroven tedy p | d
3. pldAp]|(c*—d?), zaroven tedy p | c.

Celkové jsme tedy ukazali, ze p | ¢ a zaroven p | d, z ¢ehoz jiz plyne, ze p | 7. To
ale nenf mozné, protoze by muselo platit N (p) | N (7), neboli p? | p. Prvky 7 a
7 tedy nemohou byt asociované.

Zbyva jiz jen ukédzat, ze libovolny prvocinitel oboru Z [i] je asociovany s jednim
z vyse uvedenych prvocinitelt. Necht nyni 7 je libovolny prvoécinitel. Plati tedy,
ze 7 déli néjaké prvocislo p. Toto prvocislo lze dle 1. az 3. rozlozit na soucin
prvociniteli. Tento rozklad je jednoznaény az na asociovanost. Prvocinitel 7 tedy
musi byt asociovany s jednim z vySe uvedenych prvociniteli, vyskytujicich se v
tomto rozkladu. U

5.2 Bikvadraticky mocninny symbol

Nejprve rozsifime pojem kongruence na okruh Gaussovych celych cisel.

Definice 5.1 Pro «, 3,7 € Z[i] znatime a = f(mod ), pokud v | (o — 3).
Rikédme, ze a je kongruentni 5 modulo ~.

Poznamka 5.1 Kofenem polynomu z? + 1 = 0 je ¢islo i, které je algebraickym
celym cislem. Tato ¢isla tvoti okruh, jehoz podokruhem je okruh celych ¢&isel Z.
Proto také libovolna linearni kombinace ¢isel 1 a i je algebraickym celym ¢islem.
Dostaneme tedy uspotrdadani Z < Z[i] < €2, kde Q je okruh algebraickych celych
¢isel. Libovolna kongruence celych éisel je tedy kongruenci v okruhu Z [i] a také
libovolnd kongruence v Z [i] je kongruenci v okruhu €.

Prvky, které jsou spolu kongruentni modulo v, muzeme sloucit do zbytkovych
tfid modulo 7 a dostaneme tim okruh Z[i] /vZ [i]. Tento okruh nazyvame okruh
zbytkovych trid modulo .
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Véta 5.1 Necht © € Z[i] je prvocinitel. Potom Z[i] /7Z]i] je konecné téleso o
N (m) prvcich.
Dikaz: Dukaz je analogicky dukazu tvrzeni 4.4. Staci ukézat, ze Z [i] /7nZ[i] je
obor integrity o N (m) prvcich.

Vidime, ze Z[i] /7Z [i] je komutativni okruh bez délitelu nuly.

Stejné jako v tvrzeni 4.4 dokazeme, Ze pro prvociselné prvocinitele 7 = p =
3 (mod 4) plati

Z[i]/ﬂZ[i]:{[T+Si]p|0§7’<p,0§5<p}.

Pokud je naopak 7 prvocinitel takovy, ze 7t = N (m) = p pro néjaké prvocislo p,
potom Z[i] /7Z[i] = {[r]. | 0 <r < p}. V obou piipadech je pocet prvku oboru
integrity Z [i] /77 [i] roven ¢islu N (7). O

Jelikoz z véty plyne, ze multiplikativni grupa télesa Z [i] /7Z [i] ma fad N (7)—
1, muzeme pfepsat malou Fermatovu vétu nasledujicim zpusobem.

Véta 5.2 Necht a € Z[i] a 7 je proocinitel takovy, Ze w1t a.. Potom

oM™= =1 (mod ).

Dukaz: Jednd se o dusledek Lagrangeovy véty (viz lit. [3, str. 39]), ktery je
aplikovany na grupu (Z [i] /7Z[i])". O

Poznamka 5.2 Pokud plati, Ze N (m) # 2, potom jsou zbytkové tridy v télese
Z1i] /7Z [i] rizné. Tyto tridy jsou reprezentované jednotkami 1, —1,1, —i.

Protoze ([i] ) = {[1]..,[-1].,[i],,[—i],.} spolu s operaci ndsobeni zbytkovych
trid tvori cyklickou grupu radu 4, plyne z Lagrangeovy véty, Ze 4 déli rad mul-
tiplikationd grupy (Z[i] /7 Z[i])*. Tedy 4 | N (7) — 1.

Véta 5.3 Necht a € Z[i] a 7 je prvocinitel takovy, Ze N (1) # 2,7 # . Potom
existuje jednoznacné urcéené ¢islo m € {0,1,2,3}, pro které plati

o T =g (mod ).

Ditkaz: Z predchozi véty vime, ze 7 | o™= — 1. Vyraz o™ ~1 —1 lze rozlozit
nasledujicim zpusobem

QN1 ] = (aN“l’_l _ 1) (ozN(?_l + 1) @M?‘l _ i> (aN(?‘l +i> .

Jelikoz 7 je prvocinitel, tak vzhledem k predchozi poznamce, m déli prave jeden
z Cinitelt na pravé strané.

41



O

Predchozi vysledky ndm umozni zavést tzv. bikvadraticky mocninny symbol.
Jde o obdobu Legendreova symbolu v teorii kvadratickych zbytku a kubického
mocninného symbolu v teorii kubickych zbytki.

Definice 5.2 Pro prvky a,7 € Z]i], kde 7 je prvocinitel, pro ktery plati, ze
N (7) # 2, definujeme bikvadraticky mocninny symbol modulo m nasledujicim
zpusobem:

0]

1. jestlize 7 | «, klademe (;)4 =0

&7

2. jestlize 7 t o, definujeme (;)4 € {1,—1,i, —i} podminkou

<g> SH (mod ).
m/4

Zaved me pojem bikvadraticky zbytek v okruhu Z [i]. Bude se jednat o analogii
s kvadratickymi zbytky z pfedchozich kapitol.

Definice 5.3 Nechf o,y € Z[i] a zaroven (a, ) = 1. Cislo a nazveme bikvadra-

tickyim zbytkem modulo v, ma-li kongruence x* = a (mod 7) feseni v okruhu Z [i].

Tedy existuje-li x € Z[i] takové, 7ze 2* = a (mod 7). Pokud 7adné takové cislo

neexistuje, fekneme, ze « je bikvadratickym nezbytkem modulo .

Véta 5.4 Necht o, € Z[i| a 7 je prvocinitel takovy, e N (7) # 2,. Potom
plati:
N(m)—1

(1) (2),=a 1 (mod )

(2) (%5)4 - (%)4 (2)4

(3) je-li « = B (mod ), potom (%)4 = (5)4

(4) Necht 7 t a. Potom (%)4 = 1, prdvé kdy? je kongruence z* = o (mod )
resitelnd v Z [i.

5) (2),=(3),

Dikaz:
(1) Pokud 7 1 a je vysledek ziejmy piimo z definice bikvadratického mocninného
symbolu. Jestlize naopak 7 | «, potom 7 | a7, Tedy ot F = 0 (mod ).

Zaroven ale z definice bikvadratického mocninného symbolu plati (%) , =0

(2) Vyuzijeme vysledku z casti (1).

(%ﬂ) (046)]\[(?71 = 04%6% = (%) (é) (mod ) .
4 4\ /4

Obé strany kongruence mohou nabyvat pouze hodnot 0,1,—1,i,—i a muzeme
tedy kongruenci nahradit pfimo hledanou rovnosti.
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. oy _  Nm-1 _  Nm-1 o
(3) Je-li @ = B (mod 7T)O pak (;24 =« =pB"1 = (5)4 (mod ). Stejné
jako v predchozi ¢éasti diukazu muzeme od kongruence prejit k hledané rovnosti.

(4) ,,=“Necht (%) , = L. Multiplikativn{ grupa télesa Z[i] 7Z[i] je cyklickd a
tedy o = 4™ (mod 7) pro néjaké n € N. Vyuzitim pfedchozich dvou édsti véty
dostaneme 1 = (%) A= (%) A= (%)Z Tato rovnost je splnénd v nasledujicich
pripadech:

o
S~—
—~

) , = 1, pro libovolné n
4=
)4 = +i, pro 4 | n.

~—

I,pro2|n

RS
O
AR 3 3R

N(m)—1

Pokud by nastala prvni nebo druhd moznost, potom by muselo platit v~ 2~ =
1 (mod ). Protoze je ale v generdtor grupy (Z[ij7Z[i])" a md rad roven fddu
této grupy, tj. N (w) — 1, neni to mozné. Musi tedy platit tFet{ moznost, podle
které 4 | n. Pokud polozime x = 7% dostaneme feseni dané kongruence.

,<“Oznacme § feseni kongruence z* = «a (mod 7). Vidime, ze 7 1 § a pomoci
y P s - 4 4
predchozich ¢asti, ze (%)4 = (5—> = (§)4 — 1.
4

™ ™

(5) Vyuzitim prvni ¢dsti véty a vlastnosti komplexné sdruzenych ¢isel dostaneme

Pro normy ¢isel m a 7 plati, ze N (7) =77 =7 -7 = N (7). Diky tomu a prvni
¢asti véty muzeme psat

Dostaneme tedy kongruenci (%) L = (%) ,mod 7. Ze stejného duvodu jako v

predchozich ¢astech dukazu muzeme kongruenci nahradit rovnou hledanou rov-
nosti.

O

Véta 5.5 Necht p = 3 (mod 4) je prvoéislo, a € Z takové, Ze pta. Potom

(),
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Dikaz: Piimo z definice bikvadratického mocninného symbolu muzeme psat

(ﬁ) = ap24_1 = (ap_l)l%1 (mod p) .
4

a dostavame tak kongruenci

(%)4 = 1(mod p),

kterou muzeme nahradit primo hledanou rovnosti.

O

Odvodili jsme, ze libovolné celé ¢islo nesoudélné s prvocislem p = 3 (mod 4)
je bikvadratickym zbytkem modulo p a Ze v tomto pifpadé je kongruence z*
a (mod p) tesitelna v Z [i].

5.3 Bikvadraticky zakon vzajemnosti

Definice 5.4 Rekneme, Ze prvocinitel © € Z [i] je primdrni, jestlize

7 =1(mod 2+ 2i).

Véta 5.6 Prvocinitel 1 = a + bi € Z[i] je primdrnd, prdvé tehdy kdyz plati bud’
a=1(mod 4),b=0(mod 4), nebo a = 3 (mod 4) ,b =2 (mod 4).
Dukaz: Necht 7 = a + bi je prvocinitel v Z [i]. Aby byl primarni, tak musf dle
definice platit 2 + 2i | (a — 1) + bi. Coz muzeme upravit

(a—1)+b 1—i a+b—1 b—a+1,

. pr— Z.'
> (1+1) 1-1 ;T ezl

Vyrazy na pravé strané rovnosti jsou ekvivalentni podmince a +b = 1(mod 4) a
zaroven a—b = 1 (mod 4). Po secteni téchto kongruenci dostaneme dvé podminky
pro prvek a. A to a = 1(mod 4) a a = 3 (mod 4). Dosazenim do kongruence
a+b=1(mod 4) dostaneme hledané podminky pro prvek b. O

Diusledek 5.1 Jestlize w je primdrni prvocinitel v Z [i], potom N () # 2.
Dukaz: Pokud je m primdrni prvocinitel v Z[i], potom diky ptedchozi véteé
dostaneme N (7) = a? + b? = 1 (mod 4). Proto musf platit, ze N (m) # 2. O
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Véta 5.7 Bikvadraticky zdkon vzdjemmnosti Necht i, 7o € Z[i] jsou primdrni
prvocinitelé takovi, Ze N (m1) # N (m3). Potom

s g N(mq)—1 N(mg)—1
T2/ 4 T/ 4

Dukaz: Dukaz této véty uvadét nebudeme, lze jej nalézt v knize [1, str. 123-
127]. 0J

Véta 5.8 Necht m = a + bi je primdrni prvocinitel v Z [i]. Potom plati:

L) =i
2 (ﬁ) _ Z,iafbllbe
- (55), .
Dikaz:
: 2102
1. Podle véty 5.4 je (#) L= . Vzhledem k moznostem pro hodnoty bikva-
a2 2 . a—
dratického symbolu nam bude stacit dokazat rovnost ¢ = = ;=*7". Tato rov-

nost bude splnéna, prave kdyz

a+®—-1_ a—1
4 N 2

(mod 4) .

Tuto kongruenci budeme dale upravovat
a4+ b — 1= —2a+2(mod 16) ,
a? ++2a — 3 +b* = 0 (mod 16),
(a—1)(a+3)+b*>=0(mod 16) .

Podle véty 5.6 muze nyni nastat jedna z nasledujicich moznosti:

a) a = 1(mod 4) ANb = 0(mod 4), tedy (a—1)(a+3) = 0(mod 16) A V* =
0 (mod 16). To déva pozadovanou kongruenci.

b) a =3 (mod 4) ANb =2 (mod 4). Polozime-li a = 4k + 3,b = 41 + 2 pro néjaka
k,l € Z potom po dosazeni dostaneme

(a —1) (a+3)+b* = (4k + 2) (4k + 6) + (41 + 2)> = 16k> + 32k + 161> + 161 + 16.
Tento vyraz je zjevné délitelny 16.

2. Dukaz této ¢asti pro naroc¢nost uvadét nebudeme. Lze jej nalézt v knize [1,
str. 136].
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Véta 5.9 Necht m = a + bi je primdrni prvocinitel v Z [i]. Potom

Dukaz: Plati

() - (22 -(2), ()

S vyuzitim pfedchozich poznatki, muzeme psat

. <\ 2
—1 La—1 1 +1 .afbflbe
e =1 2 s =1 2 .
T /4 T /4

Celkem tedy dostaneme
2 .a_l_ﬂ
-] =i z .
!

Nyni potfebujeme ukézat, ze ia_l_# =i%. K tomu vyuzijeme nésledujici tvr-

zeni. Je-li ¢ primitivni n-t4 odmocnina z jedné a ¢* = ¢, potom = = y (mod n).
Staci tedy ukazat, ze a — 1 — # = 2 (mod 4). Neboli 4 | a —1— # —2a

8]2a—2—b(1+a+b). Rozebereme obé moznosti z véty 5.6.

(i) Jestlize a = 1 (mod 4) Ab = 0(mod 4), potom 8 | 2a — 2. Ze vztahu 4 | b a
2|14 a+bplyne, ze 8| b(1+ a+b). Cimz jiz dostaneme hledany vysledek.
(ii) Jestlize a = 3 (mod 4) A b = 2 (mod 4), potom 2a — 2 = 4 (mod 8) a vztahy
b=2(modd) al+a+b= 2(mod4) lze vyjadrit ve tvaru b = 4k + 2 a
l+a+b=4l1+2,prok,l € Z. Tedy b(1 +a+b) = (4k +2) (41 + 2) = 4 (mod 8).
Celkove tedy 2a —2 — b (1 +a+b) = 0 (mod 8). Tim je dukaz hotov.

O

Priklad 5.1 Urcete, zda je fesitelnd kongruence z* = 11 (mod 31).

Reseni: Protoze prvocislo 31 dévé zbytek 3 po délenf 4, staéi kdyz urcime,
zda je fesitelnd kongruence z? = 11 (mod 31). Tuto kongruenci jsme jiz fesili v
prikladu 3.2 a dokazali jsme, ze feSeni nema. Neni tedy TeSitelna ani kongruence
z* =11 (mod 31).
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Piiklad 5.2 Urcete, zda je feitelnd kongruence x* = 13 (mod 37).

Reseni: Prvocislo 37 = 1 (mod 4). Musime tedy najit primarniho prvocinitele
7 = a + bi, takového, aby N (7) = a? + b* = 37. Budeme uvazovat koeficienty
splitujici podminky a = 1(mod 4),b = 0(mod 4), nebo a = 3(mod 4) ,b =
2 (mod 4). Nejprve tedy prvni podminka:
a) b=0aa*=37
b) b=+4aa® =21
¢) [b|>8aa*<0

Vidime, ze v tomto piipadé neni mozna ani jedna z variant a) - ¢).
Uvazujme a = 3 (mod 4) ,b = 2 (mod 4). Pak mohou nastat nasledujici moznosti:
d) b==42aa®=33
e) b=46aa® = +1

V tomto pripadé jiz najdeme koeficienty a,b vyhovujici podminkdm, a to

b= +6 aa = —1. Nasli jsme dva primérni prvocinitele —1 + 6i a —1 — 6i. Vy-

bereme si ten prvni a budeme chtit zjistit hodnotu symbolu (_11_?61)4.Vyu21jeme

bikvadraticky zakon vzajemnosti a postupné budeme upravovat

13 ~1+ 6i sz (—1+ 6
) = (=) = :
—1+6i/, 13/, 13/,

Podle véty 5.4 budeme dale upravovat

() -5, (), (8), (),

Jednotlivé symboly jsou rovny

(o]

2
(1—3>4 =i’ =1, podle véty 5.9

3 13 8 168 13
— = — -1+ 4 = — =1 dle véty 5.5.
(13>4 (3)4( ) (3>4 , podle vety

Zbyva urcit hodnotu symbolu (ﬁ) ,- Protoze 2 + 1 neni primarni prvocinitel.

13
Musime postupovat nasledovné
2+i) (i —14+2i
13 ), \13/, 13 /),
—1 6 6
— ) =(-1)"- =—1.
(),
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Daéle

—

—1+2i 13 4168 13
— . . (_1)4 4 — _ .
13 4 -1+ 21 4 -1+ 21 4

Celkoveé po vynéasobeni dostaneme

(2 + i) B ( 13 >
13 ), \—1+2/,
Cislo 13 1ze v Z [i] rozlozit na soucin 13 = (3 + 2i) (3 — 2i). Musime ur¢it hodnoty
SymbOhOl (Effél)4 a (El_f;1)4

Plati, ze 34 21 = 4 (mod — 1+ 2i) a 3 — 2i = 2 (mod — 1+ 2i). Tim se nam
situace velice zjednodusi a dojdeme k vysledku

4 2 PR
. =1 = 1.
—1+2i), \—1+2i/,

13
—1+6i

ence ! = 13 (mod 37) Tesitelnd neni.

Celkem jsme tedy zjistili, ze ( ) ,=la muzeme proto tvrdit, ze kongru-
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Zaver

Cilem préce bylo predstavit teorii zdkonu vzajemnosti, a to kvadratického, ku-
bického a bikvadratického. Prace obsahuje vSechny potiebné netrivialni zaklady
pro snazsi pochopeni zakonu vzdjemnosti. Jak je v textu nékolikrat zminéno je
mezi jednotlivymi zakony urcitd analogie. Postupovali jsme od zakladnich pojmu,
k formulovani kvadratického a kubického zakon vzajemnosti az k bikvadratickému
zakonu vzajemnosti. Ke kazdé zminéné problematice jsou pripojeny ilustrujici
priklady, pro snazsi predstavu o vyuzitelnosti uvedené teorie.

Nasi snahou bylo vytvorit jednotny, uceleny a srozumitelny text, ktery bude
pro zajemce o danou problematiku pfinosny.
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