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Abstrakt

Prace podava stru¢nou resersi metody detekce pouzité u sondy Planck, ktera patfi mezi
nejnovéjsi projekty z kategorie zkoumani CMB (Cosmic Microwave Background) zafeni.
Ustiednim tématem prace je aplikace statistickych metod pfi zpracovavani dat ziska-
nych pri detekci a podani argument pro proc se v souvislosti s detekci zafeni zabyvat

moznostmi vyuziti netradi¢nich metod, kterymi se klasicka optika nezabyva.

Kli¢ova slova

Mise Planck, kvantova tomografie, Fisherova informace, Rao-Cramerova mez, Ghlové

rozliSeni, reliktni zareni.



Abstract

In this thesis we present a brief review of detection method used by a newest project
on field of CMB (Cosmic Microwave Background) - the Planck project. The main topic
of thesis is the application of statistical methods to data acquired by Planck probe. We
provide arguments for using methods beyond classical optics in context of radiation de-

tection.

Keywords

Mission Planck, quantum tomography, Fisher information, Cramér—Rao bound, angular

resolution, Cosmic microwave background.
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Uvod

Pro standardni kosmologicky model za¢ina vesmir v dobé 107#4s, kdy se od prapti-
vodni interakce odpojila prvni ze ¢tyt zakladnich sil, sila gravita¢ni. Tato doba se ozna-
hlédne, resp. predpovida infinitezimalni hodnoty fyzikalnich velic¢in (Velky tfesk), a kde
se jiz musi uplatiiovat nové modely sjednocujici vSechny ctyfi interakce jako je napriklad
strunova kosmologie.[2, str.532]

Kratce po svém vzniku prodélal vesmir inflacni fazi (tj. fazi zrychlené expanze), ktera
probéhla v ¢asovém rozmezi 1073%s—-1073%s. V pribéhu raného vyvoje vesmiru se od pra-
ptvodni interakce oddélily ¢tyfi nezavislé zakladni interakce tak jak je zname dnes (gra-

0445  silnd - 1073°

vitaéni - 1
-10719).[3]

V ¢asovém rozmezi zhruba 10s aZ tfi minut po Velkém tfesku se jiZ formovalo *He a v

s, a naposled oddéleni slabé a elektromagnetické interakce

mens$i mite i ostatni lehké prvky jako Li,® He, D. Dal$im dtleZitym bodem vyvoje vesmiru
je doba priblizné 380 000 let po Velkém tfesku. V této dobé klesla teplota vesmiru vli-
vem jeho expanze na hodnotu 3000 K a fotony, které do té doby tvorili pfevaznou cast
energie vesmiru, jiZ nemély dostatecnou energii na ionizaci atomi vodiku. Diky tomu
zacala byt hmota pro zafeni prihledna a doslo tak k separaci hmoty a zareni. To dalo
vzniknout prvnim atomarnim obaltim a radikalnimu sniZeni volnych elektront. Pozdéjsi
vyvoj vesmiru lze vyc¢ist z obr. 1, kde je vyobrazena stru¢na historie vesmiru.

Reliktni zafeni - Cosmic microwave background (dale jen CMB) ma pro kosmologii
velky vyznam z toho divodu, Ze v sobé nese informace o vesmiru z doby svého vzniku.
Tyto informace se ziskavaji harmonickou analyzou jeho teplotnich fluktuaci, které se ob-
jevuji az na patém desetinném misté namérenych hodnot. Pomoci kosmologickych mo-
delti se pak daji odvozovat parametry naseho vesmiru jako jsou napi. hodnota kosmolo-
gické konstanty nebo procentudlni zastoupeni temné energie ¢i temné hmoty.

Studium reliktniho zafeni ma tedy velky vyznam pro pochopeni zdkladnich zakoni-
tosti pfirody, a to také opodstatiiuje fadu financéné naroénych vyzkumnych program,
které se timto tématem zabyvaji.

Predlozena bakalafska prace ma cile podstatné skromnéjsi. Jak se ukaze dale, pri
detekci se vyuzivaji postupy zcela analogické optickym detekénim metodam, napriklad
fokusace zareni nebo jeho pfeména na tepelnou energii. Na rozdil od klasické optiky se
jedna o signaly s nepatrnou intenzitou a z tohoto hlediska je podstatné vyuzivat metody,

které pokud mozno kompletné vyuziji informaci obsazenou v signalu. Takové metody

'Planckiv ¢as patii mezi tzv. Planckovy jednotky, které jsou nadefinovany za pomoci tii za-
kladnich konstant (rychlost svétla ve vakuu, redukovana Planckova konstanta a gravita¢ni kon-
stanta):

hG - . — |hc o - L4 — [BG -
Iy = % ~ 1.616199-1073%m; m, = \[% ~ 2.17651 - 10~%kg; t, = \/2¢ ~ 53910610745

T, = f—; = é,/h—g) ~1.416833-1032K hodnoty konstant jsou ziskany z [1]
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Obrazek 1: Stru¢nd historie vesmiru, prevzato z [4]

existuji a jsou hojné vyuzivany v kvantové informatice. V této souvislosti se ¢asto mluvi o
kvantové tomografii, ktera se snazi tplnym zptisobem popsat kvantovy signal na zakladé
provedenych méreni. Bakalaiska prace se zaméfi na problém, jak s vyuzitim statistickych
metod detekovat presnéji optické veliciny charakterizujici pfichazejici viny.

Soucasti prace bude i hruba analyza detek¢nich technik pouzivanych pro detekci mi-
krovinného zareni. Ta by méla napovédét, zda takova detekce je v mezich soucasnych
moznosti. Pfestoze bakalarska prace nemiize dat kone¢nou a vycerpavajici odpovéd na
vsechny polozené otazky, bude se snazit formulovat otazky, které bézna optika neuva-

Zuje.

Zavérem uvedme stru¢ny prehled projektt zabyvajicich se detekci CMB, §irsi pre-
hled je mozno ziskat z [5]. Projekty jsou rozttidény dle charakteru pracovniho umisténi

experimentu na baléonové sondy, vesmirné sondy a pozemni pozorovani.

* Balonové sondy
Jednim z moznych zptsobt zkoumani CMB je vypusténi balonové sondy. Mezi vy-
hody balénovych sond patfi jednoznacné vysoké uhlové rozliseni, zaroven vsak
skytaji zna¢nou nevyhodu v pokryti (tj. balénové sondy méfi jen izce vymezenou

cast oblohy).

Balonové sondy

Nazev projektu | rok zahajeni/ukonceni | thlové rozliSeni | vice informaci
BOOMERanG 1997/2003 0.17°-0.30° (6]
MAXIMA 1998/1999 0.2° [7]




* Pozemni pozorovani

Pozemni pozorovani

Nazev projektu

rok zahajeni/ukonceni

uhlové rozliseni

vice informaci

DASI 1999/2000 0.42°-2.6° 8]
CBI 2002/2008 4,5-8 [9]
QUaD 2005/2010 4,6 [10]

* Vesmirné sondy

Oproti predeslym dvéma typlm umisténi maji vesmirné sondy tu velmi dobrou

.z

vlastnost, Ze jsou schopny kompletni pfehlidky oblohy.

Vesmirné sondy

Nazev projektu

rok zahajeni/ukonceni

uhlové rozliseni

vice informaci

COBE 1989/1993 7° [11]
WMAP 2001/2010 0.25° [12]
PLANCK? 2010/2013 0.08° [13]

2Rlizné ¢asti detektoru (citlivé na rtizné frekvence) maji riizné rozliseni. Zde uvedené rozliseni
je to nejlepsi. Vesmirné sondé Planck bude vénovana vétsi pozornost v nasledujici kapitole.

4



1 Mise Planck

Jednim z aktudlnich projekti zkoumajicich CMB je mise Planck. Vedle vedlejsich
cilti jako je hledani polarizace reliktniho zareni zptisobeného gravitacnimi vlnami z in-
fla¢ni faze, nebo méfeni Sunajev-Zeldovicova jevu!, jeZ vsak nejsou pro tuto kvalifikaéni
praci dualezité, je primarnim cilem sondy Planck, zkoumani anizotropie CMB. Jedna se o
vesmirnou sondu vypusténou v kvétnu roku 2009 pod zastitou Evropské kosmické agen-
tury ESA (European space agency). Sonda byla umisténa na orbitu Lagrangeova boudu
L, Zemé-Slunce. Tento bod je jeden ze ¢tyf Lagrangeovych bodt, ve kterych se gravitacni
pusobeni Zemé a Slunce navzajem rusi a télesa (majici vzhledem k Zemi a Slunci ma-
lou hmotnost) umisténa v takovych bodech zastavaji v soustavé Zemé, Slunce nehybna.
Lagrangetv bod L, je pro umisténi sond pomérné hojné vyuzivan (sondy tedy pochopi-
telné nejsou umistény pfimo v daném bodé ale vykonavaji kolem néj orbitalni pohyb).
V bodé L, se sonda otaci okolo vlastni osy s frekvenci jedné otacky za minutu. Okolo
Slunce sonda Planck obiha spolu se Zemi rychlosti 1° za den. Zakladni strukturu sondy

je mozné shlédnout na obr. 3.

Obrazek 2: Prtbéh skenovani - Sonda obiha okolo Slunce stejnou rychlosti jako Zemé tedy
jeden thlovy stupen za den, zaroven se v Lagrangeové bodé otaci okolo vlastni osy s frekvenci
jedné otacky za minutu. Zafeni dopadajici do ohniska optické soustavy sondy dopada pod thlem
85° od hlavni osy sondy. Osa sondy svira s osou Zemé-Slunce thel 7.5° [14, str. 14]

Hlavni c¢ast sondy tvori detektory (obr. 4) umisténé v ohniskové roviné optického sys-
tému. Jsou jimi zafizeni HFI (The High Frequency Instrument) a LFI (The Low Frequency
Instrument) predstavujici soustavu bolometra pracujicich na rtznych frekvencich, je-
jichZ rozmisténi a pracovni frekvence lze vidét na obr. 5, kde si 1ze povSimnout systema-
tického rozmisténi.

Detek¢ni prvky se stejnou pracovni vinovou délkou jsou umisténé v jedné roviné.

Vétsi pracovni délky jsou umisténé dale od stfedu, mensi naopak blize. Detektory fun-

1Vysledek vzajemného ovlivnéni vysoce energetickych elektronfi s fotony reliktniho zateni
prostiednictvim inverzniho Comptonova rozptylu. Nizkoenergetické mikrovlnné fotony relikt-
niho zafeni ziskavaji energii pfi prtaletu horkym mezigalaktickym plynem v kupé galaxii a ta se

projevi zménou spektra.



Obrazek 3: Struktura sondy Planck (ptevzato z [15])

guji na principu detekce velmi malych zmén odporu ¢idla, které jsou vyvolany absorpci
detekujiciho zafeni. Na obr. 6 mizeme vidét fotografii jednoho ,typického” bolometru s
méritkem, kde je mozno odhadnout primeér vstupniho otvoru na pfiblizné 1 cm. Z uve-
deného zdroje vsak neni znama pracovni frekvence této detek¢ni casti. Pro nase ucely si
tedy hodnotu pracovni vlnové délky dovolime odhadnout, a to s pfihlédnutim k obr.5 a
obr.4 na hodnotu 2.096 mm.

Obrazek 4: Vlevo: detailni fotografie HFI (pfevzato z[16] ), Vpravo: Po¢ita¢ovy model zafizeni
LFI (jiz zkompletované s HFI) ; (pfevzato z [17])

Z tabulky 1 lze vycist, Ze pracovni frekvence se u detektoru LFI pohybuje v rozmezi
30 az 70 GHz s rozliSenim 33 az 14 arcmin, naproti tomu u detektoru HFI (viz tab. 2)
jsou pracovni frekvence v rozmezi 100 az 857 GHz s thlovym rozlisenim 10 az 5 arcmin.
U detek¢nich vstupl pracujicich na frekvencich 217 az 857 GHz je v tabulce uvedeno
totozné uhlové rozliSeni 5 arcmin. To vsak odporuje klasické optice, kde uhlové rozli-
Seni je pfimo umérné vinové délce. Tento fakt se miizeme pokusit vysvétlit poznamkou,
uvedenou v [13], Ze hodnoty v tabulce oznacuji cilenou citlivost, a jednotlivé elementy
jsou navrzeny tak, aby ji dosahli, nebo prekrocili. Je tedy mozno uvazovat tak, ze thlové

rozliseni je pro mensi vlnové délky ve skute¢nosti lepsi nez minimalni pozadované.

6



A [mm]

.l ‘. .' ..143%: 2.096
oo - » : il 0.550 0.00035
217 (:Hz+ .*-. * .‘
N p 100 GHz 0.849
Y &
70GHz @ PP & . 1.381
. . . 10 GHz2
s 2.998

Obrazek 5: Vlevo: Plo$né rozmisténi jednotlivych bolometrt (pfevzato z [13]). Vpravo: Sku-
te¢nad podoba detektoru HFI s popisem jednotlivych pracovnich vinovych délek. Detekéni prvky
se stejnou pracovni vinovou délkou jsou umisténé v jedné roviné. Vétsti pracovni délky jsou umis-
tény dale od stfedu, mensi naopak blize. (fotografie pfevzata z [18])

"ﬁlm 30 40 5 60
il ||\ |;\||-::' T | T

Obrazek 6: Typicky vstup detektoru HFI s métitkem (pfevzato z [16])

LFI
Pracovni frekvence [GHz] 30 44 70
Pracovni vlnova délka [mm] 9.993 | 6.813 | 4.283
2Uhlové rozliseni FWHM arcminutes] 33 24 14

Tabulka 1: Charakteristika LFI detektoru

HFI
Pracovni frekvence [GHz] 100 143 217 353 545 857
Pracovni vlnova délka [mm] 2.998 | 2.096 | 1.381 | 0.849 | 0.550 | 0.00035
2Uhlové rozligeni[FWHM arcminutes] | 9.5 7.1 5.0 5.0 5.0 5.0

Tabulka 2: Charakteristika HFI detektoru

Opticky systém sondy je tvoifen dvéma eliptickymi zrcadli uskupenych do konfigu-
race Gregoriho dalekohledu (viz [13, str. 12]), jezZ soustfed uji pfichozi zafeni do ohniska,

kde jsou umistény detektory HFI a LFI. Obé zrcadla jsou vybrousena s povrchovymi

2Cilena citlivost. Viechny subsystémy byly navrzeny tak, aby dosahly nebo piekrocily vykony
v této tabulce, o kterych se ocekava, Ze budou dosazeny na obézné draze.

7



nerovnosti minimalizovanymi na aroven od 50ym u kraji azZ po 7.5 ym u centra a proti
nezadoucimu zafeni, jakym je naptiklad slunec¢ni svit, jsou chranéna krytem. Sekundarni
zrcadlo ma radové primeér jeden metr a vzdalenost od ohniskové roviny téz 1 m ( 1026.83
mm viz [19, str.20]). Zakladni charakteristika obou optickych ¢lenti je uvedena v tabulce
3. Obr. 7 zobrazuje fotografii na niz je dobfe viditelna konstrukce optické soustavy pri-

marniho a sekundarniho zrcadla, a to véetné poméru ku lidské bytosti.

Primarni zrcadlo | Sekundarni zrcadlo
Polomér kfivosti [mm] 1440.000 -643.972
Rozmér [mm]| 1886.79 x 1555.98 | 1104.39 x 1050.96
Konicka konstanta -0.86940 -0.215424

Tabulka 3: Parametry zrcadel optického systému. Data prevzata z [13]

Obrazek 7: Opticka soustava sondy Planck. (Pfevzato z [20])

Provedenim hrubé aproximace sondy, mizeme na misto dvojice eliptickych zrcadel
uvazovat difrakéné limitovanou optickou soustavu tvofenou primarnim parabolickym a
sekundarnim eliptickym zrcadlem (viz obr.8. Zkoumané reliktni zafeni je touto sousta-
vou soustfedéno do ohniskové roviny, kde je umisténo detek¢ni zafizeni. V aproximované
soustave se budeme priblizné drzet rozmérové analyzy skutecné sondy Planck, tj. sekun-
darni zrcadlo uvazujeme o priméru 1 m a to ve vzdalenosti 1 m od ohniskové roviny. Za
téchto podminek se nyni pokusme fadové pomérit velikost detekcni oblasti a difrakéniho

obrazce. Uvazenim difrakéni limity, o niz bude bliZe pojednano v kapitole 2, tvaru

AO > 1.22&,
a

kde a je primér apertury a r je vzdalenost prvniho minima od stfedu obrazce, mtzeme

pro skute¢nou vzdalenost prvnich minim difrakéniho obrazce, pfi ohnizkové vzdalenosti

8



Obrazek 8: Schéma optické soustavy zjednodusené vesmirné sondy pro detekci reliktniho z4-
feni. Soustava je tvofena primarnim parabolickym zrcadlem, v obrazku ozna¢eném pismenem P,
a sekundarnim eliptickym zrcadlem oznacenym pismenem E. Myslena difrak¢né limitovana op-
ticka soustava soustfed'uje prichozi reliktni zafeni do ohniskové roviny, kde je umisténo detek¢ni
zafizeni. VSechny komponenty této soustavy uvazujeme tak, aby fadové splnovaly rozmérovou
analyzu skute¢né sondy Planck. Vzdalenost ohniskové roviny sekundarniho zrcadla tedy vzhle-
dem k [20] uvaZzujeme pfiblizné 1m, jeho pramér pak vzhledem k tabulce 3 také ptiblizné jeden

metr.

f, psat
r—244/\f
=2.44—f.

Dosazenim z vyse uvedenych adajt (a = 1m; A = 0.849mm; f = 1m) ziskame pro vzajem-
nou vzdalenost r prvnich minim difrakéniho obrazce hodnotu pfiblizné 2.1 mm. Pro vl-
novou délku 0.849mm lze ukazat, Ze na jeden detek¢ni celek o pfiblizném priméru 1 cm
(odhad rozméru prvku detekéniho zafizeni uvedeného na obr.6) pripadne difrakéni vzo-
rek v rozsahu prvnich péti minim. Pfi detekci velmi slabého zateni, jakym je pravé CMB,
za danych podminek (tj. uvaZujeme optickou soustavu difrakéné omezenou), se mohou s
vyhodou aplikovat metody kvantové tomografie, o kterych jsme se kratce zminily v pre-
deslé kapitole a které budou dale podrobnéji rozebrany na jednoduchych modelech, kde
ukazeme, Ze je teoreticky mozné vytézit z naznaceného pribéhu detekce vice informace,
nez v ramci klasické optiky.

Poznamenejme, Ze dvojice eliptickych zrcadel tvofi aplanaticky systém, ktery podava
v ohniskové roviné rozostfeny obraz. Pouziti takovéto optické soustavy je rozporuplynné,
avsak neni v moznostech ani cilem této bakalaiské prace hodnotit strukturu sondy, nao-
pak je zde snaha o podani uceleného popisu sondy. Vyse byly popsany cile sondy Planck,
jeji hlavni komponenty a také byl nacrtnut proces detekce. Je vsak na misté zdtiraznit,
ze mise Planck je vysoce sofistikovany projekt, na kterém se podili velmi velka skupina
odbornikt a neni v sile této prace jej kompletné popsat. Do procesu skute¢né detekce za-
sahuje mnoho vedlejsich faktort, jako je pohyb slunec¢ni soustavy a vzhledem k souradné
soustave spojené s galaxii a také pohyb samotné galaxie vii¢i okoli. Dalsim vedlejsim fak-

torem je detekce zafeni, jehoZ ptivod neni CMB ale napfiklad nase a i ostatni galaxie,



rtizné bodové a kompaktni zdroje apod. Diky sou¢asnému méfeni na vicero frekvenci se
tyto zdroje daji dodate¢né od sebe oddélit. V soucasné dobé jiz sonda Planck neni v pro-
vozu. Celkem vykonala 4 celoplosné prohlidky oblohy a byly zatim zvefejnény dvé sady

vysledkt a treti se o¢ekava v poloviné roku 2014 [21].
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2 Uhlové rozliseni optické detekce

Detekce optického signalu pomoci apertury predstavuje klasicky opticky problém,
ktery je popsan v mnoha ucebnicich optiky. Vlna reprezentovana rovnobéznymi pa-
prsky dopada na aperturu optického pristroje. V diisledku difrakce dochazi k tomu, Ze
svétlo dopada i do geometrického stinu a vytvari tak difrakéni obrazec, ktery je popsan

difrakéni funkci.

2.1 Difrakéni funkce

Odvozeni difrakéni funkce (jak pro jednodimenzionalni aperturu, tak i pro dvoudi-

menzionalni) vychazi z difrak¢niho integralu.

1kz 1A (x*+y?) o
U(P):LJI U(é,n)e_%(x‘fw'”dédq (1)
l/\Z N

Po provedeni integrace naznacené v (1) lze ziskat hodnotu U(P). Intenzita I je pak dana
jako absolutni hodnota jejiho kvadratu I = |U(P)2|.
V ptipadé dlouhé uzké stérbiny, kdy je mozno jeden z rozmért zanedbat, pak pro

intenzitu vychazi vztah

sina )2
’

[24

I(P) = 10( (2)

kde I = |U(O,O)2| a a = 3akx/z, pfi¢emz a predstavuje rozmér $térbiny, k vlnové &slo,

z vzdalenost roviny (rovnobézné s rovinou apertury) na niz lezi zkoumany bod P od

roviny apertury, x prumét vzdalenosti bodu P od stfedu apertury do zminéné roviny

prochazejici bodem P. Pro dvoudimenzionalni kruhovou aperturu pak plati
2

2]1(ﬁ)]

=] 7

kde g = %akR/z. Vyznam a,k a z je stejny jako v pfedchozim, R je paraela x. Podrobné

(3)

odvozeni difrakéniho integralu (1) a difrak¢nich funkci je obsahem pfilohy A.

Jak je z obr. 9 vidét, pribéhy obou difrakénich funkci si jsou velmi podobné. Roz-
dil spociva v hodnotach nabyvani vlastnich minim zminénych funkci. Difrakéni funkce
uzké Stérbiny nabyva sva prvni minima pfi hodnotach a@ = 7. Naproti tomu difrak¢ni
funkce pro kruhovou stérbinu ma sva prvni minima pfi hodnotach g = £1.22n. Z obr. 10
prostorové znazornujiciho difrak¢ni funkci na kruhové stérbiné je vidét, ze vétsina inten-
zity je soustfedéna ve stfedovém krouzku mezi prvnimi minimy. U jednodimenzionalni
apertury se jedna o priblizné 90% a u kruhové dvoudimenzionalni apertury o pfiblizné
97% intenzity. Zminény stfedovy krouzZek se nazyva Airyho disk a je dileZity zejména
pro optiku, kde nam dava informaci o kvalité optické soustavy. Obecné lze fici, Ze u op-
tické soustavy je obrazem bodu difrakéni obrazec. Ten zavisi na parametrech soustavy tj.

na aberacich, tvaru a poloze zobrazovaciho bodu v roviné.

11
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Obrazek 9: Priibéhy difrakénich funkci pro aperturu - vlevo: jednodimenzionalni s prvnimi
minimy v bodech +m a s 90% intenzity soustfedéné mezi prvnimi minimy; vpravo: kruhovou s

prvnimi minimy v bodech +1.227 a 97% intenzity soustfedéné mezi prvnimi minimy

Obrazek 10: Simulace Airyho disku v programu Matlab

2.2 Uhlové rozliseni

Skutec¢nost, ze bod se po zobrazeni optickou soustavou nezobrazi jako bod, ale jako
difrakcni obrazec ma pro optiku zavazny disledek v podobé kone¢ného thlového rozli-
Seni. Dva body zobrazené optickou soustavou pak od urcité ahlové vzdalenosti splynou
do jednoho. Uhlové rozliseni tedy davéa informaci, jakou mohou mit dva body Ghlovou

vzdalenost, aby byly po zobrazeni optickou soustavou rozeznatelné.

V klasické optice je béZné setkat se s odvozovanim thlového rozliSeni zaloZzeného na
uhlové sifce prvnich minim difrakéni funkce (viz obr. 11 vlevo). Kratkym vypoctem se

da zjistit, Ze prvni minima funkce sinc?(a) odpovidaji hodnotam +7.

. 2 . _ _ . .
dsinc*(a) _ %0 sin(a)(a cos(a) —sin(a)) = 0— sin(a) =0— a = +nn m1r11‘ma
Jda tan(a) = a maxima

Pro argument funkce sinc? tedy plati nerovnost

1
’EkaAG >,

12



z niZ plyne hledané thlové rozliSeni ve tvaru

AO >

Q>

Tozza-

P

(

1. MIN

Obrazek 11: Geometrie thlového rozliseni: vlevo thlové $itka prvniho minima; vpravo Ghlova
sitka FWHM

Naprosto stejnym zpusobem je muzno ziskat thlové rozliseni pro kruhovou aperturu,

které se bude lisit pouze o koeficient 1.22.

AO > 1.22%. (5)

vsv

Kromé uhlové sitky prvnich minim se v literatufe objevuje téz i thlova sirka FWHM
(Full width at half maximum). FWHM oznacuje rozsah funkce dany rozdilem dvou kraj-
nich hodnot, pfi kterych nabyva funkce polovinu své maximalni hodnoty, tak jak je zna-
zornéno na obr. 11 vpravo. Pro difrakéni funkce sinc?(a) (1D) a [HlT(m]z (2D) byly nu-
merickou analyzou nalezeny vztahy mezi Ghlovym rozliSenim danym thlovou $ifkou

prvniho minima a thlovou sitkou FWHM.

1D:  AOpwinm ~ 0.8859A04, (6)
2D : AQFWHM =~ 0.8434A6k1a5

Oba vyse uvedené postupy urceni difrakcéni limity vsak mohou byt diskutabilni v
piipadé difrakénich funkci, jeZ maji nekonec¢ny rozptyl. Snadno se da ovéfit, Ze takovou
funkci je i funkce! sinc?(x), ktera odpovida difrakéni funkci.

Druhy centralni moment nahodné veliciny, zvany rozptyl, je definovan jako stfedni hod-
nota kvadratu odchylky od stiedni hodnoty tj. Var (x) = E[X—E(X)]?, ¢astéji se vSak uziva
tvaru Var (x) = E(X?) - (E(X))?, ktery lze pro spojité ndhodné veli¢iny veli¢iny prepsat na

Var (x) = (J:Z xzf(x)dx) - (J_: xf(x)dx)2 ,

IDalsi ve fyzice se vyskytujici funkce s nekone¢nym rozptylem je p(x) =

1 1 s v
T ktera predsta-

vuje tzv. Standardni Cauchyho pravdépodobnostni rozdéleni

13
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Obrazek 12: Nazorné porovnani gaussovské funkce s koneénym rozptylem s funkci sinc(x)
s nekoneénym rozptylem. Z obrazku je zfejmé, zZe ramena gaussovska funkce klesaji mnohem

rychleji nez u funkce sinc?(x).

kde f(x) je hustota pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X. Druhy ¢len pravé strany rov-
nice odpovida kvadratu stfedni hodnoty, ktera je pro nasi difrakéni funkci rovna nule.

Vypocet prvniho integralu na pravé strané vypada pro funkci sinc?(x) nasledovné.

foo x%sinc? (x)dx = lim (ja sinz(x)dx) = lim (Ja %(1 —cos(2x))dx| =

—oc0 a—0e0 a =\ Ja
1 ¢ ¢ 1

=5 uh—{g)(J‘_a ldx— ‘[u cos (2x) dx) =3 ali_)rgo(2a —sin(2a)) = oo
Rozptyl difrakéni funkce je tedy opravdu nekonecny.

Pro porozuméni problému, bude jiz na tomto misté naznacen zpusob aplikace statis-
tickych metod a jejich souvislost s jiZ zminénou kvantovou tomografii. V kvantové fyzice
ma uloha spocivajici v urceni pravdépodobnosti urcitého jevu (¢i obecné urceni pravde-
podobnostniho rozdéleni souboru jevll) na zakladé znalosti kvantového stavu trivialni
reSeni. Je-li tfeba fesit problém inverzni, tj. ze znalosti naméfenych dat urcit kvantovy
stav popisujici dany systém, jedna se o ulohu pomérné netrivialni. Pravé timto inverznim
problémem se zabyva kvantova tomografie. Jednou z mnoha metod kvantové tomogra-
fie je metoda zalozena na teorii informace odkazujici se konkrétné na Bayesovu vétu a
maximalni vérohodnostni funkci[23]. Bayesova véta
p(S|A)p(A)

p(S)

predstavuje v matematické statistice vztah mezi tzv. apriorni p(S|A) a posteriorni p(A|S)

p(A|S) =

pravdépodobnosti. Z hlediska kvantového méfeni muze byt jejich interpretace nasledu-
jici: apriorni pravdépodobnost vyjadfuje znalost systému pred méfenim a posteriorni po
méfeni. Na prvni pohled se mtze zdat, Ze u naméfenych dat, jezZ jsou zavisla na néjakém
parametru, je chyba ucinéna pri odhadu (v terminologii kvantové tomografie se pak pro
odhad stavu na zdkladé naméfenych dat uziva pojmu estimator ) tohoto parametru za-

visla na Sifce rozdéleni odpovidajicimu danému méfeni. Zde je jadro problému, protoze

14



zminéna sifka rozdéleni je charakterizovana praveé rozptylem, ktery jak bylo jiz vyse uka-
zano muze byt nekonecny. Z teorie pravdépodobnosti vsak vyplyva, Ze chyba odhadu je
zdola omezena, tj. jistou presnost odhadu jiz nemtzeme prekrocit. Nasledujici kapitola
se timto spodnim omezenim odhadu bude zabyvat a snazit se jej aplikovat na ahlové

rozliseni v jednoduchych pfipadech detekce.
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3 Statisticky odhad parametrt a ahlového rozliseni

Pro jednoduchost se bude vyklad drzet zpocatku 1D modelu difrakce na stérbiné. Na
proces detekce 1ze pohlizet i z pohledu matematické statistiky a to tim zptsobem, ze de-
tekované zareni se bere jako statisticky vzorek.

Aby bylo i nadale mozno pracovat s difrakéni funkci (2), je nutno pozadovat, aby byla
vyjadfenim hustoty pravdépodobnosti nahodné proménné tj. jeji hodnota pro dané x
bude vyjadfovat pravdépodobnost uskutecnéni se hodnoty x. Jedina obecna podminka
kladena na hustotu pravdépodobnosti je, Ze soucet pravdépodobnosti vSech moznych
jevi je roven jedné. Pro spojitou funkci se tedy klade pozadavek, aby integrace pres obor
hodnot byla rovna jedné. Toho 1ze docilime tak, zZe se difrakéni funkci doplni koeficien-
tem, ktery splnéni této podminky zajisti, pfi¢ems pocate¢ni intenzita I, je povaZovana za
jednotkovou. Zminény koeficient ma pro jednodimenzionalni difrak¢ni funkci s jednot-
kovou pocatecni intenzitou tvar % Odvozeni této hodnoty je k nalezeni v pfiloze A. Pro

potfeby dalSich vypoctli se bude hustotu pravdépodobnosti uvazovat ve tvaru

p(piv) = Zsinc? (-v), 7)

, kde byla uZita substituce y = akx% av= %ak sin@.

Z provedenych substituci a geometrie detekce (obr. 13) je vidét, Ze parametr y obsahuje
informace o soufadnici x a parametr v informaci o sméru prichoziho zareni (o thlu 6).
Dale je tfeba zdtiraznit fakt, ze pro kazdou pevné stanovenou hodnotu parametru v je
hodnota parametru y dana pouze s urcitym rozptylem. Nebo-li parametr y neni znam

jako konkrétni bod na stinitku, ale pouze jako jista tzka oblast stinitka.

X

Obrazek 13: geometrie difrakce na 1D $térbiné

3.1 Odhad parametru a Fisherova informace

Pro dalsi vypocty je daleZité uvédomeéni si, Ze parametr ¥ ma neznamou avsak pevné

danou jedinou hodnotu, tj. pozorujeme zareni prichazejici pouze z jednoho sméru.
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Rozebranim nasledujici situace je mozné ukazat spojitost mezi odhadem parametru
a Fisherovou informaci. Na stinitku je registrovano celkem N (nerozliSitelnych) ¢astic a
N, Castic v konkrétnim misté stinitka (tj. pfi dane hodnoté x), jez pfedstavuji naméfena
data. Tato naméfend data v sobé vedle znamé hodnoty y (pfimo amérné x) skryvaji i
informaci o parametru v. Vysledna hustota pravdépodobnosti (7) tedy tvoii tzv. podmi-
nénou pravdépodobnost. Tim je mysleno to, Ze pravdépodobnost registrace y je podmi-
néna parametrem v, pricemz v, jak uz bylo vyse zdiraznéno, je neznamy, avsak pevné
dany parametr, ktery se odhaduje. V dalsim vykladu bude skute¢na hodnota neznamého
parametru oznac¢ovana v a jeho odhad v’.

Pravdépodobnost odhadnutého parametru v’ podminéna hodnotou y je dana vzta-

hem [25]
ZNﬂlnp(,uIv')} (8)
H

je-li celkovy pocet N velmi vysoky, pak hodnoty N, lze aproximovat vztahem N, =

plp) = | [ plulv')e = exp
14
Np(u|v). Radu v exponentu je tedy mozno po rozvinuti do Taylorovy fady psat ve tvaru
N prv)lnp(mw]
y"
(v —v [Zp ulv)ad, [Inp( ;4|v)]]

_% (v —v)? [;p(ﬂlwai [1HP(M|V)]]~

Prvni ¢len nové ziskaného exponentu odpovida entropii S a druhy je roven nule. Treti

1ze po kratké tpravé zapsat ve tvaru

—% (v - v)z[;p(mw* [3vP(l4|V)]2] = —%IV (v =v)?,
Celkové tedy
p(v'ln) = exp[S]exp [—%]v (v - V)Z],
kde
NZp Hv) ! [9yp () (9)

je Fisherova informace. Ta obecné poskytu]e hodnotu rozptylu odhadu hledaného para-

metru jimzZ je hustota pravdépodobnosti podminéna.

3.2 Rao-Cramerova mez

Pojem Rao Cramerova mez uzce souvisi s Fisherovou informaci. Je urcena jeji prevra-

cenou hodnotou ]l a tvofi dolni hranici rozptylu odhadu hledaného parametru.
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V nasledujici ¢asti bude ukdzan vyznam Rao-Cramerovy meze pro tthlové rozliseni.
Uvazenim normovaci podminky a skutecnosti, Ze stfedni hodnota jakéhokoliv nestran-

ného odhadu je rovna skutecné hodnoté tj.
Y Vplulv)=v (10)

H
Y plulv)=1 (11)
I3

1ze po derivaci (10) a (11) podle podle v, nasledném vynasobenim (11) v a vzajemném

odectenim dojit k rovnici

Z(V,_V)ap(#h/) 1

dv
4
kde je mozno uplatnit Cauchy-Schwarzovu nerovnost

z
1S'Z(V'—V)2P(F|V) [;p(ﬂlﬁ1 pé/:/lv)

I3

= (Av)zlv-

a po kratké upravé vznika nerovnost

(Av)? > (12)

1
-
Nerovnost (12) dava novy pohled na thlové rozliseni. Rika, ze ptesnost s jakou lze od-

hadnout smér pfichoziho zafeni je omezena pfevracenou hodnotou Fisherovy informace.

3.3 Analyza ahlového rozliseni z pohledu Fisherovy informace

V nasledujicich vypoctech bude uvazovana hodnota N = 1. To vSak v Zadném pfipadé
neimplikuje priabéh registraci pouze jedné jediné castice, ale pouze to, Ze bude proveden
vypocet prumérné hodnoty Fisherovy informace pro jednu castici, pficemz je stale kla-
dena podminka na vysokou hodnotu celkového poctu N. Vypocet thlového rozliseni na
jednodimenzionalnim modelu difrakce na Stérbiné vypada z pohledu Fisherovy infor-
mace a Rao-Cramerovy meze nasledovné.

Po dosazeni difrakéni funkce (7) do Fisherovy informace (9)

= 1t (p—v)? J sin? (u—v) 2
]V_J:oosinz(y—v)[av[ t(pu—v)? ]] an

a nasledné Upravé vyrazu na pravé strané

2712
_ 1 (% -2 d (1 ! (p—v)t
]V_;J:OOSmc (,u—v)[ﬁ(z‘f_le dt dy,
1ze dospét k vysledku
4
]v = 5 (13)

18



Podrobny popis vypoctu této hodnoty je k dispozici v priloze B. Ze znalosti Fisherovy

informace je mozno dle (12) stanovit hodnotu Rao-Cramerovy meze

(Av)? >

=] W

a z ni, uzitim zpétné substituce v = %ak@ (s aproximaci sin 0 ~ 0), odvodit ,statistickou”
difrakéni limitu.
V3 _AV3
AO> — = ——. 14
ak  a?2m (14)
Podilem thlového rozliSenim (4) odvozeného klasickym zptisobem a vysledku (14),
predstavujici ahlové rozliSeni z pohledu matematické statistiky, bude zaveden koeficient

zlepseni P.
A
a

A1 [1
any\J/,

Ten lze interpretovat jako miru maximalniho mozného zlepseni pouzivaného tthlového

P =

=y, (15)

rozliSeni vzhledem k teoreticky vymezené hranici. Pro pfipad jednodimenzionalni difrakce

na $térbiné vychazi tento koeficient roven

P:2—nz3.628 (16)

V3

Tato hodnota vypovida o tom, ze pouzivané klasické thlové rozliSeni je mozno vice nez
triaptlkrat zlepsit. Nic vSak nezarucuje, ze je takovéto zlepseni realné dosazitelné. Na
tomto misté je tfeba poukazat na to, Ze vyse uvedena hodnota Fisherovy informace byla
odvozena pro hustotu pravdépodobnosti normovanou na cely prostor (tj. v intervalu od
—oo0 do o), to by vSak v praxi vyzadovalo mit k dispozici nekone¢nou detekéni plochu.
Zdtaraznéme také , ze hodnota Fisherovy informace difrak¢ni funkce normované na cely
prostor je konstanta nezavisla na parametru v. Lze vSak ocekavat, Ze omezenim se na

difrak¢ni funkci normovanou na urcitou oblast se tato skute¢nost zméni.

4

3.4 Fisherova informace pro neuplna méieni

Pro netplna méfeni je tieba upravit vyraz pro Fisherovu informaci nasledujicim zpt-
sobem tak, aby vSechny vyrazy byly vzajemné normalizované. V pavodni formulaci proto

probéhne zaména
p(plv’)

PU )= 5 oy

a rovnost (8) pak prechaziv

PO/l = [ iy’ )/G1Ne =exp| ) Ny(inp(plv)) - InG()) |,
Iz 7
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kde byla pro zjednoduseni vyrazii zavedena funkce
Gv)=) p(p'lv)
’/l/

tj. soucet vsech pravdépodobnosti pro detekovana data. S prihlédnutim k podmince
na vysokou hodnotu celkového poctu N, Ize hodnoty N, aproximovat vztahem N, =

Np(u|v). Radu v exponentu tedy lze po rozvinuti do Taylorovy fady psét ve tvaru

N

Y p(uv)Inp(ulv) ~InG(v)
ll

+N (v - V)[ZP(MV)% [In p(plv) ~In G(v)]
M

_% (v - v)2 [;p(ylv)z?% [(Inp(plv)—In G(v)]].

Pozornost vykladu je vénovana jen tfetimu ¢lenu, ktery lze po kratké apravé zapsat ve

tvaru
D 2| p) [up ) - GO 19, G0 | =~ (v - )2
5 g pip vP\H v =73y ,

Fisherova informace pro netplna méfeni je proto rovna

2 2
J = Z[avp(#IV)] _[a6)” (17)

p(plv) G(v)

Tento tvar Fisherovy informace 1ze uplatnit pfi vypoctu rozptylu odhadu parametru pii

U

méreni uskute¢néném pouze na vybranych oblastech. Takovym pfipadem muze byt na-
priklad vyse uvedeny model detekce pfi difrakci, kdy detekce probiha na omezeném
intervalu (-7, 7). Jedna se o oblast prvnich minim, kde se soustredi vice jak 90% inten-
zity zafeni. Takovito model neuplné detekce se jiz realné priblizuje metodam detekce
klasické optiky. Po dosazeni difrak¢ni funkce (7) do 17 dostava vypocet Fisherovy infor-

mace podobu

L (" =y [0 (sinfu-w)[P (9G0P
]V_”J—nsinzw-v)[%( (=)’ H e 18)

T 32 (4
{55

Vzhledem k nemoznosti analytického feseni je nutno pristoupit k numerickému vy-

kde

je zavedeny korek¢ni ¢len.

poctu, ktery se provadi pomoci matematického softwaru. Pro snazsi vypocet je vhodné
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provést naznacenou derivaci symbolicky a rovnici (18) pro vypocet Fisherovy informace

upravit na tvar

(n=v) g[sinzw—v)]z_ 4
sinz(y—v) v (;4—1/)2 _(,M—V)

£l =v)cos(u—v) ~sin(u - )P,

ktery je pro numericky vypocet vyhodnéjsi. Jako vystup numerickych vypoctt byl zvolen
graf znazornujici vztah koeficientu zlepseni P = 7 # /], k rozsahu detek¢ni oblasti (tj. k
mezim). Je logické ocekavat, Ze s rustem detekcni oblasti (v podobé jednoho celistvého
intervalu umisténého symetricky kolem pocatku souradnic) budou rtst i hodnoty Fishe-
rovy informace. Jak lze vidét na obr. 14, kde je vyobrazena zavislost koeficientu zlep-
Seni P, zavedeném rovnici (15), na Sifce detek¢ni oblasti, tato o¢ekavani se ukazala byt
spravna. Graf ukazuje zpocatku prudsi nartst hodnoty koeficientu zlepseni a nasledné
mirny vzestup sméfujici k limitni hodnoté (16), ktera byla odvozena pro pfipad idealni

detekce predstavujici nekonecny detek¢ni interval.

P

35

0 5 10 15

MEZE

Obrazek 14: Vyobrazeni zavislosti koeficientu P na hodnoté rozméru detekéni oblasti. Z ob-
razku je zfejmé, ze pro délku intervalu pfesahujici hodnotu pfiblizné 27w (tj. oblast prvnich mi-
nim) se koeficient P priblizuje k hodnoté dané vztahem(??) vypoctené pro idedlni pripad neko-
necné detekujici plochy.

Doposud byla pozornost zaméfena na detekci v jednom daném intervalu predstavu-
jici §ifku spojitého detekujiciho zafizeni. Dalsi mozny zptisob méreni je detekce diskrét-
niho charakteru, kdy se detektor sklada z vice, od sebe oddélenych, c¢asti (detek¢énich
intervald). V nasledujicim budou uvazovany dva jednoduché modely, a to centralni a
necentralni umisténi detekéniho zafizeni (viz obr. 15). Pro zajimavost se vypocty prove-
deme dvéma rtiznymi zpusoby normovani, normovani pouze na intervaly pfedstavujici

detekujici oblasti, tedy za pouziti korekéniho ¢lenu G(v) a dale normovani na cely inter-
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val prvnich minim. Druhy z naznacenych zpiisobti normovani (obr. 15dole) pfedstavuje
pouze alternativu ktera je uvedena pouze pro srovnani.
Pro pfipad jednodimenzionalniho problému je mozné Fisherovu informaci pro mé-

feni diskrétniho charakteru zapsat podle (18)ve tvaru

2
1 [avsinc(y—v)2]2d [AZkUAk 8v5i”C(I‘—V)2)]
]v_;z Jk SinC(I/‘—V)Z Kl %{(IAkSinC(V_V)Z) ,

Ak

kde Ak je k-ty interval diskrétni detekce.

- ' Norm;)vané l l l
- oblast T J=0.4803
<L, Oblast . P=21772

60% detektrou ~

J=0.5030 - I:;;rgtovana'_
P=2.2244 T Oblast |
57% detektrou

- Normovana

oblast = I J=0.5320
TC__ Oblast
60% detektrou -~ [ P=2.2914

J=0.5553
P=2.3411

- Normovana
oblast i
7T Oblast -
57% detektrou

Obrazek 15: Znézornéni detekce diskrétniho charakteru pro centrlni a necentralni umisténi
detektort o celkové délce . VLEVO: detek¢ni zafizeni skladajic se ze dvou stejné velkych casti
symetricky rozlozenych okolo stfedu (necentralni umisténi). VPRAVO: detek¢ni zafizeni sklada-
jic se ze tfi stejné velkych ¢asti symetricky rozdélenych okolo stfedu (centralni umisténi); V obou
piipadech jsou naznadeny oba zminéné zptisoby normovéni. NAHORE: normovéni na intervaly
predstavujici detekujici oblast. DOLE: normovani na cely interval prvnich minim. V pfipadé ne-
centralniho umisténi pak naznaceny detektor absorbuje pfiblizné 60% dopadajiciho zafeni a v
pripadé centralniho umisténi priblizné 57%; Celkova Sifka obou detek¢nich zafizeni (tj. zafizeni
skladajicich se jak ze dvou tak ze tfi ¢asti) je stejna.

Jako centralné umistény detektor byl zvolen detektor rozdéleny na tfi stejné velké

¢asti symetricky rozmisténé okolo maxima difrakéni funkce. Umisténi jednotlivych c¢asti
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byli voleny v intervalech (—%n,—f’—zn),(—%n,%n) a (%n,%n). Celkova sitka detektoru

je tedy 7, plocha pod kfivkou v naznacenych intervalech zabira v porovnani s plochou
prvnich minim pfiblizné 57, 3%. Fisherova informace pak vychazi v pfipadé normovani
na dané intervaly J, = 0.4803 a pro pfipad normovani na interval prvnich minim vychazi
Jo = 0.5320. Pfepocet na koeficient zlepsSeni P dava hodnoty P = 2.1772 a P = 2.2915.
Pro druhy model popisujici necentralni umisténi byla zvolena podoba detektoru roz-
déleného na dvé stejné veliké ¢asti umisténé v intervalech (—%n, —%n) a (%n, %TZ) Celkova
sirka detektoru je opét rovna 7, pomér plochy pod kfivkou v danych intervalech a plochy
prvnich minim je pfibliZné 60%. Fisherova informace pak vychazi v pfipadé normovani
na dané intervaly ]y = 0.5030(P = 2,2244) a pro pfipad normovani na interval prvnich
minim vychazi Jy = 0.5553(P = 2.3411). Z obr. (15), kde byli porovnany dvé sady detek¢-
nich intervald o stejné celkové délce, ale s riznym umisténim a riznym procentualnim
pojmuti dopadajiciho zafeni, lze vycist, ze hodnota Fisherovy informace je pro pfipad
centralniho umisténi, které pokryva pouze 57%dopadajiciho zareni, fadové o 2 setiny
mensi nez pro zvolené necentralni umisténi intervalt s porkrytim 60%. Tento pokles by
se mohl na prvni pohled priradit poklesu procentualniho pokryti, to by vsak bylo prilis
unahlené, protoze zvolena ukazka nikterak nevylucuje zavislost na umisténi intervalt
pii stejném pokryti.
V nasledujicim bude ukazano, ze i v situaci kdy dvé zkoumané sady detek¢nich intervala
pojmou stejné mnozstvi dopadajiciho zafeni, mohou vést k riznym hodnotam Fisherovy
informace.

Na obrazku (16) jsou porovnany dvé detek¢ni oblasti. Opét se jedna o jedno centralni a

- <« Oblast | | - <<«—>» Oblast
J=0.0131 34% detektoru J=1.0150 34% detektoru

P=0.3516 . P=3.1651

-— ‘ -

> >

Obrazek 16: Porovnani dvou detekénich oblasti se stejny procentualnim pojmuti (34%) dopa-
dajiciho zafeni. Nalevo: Sada dvou detek¢nich intervalG umisténych pfi krajich zkoumané ob-
lasti; Napravo: centralné umistény detekéni interval. I pres fakt, Ze obé myslené detekni oblasti
pojmou stejné mnozstvi svétla se ukazuje, Ze Fisherova informace je pro piipad krajniho umisténi

detekénich oblasti mnohem vétsi.

jedno necentralni umisténi. V pripadé necentralniho umisténi se jedna o detek¢ni inter-
valy (-27,-0.35937) a (0.35937,27). Centralni umisténi je tvofeno jednim intervalem

(—16,7/6). Obé detekeni oblasti pojmou 34.03% dopadajiciho zafeni (v tomto pripadé se
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omezujeme na situaci, kdy veskeré zareni dopada do oblasti prvnich dvou minim). Pro
centralni umisténi vychazi hodnota Fisherovy informace J; = 0.0131, pro necentralni pak
Jo =1.0150.

Na zminéném obrazku je tedy jasné vidét, Ze pfi stejném mnozstvi detekovaného za-
feni nemusi byt obsazena informace nutné stejna. Pokus o vysvétleni tohoto faktu vypada
nasledovné. V obou vyrazech v rovnici 18 pro Fisherovu informaci se vyskytuje jako do-
minantni ¢len kvadrat derivace, ktera jako takova je citliva na zmény funkce. Tyto zmény
v podani drobnych fluktuacich, které jsou u difrakéni funkce dobfe pozorovatelné v mis-
tech pfi krajich od hlavniho maxima. Zaroven vsak je tfeba si uvédomit, ze tataz mista
jsou u difrakcni funkce charakterizovana nizsi pravdépodobnosti detekce. Podle vyse
zminénych vysledkt se tedy, v pripadé slabych signald, zda byt vyhodnéjsi soustiedit se
na pozorovani fluktuaci slabsich signald.

Poslednim zkoumanym prfipadem u jednodimenzionalni difrakce je porovnani dvou
navzajem se doplnujicich sad detek¢nich oblasti. Situace je zndzornéna na obrazku 17.
Interval (-27, 27) je rozdélen na 2 detekcni oblasti, které jsou tvoreny osmi (Cervena vy-
pln) a deviti (modra vypln) detekénimi intervaly. Z obrazku lze vy¢ist, Ze si jsou hodnoty

Fisherovy informace pro obé situace témér rovny.

J=0.5636 J=0.5679
P=2.3584 P=2.3675

T e > e e > > w—> w—

Obrazek 17: Znazornéni porovnani dvou navzajem se doplriujicich (inverznich) sad detekénich
oblasti.

Analyza uhlového rozliSeni pro dvoudimenzionalni aperturu

Zaveér této casti se bude vénovat vypoctim Fisherovy informace pro pfipad difrakce

na kruhovém otvoru. Z vlnové funkce tvaru

ikt s
lp(x}y) = n(%)z

0 VX2 +y?>a/2
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lze kvadratem Fourierovy transformace vypocist hustotu pravdépodobnosti, ktera po

znormovani a uplatnéni aproximace sin 6 ~ tan 6 nabyva tvaru

2
pluv) = 3e(MP=2)

kde kg = ksin 6 a obdobné jako v predchozi ¢asti p=r{7 av = “ks#. Nize bude stru¢né

(19)

odvozena limitni hodnota Fisherovy informace pro idealni detekci (tj. detekce na neko-
ne¢ném intervalu). Nejprve je nutno dosadit nové vypoctenou hustotu pravdépodobnosti

(19) do vztahu (9) pro Fisherovu informaci.

(T3 N9 (B3 \I
I = Lo( (n—v)? 5“) [5( (n=v)? gn)] i

Tento integral Ize pouzitim znamého vztahu

(]n(x) ), — _]n+1(x)

x" x"

upravit na tvar
2
©3_[Jalp-v)
= —n|l——=| 4 20
& LOZH( (u=vy | ¥ 20
hodnota posledniho vyrazu ¢ini ], = 4/5. Podrobnéjsi postup vypoctu je soucasti prilohy
B. Podle rovnice (12) je nyni mozno vyjadrit Rao-cramerovu mez jako pfevracenou hod-

notu Fisherovu informace a urcit tak ahlové rozliSeni Av.

21 1 5
—_— = 21
a 2nt\V4 (21)

Podobné jako pfi jednodimenzionalni analyze, bude i zde zaveden podilem ,klasické” a

(Av)22§:>A62
4

Hstatistické difrak¢ni limity koeficient zlepseni P’

. 1.224
P'=——4% =1.22my],, (22)
201 1
a 2n\J,

ktery pro ] = % nabyva hodnoty priblizné

4
P’ = 1.22n\/;z 3.4280. (23)

.

Teoreticky je tedy mozno pomoci detektoru s nekonecnou detekujici plochou dosahnout

uhlového rozliSeni az 3.43 krat vétsiho oproti klasickému.

Podobné jako u jednodimenzionalnich avah, bude i zde ucinén krok smérem k meto-
dam klasické optiky, a to vypoctem Fisherovy informace (resp. koeficientu zlepseni) pro
neuplna méreni. Opét je vsak nutno pristoupit k numerickému feSeni pomoci matema-

tického softwaru. Prostym dosazenim

2

plav) = 25| 1)) 24
2

G(v) = Z(%) (25)

)2
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do rovnice (17), odvozené pro pfipad neuplného méfeni, 1ze ziskat vztah pro vypocet
Fisherovy informace, ktery je pfed samotnym vypoctem upraven do podoby pro nume-
ricky vypocet vyhodnéjsi. Tj. naznacené derivace v (17) jsou provedeny symbolicky. Vy-
sledky v podobé grafu zavislosti koeficientu P’ na primeéru detekujici plochy je zobra-
zen na obrazku 18. Z négj jsou patrné stejné zavéry jako u pfipadu jednodimenzionalni
difrakce. Hodnota koeficientu zlepseni P’ zaznamenava nejprve prudsi narust nasledujici

pozvolnym priblizovanim se k limitni hodnoté (23) odvozené pro pfipad idealni detekce.

P
33 ' ' e Piim
1IO 15
Meze

Obrazek 18: Vyobrazeni zavislosti koeficientu P’ na hodnoté rozméru detekéni oblasti v p¥i-
y p
padé difrakce nad dvoudimenzionalni aperture.

3.5 Interference

Jednim z dtlezitych optickych jevii, kterého se v praxi hojné vyuziva, je interference.
Je-li ptfi méfeni detekovano svételné zafeni z vicero smérti, pak se toto zareni, jakozto
elektromagnetické vinéni, miize skladat a vytvaret tak interferencni obrazce. Elementar-
nim prikladem tohoto jevu je interference dvou rovinnych viln v roviné z = 0. Celkova
intenzita I je ddna souc¢tem jednotlivych intenzit a interferenéniho ¢lenu a mozno ji za-
psat ve tvaru

i 2V L,

T=(I+D)(1+75

cos(rAk — ¢)),

1+Dh
kde konstantu 2¥12 nazyva izibilita a zna¢ime V. Vektor r = (x,7,2) je polohovy
€ Konstantu I na yvame V1Z1D111ta a Znacime . VeKtor = ,}1, ]e pO (0] OVy

vektor zkoumaného bodu a Ak rozdil vlnovych vektort interferujicich vln. Rozlozeni
intenzity v roviné z = 0 je vyobrazeno na obrazku 20.
Jak jiz bylo v predeslych castech této kvalifika¢ni prace uvedeno, Fisherova infor-

mace poskytuje hodnotu rozptylu odhadu parametru, kterym je zkoumané pravdépo-
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@AB1k1k22nl310 in,=(0,0,1)in,=(0,4/5,3/5);:6=

Obrazek 19: Rozlozeni intenzity zafeni pii interferenci dvou rovinnych vin s elektrick}’lmi in-

tenzitami U; = Aexp[—ikir];U, = Bexp[-i(kor — 0)] s hodnotami A = B =1, k; = 3 %5(0,0,1),
ky = 3?13(0,451’;)9 0

dobnostni rozdéleni podminéno. Nabizi se moznost zkoumat hodnotu ¢ fazového po-
sunu jako parametr hustoty pravdépodobnosti detekce ¢astice na zkoumané oblasti. Je-li
v ramci zjednoduseni poloZen pfedpoklad spocivajici v imérnosti pravdépodobnosti de-

tekce a rozlozeni intenzity, pak je mozno pro hustotu pravdépodobnosti psat
poxI(1+ Vcos(rAk - ¢)), (26)

kde I znaci soucet I; + I,. Je vhodné, aby, obdobné jako v pripadé difrakce, byla k dispo-
zici referencni hodnotu Fisherovy informace, s niz by bylo mozné porovnavat vysledky
numerickych simulaci. ProtoZe referen¢ni hodnota Fisherovy informace je uvazovana ve
smyslu limitni hodnoty, zda se byt prijatelné pocitat referen¢ni hodnotu pro rozdéleni
celkové intenzity I s limitni vizibilitou V = 1, ktera pfedstavuje koherentni zateni. Dosa-
zenim do vyrazu pro Fisherovu informaci (9) za hustotu pravdépodobnosti hustotu (26)

s hodnotou vizibility V =1, se vypocet zjednodusi na

Joref = fl(l —cos(rAk — ¢))dxdy. (27)

S
S prihlédnutim k periodicité funkce cos, je zfejmé, Ze, pti dostatecné velké detekéni plose
(tj. plocha je fadové vétsi nez vlnova délka), je cos integraci vystfedovan na nulovou

hodnotu a vypocet referen¢ni hodnoty se tak redukuje na
](pref:IS' (28)

Po stanoveni referen¢ni hodnoty je mozno pfistoupit ke zkoumani jejiho poméru s Fishe-
rovou informaci vypoctenou pro redlnou hodnoty vizibility. Pfi obecné hodnoté vizibility
V nelze provést zjednoduSeni v podobé faktorizace, tak jak tomu bylo v pripadé refe-

ren¢ni hodnoty. Pro obecnou vizibilitu je po dosazeni do (17) ziskana hodnota Fisherovy
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informace

B V2(sin(rAk - ¢))?
Jo = IJ- 1+ V cos(rAk — ga)dXdy. (29)
S

Pri¢cemz korek¢ni ¢len v (17) je mozno pro jeho velmi malou hodnotu zanedbat. Dale
zminme, Ze samotny vypocet je diskrétniho charakteru a to v tom smyslu, Ze vypocet
probiha na matici 1024x1024 detek¢nich jednotek. Tento pristup k vypoctu byl zvolen
jednak pro priblizeni realnym méfenim a také pro svou mensi vypocetni narocnost. Vy-
sledna zavislost poméru J,/J,rer je ke shlédnuti na obr.20. Z obrazku je zfejme, ze s
rostouci vizibilitou V se rozdil mezi hodnotou referen¢ni a hodnotou vypoctenou pro

danou vizibilitu V zmensuje.

NN I

0.9r
0.8
0.7
0.6
0.5f
0.4r
0.3f
0.2

0.1F

0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1

\'

Obrazek 20: Zavislost poméru Fisherovy informace | ku referenc¢ni hodnoté Jref na hodnoté
vizibility V pfiinterferenci dvou rovinnych vln s elektrickymi intenzitami U; = Aexp[—ik t];U, =

Bexp[-i(kyr — )] s hodnotami k; = —0‘8429’;073 (0,0,1), ky = —0.842971073 (Q—%; 3),0=0

Interference vortexovych vin

Dalsich oblasti optiky, kde je zajimavé se zabyvat aplikaci Fisherovy informace je
singuldrni optika. Singularni optika je pomérné nova oblast moderni optiky a fotoniky,
ktera se zabyva studiem fazovych singularit optického zareni a jejich topologii. V zasadé
lze optické singularity rozdélit do tfi kategorii [26]: Paprskové, fazové a polarizacni sin-
gularity, z nichZ je nejvétsi pozornost vénovana praveé fazovym singularitim. Samotné
fazové singularity jsou trojiho druhu[26]: zlomové, virové a kombinované. Nasledujici
text se omezi jen na virové singularity faze.

Komplexni amplitudu singularni viny §ifici se ve sméru osy z se obvykle udava ve valco-

vych soufadnicich (r, @) ve tvaru

U(r, @) = r" exp[ime]exp[-ikz], (30)
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kde 1 je amplituda a m oznacuje ¢iselnou hodnotu tzv. topologického naboje, ktery lze

interpretovat jako pocet listl sSroubovice predstavujici vlnoplochu (viz obr. 21). Tento

naboj se uvazuje pouze v celo¢iselnych hodnotach m = +1,2,.... Vypocty niZe uvedené se

vSak omezuji na konstantni amplitudu A.

m=1 m=

Obrazek 21: Vinoplocha paprsku s fazovou singularitou pro rizné hodnoty topologického na-
boje m.

m=-1 m=1 m=2
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Obrazek 22: Interferené¢ni obrazce vortexové viny s vinou rovinnou (Nahote) a sférickou (Dole)
pro topologické naboje (zleva) m=-1, 1, 2. Interferencni obrazec vznikly interferenci rovinné a
vortexové viny vykazuje nasobné Stépeni interferencnich prouzku a to s nasobnosti zavislou na
absolutni hodnoté topologického naboje m. Interferenci sférické a vortexové viny vznika interfe-
ren¢ni obrazec tvaru spirdly a to opét s nasobnosti zavislou na absolutni hodnoté topologického
naboje m. Znaménko naboje m urcuje orientaci stépeni popfipadé sméru staceni spiral.

Virova struktura faze pak mize byt zviditelnéna interferenci takovéhoto paprsku s
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rovinnou popfipadé sférickou vlnou. Interferen¢ni obrazce vortexové vlny jsou zobra-
zeny na obr. 22, je vidét, ze pfi interferenci rovinné a vortexové viny dochazi ke stépeni
prouzku a pfi interferenci sférické a vortexové vlny vznikaji spiraly. Pocet spiral resp.
nasobnost §tépeni je zavisly na absolutni hodnoté topologického naboje. Znaménko to-
pologického naboje pak urcuje orientaci stépeni popfipadé sméru staceni spiral.
Vypocet Fisherovy informace probiha ve stejném duchu, jako u interference dvou
rovinnych vin. Se stejnym predpokladem, tykajiciho se tmérnosti pravdépodobnosti in-

tenzité zareni, ma hustota pravdépodobnosti podobu
p o I(1+ Vcos(rAk + mg)), (31)

kde r = (x,v,z) je polohovy vektor. Dosazenim hustoty (31) do rovnice (17), pfedstavujici
Fisherovu informaci pro netplna méreni, je po zanedbani korekéniho ¢lenu, ktery na-
byva zanedbatelné hodnoty, a provedeni naznacené derivace podle faze ¢ ziskan ziskan

vyraz pouzity pro numerické vypocty.
2sin?(rAk — me)
dxdy, 2
J] 1+ Vcos(rAk —me) xay (32)

kde ¢ = atan2(y, x)* Referenc¢ni hodnota pro dany topologicky ndboj m nyni pfedstavuje

Fisherovu informaci pfi hodnoté vizibility V =1, ktera se pfi rozméru detekcni plochy S

radoveé vétsi jak vlnova délka zkoumaného zateni zjednodusi na hodnotu
Jref = m°IS. (33)

Vypocty Fisherovi informace pro hodnoty vizibility mensi jedné byly podobné jako v
predchozi casti vénujici se interferenci rovinnych vin diskrétniho charakteru (tj byla
uvazovana matice 1024x1024 detekcnich jednotek). Pribéhy zavislosti poméru obecné
vypoctené Fisherovy informace a referenc¢ni hodnoté na vizibilité V pro rtizné hodnoty
topologického naboje m jsou témér stejné jako u interference dvou rovinnych vin. Situ-
aci znazornuji nasledujici dva grafy kde je prtibéh zavislosti ukazan. V prvnim grafu je
zviditelnén prabéh pro hodnoty vizibility V v intervalu 0 az 1. Druhy graf vyobrazuje
na malém intervalu detailni pohled na rozdily mezi priabéhy zavislosti pro rtizné hod-
noty topologického naboje m. Jak jest z druhého grafu vidét, hodnoty se v zavislosti na

topologickém naboji rlizni az na tfeti platné cislici.

2

arctan(%) x>0
arctan(2)+m p>0,x<0
tan(Z <0,x<0

atan2(y, %) = arc anix)+n Y X
7 y>0,x=0

-z y<0,x=0

nedefinovno p=0,x=0
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JlJref
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m=1
m=2

0.3394

0.3392

0.339

0.3388,

0.3386 :

Il Il
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Obrazek 23: Zavislost poméru Fisherovy informace J ku referencni hodnoté€ J,.f
na hodnoté vizibility V pfi interferenci vortexové a rovinné viny. Nahote: pribéh
zavislosti pro hodnoty V v intervalu (0,1) a hodnotu topologického naboje m=1.
Dole: prubéh zavislosti pro rtizné hodnoty topologického naboje m pro hodnoty
V v intervalu (0.7497,0.7501)
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Zavér

Bakalarska prace si kladla za cil poukazat na moznosti aplikace vybranych metod
matematickeé statistiky, slouzicich ke stanoveni rozptylu odhadovaného parametru a sta-
noveni jeho spodni meze, na problémy znamé z klasické optiky a to v kontextu s proble-

matikou detekce reliktniho zareni.

Prvni kapitola zahrnuje stru¢nou resersi mise Planck, jez pfedstavuje projekt Evrop-
ské kosmické agentury ESA, mezi jejiz hlavni cile patfi detekce anizotropie kosmického
reliktniho zareni. ReserSe obsahuje krom samotného popisu sondy také rozmérovou ana-
lyzu, ktera vedla k zavéru, zZe se pri detekci pravdépodobné nevyuziva difrak¢né omezené
optické soustavy, jak by se mohlo zprvu oc¢ekavat. Pro ucely prezentace zminénych metod
matematické statistiky se navrhla mozna podoba difrakéné omezené optické soustavy,

drzici se fadové rozmért skute¢né sondy.

Ve druhé kapitole byla predstavena problematika detekce optického zareni z po-
hledu klasické optiky. Byly zde nastinény postupy odvozeni difrakénich funkci spolu s
limity ahlového rozliSeni (Podrobné odvozeni jak difrakéniho integralu, tak difrakénich
funkci je obsahem prilohy A). Zavérem kapitoly byly naznaceny spojitosti mezi meto-
dami kvantové tomografie a problematikou optické detekce. Text prace se omezuje na
jednu konkrétni metodu a tou je metoda maximalni vérohodnosti, zaloZena na Bayseové
vété. Hlavni argumente pro mozné vyhodné vyuziti zminéné metody kvantové tomogra-
fie je zaloZen na skutec¢nost, Ze difrakcni funkce (jednodimenzionalni i dvoudimenzio-

nalni) predstavuji hustoty pravdépodobnosti s nekone¢nym rozptylem.

Treti a zaroven posledni kapitola predlozené bakalatské prace je podava alternativni
pohled na difrakci a ukdzana souvislost s Fisherovou informaci a s ni souvisejici Rao-
Cramerovou mezi, ktera vyjadfuje dolni mez rozptylu odhadu jako prevracenou hodnotu
Fisherovy informace. Text se zpoc¢atku omezuje na jednoduchy model jednodimenzio-
nalni difrakce na $térbiné, nejprve je vypoctena hodnota Fisherovy informace pro hus-
totu pravdépodobnosti tvaru difrakéni funkce pro tzkou dlouhou stérbinu. Vypocet je
pro zachovani prehlednosti zapsan velmi strucné, jeho tplna forma je soucasti prilohy
B. Na zakladé vypoctené hodnoty Fisherovy informace byla za pouziti Rao-Cramerovy
meze stanovena horni mez uhlového rozliSeni, ktera je nasledné porovnana s thlovym
rozliSenim pouzivanym v klasické optice. Porovnanim byl zaveden koeficient zlepseni P,
ten pro zminénou jednodimenzionalni difrakci na stérbiné vysel roven P = 3.628. Tato
hodnota stanovuje maximalni mozné zlepseni oproti rozliSeni ziskanym metodami kla-
sické optiky. Jak se vsak v dalsi ¢asti prace ukazalo, takovyto vysledek nikterak nezaru-

Cuje, ze se této limitni hodnoty da v praxi dosahnout.

Zminéné zlepseni je vSak uvazovano pouze pro idealni podminky, které v sobé za-
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hrnuji nekone¢nou detekéni plochu. V dalsi ¢asti se tedy provedla korekce vypocth pro
omezenou detekci a bylo zkoumano, jak se zlepSeni odviji od velikosti detek¢ni plochy
(intervalu). Ukazalo se, ze s rustem detekcni plochy se hodnota koeficientu P priblizuje
ke krajni mezi. Dale se zkouma jak se koeficient zlepseni méni pfi detekci diskrétniho
charakteru. Nejprve bylo provedeno srovnani centrdlniho umisténi detek¢nich oblasti s
umisténim necentralnim, pficemz celkova délka detekcni oblasti byla v obou pfipadech
stejna. Stejné tak se provedlo srovnani pro pripad, kdy detekéni oblasti nebyly stejné
velké, avsak celkovy obsah plochy pod difrakéni kiivkou v oblastech detekénich inter-
vali byl stejny. Srovnani ukazalo, Ze i pfi stejném mnozZstvi pojmutého dopadajiciho za-
feni se hodnota Fisherovy informace (resp. koeficientu zlepseni) celkem vyrazné lisi. Pro
vysvétleni této skutecnosti bylo poukazano na citlivost Fisherovy informace na fluktu-
ace, které se vyskytuji pravé pri okrajich difrak¢ni funkece.

V dal$im textu se pfechazi ke zkoumani dvoudimenzionalnich problému. Pozornost se
zaméfuje na difrakci na kruhové aperture. Stejné jako v predchozim, byla odvozena
hodnota Fisherovy informace a z ni Rao-Cramerova mez spolu s koeficientem zlepseni
P’ = 3.428. Po korekci na netiplna méteni se pieslo ke zkoumani zavislosti koeficientu P’

na velikosti detekéni oblasti.

Posledni cast prace se vénuje aplikaci Fisherovy informace na interferenci dvou ro-
vinnych vln a interferenci rovinné a vortexové viny. Nejprve byly odvozeny referencni
hodnoty vici nimz bylo mozné vysledky vztahovat. Referen¢ni hodnoty predstavovali
aproximovanou Fisherovu informaci pro hodnotu vizibility V = 1. V obou pfipadech byl
zkouman prubéh zavislosti vizibility na poméru referen¢ni a skute¢né hodnoty Fishe-
rovi informace. Samotny vypocet Fisherovy informace byl diskrétniho charakteru, kdy
se uvazovala matice 1024x1024 detekcnich ploch. Tento postup byl zvolen jednak s ohle-
dem na prfibliZzeni se realnym méfenim, a jednak nizsi vypocetni naroky. Vystupem jsou
grafy odhalujici zptsob, jakym se hodnota Fisherova informace s rostouci vizibilitou blizi

k hodnoté referenc¢ni.
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Piilohy
A Odvozeni difrakéni funkce

Difrak¢ni integral

Odvozeni difrakeni funkce (jak pro jednodimenzionalni aperturu, tak i pro dvou-
dimenzionalni) vychazi z difrakéniho integralu, ktery zde pro svou dtilezitost bude ve

struc¢nosti odvozen.

Pro odvozeni difrak¢éniho integralu je tfeba nejprve zavést funkce U a G, které budou
predstavovat vinu dopadajici na aperturu a vlnu $ifici se za aperturou. Funkce U i G

vyhovuji Helmoltzové necasové rovnici a plati tedy
AU+K*U =0
AG+k*G=0.
, odkud po kratké tpravé
UAG-GAU =0

Uzitim piedchozi rovnice 1ze zjednodusit Greenovu integralni vétu! pro funkce U a G

do tvaru:

(UVG-GVU)dS = 0. (34)
Il

,kde n je vnéjsi normala k plose S. Pro funkci G tvaru G = eXpilkr) a 'g—G = (—l + zk)elkrI
n r r

(splnéni podminky kladené na funkci G 1ze snadno ovérit jejim dosazenim do Helmhol-
tzovy rovnice), je pak vyraz (34) platny v celé integra¢ni oblasti vymezené plochou S
vyjma bodu, kde ma funkce G nespojitost (r = 0). Jeho vylouceni se zajisti obklopenim
tohoto bodu kulovou plochou S; o poloméru r;. Rovnici (34) je tedy nutno psat jako

soucet dvou integralt pres plochy S; a S.
K+K; :JI (UVG-GVU)dS = 0. (35)
S+Sl

Uvazenim skutec¢nosti, Ze integral K; pres plochu S; je pfi r; jdoucim k nule roven

41tU(P), 1ze pfedchozi rovnici upravit do tvaru

1
U(P) = EJL(UVG—GVU)dS, (36)

Rovnice (36) pfedstavuje tzv. Kirchhofiv integralni vzorec. Ten je mozno uplatnit na
aperturu v nepropustném stinitku dle obr.24, na niz dopada vlna ze zdroje P, uréenym

polohovym vektorem ry. V oblastech S¢c a Sy jsou hodnoty grad U a U rovny nule. V

H[,(UVG-GVU)dS = - [[[ (UV2G-GV?U)dV [22, str.142]
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Obrazek 24: grafické schéma

roviné S, (tedy plocha apertury) je kladen predpoklad, Ze se zafeni chova jakoby stinitko

neexistovalo. Dosazenim

U = elkro; a_U = —l-i-lk ezkror_o
1o on 1

prechazi (36) v rovnost

1 k(r+rg) 1 1
U(P) = _H ¢ [(——+lk)r—0—(——+lk)£]ds, (37)
4 s, Mo 70 70 r T
Jkde
) T
r—dS =dS cos(rg,n); ;dS =dS cos(r,n);
0
Pro optické zareni vinové délky A se da predpokladat
1 1
o> Lr>1 = r_>>k;7>>k (38)
0

a tim se (37) zjednodusuje na

1 ezk(r+ro)
U(P) = =1 JLA p [cos(r,n) —cos(rg,n)]dS (39)

Clen [cos(r,n) — cos(rg,n)] se v rozmérech otvoru velmi malo méni a je mozné jej nahradit

¢initelem 2cos(0), kde 6 je thel mezi normalou n a vektorem r. Ve finale tedy 1ze psat

1 ezk(r)
U(P) = I [J;A u(p) cos(0)dS. (40)

r

Rovnost (40) se nazyva Raylighav integral. S uvazenim cos 6 = z/r jej 1ze prepsat do tvaru

v pravouhlych souradnicich

Ulny) == ﬂs U ) wcigdq (41)

Jkde r = \/zz+(x—£)2+(y—17)2.
Nyni bude situace zjednodusena rozvinutim r do fady podle vzoru V1 +a~ 1+ %b - %bz...

e ]
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, pficemz pocet ¢lent fady bude zalezet na umisténi r.

tkz k
U =53 [ vtemexp| -6 0] acan (42)

Toto zjednoduseni je nazyvano Fresnelova aproximace difrak¢niho integralu a omezuje
se na uzkou oblast okolo optické osy (v tomto pfipadé osa z). Omezenim se zaroveri na

vzdalené oblasti, kde plati
> (52 +1°),

se pak po rozepsani exponencialy v integrandu (42) na ¢’ s (747?) 122 (£24017) o= E (8491 pfe-

chazi k Franhoferové aproximaci difrak¢niho integralu

1kz 15-(x°+p
U(x’y): LJ‘L é 17 e /\z X5+;l)11 dgdl’] (43)
A

Difrakce na pravouhlé apertute

Franhoferova difrakéniho integralu lze vyuzit k feSeni difrakce na pravouhlé aper-
tute. Ukol spociva ve vypoctu intenzity zafeni I na stinitku ve vzdalené oblasti z, pfi-
tom pro intenzitu zareni plati I = |U(x,y)|2. Integral (43) se da povazovat za Fourierovu
transformaci funkce propustnosti £(¢,7) (pfi fourierovskych proménnych f, = x/Az; f, =

y/Az)[28]. Ta ma pro jednodimenzionalni aperturu sirky a tvar

1 a
t(m:{ SEETE

44
0 1> 4yl> (44)

IR NI

Jak jiz bylo zminéno, na plose apertury S4 se zatfeni chova jakoby clona nebyla a proto se

funkce propustnosti poklada v rovnost s U(&, 7). Nejprve tedy nutno vypocist U(x,v).

1kzez22 x? +y
Ux,y) = ——— J be T e gedy (45)
2Y 72

integral se faktorizuje

lkzelZz(x +y2) 3 2n 2 2n
Ul y) = —j e—hxédgj e Evidy (46)

1Az a
2

[N]

a jednoduchou integraci se dostava

b
2

k2 (P 49) [ - 2Exs 12 [ B2y
U(X,y) - \z —12mx —127my (47)
Az -5 Az —%
etkz 12 (42 497) sin(%kxa/z) sin(%kxb/z)
Ux,y) = e A I : (48)
zkxa/z 7kxb/z
,kde A = ab je plocha apertury. Pro intenzitu I plati
Ix.7) IU( )|2 : sin(%kxa/z) 2 sin(%kxb/z) 2 (49)
X, = X, =
Y Y 0 %kxa/z %kxb/z
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kde Iy = |U(0,0)2|. U velmi uzké apertury je mozno zanedbat jeden z rozmérd a a b.

Protoze plati

Sln2 X 2xHosp. P

lim — = limcos“x=1, (50)
x—0 X x—0

je vysledny tvar pro jednodimenzionalni aperturu

sin(%kxa/z) ]2

51
%kxa/z (51)

I(x,y) = U (x,)|’ =Io[

Difrakce na kruhove apertufre

Stejné jako v pfedchozim pfipadé se vyuzije Franhofertiva integralu a dale i pfedpo-
kladd difrakéniho integrélu tj. t(&,7) bude poloZeno v rovnost s U(&,#). Pro kruhovou
aperturu o poloméru a/2 se sttedem totoZnym s poc¢atkem souradnic &, # ma funkce pro-
pustnosti t(,#) tvar
1242 <(

)
0 €2+’122( 2 (52)

)

t(&,n)=

Nl IR

Franhofertv integral (43) tedy nabyva tvaru

zkz 1k

2 (¥*+9?) o
U(x,y) = e;T ﬂ e T E g dy (53)
eens(3)’

V polarnich soufadnicich

E=rcosq x =Rcos¢
n=rsing v = Rsin¢

je x& +y1 = Rr(cos ¢ cos @ +sin ¢ sin @) = Rrcos(¢ — ¢) a tedy (R = x? +p?)

zkzelzsz _an
(R(P J J 2 Rrcos(¢p— ‘Prd<pdr (54)

Vyuzitim integralni representace Besselovy funkce tadu n (viz napft. [27, B.13 (6)]

(iz) a+2n '
Ju(x) = o f exp [£1(nd —xsin 9)]dd (55)

je mizno vnitfni integral vyrazu (54) upravit do podoby

2 1270 OD— r= 2;(10
JO 67T2R1 COS( (p)d(Pd ( ) ( )
AZ

vevs
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Pfi vypoctu bylo vyuzito obecné znamého vztahu

fo xo(x)dx = a1 (a) (58)

Celkové tedy pro U(x,y) plati

lkzelzz(x +v?’) ] (%kRa/z)
A

U(x,y) =
() 1Az $kRa/z

2
,kde obdobné jako v predchozimje A = (%) plocha apertury. Hledana intenzita ma tvar

J1 (SkRayz) ]2 .

I(x,v)=1,]2
(x.9) O[ %kRa/z

kde Iy = |U(0,0)?|-

Norma difrakéni funkce

Pozadujeme-li, aby difrakcni funkce byla zaroven hustotou pravdépodobnosti, musi

jmfumx=1 (61)

,kde f(x) je hustota pravdépodobnosti. Je potfeba najit pro difrak¢ni funkci koeficient N

byt splnéna nasledujici podminka

takovy, Ze podminka (61) bude spInéna. Resi se tedy rovnice

. 2
|
R
protoze plati
1 1 plxt 1 plXt _ pmixt sin (x)
Sinc(x) = EJ et = [2—] = = , (63)
1 X |4 21x X

je mozno psat

[ e[ e

j J J ) dtydx = £ J f J h=t)dydt dt, = (65)
j j dtydtyo(ty —tp) = J dt=m (66)

Normovaci koeficient pro difrakéni funkci jednorozmérné apertury tedy bude %

Obdobné pro difrakeni funkci kruhové apertury se fesi rovnice

1 (2 (x))\
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Pro Besselovu funkci prvniho fadu bude vyuzita Poissonova integralni reprezentace (viz
napft. [27, B14,(4)])

1
I (X):%Jo V1 —t2cos(xt)dt. (68)

Vypocet pak probiha nasledovné

N = (%)2 J‘_oo (Ll \/mcos(xt)dt)2 dx = (69)

4\2 [ 1 xt; _ ,—ixty 1 ixty _ ,—1xt,
:(_) J (j N S — dtl)(J Ji-2i—° dt?_)dx: (70)
) J_o\Jo 2 0 2
1 1 )
=§J f 1/(1—tf)(1—t§)dt1dtzij (enhta) 4 grlhi=ta) oy gixllahi) y oix(=hta)) g =
T Jo Jo 2m —00

(71)
1 1
:%LL (1-6F)(1-83)dndey (5t + 1) +0 (0~ 1)) = (72)
16 (! 321
)y ()= (73)

kde 6(t) je Diracova delta funkce (viz pfiloha B (82)). Normovaci koeficient N pro difrakcni

funkci kruhové apertury je tedy 3—32712

0.35 T T T T T 0.35

031 1 03r

0.251 1 0.25F

-15 -10 -5 0 5 10 15 -10 -5 0 5 10

Obrazek 25: Prabéhy jiz normovanych difrakénich funkci pro aperturu - vlevo:

velmi tzkou pravouhlou; vpravo: kruhovou

2V ostatnim textu této prace se pracuje s tvarem difrakéni funkce bez dvojky pod druhou

mocninou a koeficient ma pak tvar %n.
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B Vypocet Fisherovy informace

Fisherova informace pro normovanou difrakéni funkci jednodi-

menzionalni apertury

Fisherovy informace je pro normovanou difrakéni funkci (7) jednodimenzionalni aper-

tury dana

NJ —Sinc?( (p— v))_l[%(%smcz(y—v))rdy (74)

Uvazenim rovnosti (63)
1 1xt —ixt 1 ;
et —e sin(x
elxtdt = = ( )
1 21x 1 X

je mozno integral na pravé strané (74) prepsat jako

oo 1 212
%f Sinc™? (u— V)[;v(ljl l(ﬂ—v)fdt)} du (75)

Vypocet pokracuje nasledovné: nejprve se provede naznacend derivace, pficemz se vyu-

Sinc(x) =

N =

Zije moznosti zamény integralu s derivaci, protoze funkce e'*~) spliuje dané podminky.

0 1 1 2
](v):Nlj Sinc‘z(y—v)[Z(lj el(”_”)tdt)(lj —1tel(""’)tdt)] du (76)
T J_ o 2 ), 2 ),

vyraz LGinc? (u—v) se vykrati a zbyva
TC
2

=N— f (J ite' (- tht) du (77)

Nyni s ohledem na to, Ze vnitfni integral je vlastni a vyjadfuje velikost, 1ze jeho druhou

mocninu psat jako kvadrat velikosti obecné komplexniho ¢&isla |z|* = zz*, tedy

1
J(v)=N— J J- ity e! M thdtlf —itye VIR gy 2dp = (78)
=N-— J\ j J- tltzexp (p=v)(t—t2) dtldtzd]/l (79)

Provedenim zamény integralt

1 1 1 (o]
_ N%J J f tzf expl("_”)(“_tz)dlldhdfz- (80)
-1J-1 —00

a s prihlédnutim k definici a vlastnostem Diracovy delta funkce 6 (x) (viz napt. [27, A.1

(1))

= jmé(x)dx (81)
(x) = %J‘_mexp’” da (82)



lze psat

1 1 1
:2NJ f t1t2dt1dt26(t1—t2):2NJ tzdtng (83)
-1J-1 -1

Hodnota Fisherovy informace pro normovanou difraké¢ni funkci jednodimenzionalni aper-

. .4
tury tedy vychazi 3.

Fisherova informace pro normovanou difrakéni funkci kruhove

apertury

Z definice (9) je Fisherovy informace pro normovanou difrakéni funkci (19) kruhové

N N G W A ER T ] PP

Po provedeni formalni derivace

apertury

-1 D)
3 3 (Julp- v>)2 [ flw—v)i(h(y—v))] _
- NJ [ ( ] g (p=v) v\ (p-v) an= (83)
B d (Ji(p—v) ?
<3 [ |5 ()] e (%)
se pro Besselovu funkci uzije rovnost (68)
2x (1
]l(x):? V1 —t2cos (xt)dt
J-1

a (84) prechazi v rovnost

2
3 i Z(y—v)folVl—tzcos((y—v)t)dt
o= | a—v[ (= "

Za vyuziuZziti moznosti zamény integralu a derivace, se derivuje vnitfni integrand.

6 0 1 ] 2
v):;NJ_OO[L tVl—tzsm((y—v)t)dt] du (88)

Funkci sinus Ize vyjadrit pomoci exponencial a kvadrat jako soucin.

yv_ —1(p—v)t zeyvtz_eyv)
:—NJ. (J tl\’]-_tl dtl)(j tzy,l—tz dt2 d‘bl

(89)

Zaménou integralll a vyuzitim vztahu (82) a sudosti Diracovy delta funkce, 1ze psat

1 o1
:6NJ; Jo tltzﬂ(l—tlz)(l—tg)dﬁdtz(é(tl—tz)—é(tl‘”z)) (90)

z ¢ehoz plyne
1
4
=6N | t*(1-+*)dt=-N 91
| =)= 1)

Fisherova informace pro normovanou difrak¢ni funkci kruhové apertury ¢ini %N .
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