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Uvod

Cilem této prace je prehledné shrnout jednotlivé metody pravdépodobnost-
niho vybéru v teorii vybérovych Setfeni, a to zejména stratifikovany, skupinovy,
systematicky a vicestupnovy vybér.

V praxi dochézi k riznym vybérovym situacim, proto jsou néklady na pofi-
zeni a zpracovani vybéru rizné, af uz se to tykd penéz nebo casu. Dilezité je
také porovnani vyse uvedenych metod, zjistovani jejich pfednosti nebo naopak
jejich nevyhod. Nasledné pak volime vzdy takovou vybérovou metodu, pro kterou
budou naklady pro danou populaci (zdkladni soubor) minimalni. Dalsi etapou po
porizeni vybéru je odhadovani vybérovych charakteristik, a to vybérového tthrnu
a vybérového priméru. Pomoci téchto odhadi zjistujeme pozadovanou vlastnost
o vybéru, kterou pak muzeme zobecnit pro celou populaci. Kazda metoda je
ilustrovana na ptikladé a na zaveér jsou teoretické poznatky demonstrovany na
realnych datech z Ceského statistického tiradu.

Metody vybérovych Setfeni nachézi predevsim uplatnéni v oblasti tzv. ifedni
statistiky (official statistics), u nds provozované jiz zminénym Ceskym statis-
tickym uradem, ale i nékterymi ministerstvy a organy statni spravy. DalSimi
oblastmi uplatnéni jsou prizkumy verejného minéni, marketingova Setieni nebo
vybérova zpracovani evidence pojistnych udalosti ve velkych pojistovnéch.

Prvni kapitola seznamuje ¢tenafe s pojmem statistického Setfeni a jeho rtz-
nymi podobami a délenimi.

Druha kapitola je jiz vénovana konkrétnim metodam vybérového Setieni;
jedna se o zdkladni metody, které je tieba objasnit, nebot na nich jsou zaloZené
ostatni metody vybéru.
vybéru.

Nakonec je uvedena zminéné studie s redlnymi daty, ktera jsou zpracovana
vybranymi metodami (datovy soubor je ptilozen na CD).

Stézejni literaturou se pro tuto diplomovou praci stala kniha Sampling od

S. K. Thompsona.



Snazila jsem se, aby tato prace byla pro ¢tenafe srozumitelna a pomohla jim
lépe se orientovat v problematice vybérovych Setfeni. Upustila jsem proto (az
na vyjimky) od odvozovani vzorct, které si ¢tenaf muze dohledat v uvedené

literature, a zabyvala se predevsim jejich aplikaci v praxi.



1 Obecny Gvod k vybérovym sSetfenim

Pfi psani této kapitoly jsem pouzila literaturu [1], [5] a [9].

U statistického Setfeni je potieba si vymezit predmét zkouméni, obsah zkou-
mani a metody, pomoci nichz provedeme celé Setfeni. Predmétem statistického
Setfeni je vySetfovani statistického souboru (populace, zdkladni soubor). Kazda
populace se skladé z urcitého pocétu jednotek, na nichz se provadi Setfeni (zjistu-
jeme o nich pozadované udaje) z hlediska uréitych statistickych znaki. Znakem
je myslena vlastnost jednotky, kterd ji charakterizuje a kterou zjistujeme. Je-li
populace sloZena napf. z osob, mtzeme u nich zjistovat pohlavi, vék, v jakém
regionu ziji, socioekonomické faktory atd. Podle velikosti statistického souboru se

mizeme rozhodnout, zda provedeme statistické setfeni tplné nebo nedplné.

1.1 Uplna a netiplna statisticka Setieni

Uplné statistické Setieni provadime, pokud chceme zjistit pozadované udaje
u vSech jednotek z populace. Prikladem je stav hospodarskych zvirat v zemeé-
délskych podnicich k urc¢itému dni v Ceské republice, zadny ze zévodi nemiize
byt ze soupisu vyloucen. Uplné Setfeni podéva piesné charakteristiky (hrny a
pruméry) nejen o souboru, ale i o kazdé jednotce zvlast, je tudiz nezastupitelné
tam, kde se pozaduje informace o kazdé statistické jednotce. AvSak z praktického
hlediska je u rozsahlych souborii toto Setfeni ¢asové naro¢né, nakladné a mohlo
by prinést i zcela chybné tdaje u casti souboru. Proto jeho meze pouzitelnosti
jsou znacné omezené a spise se v praxi vyuziva neuplné statistické Setteni.

Pii nedplném statistickém Setreni bud timyslné nebo ndhodné vybirdme ur-
¢ity pocet jednotek, na kterych pak provadime Setteni. Z vysledkii pak usuzujeme
pro cely soubor. Netplné Setfeni nam tedy poskytuje presné charakteristiky za
prosetfenou ¢ast a za cely soubor jen priblizné hodnoty (odhady) téchto charakte-
ristik. Ne ovsem kazdé Setieni se da zobecnit pro cely soubor, a proto rozlisujeme

rtizné druhy netplného Setfeni.



Mezi hlavni druhy netiplného Setteni patii: anketa, metoda zakladniho masivu,
pruzkum a vybérova Setfeni.

Anketa je takovy druh Setfeni, kdy se dotazujeme daného okruhu osob na
predem peclivé zvolené otazky, které se tykaji urcitého problému, avsak jen mala
¢ast z nich je ochotna poskytnout odpovédi. Vétsinou se ale nedélaji zavéry na ce-
lek, nebot mezi odpovédi nebo jejim odmitnutim a dotazovanou skutec¢nosti byva
dosti tuzky vztah. Naptiklad osoby s vysokym pfijmem casto neodpovi pravdivé
na otazku o jejich vysi prijmd.

Metodu zdkladniho masivu lze uzit tehdy, sklada-li se statisticky soubor z né-
kolika velkych a velkého poc¢tu malych jednotek (napf. podniky ve stavebnim
prumyslu). Potom se Setfeni provede na velkych jednotkich a malé mizeme vy-
nechat. Sice se timto snizi pracnost a prosetii se pfevazna ¢ast souboru, nicméné
nam tato metoda nedovoluje ziskané charakteristiky zobecnit pro cely soubor,
protoze v neprosetiené ¢asti mohou jednotky vykazovat jiné zakonitosti.

Prizkum je obdobou vybérového Setfeni, kterému jsou vénovany nasleduji
odstavce, avsak lisi se od n€j predevsim svym obsahem a poctem jednotek za-
hrnutych do vybéru. U vybérového Setfeni mame k dispozici data, ktera jsou
objektivné méritelna, kdezto u prizkumu nas zajimaji postoje a nazory dota-
zovanych na urcity problém, proto je i pocet vybranych jednotek daleko mensi.
Abychom objektivné zjistili ndzor dotazovaného, pouziva se u pruzkumu rada
psychologickych a sociologickych metod. Uziva se predevsim pii prizkumech ve-
fejného minéni, v riznych sociologickych pruzkumech apod. Jeho vyhodou (stejné

jako u vybérového Setfeni) je, ze vysledky priizkumu lze aplikovat na cely soubor.

1.2 Vybérova Setieni

vz

Vybérové Setfeni je jednim z nejdilezitéjsich druhti nedplného statistického
Setfeni. Hlavni myslenkou tohoto Set¥eni je, Ze ze statistického souboru (populace)
vybereme urcity pocet jednotek do vybéru, na kterém pak provadime Setieni, a
z vysledki pak usuzujeme pro cely soubor. Rozlisujeme dva druhy vybérového

Setfeni: zamérny vybér a ndhodny vybér.



Zameérny vybér je charakterizovan tim, ze zavisi na rozhodnuti zadavatele,
které jednotky budou zahrnuty do vybéru a které nikoliv. Pravé na téchto vy-
branych jednotkach by se meélo co nejlépe provadét zamyslené statistické Setfeni.
Ziskané charakteristiky muzeme rozsitit na cely soubor, avsak vysledky mohou
byt prilis subjektivné zatizeny.

Pii ndhodném (pravdépodobnostnim) vgbéru jsou jednotky vybrany zcela na-
hodné, nezavisle na sobé a na minéni zadavatele Setfeni. V této praci se nadale

budu zabyvat jen ndhodnym vybérem.

1.3 Nahodny (pravdépodobnostni) vybér

U nahodného vybéru uvazujeme, ze celkovy pocet jednotek v celé populaci je
N a pocet jednotek zahrnutych do vybéru a nasledné zkoumanych je n. Kazda
jednotka je do vybéru zahrnuta s urcitou pravdépodobnosti. Nejcastéji ma kazda
jednotka stejnou pravdépodobnost, Zze bude vybrana. Ale samoziejmé existuji i
vybéry s nestejnymi pravdépodobnostmi, o nichz se zminime pozdéji.

Jak uz bylo uvedeno, zkouma se pouze ta ¢ast populace, ktera je vybrana, ¢ili
n jednotek. Proto budou vysledkem tzv. vybérové charakteristiky, a to zejména
vybérovy prumeér a vybérovy thrn, coz jsou odhady prislusnych populacnich cha-
rakteristik, tj. popula¢niho priméru a popula¢niho thrnu. Popula¢ni ukazatelé
jsou urceny z celého souboru N jednotek a jsou tedy skutecnymi hodnotami.
Chceme, aby odhady byly co nejpiesnéjsi, coz nezavisi jen na rozsahu vybéru ale
i na zptsobu vybéru jednotek. Proto vyuzivame nadhodny vybér jednotek s jiz
predem zndmymi pravdépodobnostmi, nebot odhady, které ziskame, jsou statis-
tickymi odhady. A proto Ize jejich presnost pfi daném rozsahu vybéru objektivné
zmérit, mizeme stanovit i interval, v némz se bude témér jisté nachazet skutecna
hodnota. Dale mtizeme fici, ze tyto odhady jsou konzistentni, pokud s rostoucim
rozsahem vybéru konverguji ke skutecné hodnoté, a nestranné, pokud skutecnou
hodnotu v priiméru ani nepodhodnocuji ani nenadhodnocuji pti kazdém rozsahu
vybéru. Proto bychom se méli vyvarovat toho, ze do vybéru budeme zahrnovat

jen ty jednotky, u kterych snaze zjistime pozadované tdaje. Tim bychom naopak



docilili velkého odliseni vybérovych ukazatelit od populac¢nich. Napi. pri zkou-
mani télesnych rozmért kojencti je pohodlnéjsi vybrat kojence z jesli, neni ovsem

vzdy zaruceno, ze se tam nachazi reprezentativni vzorek celé populace.



2 Zakladni metody vybéru

V této kapitole jsem nejvice vychéazela z literatury [1], [2], [7], a déle pak i
z literatury [4], [5] a [6].

Pokud se provadi statistické Setfeni na zakladé vybéru, je tieba si stanovit
metodu, pomoci které bude vybér potizen. Predevsim je dobré védét, jaka je
velikost a struktura statistického souboru, dale pak, jak moc si jsou nebo nejsou
podobné jednotky v souboru a jaké charakteristiky chceme odhadovat, a to proto,
abychom stanovili tu spravnou vybérovou metodu.

V praxi castéji pouzivany je vybér se stejnymi pravdépodobnostmi, protoze je
teoreticky jednodussi a v praxi snazsi. Znamena to tedy, ze kazda jednotka z celé
populace ma stejnou pravdépodobnost, ze bude do vybéru zatrazena.

Dalsi metodou je vybér s nestejnymi pravdépodobnostmi, kdy kazda jednotka
ma ruznou pravdépodobnost, ze se dostane do vybéru.

Druhou moznosti, podle niz miizeme ndhodné vybéry délit, je s vracenim nebo
bez vraceni vybranych jednotek zpét do zakladniho souboru po jejich prosetteni.
V prvnim pripadé se jedna o vybér s vracenim, kdy kazda vybrana a prosetfena
jednotka je do souboru vracena jesté predtim, nez je vybrana dalsi, a miize se
tedy ve vybéru opakovat. Vyuziva se predevsim pii vybérech s nestejnymi prav-
dépodobnostmi. V druhém ptipadé jde o wyber bez vraceni a to znamena, ze
vybranou jednotku jiz do souboru nevracime, tudiz nema moznost opakovaného
vybéru. Z teoretického hlediska je vyhodnéjsi ten prvni, protoze vybéry jednot-
livych jednotek jsou realizovany nezavisle na sobé, a proto vzorce i ivahy budou

jednodussi. V praxi je naopak tendence vice uzivat vybéry bez vraceni.

2.1 Prosty nahodny vybér

Prosty nahodny vybér je nejjednodussi metodou nahodného vybéru a spociva
v pifimém vybeéru jednotek se stejnymi pravdépodobnostmi. Tento vybér je zakla-
na zacatku. Déle budeme mluvit o prostém nahodném vybéru bez vraceni, coz

je vybérova metoda, ve které je n riznych jednotek vybrano z N jednotek celé
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populace takovym zpisobem, ze kazda mozna kombinace vybranych n jednotek
ma stejnou pravdépodobnost, Ze bude do vybéru zahrnuta. Po vybrani jednotky
uz ji nevracime zpét, takze kazda jednotka se ve vybéru mutze vyskytnout jen
jednou. Pravdépodobnost, ze bude ¢-t4 jednotka zafazena do vybéru je

T, — —.

N

Metody jiné nez prosty nahodny vybér mohou také davat kazdé jednotce stej-
nou pravdépodobnost zahrnuti do vybéru, ale jen u prostého ndhodného vybéru
ma kazdy mozny vybér slozeny z n jednotek stejnou pravdépodobnost, ze bude
realizovan. Po vybéru jednotek prechazime k dalsi strance Setieni, coz je odha-

dovani zakladnich charakteristik.

2.1.1 Odhadovani popula¢niho priaméru a thrnu

Zkoumany ¢iselny znak (proménnou) oznac¢ime y, pri¢emz hodnoty, kterych
nabyva na jednotlivych jednotkach populace, znacime vy, yo, ..., Yn-

Populac¢ni primeér g se urci jako prameér y-novych hodnot z celé populace

N
1 1
— — .\ 1
I N(y1+yz+ +yn) Nzily (1)

a vybérovy prameér i jako primér y-novych hodnot ve vybéru,
1 1
yzﬁ(y1+y2+---+yn)252yi, (2)
i=1

kde y; je hodnota zjisfovaného znaku na i-té jednotce ve vybéru. U prostého
nahodného vybéru je vybérovy primeér 4 nestrannym odhadem popula¢niho prii-
méru p, tedy E(7) = p.

Specialnim pripadem prostého nahodného vybéru je odhadovani proporci. Po-
kud naprtiklad chceme zjistit podil muzi ve zkoumané populaci, potom y-ové hod-
noty nabyvaji pouze dvou hodnot, 0 a 1. V ptipadé, ze i-ta jednotka bude spliovat

danou vlastnost (muz), pak y; = 1, pokud tuto vlastnost spliiovat nebude (Zena),
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je y; = 0. Pro vypocet proporce v populaci s danou vlastnosti uzijeme (1) nebo
lze také odvodit specialni vztahy [7].
Jako miru variability budeme pouzivat rozptyl. Konecny populacni rozptyl je

dén vztahem

1

N
2

i=1

0'2:

a vybérovy rozptyl je definovan jako

2= -, ®)

U prostého ndhodného vybéru také plati, Ze vybérovy rozptyl s? je nestrannym
odhadem kone¢ného popula¢niho rozptylu o2, tj. E(s?) = o2 Déle pak rozptyl
odhadu 7 u prostého nahodného vybéru je

ar(p) = (1) 2 (@)

n

a nestranny odhad tohoto rozptylu (rovnéz tedy plati, ze E[var(y)] = var(y)) je

mnwz(Ngn)f. (5)

n

Odmocninu z rozptylu odhadu nazyvame jeho smérodatnou odchylkou. Pro
smérodatnou odchylku z (5) ale neplati, Ze by byla nestrannym odhadem sméro-
datné odchylky z (4).

Vyraz (N — n)/N, ktery mizeme psat také ve tvaru 1 — (n/N), nazyvame
korekénim faktorem (kone¢nostnim nésobitelem). Pokud je rozsah populace N ve
srovnani s rozsahem vybéru n velky, potom vyraz n/N je maly, korekéni faktor
se bude blizit hodnoté 1 a rozptyl vybérového priméru y bude mit priblizné
hodnotu ¢?/n. Vynechani korekéniho faktoru pfi odhadovéni rozptylu y bude

mit za nasledek, zZe dostaneme mirné nadhodnocené odhady skute¢ného rozptylu.
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Pii vybéru z malé populace miize mit korekéni faktor podstatny vliv na snizeni
rozptylu tohoto odhadu. Jestlize se totiz rozsah vybéru blizi k rozsahu populace,
potom korekéni faktor se blizi k nule (pfi prostém ndhodném vybéru) a tudiz i

rozptyl odhadu ¢ se blizi k nule.

S primeérem uzce souvisi thrn hodnot zkoumaného znaku. Jelikoz je popula¢ni

thrn N-nasobek populac¢niho primeéru,

N
T:Zyz :N,LL,
=1

je odhadem popula¢niho thrnu N-nasobek vybérového primeéru,

a opét plati, Ze tento odhad je nestranny, tedy F(7) = 7.
Jestlize je odhad 7 N-nasobkem odhadu %, potom rozptyl odhadu 7 je N2-
nasobkem rozptylu odhadu g. Tedy

2

var (7) = N*var () = N (N —n) Z
n
a nestranny odhad tohoto rozpylu je
2
var (7) = N*var (y) = N (N —n) —. (7)
n

Odhad vybérového priméru y je ndhodné velic¢ina, jejichz hodnota zavisi na
slozeni vybéru, tzn. z jakych y-ovych hodnot byl vybér slozen. Pro jakykoliv
jiny vybér miize byt hodnota ¢ vyssi nebo niz$i nez populacni primeér pu, ale
stfedni (o¢ekdvand) hodnota ¢ pres vSechny mozné vybéry z populace je vidy
rovna . Odhad 4 je tedy skuteéné pravem nazyvan nestrannym odhadem pro

populacni primeér p, protoze pravdépodobnost, s niz se oc¢ekavani hodnoti, plyne
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z pravdépodobnosti jednotlivych vybéru (vzhledem k metodé). Z toho divodu
nestrannost vybérového primeéru vici populac¢nimu priméru nezavisi na zadném
predpokladu o populaci samotné.

Rozptyl vybérového priméru zavisi na variabilité jednotek v populaci, ¢im
vétsi je variabilita v populaci, tim vétsi je i variabilita vybérového priméru a
naopak. Rozptyl vybérového primeéru také zavisi, nepiimo imeérné, na rozsahu
vybéru. Nejvétsi hodnoty nabyva rozptyl, pokud je roven popula¢nimu rozptylu
02, a to je v pfipadé(az na korekéni faktor), kdy vybereme pouze jednu jednotku.
Cim bude rozsah vybéru vétsi, tim mensi rozptyl bude. Rozptyl bude roven nule
pro maximalni moznou hodnotu n, tj. n rovno N. Rozptyly odhadi jsou, jak bylo

uvedeno vyse, také nestrannymi odhady jejich populacnich protéjski.

2.1.2 Prosty ndhodny vybér s vracenim

Principem je, ze vybirdme n jednotek z celkového poctu N jednotek v celé
populaci, pricemz kazdou vybranou jednotku vracime zpét jesté pred vybérem
dalsi, tedy jedna jednotka miize byt vybrana vicekrat. Téchto n vybérta je ne-
zavislych a kazda jednotka v populaci méa stejnou pravdépodobnost zahrnuti do
vybéru. Vyhodou této metody je, ze tedy nemusime davat pozor na to, ktera jed-
notka byla zahrnuta do vybéru vice nez jednou. Avsak pro dany rozsah vybéru
n je prosty nahodny vybér s vracenim méné eficientni nez prosty nahodny vybér
bez vraceni.

Vybérovy primér n pozorovani 4, je tvaru
_ 1<

n =~ Z; vi
1=

a plati, jestlize je jednotka vybrana vicekrat, potom jeji y-ova hodnota je v od-
hadu uzita vice nez jedenkrat.

Rozptyl ¥, je

N
_ 1 N -1
var () = —NZ(% — )’ = v o,

n -
i=1
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Z toho muzeme usoudit, Ze rozptyl vybérového priméru prostého nahodného
vybéru bez vraceni je (N —n)/(N—1) krat mensi nez rozptyl vybérového praméru
s vracenim. [ zde lze Tici, Ze rozptyl vybérového priméru zavisi nepfimo imeérné
na rozsahu vybéru, ovsem u vybéru s vracenim mizeme rozsah vybéru zvétsovat
neomezené, takze nulovy rozptyl dostaneme pro n rovno nekonec¢nu.

Nestranny odhad rozptylu ¥, je

2

. s
var(y,) = o

Odhad ¥, zévisi na tom, kolikrat byla kazda jednotka vybrana. Pokud totiz
budu mit dva vybéry se stejnym souborem navzajem si riznych jednotek, ale
s jejich rozdilnym opakovanim ve vybérech, miize to obecné prinaset rozdilné
odhady.

Pocet rtznych jednotek obsazenych ve vybéru nazyvame efektivni rozsah vy-
béru a znac¢ime v. Potom ¢, bude vybérovy primeér riznych jednotek, jehoz vy-

pocet je

I IR

Odhad 7, je nestrannym odhadem popula¢niho priméru. Mizeme fici, ze rozptyl
7, je mensi nez rozptyl 7,, ale stale jesté nebude mensi nez rozptyl vybérového

prumeéru ¢y prostého ndhodného vybéru bez vraceni.

2.1.3 Odvozeni pro nadhodny vybér

U prostého ndhodného vybéru mtizeme stiedni hodnotu vybérového primeéru
odvodit pomoci alternativniho rozdéleni. Pro kazdou i-tou jednotku z populace
definujeme ukazatel proménné z;, pro néhoz plati, jestlize je i-ta jednotka zahr-
nuta do vybéru, je z; = 1, v opacném pripadé z; = 0. Potom vybérovy primeér

mizeme psat ve tvaru

S|

g:

N
E YiZi,
i=1
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kde y; je ¢islo a z; je ndhodna veli¢ina se stfedni hodnotou E(z;) = P(z; = 1) =

n/N. Pak stfedni hodnota vybérového primeéru je

N
zyl )= zyz = > u=
i=1

Timto jsme dokéazali, Ze vybérovy primeér 4 je nestrannym odhadem popula¢niho
praméru fi.

Rozptyl ndhodného vybéru muize byt odvozen obdobné,

var(y) = var ( Z yzzz> = [Z yrvar(z;) + Z Zyly]cov %, 2j)

i=1 j#i
Protoze z; je ndhodné veli¢ina s alternativnim rozdélenim, je var(z;) = (n/N)(1—
n/N).
Pocet vybért obsahujici obé jednotky ¢ a j, kde i # j, je (17\17:22)’ a tak pravdeé-

podobnost zahrnuti obou jednotek do vybéru je (V-2) /() = n(n—1)/[N(N —1)].

Vyraz z;z; je roven nule kromé piipadu, kdy jsou obé jednotky zahrnuty do vy-
béru, tedy
E(ZiZj) = P(Zz = 1,Zj = 1) =

Kovariance je

cov(z;, zj) = E(z2;) — E(z)E(2;) = M — <£>2 — M



rozptyl se zjednodusi do tvaru

2

n

1(1_£>M:<1_n)0

n N N —1 N

var(g) = N

Pro prosty ndhodny vybér s vracenim se stfedni hodnota a rozptyl vybérového
prumeéru ziskaji pomoci obvyklych statistickych vlastnosti vybérového primeéru
z nezavislych a stejné rozdélenych nahodnych veli¢in. Pravdépodobnost vybéru
i-té jednotky je p; = 1/N. Pravdépodobnost, Ze i-ta jednotka bude zahrnuta do
vybéru (jednou nebo vicekrat) je m; = 1 — (1 —1/N)™. Oc¢ekdvany pocet zahrnuti

i-té jednotky do vybéru je n/N.

Priklad 1.

Na pozemku o vyméie 100 m? jsou péstovany brambory. Pozemek je rozdélen na
100 stejné velkych ploch o velikosti 1 m2. Prostym ndhodnym vybérem bez vraceni
vybereme 10, z nichz budeme odhadovat primérnou a celkovou ztratu brambor
pri sklizni a dale vypocitame smérodatné odchylky obou téchto odhadt. Ztraty
(v kg) zjisténé na vybranych plochach jsou: 0.23, 0.08, 0.15, 0.55, 0.32, 0.02, 0.10,
0.18, 0.29 a 0.30.

Odhad priumérné ztraty pti sklizni vypocteme pomoci vztahu (2):

0.23+0.08 +---+40.30
10

g= =0.222 kg

a odhad celkové ztraty podle vztahu (6):
7 =100-0.222 = 22.2 kg.

Déle vypoéteme odhady rozptylt obou téchto odhad pomoci vztahi (5) a (7)
a z nich smérodatné odchylky. Pro jejich vypocet ale nejdfive potfebujeme znat
vybérovy rozptyl (3),

5 (0.23 —0.222)% + (0.08 — 0.222)* + - - - + (0.30 — 0.222)?

2 = = 0.0234 kg,
10—1
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_ 100 — 10\ 0.0234
(OO 0>003 — 0.002106 kg

var(®) =\ —7o0 10

a smérodatna odchylka je 1/0.002106 = 0.04589 kg,
var(7) = 100% - 0.002106 = 21.06 kg,

a smérodatna odchylka tohoto odhadu je /21.06 = 4.589 kg.

2.2 Konfidenc¢ni intervaly pro popula¢ni pramér a thrn

Diky vybérovym metoddam mame sice k dispozici odhady popula¢niho pri-
méru a thrnu, coz jsou odhady bodové, ale ty nam obvykle nestaci na to, abychom
ziskali n€jakou predstavu o pfesnosti ziskaného odhadu. Proto se casto konstru-
uje intervalovy odhad, tzv. konfiden¢ni interval (interval spolehlivosti), takovym
zpusobem, ze z vybéru pfedem danym zptisobem vypocteme dvé vybérové funkce,
které budou tvorit dolni a horni mez tohoto intervalu tak, aby skutecna populac¢ni
hodnota (hodnota hledané popula¢ni charakteristiky) jim byla pokryta.

Konfidené¢ni interval pro popula¢ni primeér p si oznacime I. Jak uz jsme zmi-
nili, interval spolehlivosti musi byt stanoven tak, aby v sobé zahrnul skute¢nou
hodnotu populac¢ni charakteristiky, a to s danou pravdépodobnosti blizkou jedné.
Proto zvolime malé ¢islo o € (0,1), tzv. hladinu vyznamnosti, kterd predsta-
vuje pravdépodobnost, Ze interval nepokryje skutecnou hodnotu. Potom plati, ze
P(p e I)=1—a. Vyraz 1 — «a je oznacovan jako konfiden¢ni koeficient (spolehli-
vost odhadu), a tedy interval nazyvame (1 — «)100% konfidené¢ni interval. Krajni
body intervalu se mohou ménit z vybéru na vybér, zatimco parametr p, i kdyz je
neznamy, je pevny. Hladina vyznamnosti a se vétsinou stanovuje jako 0.01 nebo
0.05. Jestlize zvolime o = 0.05, potom dostaneme 95%-ni interval spolehlivosti,
coz ndm ¥ikd, ze interval pokryje skuteénou hodnotu p pro 95% moznych vybéri
o rozsahu n.

Ptiblizny (1—a)100% konfidenéni interval pro popula¢ni primeér u pii prostém

nahodném vybéru bez vraceni dostaneme ve tvaru

N —n 52
gitnl,lg\/( N ) (ﬁ>7
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kde t,,_1,, je prislusny a-kvantil Studentova t-rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti.
Ptiblizny (1 — «)100% konfidenéni interval pro popula¢ni thrn 7 je potom
52

T+ tn—l,l—% N(N - n)z (8)

Rozdéleni kazdé vybérové charakteristiky zavisi na rozdéleni celé populace
(zdkladniho souboru). Se zvétSujicim se rozsahem vybéru lze velmi dobfe roz-
déleni vybérovych charakteristik aproximovat normalnim rozdélenim. Proto pro
rozsahy vybértu vétsi nez 50 se uziva misto Studentova t-rozdéleni a-kvantil nor-

malniho normovaného rozdéleni.

Obecné plati, pokud je 6 normalné rozdéleny, nestranny odhad parametru 6,

potom konfidencni interval pro parametr 6 je dan vztahem

0+ uy—s\/var(0),

kde u, oznacuje a-kvantil normalniho normovaného rozdéleni N(0,1). Konver-
gence rozdeéleni vybérovych charakteristik k normalnimu rozdéleni vyplyva z li-
mitnich vét teorie pravdépodobnosti a to pfedevSim z nejznaméjsi, centralni li-
mitni véty. Odhad tak mtize mit rozdéleni, které se blizi normalnimu rozdélent,
dokonce i kdyz ptivodni y-ové hodnoty toto rozdéleni nemaji. Protoze je roz-
ptyl odhadu parametru 6 nejcastéji uréen (odhadnut) z vybéru, dostaneme pak
priblizny interval

0 £ uy_ay/var(0).
A jak uz jsme se zminili, pokud je rozsah vybéru mensi nez 50, je vhodné&jsi uzit
(1—a/2)-kvantil Studentova t-rozdéleni o n—1 stupnich volnosti, ktery nam dava
ponékud Sirsi interval, nez je tomu v pripadé prislusného kvantilu normalniho

normovaného rozdéleni.
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Priklad 2.
Zde navazeme na piiklad 1 a stanovime 95% konfidenc¢ni interval pro celkovou

ztratu brambor pii sklizni.

Pro vypocet uzijeme vztah (8). Hodnota Studentova t-rozdéleni ziskana z tabulek

je t9(0.975) = 2.26, potom
22.2 +2.26v21.06 = 22.2 £ 10.37 = (11.83 kg, 32.57 kg) .

Ziskany interval je ponekud sirsi vzhledem k variabilité vybérovych hodnot a

malému rozsahu vybeéru.

2.3 Vybér s nestejnymi pravdépodobnostmi

Zatimco u prostého nahodného vybéru mély vSechny jednotky stejnou pravdeé-
podobnost zahrnuti do vybéru, zde se budeme zabyvat metodou, u které ptripus-

time rizné pravdépodobnosti zahrnuti jednotlivych jednotek do vybéru. Tento

vvvvvv

vvvvvv

li se tim eficience (vydatnost) odhadt, tedy bude-li rozptyl téchto odhadi znaéné
mensi.

Jednotky v populaci se ¢asto vyznac¢uji nestejnou velikosti (rozlohou) a tim i
nestejnym vyznamem, a proto muze mit kazda z nich riznou pravdépodobnost
zahrnuti do vybéru. Velikost vybérové jednotky je totiz spjata s urcitou vlastnosti
(statistickym znakem), a proto vybérova jednotka mize byt velkd z hlediska jed-
noho znaku a z hlediska ostatnich znakt malé. Jelikoz chceme ziskat co nejlepsi
odhady, miizeme pravdépodobnosti jednotkam prifadit védomé, a to podle jejich
vyznamu z hlediska zjistovaného statistického znaku. Vyznamnéjsi jednotky pak
maji vyssi pravdépodobnost zahrnuti do vybéru.

Jestlize mame naptiklad studované tizemi rozdéleno na pozemky s nestej-

nou velikosti, mohlo by se zdat zadouci, pritadit vétsi pravdépodobnost zahrnuti
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vétsim pozemkim. To mtzeme udélat tak, ze rovnomérné vybereme body ze stu-
dované oblasti a zahrneme pozemek do vybéru vzdy, kdyz do néj padne vybrany

bod.

2.3.1 Vybér s vracenim: Hansen—Hurwitzav odhad

Nejdrive se budeme zabyvat teoreticky jednodussim modelem pii vybérech
s nestejnymi pravdépodobnostmi, a to vybérem s vracenim (jednotka se mize ve
vybéru vyskytnout vicekrat). Protoze vracime po kazdém tahu jednotku zpét
do zékladniho souboru, jsou jednotlivé tahy vzajemné nezavislé nahodné po-

kusy. Pravdépodobnost vybéru i-té jednotky z populace oznacime p; pro i =

1,2,..., N. Pak nestranny odhad popula¢niho thrnu 7 (Hansen-Hurwitziv od-
had) je
A 1 v
T, = — =, 9
= ©)

rozptyl tohoto odhadu je

1 N 2
wor () = S (__T)

a nestranny odhad tohoto rozptylu je

) =t 3 (2 4) (10

i—1 \Pi

Nestranny odhad popula¢niho priméru p mizeme pak psat ve tvaru ji, =
(1/N)7,, jeho rozptyl jako var(ji,) = (1/N?*)var(7,) a odhad tohoto rozptylu je
war(fy) = (1/N?)5ar(7,).

Jelikoz jsou odhady obou téchto charakteristik nestranné, tak mizeme fici, ze
rozptyl téchto odhadti je totozny se stredni kvadratickou chybou.

Co se tyce eficience odhadl, tak z pohledu na vzorce odhadi popula¢niho
thrnu a priméru mizeme dojit k zavéru, ze pravdépodobnosti p; by mély byt co
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nejvice tmérné hodnotam y;. Pokud by v idealnim ptipadé byly pravdépodobnosti
vybéru p; zcela timérné hodnotam y;, pak by podil y; /p; byl konstantni a Hansen—
Hurwitziv odhad by mél nulovy rozptyl (odhad by byl zcela presny). Rozptyl tak
bude maly, jestlize pravdépodobnosti vybéru budou priblizné imérné hodnotam
y;. Samoziejmé ale hodnoty y; nejsou znamy pied vybérem, jsou zjisfovany az po
provedeni vybéru, a proto se nemohou pouzit k urceni pravdépodobnosti. Snazime
se tak najit néjakou pomocnou proménnou (jako jsou velikosti jednotek), ktera je
priblizné tmérna hodnotam y; a pomoci niz zvolime pravdépodobnosti vybéru.

Ptiblizny (1 — «)100% konfidenéni interval pro popula¢ni thrn je

%p:tul,%uﬁ(%p), (11)

kde u, je prislusny a-kvantil normélniho normovaného rozdéleni. Pti rozsahu vy-
béru mensim nez 50 jednotek pouzijeme misto normalniho normovaného prislusny

a-kvantil Studentova t-rozdéleni o (n — 1) stupnich volnosti.

2.3.2 Horvitz—Thompsontuv odhad

Tato metoda, af uz s vracenim nebo bez vraceni jednotek do zakladniho sou-
boru, pracuje s pravdépodobnostmi 7; zahrnuti ¢-té jednotky do vybéru, pro
1 =1,2,..., N, nikoli s pravdépodobnostmi vybrani této jednotky. Chceme tak
ziskat kvalitnéjsi odhady a vyhnout se podminénym pravdépodobnostem vybrani

v dalsich tazich. Nestranny odhad popula¢niho thrnu 7 (Horvitz—Thompsontiv

odhad) je
. U

kde v je efektivni rozsah vybéru, coz je pocet riiznych jednotek ve vybéru. Tento
odhad nezavisi na tom, kolikrat miize byt jednotka vybrana. Kazda jednotka ve
vybéru je pouzita pouze jednou.

Pravdépodobnost, ze budou obé jednotky ¢ a j zahrnuty do vybéru, znacime
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7. Rozptyl odhadu 7, je
var(7,;) = i (ﬂ) + ZZ (W” 7TZW]) YV,
i i=1 i i=1 ji TiTi '
a nestranny odhad tohoto rozptylu je

e £ 0¢G5S

i=1 =1 j#i

S DeeEE (L L

i=1 5>t

jestlize vSechny spole¢né pravdépodobnosti zahrnuti 7;; jsou vétsi nez nula.

Nestranny odhad popula¢niho priméru p ma tvar fi, = (1/N)7,, jeho rozptyl
je ve tvaru var(fiy) = (1/N?)var(7;) a odhad tohoto rozptylu je var(ji,) =
(1/N?)var (7).

Ze vzorcu pro odhady vidime, ze k jejich vypoctu potirebujeme znat kromé
hodnot y; i pravdépodobnosti zahrnuti ;. AvSsak jak neni lehké navrhnout sys-
témy vybérl, které by ziskaly pozadované nestejné pravdépodobnosti zahrnuti,
tak neni ani lehké vypocitat tyto pravdépodobnosti zahrnuti pro dané systémy
vybért. Obvykle se vypocitaji z jiz danych pravdépodobnosti vybéru zalozenych
na silné korelaci mezi pomocnou proménnou a hodnotami y;, jak tomu bylo
u Hansen-Hurwitzova odhadu. Opét zde plati, jestlize pravdépodobnosti zahr-
nuti m; budou priblizné timérné hodnotam y;, pak rozptyl Horvitz—Thomsonova
odhadu bude maly.

Pro metody, ve kterych je efektivni rozsah vybéru v spise pevny nez ndhodny,

miize byt psan rozptyl ve tvaru
Yi Yj ?
var() Z Z B (m Wj)
a nestranny odhad tohoto rozptylu je pak dan vztahem

- E (2 (2-2)

i=1 j<t

23



za predpokladu, Ze vSechny spolecné pravdépodobnosti zahrnuti m;; jsou vétsi nez
nula.

Ptiblizny (1 — «)100% konfidenéni interval pro populaéni thrn je

’7A'7r + Ul_%\/ﬁ(ﬁr),

kde wu, je prislusny a-kvantil normalniho normovaného rozdéleni. Pii rozsahu
vybéru mensi nez 50 jednotek miizeme nahradit normélni normované rozdéleni

Studentovym t-rozdélenim o (v — 1) stupnich volnosti.

Ackoliv je odhad rozptylu var(7,) nestranny, jeho vypocet je ponékud zdlou-
havy a s nékterymi metodami mize davat i zaporné odhady. Proto ho mizeme

nahradit jinym odhadem, ktery sice neni nestranny, ale lépe se s nim pocita a

nékdy mé i mensi rozptyl. Pro kazdou (rtiznou) jednotku y;, kde i = 1,2,... v,
uréime
V .
ti - yza
T

kde t; pak predstavuje odhad popula¢niho tthrnu a jejich aritmeticky primeér je

Horvitz—Thomsontiv odhad. Vybérovy rozptyl ¢; je nasledné dan vztahem

=1

a alternativni odhad rozptylu je konecné

S N — 2
var(7,;) = ( N V) 5t
v

Priklad 3.
Ukolem je odhadnout celkovy’ podet uzavienjch manzelstvi v uréitém okrese a
vypocitat smérodatnou odchylku tohoto odhadu. Okres je slozen ze 30 obci, pti-

¢emz vybereme s vracenim 6 obci, a to s pravdépodobnostmi timérnymi poctu
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jejich obyvatel vzhledem k celkovému poctu obyvatel v okrese, ktery ¢ini 215 000

osob. Hodnoty ziskané ve vybranych obcich jsou:

Obec (i) Pocet obyvatel (z;) Pocet manzelstvi (y;) Vypocitané p-sti (p;)

1 6 300 600 0.03
2 2 800 450 0.013
3 200 100 0.002
4 1100 180 0.005
3 8 900 750 0.04
6 2 800 450 0.013

Pro vybér s vracenim uzijeme Hansen—Hurwitziv odhad (9),

1 /600 450 450
fm et —— | = 32330
L (0.03 oo T 0.013) ’
pro vypocet jeho odhadu rozptylu vztah (10):
var(7,) ! 000" 59530 2 et 0 39530 2 22419518
var(7,) = — e v _
P27 6(6—1) | \0.03 0.013

a smérodatna odchylka tohoto odhadu je /22419518 = 4735.
Daéle chceme zjistit 95% konfidené¢ni interval pro celkovy pocet uzavienych mazel-
stvi v tomto okrese pomoci vztahu (11). Z tabulek zjistime hodnotu Studentova

rozdéleni £5(0.975) = 2.57, potom

32330 + 2.57v/22419518 = 32330 + 12169 = (20161, 44499) .

2.4 Podilovy odhad

Predpokladem pro ziskani podilového odhadu je znat navic z-ové hodnoty pro
celou populaci (predstavuji hodnoty pomocné proménné), y-ové jsou ty, co nas
zajimaji. Existuje mezi nimi linedrni vztah v tom smyslu, ze pokud z; se blizi
k nule, potom i y; se blizi k nule. Napftiklad pokud se velikost tizemi bude blizit

nule, pocet zvifat na nich zijicich bude zarucené nula.
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Ozna¢ime 7, = Zfil x; popula¢ni thrn z-ovych hodnot a p, = 7,/N popu-
la¢ni prameér z-ovych hodnot. Tito populacni ukazatelé pro z-ové proménné jsou
znamé. Pfedmétem naseho zdjmu jsou odhady popula¢niho primeéru p a tthrnu
T pro y-ové hodnoty.

Pro prosty nahodny vybér n jednotek je vybér y-ovych hodnot zaznamenan
spolu s odpovidajicimi z-ovymi hodnotami. Popula¢ni podil R je definovan vzta-

hem

a vybérovy podil r je

po Zim¥i Y (12)
DT T
Podilovy odhad popula¢niho primeéru p je potom
Loy = T fhy. (13)

Protoze podilovy odhad neni nestranny (jednad se o podil dvou ndhodnych
veli¢in), pro srovnéni jeho eficience vici ostatnim odhadiim uzijeme st¥edni kva-
dratickou chybu odhadu. Stfedni kvadratickd chyba podilového odhadu je déna
vztahem mse(fi,) = FE(ji, — pu)?. Pro nestranny odhad se stfedni kvadratickd
chyba rovna rozptylu, ale pro odhad, ktery neni nestranny, se stfedni kvadra-
ticka chyba rovna rozptylu plus ¢tverci biasu: mse(fi,) = var(f,) + [E(f,) — p]?.
Pro podilovy odhad je ¢tvercovy bias vzhledem k rozptylu maly, takze vztah pro
aproximaci stfedni kvadratické chyby je stejny jako u rozptylu:

. N —n)\ o2
var(fi,) ~ N

kde



Podilovy odhad mé sklon k tomu byt presnéjsi nez vybérovy primér y-ovych
hodnot pro populace, pro které je o2 mensi nez o2. Coz je ptipad populaci, ve
kterych jsou z-ové a y-ové hodnoty silné korelované. Podilovy odhad je tedy
zatizen malou chybou.

Odhad stfedni kvadratické chyby nebo rozptylu podilového odhadu (hodnoty

popula¢éni nahradime hodnotami vybérovymi) je

. N —n)\ s?

O (14
kde

s2 = ! 5" (y; — ra;)* (15)

" oon-1 ‘ ‘

i=1

Ale tento odhad ma tendenci produkovat velké hodnoty pro vybéry majici
velké hodnoty  a malé hodnoty pro vybéry majici malé hodnoty z. Proto byl

navrhnut upraveny odhad

() = (1) (). (16)

Ptiblizny 100(1 — «)% konfidené¢ni interval pro popula¢ni pramér p, zalozen

na aproximaci norméalnim rozdélenim, je ve tvaru

/lr + tnfl,lfg \/W7

kde t, 112 je (1 —a/2)-kvantil Studentova t-rozdélenf o n —1 stupnich volnosti.
Odhad rozptylu pod odmocninou miizeme nahradit upravenym odhadem var(fi,).

Podilovy odhad popula¢niho tthrnu 7 je dan vztahem
Tr = N, = 1r7,.
Rozptyl tohoto odhadu ziskdme, pokud rozptyl odhadu popula¢niho primeéru

var(ji,) vynasobime hodnotou N2.

27



Pro odhadovani popula¢niho podilu R uzivame vybérovy podil r. I kdyz neni
nestranny, lze o jeho nestrannosti hovorit v pripadé velky rozsahti vybéru. Rozptyl

aproximace je

N —n)\ o2
var(r) ~ Nz )

odhad tohoto rozptylu je potom

(w4
3
3/
=
[
VR
> =2
= |
3
N—
3 R

nebo jeho upravena varianta
__ N —n)\ s?
var(r) = | ——— | —.
(r) ( Nz2 > n

Priklad 4.
Prostym ndhodnym vybérem byly vybrany 4 domécnosti z celkového poctu 14 500
domécnosti ve mésté se 42 050 obyvateli. Budeme odhadovat primérné vydaje

domécnosti na jidlo za tyden. U vybranych domécnosti byly zjistény tyto tdaje:

Domaécnosti (i) Pocet osob v domécnosti (z;) vydaje/tyden v K¢ (y;)

1 4 1 500
2 3 1200
3 2 900
4 4 2 000

Zde srovnavame uziti dvou metod vypoctu. Nejdiive budeme pocitat nestranny
odhad, ktery nevyuziva pomocnou informaci o populaci. Primérné vydaje od-

hadneme pomoci vztahu (2) a rozptyl tohoto odhadu podle vztahu (5):

1500 + 1200 + 900 + 2000
§= i : i = 1400 K&.

Pro vypocet rozptylu je tfeba znét jesté vybérovy rozptyl (3),

1500 — 1400)2 + - - - + (2000 — 1400)2
2| ) +4 1+( ) _ 290000 Kz,
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S <14500 — 4> 220000 54085 K&

var(7) = 1500 4

Nyni uzijeme k odhadovani pramérnych vydaji vztah (13). Tento odhad sice
neni nestranny, ale vyuziva pomocnou informaci o populaci. Nejdfive musime
vypocitat populacni thrn z-ovych hodnot u, a vybérovy podil (12):

7. 42050

B 1)
Pe =N = 14500 ~ 27

1500 + 1200 + 900 + 2000

=430.8
44+3+2+4 ’

r

iy =430.8-2.9 =1249.32 K¢.

Rozptyl tohoto odhadu ziskdme pomoci vztahu (14), ale nejdfive musime znét
vybérovy rozptyl (15),
5 (1500 —430.8 - 4)% + - - - + (2000 — 430.8 - 4)?

$2 = — 45 483 K¢,
41

potom

= 11368 K¢

o 14500 — 4\ 45483
var (i) =\ — 3500 4

nebo muzeme vypocitat i upraveny odhad rozptylu (16):

2.9\ 2
var(fi,) = (ﬁ) . 11368 = 9051 K&.

Vidime, ze v druhém piipadé (pii uziti podilového odhadu) dostaneme odhady

rozptylu mensi a tudiz i lepsi, i kdyz nejsou nestranné.
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3 Slozitéjsi metody vybéru

V této kapitole jsem nejvice ¢erpala z literatury [3], [7], a dale také z literatury
[4], [6], 8] a [9].

Vybér jednotek z populace miizeme provést bud piimo, aniz by ndm bréa-
nila jakakoli omezeni, coz jsme vyuzivali v kapitole 2, a nebo tak, Ze si populaci
rozdélime na veétsi ¢i mensi Casti, ze kterych pak jednotky vybirame. Zatimco
v predchozi kapitole mohla byt do vybéru zahrnuta jakakoli kombinace jedno-
Jde pritom o to, aby odhady ze vzniklych vybéria silné nenadhodnocovaly nebo
nepodhodnocovaly skutecnost. Z toho plyne, Ze pozadujeme, aby vznikly takové
vybéry, které povedou k malym vybérovym chybdm (rozptylim odhadu).
to stratifikovany vybér, skupinovy a systematicky vybér a nakonec vicestup-
novy vybér. U téchto metod po rozdéleni populace na nékolik dil¢ich subpo-
pulaci (podsouborti) bud proSetiujeme vSechny subpopulace nebo jen ndhodné
vybrané. K prosetieni mizeme vyuzivat vybér se stejnymi i nestejnymi pravdeé-
podobnostmi, poptipadé i jejich kombinaci. Budeme opét odhadovat populac¢ni

prumeéry a uhrny.

3.1 Stratifikovany vybér

Hlavni podstatou stratifikovaného vybeéru je rozdélit populaci do nékolika vrs-
tev (podsoubortt), které nazyvame strata nebo také oblasti. Vybéry jednotek jsou
pak délany samostatné z kazdé z téchto vrstev pomoci zvolené vybérové metody.
Jednotlivé oblasti se neprekryvaji, coz znamend, ze vybéry v jednotlivych vrst-
vach jsou nezavislé, a proto rozptyly odhadi jednotlivych vrstev mohou byt se-
¢teny, abychom ziskali rozptyl odhadu pro celou populaci. Principem ptitom je,
aby jednotky uvniti kazdé vrstvy si byly co nejvice podobné. Tim docilime, zZe
odhad popula¢niho priimeéru a thrnu bude pfesnéjsi. Naopak vrstvy navzajem

mohou byt naprosto odlisné.
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Divodt pro stratifikaci miize byt hned nékolik. Naptiklad rozdéleni geogra-
fické oblasti na podoblasti na zakladé néjaké znamé hodnoty, kterou mize byt
pudni typ nebo nadmoiska vyska. Ackoli by se mohlo c¢asto zdat, ze studované
uzemi je stejnorodé, rozdéleni do blokli pomitize zajistit, ze pfesnost odhadu se
v disledku snizeni variability zvysi, protoze se v podoblastech vétsinou vyskytuji
podobné jednotky z hlediska zvoleného statistického znaku a protoze provedeme
v kazdé podoblasti samostatny vybér. Dale stratifikovaného vybéru uzivame, po-
kud zndme odhad praméru (tthrnu) pro celou populaci a chceme znat diléi odhady
priamért (thrnid) jen nékterych oblasti, ze kterych se populace skladé, napf. prfi
politickém ¢lenéni na okresy, nebo lidska populace muze byt rozvrstvena na za-
kladé pohlavi, véku, socioekonomickych faktort, atd. Jak vidime, je ovsem vzdy
nutné mit néjakou doplnujici informaci o populaci, abychom byli schopni jednot-
livé jednotky zatadit do vrstev jesté predtim, nez provedeme vybeér.

Tedy populaci rozdélime do L vrstev a v kazdé vrstvé provedeme vybér pomoci
zvolené vybérové metody. Jak uz jsme tekli, vybéry z jednotlivych vrstev jsou
nezavislé. Potom v, je hodnota statistického znaku pro i-tou jednotku v h-té
vrstve. Celkovy pocet jednotek v h-té vrstvé znacime N;, a pocet jednotek ve
vybéru v této vrstvé je ny. Celkovy pocet jednotek v celé populaci je potom
N = Zﬁ:l N}, a celkovy rozsah vybéru n = 25:1 ny,. Uhrn y-ovych hodnot ve
vrstvé h je 1, = vazhl Yp; @ prumér pro tuto vrstvu je pp = 74 /Np,. Populaéni
thrn je tedy 7 = 25:1 7, a populaéni prumér y = 7/N. Jestlize uvnitt kazdé
vrstvy pouzijeme k prosetfeni prosty nahodny vybér, pak tuto metodu budeme

nazyvat stratifikovany nahodny vyber.

3.1.1 Odhadovani popula¢niho tthrnu a praméru s vyuzitim libovolné

vybérové metody

Predpokladame, ze uvniti kazdé vrstvy h doslo k pofizeni vybéru s, o ny
jednotkach s vyuzitim libovolné vybérové metody, a déale pak, ze kazda vrstva
h mé odhad 7, ktery je nestrannym odhadem popula¢niho tthrnu v h-té vrstvé

7, s ohledem na zvolenou metodu. Potom rozptyl odhadu 7, oznacime var(7,) a
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jeho nestranny odhad var (7).
Pak nestranny odhad celkového populacniho tthrnu 7 ziskdme jako soucet

odhadti 7;, pres vSechny vrstvy,

L
Tst = E Th-
h=1

Diky nezavislosti vybéri v jednotlivych vrstvach je rozptyl stratifikovaného od-

hadu roven souctu rozptyli odhadi v jednotlivych vrstvach,

var(Ty) = ar(y),

[]=
<
>

i
L

a nestranny odhad tohoto rozptylu je analogicky souctem vsech odhadt rozptylu

pres vSechny vrstvy,

—

var(7y) =

[]=
J
Q
=
—~
;:b
~—

i
L

Jelikoz plati = 7/N, pro stratifikovany odhad popula¢niho pruméru p ob-

drzime

Tst

/lst - ﬁ

Za predpokladu, ze vybéry v jednotlivych vrstvach jsou nezavislé, rozptyl odhadu

mizeme psat ve tvaru

. 1 .
var(fis) = mvar(Tst)
a jeho nestranny odhad je
—_— A 1 —_— A
var(fis) = mvar(Tst).
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3.1.2 Odhadovani popula¢niho thrnu a prumeéru s vyuzitim stratifi-

kovaného nahodného vybéru

Zde predpokladame, ze v kazdé vrstvé se provadi nezavisly prosty nahodny

vybér bez vraceni. Teorii tohoto vybéru jiz zname a tedy plati, ze

7h = NnGn
je nestrannym odhadem 7y, kde
1 np
Yn = o ; Yni (17)

je vybérovy primér pro h-tou vrstvu.

Nestranny odhad pro populac¢ni tthrn 7 je

L
7A_st: E Nhgh
h=1

a ma rozptyl ve tvaru

L 2

. o
var(Tg) = Z Nu(Np, — nh)—h,
h=1 "h

kde
1
2 2
Oh = N, —1 Z(yhi — M)

je konecny populacni rozptyl h-té vrstvy.

Nestranny odhad tohoto rozptylu odhadu 7, je ve tvaru

L 2
ToRE(A ) — _ )2k
var(7s) = Z Nu(Ny nh)nh7
h=1
kde
1
2 _ 2
Sh = nn— 1 (Yni — Un)

i=1



je vybérovy rozptyl pro h-tou vrstvu.
S vyuzitim stratifikovaného ndhodného vybéru se nestranny odhad populac-

niho priméru p nazyva stratifikovany vybérovy prumer,

L
_ 1 _
Ust = ; Ny, (18)

a jeho rozptyl je ve tvaru
L 2
_ Nh Nh — Np 0’2
var(jy) = Z (W) (7Nh > n—z (19)
h=

1
Nestranny odhad tohoto rozptylu je
L 2
. Ny, Ny —ny\ sy
st) = — — ] . 20
o) =30 (%) (Mn) (20)
3.1.3 Konfidené¢ni intervaly

Jestlize jsou rozsahy vybért ve vsech vrstvach dostatec¢né velké, potom pfi-

blizny 100(1 — «)% konfidenc¢ni interval pro popula¢ni hrn je stanoveny takto,

7A—St :i: U/l_% \/ W(%St)a

kde u,, je prislusny a-kvantil norméalniho normovaného rozdéleni. Pro populac¢ni

priameér je konfidenc¢ni interval dan vztahem

Ust £ Ur—sv var (Yst)-

Jak jiz vime z kapitoly 2.2, tak normélni normované rozdéleni uzijeme, pokud je
rozsah vybéru nejméné 50. Jestlize je rozsah vybéru mensi, aplikujeme Studentovo
t-rozdéleni o d stupnich volnosti, pficemz stupné volnosti ziskdme vypoctem z tzv.

Satterthwaitovy formule:

d= (; a;ﬁi) / [Z(ahsi)Z/(nh — 1)] s

h=1
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kde ap, = Ny (N, — ny)/ny,. Jestlize velikosti v8ech vrstev Ny, jsou stejné, vSechny
rozsahy vybérii n; jsou stejné a vSechny vybérové rozptyly s? jsou stejné, po-
tom pocet stupnu volnosti je (n — L). Satterthwaitova formule je zaloZena na

aproximaci rozdéleni souc¢tu vybérovych rozptylii majicich y2-rozdéleni.

3.1.4 Naklady a rozvrzeni vybéru do vrstev

Resime zde otazku, jak rozdélit celkovy rozsah vybéru n do jednotlivych vrs-
tev, jestlize to neni predem stanoveno. Jedina informace, ktera je v praxi vétsinou
dana, je pouze celkovy pocet jednotek ve vybéru n. Nejjednodussim piipadem je
predpokladat, Zze mame populaci slozenou z N jednotek a kazdé vrstva ma stejny
pocet jednotek N;, a tedy i stejny rozsah vybéru. Potom rozsah vybéru pro h-tou

vstvu je

n
np = —.

L

Jestlize jsou ale vrstvy odlisné velikosti, vyuzijeme tzv. proporciondlni rozvr-
Zent, jehoz podstatou je, ze rozsahy vybéru n; jsou tmeérné velikostem N;, pro
h=1,2,... L. Pokud tedy vrstva h ma N}, jednotek, potom rozsah vybéru v této
vrstvé bude

nNh
N

np =

Vyhodou tohoto rozvrzeni je, ze dava eficientni odhady populac¢niho primeéru
(thrnu), jestlize jsou vsechny koneéné popula¢ni rozptyly o7 stejné. Proporcio-
nalni rozvrzeni také zjednodusuje vzorce pro odhady i jejich rozptyly.

Schéma, které odhaduje popula¢ni primér a thrn s miniméalnim rozptylem
pro dany celkovy rozsah vybéru n pomoci stratifikovaného ndhodného vybéru,

nazyvame optimdlni rozvrzent,

TLNhUh

— % 21
S et Nuow, 2

np

kde za smérodatné odchylky o, pro jednotlivé vrstvy dosazujeme hodnoty znamé

vvvvvv
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Jinymi slovy je to takové rozvrzeni vybéru, které dava prednost vrstvam, v nichz
zkoumany znak vykazuje znac¢nou variabilitu. Cilem tohoto rozvrzeni je snizit
rozptyl odhadu oproti proporciondlnimu vybéru, tj. dosdhnout vétsi presnosti
odhadu.

V nékterych vybérovych situacich jsou nédklady na vybér, prosetieni a zpraco-
vani vybérové jednotky odlisné v kazdé vrstvé, at uz se to tyka penéz nebo cCasu.

Proto 1ze celkové néklady rozdélit na dil¢i a popsat linedrnim vztahem
C:CO+01H1+CQTL2+"‘+CLTLL,

kde ¢ jsou celkové néklady na Setfeni, ¢y jsou pevné rezijni naklady (nezavislé na
vysledném rozvrzeni) a ¢, jsou ndklady na pozorovanou jednotku v h-té vrstveé.
Potom pro celkové néaklady c¢ je nejnizsiho rozptylu dosazeno pomoci toho, ze
rozsah vybéru v h-té vrstvé je primo tmeérny velikosti vrstvy, variabilité zkou-
maného znaku ve vrstvé a nepfimo umérny odmocniné z jednotkovych nakladi,

tedy hodnoté vyrazu N0y, /+/c,. Pak muzeme psat

(¢ = co)Nnon//cn
S Nuowen

ny =

Tedy optimélni rozvrzeni znamena, ¢im vétsi a rtiznorodéjsi jednotlivé vrstvy
chceme, tim vétsi bude rozsah vybéru v nich, ale vétsi nédklady na prosetieni

budou naopak rozsah vybéru v dané vrstvé snizovat.

3.1.5 Poststratifikace

V nékterych situacich je lepsi nejdiive poridit vybeér, i kdyz byl ziskan napft.
prostym nadhodnym vybérem misto stratifikovaného vybéru, a poté klasifikovat
vybrané jednotky do vrstev a uzit stratifikované odhady. Naptiklad lidska popu-
lace muze byt po pofizeni vybéru prostym nadhodnym vybérem rozvrstvena dle
pohlavi. Rozdil oproti klasickému stratifikovanému vybéru je, ze u postratifikace
jsou rozsahy vybértu v jednotlivych vrstvach ni, no, ..., ny ndhodné veli¢iny.

Napriklad s vyuzitim proporcionalniho rozvrzeni ve stratifikovaném nahod-

ném vybéru je rozsah vybéru pro h-tou vrstvu pevny, n, = nN,/N, a rozptyl
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odhadu (19) se zjednodussi na tvar

L N—n& (N
var(ys) = — ~ | O
h=1

Pii poststratifikaci je vybrano n jednotek prostym ndhodnym vybérem z celé
populace, rozsah vybéru n;, v h-té vrstvé ma ocekavanou hodnotu nN, /N a tak
vysledny vybér sméruje k pribliznému proporcionalnimu rozvrzeni. Pti poststra-

tifikaci je rozptyl stratifikovaného odhadu g, (18) pfiblizné

L

L
_ NN—?’L Nh 9 1 N —n N—Nh 2
o)~ S () ot () X () e

h=1

a rozptyl odhadu 7y = N7 je var(7y) = N2var(ys). Prvni East vyrazu (22) je
rozptyl, ktery ziskame uzitim stratifikovaného prostého vybéru s proporcionalnim
rozvrzenim, a druhd ¢ast (22) je pii poststratifikaci do vyrazu piidana kvili
nadhodnym rozsahiim vybéru ve vrstvach.

Pro rozptyl odhadu, pomoci néhoz konstruujeme konfidenéni intervaly pro po-
pula¢ni primér s poststratifikovanymi daty ziskanymi prostym nahodnym vybeé-
rem, se doporucuje uzit standardni stratifikovanou metodu (20) spiSe nez rozptyl
odhadu z rovnice (22). Pfi poststratifikaci uréuje standardni vztah (20) podmi-
nény rozptyl odhadu 74 (19) za podminky danych (pevnych) rozsahtt vybért
ni,Na, ..., ng. Zatimco vztah (22) je nepodminény rozptyl odhadu g, protoze

zde jiz zahrnujeme nadhodnost ny,ns, ..., np.

Priklad 5.

V dobé sklizné psenice chceme ziskat pfiblizny priimér vinosu na m?. Psenice
je péstovana na 4 polich s riznou kvalitou piidy o celkové rozloze 60 000 m?.
Odebereme 30 vzorkiti (v gramech) zralé pSenice z ploch velkjch 1 m?. Vzorky
rozdélime mezi jednotliva pole dle proporcionalniho rozvrzeni. Pro vypoc¢ty mame

k dispozici tyto data:
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Pole (h) Rozloha (N;,) Primér. hmotnost vzorku (g,) Vybér. rozptyly (s?)

1 20 000 m? 230 g 300
2 18 000 m? 200 g 500
3 10 000 m? 150 g 200
4 12 000 m? 140 g 400

Nejprve uréime rozsah vybéru v jednotlivych vrstvach (pocet vzorkt) pomoci

proporcionélniho rozvrzeni (21):

nNh
Np = )

N

tedy ny = 10,ny = 9,n3 = 5,n4 = 6.

Potom odhadneme prumérny vynos pSenice na vSech polich s uzitim vztahu (18):

20000 - 230 + - - - + 12000 - 140
60000

ot = = 189.7 g/m”

a smérodatnou odchylku tohoto odhadu pomoci vztahu pro rozptyl (20):

_— 20000\ > /20000 — 10 300 12000\ % /12000 — 6 400
var(gs) = — +-+ —
60000 20000 10 60000 12000 6

— 12.08 g/m”.

Smérodatné odchylka je tedy 1/12.08 = 3.48 g/m2.

3.2 Skupinovy a systematicky vybér

Ackoli by se mohlo zdat, ze tyto dvé metody vybéru jsou naprosto odlisné,
protoze jedna shlukuje jednotky ve vybéru dohromady a druha je od sebe oddeé-
luje, presto ale maji stejnou strukturu. Podstatou téchto vybéri je, ze populaci
délime na primarni jednotky a kazda primarni jednotka sestava jesté z néko-
lika sekundarnich jednotek. U téchto vybéra je dtlezité si uvédomit, ze jakmile
bude jakakoli sekundarni jednotka z primarni jednotky zahrnuta do vybéru, po-
tom vSechny sekundarni jednotky v této primarni jednotce budou zahrnuty do

vybéru a prosetieny. I kdyby Setfeni probihalo na sekundarni jednotce, jsou to
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primarni jednotky, které jsou vybirany. Tedy v principu se mtizeme obejit bez
pojmu sekundarni jednotky, pokud na primarni jednotky budeme pohlizet jako
na vybrané jednotky a budeme prosetfovat vsechny jejich y-ové hodnoty. Potom
vSechny vlastnosti odhadi mtizeme dostat na zakladé metody, pomoci niz byl
vybér primarnich jednotek ziskan.

U systematického vybéru neni neobvyklé mit rozsah vybéru 1, potom mlu-
vime o jediné primarni jednotce. Tento systematicky vybér s jednou startovaci
jednotkou vyuziva hodné prizkumi, je totiz jednodussi z hlediska provedeni a
z hlediska nakladt levnéjsi. Princip je, ze jednotky v populaci sefadime zcela na-
hodné (nezavislé na predmétu Setfeni). Potom stanovime krok, kterym budeme
vybirat jednotky (sekundérni) ve stejné vzdalenosti od sebe. Ndhodné také vybe-
reme startovaci jednotku, u které systematicky vybér zapocne a ktera bude také
do vybéru zahrnuta. Naptiklad vybér kazdého ¢tvrtého bytu v panelovém domé se
startovaci jednotkou bytem ¢. 2. Z vybéru o rozsahu 1 je mozné ziskat nestranné
odhady populac¢niho priiméru nebo thrnu, ale neni mozné ziskat nestranny od-
had jejich rozptylu. Uziti systematic¢nosti navic vede k vétsim rozptyltim, nez
kdybychom uzili prosty nahodny vybeér.

U skupinového vybéru muize byt cela populace rozdélena do mensich ¢i vétsich
skupin (primérni jednotky) a vybirdme tedy celé skupiny nikoli jednotlivé prvky,
jak jiz bylo Teceno. Sekundarni jednotky uvniti primarni jednotky jsou obvykle
v tésné blizkosti mezi sebou a v prostorovém usporadani se jevi jako dlouhé a tizké
pasy navzajem sousednich jednotek. Tohoto usporadani bude zejména vyuzito
u populaci s velkym poétem jednotek (tisice az statisice). Skupinami jednotek
mohou byt napt. rodiny, skoly nebo plochy ptdy atd.

Divodi, proc zvolit skupinovy vybér, mize byt nékolik, napt. kvili finanénim
a Casovym usporam. Pokud prosSetiujeme na rozlehlém tzemi, kde je rozptyle-
nost velkého poctu jednotek (napf. osob), pak casové a finan¢éné tspornéjsi bude
soustfedit tyto jednotky do mensich skupin (napf. obci) a proSetfit tak celou

vybranou skupinu nez kazdou vybranou jednotku zv1ast.
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Velikost skupiny miize slouzit jako pomocné informace, ktera mtze byt vyu-
Zita bud pfi vybéru skupin s nestejnymi pravdépodobnostmi nebo pii vytvareni
podilového odhadu. Velikost a tvar skupin muze ovlivnit eficienci (vydatnost)
odhadu. Protoze je kazda sekundarni jednotka uvniti primarni jednotky pozo-
rovana, ¢ili variabilita uvnitt primarni jednotky nemé vliv na rozptyly odhadi,
pak zakladnim principem je ziskat co nejmensi rozptyl odhadd popula¢niho pri-
méru a thrnu (co nejpresnéjsi odhady) tak, ze bud populaci rozdélime do skupin,
které si jsou co nejvice podobné a jednotky uvnitt kazdé skupiny jsou co nejvice
odlisné, a nebo se snazime rozdeélit populaci do priblizné velkych skupin.

Pocet primarnich jednotek v populaci oznac¢ime N a pocet primarnich jedno-
tek ve vybéru oznacime n. M; je pocet sekundéarnich jednotek v i-té priméarni jed-
notce. Celkovy pocet sekundarnich jednotek v populaci pak bude M = Zf\; M;.
Potom y;; je hodnota j-té sekundarni jednotky v i-té primarni jednotce, ktera
nés zajima. Uhrn y-ov§ch hodnot v i-té primarni jednotce vypocitdme jako
Y = Zj\i’l yi;. Populacni tthrn ziskame jako 7 = S Zj\i’l yi; = SN yi. Po-
pulaéni priamér pro primarni jednotky je p; = 7/N a pro sekundarni jednotky

w=T/M.

3.2.1 Primarni jednotky vybrané prostym nahodnym vybérem

Nestranny odhad
Pokud jsou primarni jednotky vybrany prostym nahodnym vybérem bez vra-

ceni, je nestranny odhad popula¢niho thrnu roven
N n
T=— ; = Ny, 23
D vi=NF (23)

kde y = (1/n) > 7" | y; je vybérovy pramér thrnd primarnich jednotek.
Rozptyl tohoto odhadu je

o2
var(7) = N(N —n)—,
n
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kde 02 je kone¢ny popula¢ni rozptyl tthrnti primérnich jednotek y;,

s = Z(yz - 7). (25)

Tyto vypocty jsou znamé z teorie prostého ndhodného vybéru, proto odhady
popula¢niho primeéru obdrzime analogicky. Nestranny odhad populac¢niho pri-
méru primarnich jednotek p; je y = 7/N a nestranny odhad popula¢niho pru-
méru sekundarnich jednotek p je ft = 7 /M. Rozptyl ¢ je var(y) = (1/N?)var(7)
a rozptyl fi je var(jt) = (1/M?*)var(7). Odhady rozptylt ziskdme obdobné, a to
podélenim odhadu rozptylu 7 konstantou N? nebo M?2.

Podilovy odhad
Podilovy odhad zaloZeny na velikosti skupiny nemusi byt nestranny, zvIast
jestlize existuje silna korelace mezi thrnem primarnich jednotek y; a velikosti té

1-té priméarni jednotky M;. Podilovy odhad populac¢niho tthrnu je
T, =1rM,
kde r je vybérovy podil

Z?:1 Yi

r =

B Z:‘L:l Mi'

Podilovy odhad 7, sice neni nestrannym odhadem, ale jeho smérodatna od-

chylka byva pro velky rozsah vybéru relativné mald a tudiz stfedni kvadraticka
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chyba miize byt mensi nez pro nestranny odhad, pokud je vztah mezi y; a M;
dany primou timérnosti.

Priblizny vztah pro stfedni kvadratickou chybu nebo také pro rozptyl podilo-
vého odhadu je

var(f,) ~ NN =n) Z(yl — Mip)?. (26)

Odhad tohoto rozptylu je pak dan vztahem

AN N(N —n) - 2
var(7,) = n—1) Z(yi —rM;)

nebo pomoci upraveného odhadu

_ Mo\
var(7,) = <m) var(7,).

Pro odhadovéni popula¢niho priméru primarnich jednotek j; bude mit podi-
lovy odhad tvar fi;, = 7./N a rozptyl tohoto odhadu ziskdme vydélenim vztahu
(26) konstantou N2. K odhadovani popula¢niho préméru u pro sekundéarni jed-
notky bude podilovy odhad ve tvaru fi,. = 7,,/M = r, pro ktery se pak rozptyl
vyjadii podélenim vztahu (26) konstantou M?2.

3.2.2 Primarni jednotky vybrané pomoci vybéru s nestejnymi prav-

dépodobnostmi

Predpokladame zde, Ze primarni jednotky jsou vybrany pomoci vybérovych
pravdépodobnosti tmérnych k rozsahu primarnich jednotek (skupin), tj. p; =
M; /M. Samoziejmé podminkou je znalost rozsahu vSech skupin jesté pred prova-
dénim samotného vybéru. Prednosti vybért s nestejnymi pravdépodobnostmi je,
ze davaji nestranné odhady, které se snadnéji pocitaji, a ze odstranuji nepiiznivy
vliv nestejné velikosti skupin. Eficience bude obecné vyssi nez u predchozich od-
hadt (konkrétné bude tim vétsi, ¢im méné se budou priuméry nebo thrny skupin
lisit).
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Moznym zpusobem, jak provést tuto metodu, je vybrat n sekundarnich jed-
notek z jejich celkového poc¢tu M v populaci uzitim prostého ndhodného vybéru
s vracenim, coz znamena, ze primarni jednotka bude vybrana pokazdé, kdy jsou

vybrany jeji sekundarni jednotky.

Hansen—Hurwitztv odhad
Nestranny odhad populac¢niho thrnu s uzitim pravdépodobnosti timérnych
k rozsahu (velikosti) primarnich jednotek pii vybéru s vracenim, zaloZeny na

Hansen—Hurwitzové odhadu, je roven

M i
%,,:WZ%.

Pritom kazdé pozorovani je zahrnuto do souctu tolikrat, kolikrat byla jeho pri-

maéarni jednotka vybrana. Rozptyl tohoto odhadu je dan jako

var(7,) = M Z M;(g; — 1),

n

kde y; = y;/M;. Nakonec nestranny odhad tohoto rozptylu je

. M? o 2
var(7,) = m izl(yz‘ — 1p)”,
pro fip = 7p/M.
Odhad fi, je nestrannym pro popula¢ni prameér sekundarnich jednotek p pii
uziti pravdépodobnosti tmérnych k rozsahu, zatimco /i, = 7,/N je nestrannym
odhadem pro populacni priimér primarnich jednotek. Vztahy pro rozptyly téchto

odhadi ziskdme opét tak, Ze rozptyl pro 7, podé&lime konstantami M? nebo N2.

Horvitz—Thompsontiv odhad
Horvitz—Thompsontv odhad muze byt pocitan pro tuto metodu (pii vybéru
s vracenim) s uzitim pravdépodobnosti zahrnuti primarni jednotky do vybéru,
mi=1—(1-p)"
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a pravdépodobnosti spolecného zahrnuti jednotek 7 a 7,
My =m+ = [1 = (1= pi = p;)"];

zalozenych na pravdépodobnostech vybéru i-té jednotky p; = M; /M.

Horvitz—Thompsoniiv odhad pro populac¢ni tthrn je potom

14
A Yi
Te = 7'('_’

i=1 !

kde v je pocet odlisnych primérnich jednotek ve vybéru. Vypocet rozptylu pro
tento odhad je uveden v kapitole 2.3.2.

Priklad 6.

Zkoumanou populaci 100 studentt (sekundarni jednotky) rozdélime do 10 skupin
(primarni jednotky) podle skol, na kterych studuji. Prostym ndhodnym vybérem
vybereme 3 skupiny studentti. Bude nas zajimat odhad celkového poc¢tu aktivnich
SIM karet v této populaci a jeho smérodatna odchylka, pricemz zjisténé hodnoty
ve vybranych skupinéch jsou: M; =10ay; =12, Mo =10ay; =9 a M3 =10 a
ys = 195.

Celkovy pocet SIM karet ve zkoumané populaci odhadneme pomoci vztahu (23):

10
= (12+9+15) = 120.

Vybérovy rozptyl celkového poctu SIM karet ve skupindch (25) je

1
§2 = 1 (12 —12)* + (9 — 12)> + (15 — 12)*] =9,

kde y = (1/n) Y"1, yi = 1/3(12 4+ 9 + 15) = 12. Pomoci vybérového rozptylu jiz

miizeme odhadnout rozptyl celkového poctu SIM karet uzitim vztahu (24),
. 9
var(7) = 10(10 — 3)§ = 210,

a z né€j vypocitat smérodatnou odchylku /210 = 14.
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3.3 Vicestupnovy vybér

Podstatou tohoto vybéru je, ze v ”prvnim stupni” jsou vybrany primérni jed-
notky (skupiny), ve kterych v8ak nejsou prosetieny vsechny jejich sekundarni
jednotky, jak tomu bylo u predchoziho vybéru, ale pouze nékolik nahodné vybra-
nych jednotek. V tomto pripadé mluvime o dvoustupniovém vybéru. Znamena to,
Ze misto presné zjisténého thrnu primarnich jednotek (skupin) budeme mit k dis-
pozici pouze jeho odhad sestrojeny z jednotek vybranych na ”druhém stupni”.
Ale na druhé strané nam tento vybérovy postup dovoli pouzit i velké skupiny a
v nich vybrat pomérné maly pocet jednotek. Kdybychom pokracovali dal, vybi-
rali bychom terciarni jednotky z kazdé vybrané sekundarni jednotky, coz by byl
tristupnovy vybér. Obecné tak pro vyssi fad mluvime o vicestupniovém vybéru.

Vicestupnovy vybér je uzivan v praxi u populaci slozenych z velkého poctu
jednotek (az tfeba z nékolika miliént). U takto velkych populaci bychom pii uziti
predchozich vybéria mohli narazit na znac¢né problémy. Pokud bychom vzali jako
populaci pocet obyvatel v Ceské republice a méli z néj vybrat mensi pocet osob,
tak pii stratifikaci by zjistovani tidaji o vybranych osobéach bylo velmi nakladné
pri jejich rozptylenosti na tak rozlehlém tzemi. Nebo pfi uziti skupinového uspo-
fadani by mohly napt. domacnosti predstavovat prilis malé skupiny a okresy na
druhou stranu prilis velké a variabilni skupiny.

Dvoustupnového vybéru mizeme v praxi uzit tfeba i k ziskani vybéru ulo-
venych ryb v néjaké rybatrské oblasti, kde je lepsi nejdiive vybrat lodé a poté
vybrat ulovené ryby z kazdé vybrané lodé. Nebo k ziskani vybéru rostlin urci-
tého druhu je vhodné nejdiive vybrat pozemky a potom z kazdého vybraného
pozemku udélat vybér rostlin.

Oznacime N jako pocet primarnich jednotek v populaci a M; jako pocet sekun-
darnich jednotek v i-té primarni jednotce. Potom y;; je hodnota j-té sekundarni
jednotky v i-té primarni jednotce. Uhrn y-ov§ch hodnot v i-té primarni jednotce
je vy = Z;w:ll y;j. Prameér pro sekundéarni jednotky v i-té primarni jednotce je
w; = y;/M;. Populacni tthrn je 7 = Zf\;l Z;w:ll v;;. Popula¢ni pramér primér-

nich jednotek je py = 7/N, zatimco populaéni pramér sekundarnich jednotek je
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w=T1/M,kde M = Zfil M; je celkovy pocet sekundarnich jednotek v populaci.
Déle budeme uvazovat (pokud nebude uvedeno jinak) dvoustupiiovy vybér.

Odvozeni pro vicestupnovy by pak probihalo analogicky.

3.3.1 Prosty nahodny vybér v kazdém stupni

Uvazujme dvoustuptiovy vybér s uzitim prostého ndhodného vybéru v kaz-
dém stupni. V prvnim stupni vybereme n primarnich jednotek pomoci prostého
nadhodného vybéru bez vraceni. V druhém stupni z i-té primarni jednotky zis-
kame opét prostym nahodnym vybérem bez vraceni m; sekundarnich jednotek,
prot=1,2,...,n.

Na rozdil od skupinovych vybért se u dvoustuptiovych vybéra provadéji témér
vzdy jen odhady thrnu pro kazdou vybranou priméarni jednotku a odhady celko-

vého tthrnu.

Nestranny odhad
Protoze je ve druhém stupni uzit prosty ndhodny vybér, pak nestranny odhad

thrnu pro i-tou primarni jednotku ve vybéru je

1 .

M;
) = — i = My, 27
j m,;yg 7 (27)

kde g; = (1/my) 3 7% vij = /M. A jelikoz je prosty nahodny vybér uzit i

v prvnim stupni, je nestranny odhad popula¢niho thrnu
. N,
F== g (28)

Rozptyl T je

2 N o?
i=1 i
kde
1 N
2 2
o, = m g (yi - ,Ul) (30)



je populacni rozptyl znacici variabilitu mezi jednotlivymi vybranymi primarnimi

jednotkami a

M
1 1
2 E 2
al ]\4’Z o 1 = (yZ] lul) (3 )

je populacni rozptyl znacici variabilitu vybranych sekundarnich jednotek uvnit¥
1-té primarni jednotky proi =1,2,..., N.

Vsimnéme si, ze rozptyl (29) se skldda ze dvou slozek. Prvni je rovna rozptylu,
ktery bychom obdrzeli, kdyby byly u kazdé primarni jednotky vybrany vsechny
jednotky sekundarni. Tato slozka bude tedy tim vétsi, ¢im vétsi bude variabilita
hodnot y; a ¢im méné primarnich jednotek vybereme. Druha slozka prameni
z toho, ze se vybrané primarni jednotky neprosetiuji celé a tudiz se hodnoty
y; odhaduji na zékladé podvybéru sekundarnich jednotek. Tato slozka bude tim
vetsi, ¢im veétsi bude variabilita hodnot y;; a ¢im méné se sekundarnich jednotek
vybere.

Celkovou variabilitu vybranych sekundarnich jednotek nam tedy tvofi varia-
bilita mezi a uvnitf vybranych primarnich jednotek. Tedy rozptyly (30) a (31) se
nemohou ménit nezavisle, protoze zvétseni jednoho zpiisobi zmenseni druhého a
naopak. To znamena, ze pokud vytvorime vnitiné stejnorodé primarni jednotky,
pak z nich sice miizeme vybirat pomérné malo sekundarnich jednotek, ale jelikoz
jsou primarni jednotky mezi sebou odlisné, tak musime na druhou stranu téchto
primarnich jednotek vybrat vice.

Nestranny odhad rozptylu 7 ziskdme nahrazenim populac¢nich rozptyli vybeé-

rovymi rozptyly, jinak vse zlistava stejné, tedy

aar(?) = NV -2 NS a0, -y % (32)
var(7) = —-—Nn)— + — iy — My ) —,
n ni:l m;
kde
2= LSy (33)
v n—14<



57 = .1 Z(yij — i) (34)

a plati i = (1/n) 320, 4.

Odhady populacnich primért pak uz dopocitdme snadno. Nestrannym od-
hadem popula¢niho priméru primarnich jednotek je ji; = 7/N, jehoz rozptyl
ziskdme vydélenim vztahu (32) konstantou N2, a nestranny odhad popula¢niho
pruméru sekundéarnich jednotek je i = 7/M, jehoz rozptyl ziskdme obdobné vy-

délenim vztahu (32) konstantou M?.

Podilovy odhad
Podilovy odhad popula¢niho thrnu je opét zalozen na velikosti skupin ¢ili na

rozsahu primarnich jednotek a ma tvar
T, = 1M,
kde

Z?:l Yi '
Z?:l M;

Stredni kvadratickd chyba nebo také rozptyl tohoto odhadu je dan ptiblizné

r =

vztahem
. N(N —n) s N o?
var(7,) & n(N —1) Z(yz Mip)* + — Z M;(M; — mz)E

a odhad tohoto rozptylu je

Tp) A —— " )i — Mir)™ + — » .M;(M; —m;)—
) gy D M+ 3 A mi)

Odhady pro popula¢ni prameéry p; a p jsou jiy, = 7./N a ji, = 7./M = 7,
jejichz rozptyly ziskdme op&t vydélenim rozptylu odhadu 7, konstantami N? nebo

M2,
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3.3.2 Vybéry primarnich jednotek s pravdépodobnostmi tmérnymi

jejich rozsahu

Vybéry se stejnymi pravdépodobnostmi na obou stupnich nejsou vsak z hle-
diska vydatnosti odhadu ve vsech pfipadech vhodné, zvlasté tehdy, jsou-li vy-
brané primarni jednotky prili§ velké a znac¢né variabilni. Proto uzivame v téchto
pripadech vybéry primarnich jednotek s pravdépodobnostmi timérnymi jejich
velikostem (poc¢tu sekundarnich jednotek). Budeme ptedpokladat, ze v prvnim
stupni jsou jednotky vybrany s vracenim pomoci pravdépodobnosti timérnych
rozsahu. Pak v kazdé vybrané primarni jednotce se provede vybér stanoveného
poctu sekundarnich jednotek nezavisle na tom, jestli uz byla primarni jednotka
vybrana diive, a které sekundarni jednotky z ni jiz byly pfi té ptilezitosti vybrany
a zahrnuty do vybéru. To znamena, ze kazda sekundarni jednotka se miize ve vy-
béru objevit vice nez jedenkrat. Prestoze vlastni prosetieni nékolikrat vybrané
sekundarni jednotky se provede jen jednou, pfi vypoctu odhadu ji zahrneme do
vybéru tolikrat, kolikrat byla vybrana.

Pokud pouzijeme tuto metodu, pak nestranny odhad populac¢niho tthrnu je

. M&G G M
Tp:;;]:\g/[—i:;;yh

kde y; = (1/m;) 2721 Yi; je vybérovy primér uvniti i-té primarni jednotky ve
V}'fbéru a QZ = Mzgz
Rozptyl je roven

M.
M M M; —m; -
Tp) = — M;(pi — 1) + — — i — Hi)?
var(7,) = — ;1 (s = p)™ + — ;1 L = 1) jEl(yJ 4:)

kde i, = 7,/ M.
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3.3.3 Vicestupniovy vybér s vracenim

Vsimnéme si, ze pii odhadovani rozptylu jsme v podkapitole 3.3.2 dostali po-
nékud jednodussi vzorce, protoze jsme v prvim stupni uzili vybér s vracenim,
ktery je spojen s jednodussi teorii odhadu a nevede k vyraznéjsimu snizeni pres-
nosti odhadu. Ve skutecnosti je ale odhadovani rozptylu stejné jednoduché pro
kazdy vicestupnovy vybér, ve kterém jsou primarni jednotky tazeny postupné
s vracenim se znamymi pravdépodobnostmi vybéru p;. Podvybéry mezi jednotli-
vymi primarnimi jednotkami jsou nezavislé a nestranny odhad thrnu g; vypoci-
tame pro kazdou vybranou priméarni jednotku 7. Pak nestranny odhad populac-
niho thrnu 7 je

R

= ; o

kde g; = M,;y;, coz vime z pokapitoly 3.3.2, a p; = M;/M.
Nestranny odhad rozptylu tohoto odhadu je potom

. 1 n gz X 2
W@p)—n(n_l);(pi )

Tento vztah plyne z nezavislosti vybért s vracenim v jednotlivych primarnich
jednotkach. Jednoduchost tohoto vztahu pritom nezavisi na poctu stupni ve

vybéru, ale na tom, jakou metodu jsme v jakém stupni zvolili.

3.3.4 Naklady a rozsah vybéru

Vyhodou dvoustupnového vybéru je, ze umi vyhovét castym pozadavkim
z praxe, aby Setfeni bylo omezeno na co nejmensi pocet vybranych primarnich
jednotek a v nich aby bylo provedeno na stejném poc¢tu vybranych sekundarnich
jednotek. Budeme tedy uvazovat nestranny odhad 7 s prostym nahodnym vy-
bérem n primarnich jednotek a prostym nahodnym vybérem m; sekundarnich
jednotek z kazdé vybrané i-té primarni jednotky. Pro zjednoduseni budeme déle

uvazovat, ze viechny primérni jednotky jsou stejného rozsahu, tj. M; = M pro
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kazdé 1, a ze rozsah podvybéru kazdé vybrané priméarni jednotky je m sekundar-
nich jednotek.
Predpokladame, ze primérné naklady vybéru jsou popsany touto nakladovou

funkei
C =co+ cin+ conm,

kde C znadi celkové naklady na Setfeni, ¢y pevné rezijni néklady, ¢; nadklady na
vybér primarnich jednotek a cy naklady na vybér sekundarnich jednotek. Pocet
sekundarnich jednotek ve vybéru je nm. Pro pevné celkové ndklady C' ziskame

nejmensi hodnotu rozptylu odhadu 7 s rozsahem podvybéru

102,
m —= —
o cs(0f — o /M)’

kde o? je priimérny rozptyl mezi primarnimi jednotkami,

Zz‘]\;(ﬂi - M)Q
N -1 ’

ot =

a 02 je primérny rozptyl uvnitt priméarnich jednotek,

N
o _ 1§ 2
Ow = o;.
i=1

Pokud o7 neni vétsi nez o2 /M, lze aplikovat piimo mgy, = M. Kdyz uzijeme

optiméalni rozsah podvybéru my,, pak pro n z nadkladové rovnice dostaneme

n=(C—cy)/(c1+ camept).

Priklad 7.
Chceme odhadnout celkovy pocet ulovenych ryb v urcité rybarské oblasti. V této
oblasti se pohybuje 10 rybafskych lodi (primarni jednotky) a kazdd ma 5 siti

(sekundarni jednotky). Prostym nadhodnym vybérem vybereme v prvnim stupni
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2 lodé a ve druhém stupni 3 sité z kazdé vybrané lodi. Pocet ulovenych ryb na

prvni lodi je 8, 7, 3 a na druhé lodi je 5, 12 a 8.

Nejdiive musime vypocitat odhady na kazdé lodi zvlast pomoci vztahu (27). Na

prvni lodi je tedy odhad celkového poc¢tu ulovenych ryb
. 5
1= g(8+7+3) =30
a na druhé lodi je
. 5
Uy = §(5+12+8) =42.

Poté uzitim vztahu (28) odhadneme celkovy pocet ulovenych ryb v celé oblasti:

10
- (30 + 42) = 360.

7’;

Déle zjistime smérodatnou odchylku tohoto odhadu. Nejdiive vypocitame varia-

bilitu mezi vybranymi lodémi (33):

1
s2 = 71 [(30 —36)% + (42 — 36)*] = 72,

kde fi; = 7/N = 360/10 = 36. Pak variabilitu vybranych siti v kazdé vybrané
lodi (34):

sfzg%l[(8—6)2+(7—6)2+(3—6)2] =7,

pro g1 = 41/M; =30/5=6 a

1
s5 = - [(5—8.4)" + (12 — 8.4)* + (8 — 8.4)*] =12,

kde gg = gQ/MQ = 30/5 = 8.4.

Nyni uz mtzeme odhadnout rozptyl celkového poétu ulovenych ryb (32):

- 72 10 7 12
var(7) = 10(10 — 2)3 + > 5(5 — 3)5 +5(5 — 3)? = 3195

a jeho smérodatna odchylka je /3195 = 57.
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4 Prakticka ukazka

Ukolem je zjistit primérnou nezaméstnanost ve fiktivni populaci pomoci pros-
tého nahodného vybeéru a stratifikovaného vybéru a nasledné tyto metody porov-
nat.

Na prilozeném CD mame k dispozici redlna data z Vybérového setieni pra-
covnich sil z Ceského statistického tfadu. Jedna se o fiktivni populaci, ktera se
sklada z N = 58205 osob z rtznych obci. Jednotlivé osoby jsou popsany svym
pohlavim, vékem, nejvyssim dosazenym vzdélanim a ekonomickou aktivitou. Nas
bude zajimat ekonomicka aktivita jednotlivych osob.

Jako prvni si zvolime rozsah vybéru. V praxi se nejcastéji voli 1%-ni vybér
z celé populace. Ale samoziejmé zalezi na tom, jak presné vysledky pozaduji
a kolik penéz na Setfeni mam k dispozici. My si zvolime vétsi vybér pro vétsi
presnost odhadit a mensi vybérové chyby, a to 5 000 osob.

Cely vypocet provadime pomoci statistického softwaru R (www.r-project.org),
jehoz zdrojovy kod je na prilozeném CD. Nejdfive prostym nadhodnym vybérem
vybereme n = 5000 osob z celé populace, na kterych se bude provadét Setreni.
Z tohoto vzorku pak pomoci vztahu (2) odhadneme primérnou nezaméstanost
pro celou populaci g, kde je y; = 1, pokud je do vybéru zahrnuta nezaméstnana
osoba, jinak y; = 0. To vSe opakujeme na padesati riznych vybérech. Vysledky
jsou uvedeny v tabulce.

Daéle odhadneme opét primeérnou nezaméstanost na vybraném vzorku n =
5000 osob, ale pomoci stratifikovaného vybéru. U této metody je ovSsem postup
kovy pocet muzti N; = 27816 a celkovy pocet zen Ny = 30389. Rozsah vybéru
z obou vrstvev uréime proporciondlnim rozvrzenim (21) a ziskdme pocet muzu
ve vybéru n; = 2389 a pocet zen ve vybéru ny, = 2611. Dale uz miizeme urcit
prumérnou nezaméstnanost v jednotlivych vrstvach pomoci vztahu (17), kde je
yn: = 1, pokud je do vybéru zahrnuta nezaméstnana osoba, jinak y,; = 0. A nako-
nec odhadneme primérnou nezaméstanost pro celou populaci gy vztahem (18).

Cely postup opét opakujeme pro padesat riznych vybéra. Vysledky jsou uvedeny
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v tabulce.

Cislo | Odhad § | Odhad g || Cislo | Odhad § | Odhad g
vybéru v % v % vibéru v % v %
1 3.28 3.240 26 3.44 3.679
2 2.70 3.600 27 3.24 3.320
&) 3.06 R 28 3.20 3.499
4 2.80 3.439 29 3.32 3.239
) 3.10 3.099 30 3.18 2.959
6 3.48 3.500 31 3.36 2.999
7 3.48 3.719 32 3.32 3.540
8 3.50 2.979 33 3.12 3.140
9 3.94 3.260 34 3.10 3.219
10 3.30 3.219 35 3.00 3.099
11 3.10 3.460 36 3.62 3.259
12 3.38 3.099 37 3.26 2.859
13 3.14 3.240 38 3.08 3.279
14 3.10 3.559 39 3.02 3.220
15 3.12 3.219 40 3.36 3.280
16 3.62 3.399 41 3.34 3.420
17 2.88 3.420 42 3.12 3.160
18 3.46 3.679 43 3.42 3.099
19 3.16 3.359 44 3.30 3.479
20 3.14 3.479 45 3.46 3.619
21 3.40 2.979 46 2.78 3.360
22 3.42 3.460 47 3.40 2.799
23 3.40 3.700 48 3.18 3.059
24 2.76 3.299 49 3.58 3.160
25 3.14 3.240 50 3.54 3.200

Tab.: Odhadnuta prumérna nezaméstanost pro obé metody vybéru

Pro srovnani uvedeme skutecnou hodnotu primeérné nezaméstnanosti v celé
populaci pomoci vztahu (1). Protoze celkovy pocet nezaméstnanych v celé popu-
laci je 1 894 osob, ¢ini primérnd nezaméstanost v celé populaci p = 3.254 %.

Nakonec vysledky z tabulky promitneme do grafu pro porovnani obou metod
vybéru. Pouzijeme boxplot neboli krabicovy graf.

Boxplot zobrazuje data ve tvaru obdélniku a dvou tusecek, které z néj vy-
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bihaji. Obdélnik obsahuje 50 % dat a uprostied je rozdélen medidnem Zg 5 pro
symetricky rozlozené hodnoty. Jeho dolni hrana je uréena dolnim kvartilem Zg o5
a jeho horni hrana hornim kvartilem z75. Délka obdélniku neboli kvartilové
rozpéti (o5 — To.25) ndm ukazuje stupet variability daného souboru. Hodnoty
lezici na tiseckach jsou od dolniho (horniho) kvartilu vzdaleny nejvyse 1,5nasobek
kvartilového rozpéti, na koncich tisecek tedy lezi minimalni a maximalni hodnoty
souboru. Hodnoty, které jsou vétsi nez horni kvartil (respektive mensi nez dolni
kvartil) o vice jak 1,5ndsobek kvartilového rozpéti, jsou tzv. odlehld pozorovani

a jsou vyznacovany jako izolované body.
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Obr. Srovnani obou metod vybéru pomoci boxplotu

V nasem ptipadé mizeme vidét, ze mediany u obou metod jsou si skoro rovny,
ale ze stratifikovany vybér je méné variabilni, a tedy dava i presnéjsi odhady. To
se déje, pokud je stratifikace pro feseny problém vhodné zvolena. Tak je tomu
opravdu i v tomto pfipadé, nebot nezaméstnanost se chova jinak u muzi nez

u zen.
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Zavér

Psani této prace mi dalo moznost prohloubit si znalosti v oblasti statistiky,
ktera je vyuzitelna v praxi, coz je urcité nejen pro mé, ale i pro ¢tenare, velkym
prinosem. Popsala jsem, jaké druhy statistického Setieni se v praxi pouzivaji, a
dale pak konkrétné vybérova setteni, kterym je vénovana vétsina diplomové prace.
Jsou zde vysvétleny jednotlivé metody vybérovych Setieni od nejzakladnéjsich az
po ty slozitéjsi.

Ted uz vime, Ze podle presnosti vysledki, jakou zadavatel Setfeni pozaduje,
stanovime rozsah vybéru, abychom ziskali mensi vybérové chyby. Ale také zalezi
na finanénich prostfedcich, které mame pro Setfeni k dispozici. Cim vétsi bude
rozsah vybéru nebo slozitost (obtiZznost) Setfeni, tim samoziejmé nékladnéjsi set-
feni bude. Dalsim tskalim mohou byt nekvalitni a mélo provereni tazatelé, kteri
mohou podavat zkreslené informace o prosetfovanych jednotkach, coz vede k ne-
presnym vysledktim.

Diky této préaci jsem se také naucila pracovat se statistickym softwarem R,
pomoci néhoz mizeme docela snadno fesit konkrétni situace, které se dané pro-
blematiky tykaji, a to i pokud mame velké mnozstvi dat.

Doufam, ze tato prace pomiize ¢tenaitim lépe pochopit problematiku vybéro-
vych Setfeni a jejich uziti v praxi. A véfim, ze i pro mé bude pfinosem v budoucim

Zivote.

o6



Literatura

Cermak, V., Vrabec, M.: Teorie vybérovych $etieni, ¢ast 1., VSE Praha, 1999
Cermak, V., Vrabec, M.: Teorie vybérovych $etieni, ¢ast 2., VSE Praha, 1998
Cermak, V., Vrabec, M.: Teorie vybérovych Setieni, ¢ast 3., VSE Praha, 1999

Cermak, V., Vrabec, M.: Teorie vybérovych etfeni, sbirka tiloh, VSE Praha,
2003

Dupac, V., Hajek, J.: Pravdépodobnost ve védé a technice, Nakladatelstvi
Ceskoslovenské akademie véd, Praha, 1962

Hajek, J.: Teorie pravdépodobnostniho vybéru s aplikacemi na vybérova
Setieni, Nakladatelstvi Ceskoslovenské akademie véd, Praha, 1960

Thompson, S., K.: Sampling, second edition, A Wiley-Intercience Publi-
cation, New York, 2002

Vorlickova, D.: Vybéry z konec¢nych souborti, Univerzita Karlova, Praha,
1985

Vytlacil, J.: Vybérova Setfeni v praxi, SEVT, Praha, 1969

57



