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ANOTACE

V praci je popsan a odvozen nevlastni Riendanmtegral prvniho a
druhého druhu, jsou zde ukazany metody vedoucipkdty techto integrat,
piipadré ke zji¥ovani jejich konvergence. Druliast obsahujéesSené fiklady

S popisem postupul.

ABSTRACT

At this work there are described and derived trat ind the second type
improper integral, there are showed a methods whms to solve these of
Riemann’s improper integral, possibly to findingt dloeir convergence. The
second part of this work contains the solution bé texamples and the

description of the process.
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1. Uvod

ProtoZze jsem sefip studiu matematické analyzy nesetkal s ucelenyriete,
tykajicim se nevlastniho integralu, rozhodl jsem teenuto tématu &novat svoji

bakal&skou praci.

Pokusim se na zakladpopisu konstrukce Riemannova integralu, nasledném
definovani nevlastniho integrélu, shrnutim metoddoueich k vypétu nevlastnich
integrah prvniho a druhého druhu a pouzitigchto metod na konkrétnichtigladech,

podatétend&i ndvod a patbné znalosti k pdtani s nevlastnimi integraly.
Okrajow také zminim Zivotopis Bernharda Riemanna a jeéfiamp matematice.

Predpokladdanymi a ptgbnymi znalostmi k pochopeni problematiky nevlagtni
integrah je latka matematické analyzy 1 a matematické agaly zejména pak vlastnosti

funkci, limitni paet, derivovani, integrovani a substitiimetody pro integrace.



2. Georg Friedrich Bernhard Riemann

2.1 Riemanniv prinos matematice

Georg Friedrich Bernhard Riemann byinmecky matematik, ktery vyrazmprispel
k propojeni geometrie a matematické analyzy. Na jetySlenkach byly dale rozvinuty
nagiklad Riemannova geometrie, algebraicka geoméitieorie komplexnich ploch. Tyto
oblasti matematiky se staly zakladem topologie. dalmé analyze ispél definici
Riemannova integralu a rozvinul také teorii trigorerickych fad. Ve svémclanku
vénovaném teorikisel zavedl Riemannovu funkci zeta a ukazal jejalvzk rozmisini
prvecisel. V tomtéZélanku vyslovil fadu dominek o vlastnostech zeta funkce, z nichz

nejznandjsi je Riemannova hypotéza.

2.2 Biografie

2.2.1 Dtstvi a mladi

Bernhard Riemann se narodil 17.tizd826 v malé vestce Breselenz pobliz
Dannenbergu v dnesSniméMecku. Jeho otcem byl Friedrich Bernhard Riemaimudg
luterdnsky kgiz. Jiz od ranéhodtistvi projevoval Riemann vyjinteé matematické nadani
(zejména il skwélé paitaiské dovednosti), ale préldl nékolik nervovych kolaps, trpel

abnormalni stydlivosti a ghhrizu z mluveni na wejnosti.

Na stedni Skole se Riemann zabyvalegevsSim studiem Bible, ale i zde se
projevoval jeho vztah k matematice - pokusil se ameatticky dokéazat korektnost knihy
Genesis. Sveé ditele vSak pekvapoval svymi schopnostmifip feSeni obtiznych
matematickych uloh. Roku 1840 se atistval ke své babce do Hannoveru, kde &
studoval na mistnim Lyceu. Po b&tmneé smrti roku 1842 se oddtoval do Johannea v
Luneburgu. V roce 1846 &al studovat filologii a teologii, aby se v budoustianohl stat
knézem a finatiné tim zajistit rodinu. O rok pozgl mu vSak jeho otec povoliliprusit toto
studium a zahajit na proslulé univegsit Gottingenu studium matematiky. Zde se poprvé
potkal s Carlem Friedrichem Gaussem, kdyz raedtal jeho pednasky z metody
nejmensichitveral. Jes¥ téhoz roku (1847) vSak odeSel studovat do Berlide, tehdy
piednasSeli Jacobi, Dirichlet a Steiner. Po dvou letee vSak roku 1849 vratil &pdo

Gottingenu.



2.2.2 Dosjglost

Svou prvni universitni igdndsku v Gottingenu vedl Riemann roku 1854, jkuro
1857 se stal na této univerzinimoradnym profesorem a roku 1859 profesoiganym.
Svymi pracemi na geometrii, jez dnes byva nazyvRigmnannova, a svoji teorii vyssich
dimenzi gipravil padu pro Alberta Einsteina a jeho teorii relativiBoku 1862 se oZenil s
Elise Kochovou. Zei®l na tuberkul6zu v Selasce (nyni veékai Ghiffa u jezera
Maggiore) i sve teti cest do Italie roku 1866.

Georg Friedrich Bernhard Riemann



3. Uréity Riemanniyv integral
3.1 Konstrukce Riemanova integralu

Jestlize hledame obsah rovinného Utvaru obiesr@ho z jedné jeho strany funkgi
muzZeme pouZit postup popsany panem Riemann&dpBkladejme, Ze mame omezenou

funkci f(x), ktera je definovana na intervaja, b) - viz obr. 4.1.

f[x)

Obr. 4.1

Nyni nazndime strény popis postupu. Budemeigvadt obsah plochy pod
kiivkou na sodet obsahi obdélniki o urgitych dale popsanych kritériich. K tomuto

rozclime interval, na kterém obsah giame (v tomto fipadt (a,b)) na podintervaly.

Pomoci &chto interval, sestrojime dva druhy obdéldiktzv. dolni sodet (viz obr.¢. 4.2)
a tzv. horni sotet (viz obr.¢. 4.3)). Svislou stranu obdélriku dolnich so&ta bude
piedstavovat inf(x) na @islusném intervalu, u hornich sl ho bude pedstavovat sup
f(x) na @islusném intervalu a délku vodorovnych stran budoobou soétd tvorit ony

prislusné intervaly.

flx) fi)

Obr. 4.2 Obr. 4.3



Potom pokud budemeskgni intervalu neustale zjeravat, budou se dolni a horni

sousty limitné blizit jeden druhému a zaravekut&nému obsahu.

Definice 3.1

Bud’ f funkce, f (x) >0 na(a,b), f omezena nda,b). Pak posloupnost
a=x<x<..<Xx_,< x- knazvemealleni Dintervalu(a,b), (x_,, x), i=1,....nje

i-ty delici interval, x jsoudeélici bodydéleni D. Dale oznéime

m =inf f(X)y, M=supf(x) i=l,...,n

X Xi-1,Xi) X0 ( Xi-1,Xj)

s(D,f) = Zn:m(x - x,) dolni sodet @islusny funkcif a ctleniD

S(D, f)= Zn:Mi (x —x_,) horni sodet gislusny funkcif a cEleni D

Je-liD déleni takové, ze kazdy boaldéniD je i bodem dleni D,, pak seD, nazyva

ziemr#ni déleniD, piSemeD [0 D..

Véta 3.2 (0 vlastnosti hornich a dolnich sibi)
Neclht' f je funkce omezena n@, b),, nag. c < f(x) < d OxO(a,b) a D1, D>

jsou libovolna dleni intervalu(a, b). Potom

o(b —a) < D1, ) < YD, f) < d(b - 3

Véta 3.3
Mnozinu vSech &eni intervalu(a, by ozna&ime 2({a,b)). Podle ¥ty 4.2 jsou
mnoziny {S(D, f) | D 0 2(a, b))}, {SD, f) | D 0 2((a, b))} ohrantené.
Z axiomu supréma (resp. infima) plyne, ze
sup {SD, f) |D 02(a,b))} = d(b-a), d= supf(x)
xO (a, by

inf{s(D, f) |D 0 2((a,b))} = c(b-a), c=inf f(x)
x0O (a, by




Definice 3.4

PoloZzme nyni
sup {s(D, f) |D 0 2((a,b)} = f:f(x)dx

a naz¥me tento integrgbko dolni Riemaniav integralfunkcef na (a,b) a

inf {YD,f)|D 0 2(ab)} = fjf(x)dx

a naz¥me tento integrgbko horni Riemaniav integralfunkcef na (a,b) .

Véta 3.5(0 vztahu dolniho a horniho Riemannova integrélu)

clo—a)s [(fdx < [ f(dx < dlb—a), cs f(x) < dxOcb

Plyne bezprogedre z definice dolniho a horniho Riemannova integeéinéty 3.2.

Definice 3.6
Jestlize fbf(x)dx = fb f (x)dx, ifkAme, Ze funkcéma na intervalya, b)

urcity Riemantiv integrala hodnotu tohoto integralu klademe

fbf(x)dx= fbf(x)dx: fbf(x)dx
Takovou funkci nazyvamRiemannovsky integrabilmia (a, b), znaime f D& ((a, b)) .
Jestliiefbf(x)dx < fpf(x)dx iikame, Ze funkcéneni na(a, by Riemannovsky

integrabilni a jeji Riemaritv integral nedefinujeme.




Piiklad 3.1

1) Konstantni funkcef (x) = ¢ je na libovolném intervalda, by R-integrabilni.
m= inf f(x), M =supf(X)
x0(a b xO(ab

Podle ¥ty 3.5 (o vztahu dolniho a horniho Riemannova irdtey:

mb-g< " f(yax [T (xdx Mb )
ProtoZzec=m,c=M
c(b—a)gfbcolngp ce €b ¥

2) Dirichletova funkcey(x) nema nda, by Riemaniiv integral.

_J1 xOQ
x(x) ‘{o, xOR\Q
Ozna&meD : a=Xy< X1 < ... < X, = b libovolné dleni intervalu(a,by. Pak

m = inf y(X)=0

X0 060)

Mi =sup y(x=1

X000

a odtud
S(D.X) =Y. M(X~ K.) =0 = x,)=0

SO =Y M (X~ Xo) =Y 10 %- X)=

i=1

==X T (=) (O X )T (X~ X )= X— %= b
fbx(x)dx:o

b
f Y(X)dx= b— a
Potom protoi&):fbx(x)dX¢ fbx(x) dx= b- ¢ nema Dirichletova funkce Riemainn

integral (viz definice 3.6).



Véta 3.7 (Newton - Leibnitzova formule, Zakladnéta integralniho pétu)
Necht’ f je Riemannovsky integrabilni @, b) aF je spojita na(a, by a primitivni

k funkci f. Potom

[T 1(ax=[F3L= Fb- R 3




4. Nevlastni Riemannav integral

Nutnou podminkou existence Riemannova integrallkkgeenost intervalu, na
némz integrujeme, a omezenost funkff@) na tomto intervalu. Integrély, které b
podminky spiuji ozna&ujeme jako vlastni Pokud neni spbm nektery z €chto

predpoklad, pak hovéime ointegralu nevlastnim

4.1 Nevlastni Riemaniv integral 1. druhu

Integraly, které poruSuji prvni podminku, tzn. grece probiha na nekammeém

intervalu, jsownevlastni integraly 1. druhizv. vlivem me3e

Definice 4.1 a)

Neclt f je definovana na interval(a, ) a Riemannovsky integrabilni na
kazdém intervalya, ¢), kdec je libovolny bod intervalgac, Jestlize existuje

vlastni limita

lim [ f(x) dx

C— 00

fikame, Ze existujaevlastni integral 1. druhtunkcef na intervalu(a, ©) a

ozna&ujeme jej

fa“ f(x)dx

Vizobr.4.1a

Obr4.1a)



Definice 4.1 b)

Neclt f je definovana na interval(+o,b) a Riemannovsky integrabilni na
kazdém intervaluc, by, kdec je libovolny bod intervalucg- b Jestlize existuje

vlastni limita

im [ (x)dx

C——o0 C

fikdme, Ze existujaevlastni integral 1. druhtunkcef na intervalu(—,b) a

oznaujeme jej

b
f f (x)dx
Viz obr. 4.1 b)

Obr 4.1 b)

4.2 Nevlastni Riemaniv integral 2. druhu

Pokud je v okoli bodua, okoli bodu b nebo uvnit intervalu (a,by funkce

neohraniend, ale existuje (jednostrannd) limita v ®aetohranienosti, pak je poruSena

druh&a podminka a ho¥imne onevlastnich integrélech 2. drulgtzv. vlivem funkge

10



Definice 4.-

a) Nechi f je definovana na interval(a, by a v kazdém pravém okoli bodu

neohraniena. Potonttikdme, Zd ma v bod a singularitu @ je singularni bod

funkcef).

b) Nech’ f je definovana na interval(a, b) a v kazdém levém okoli bodu

neohraniena. Potonttikdme, Zd ma v bod b singularitu b je singularni bod

funkcef).

c) Nech f je definovana na intervalecia, d) a(d, by a v kazdém levém i

pravém okoli bodul neohraniena. Potonitikame, Zzd mé v bod d

singularitu @ je singularni bodfunkcef).

Definice 4.3 a)
Nech’ nynif je definovana na interval(a, by pficemz boda je singularnim
bodem funkcd, a neclkif je Riemannovsky integrabilni na kazdém intervalu

(c,by O (a b. Jestlize existuje vlastni limita

im [ f(x) dx

c—a+t [

nazveme jnevlastni integral 2. druhu (se singularitou vainezija zn&ime jej

f: f(x)dx

Viz obr. 4.2 a)

11




<

Obr. 4.2 a)

Definice 4.3 b)

Necht f je definovana na interval(g, b) piicemz bodb je singularnim
bodem funkcé, a necki f je Riemannovsky integrabilni na kazdém intervalu

(a,0) O(a b). Jestlize existuje vlastni limita

lim [ f(x)dx

c—b—dJ a

nazveme jnevlastni integral 2. druhu (se singularitou v hiommezi)a zn&ime jej

f: f (x) dx

Viz obr. 4.2 b)

Obr 4.2 b)

12




Definice 4.3 ¢)
Neclt f je definovana na intervalegla, d)a(d,b) pficemz bodd je singularnim
bodem funkcé, a necki f je Riemannovsky integrabilni na kazdém intervalu

(a,a) O(ad) a(e,b O (d b Jestlize existuji vlastni limity

. G . b
lim [ f(x)dx aCZI[T(LfCZ f(x)dx

g—d-Ja
nazveme jejich saet nevlastni integrél 2. druhu (se singularitou uynittegracniho

intervalu)a zn&ime jej

fabf(x)dx: f: f(x)dx+fdb f( 3 dx

Viz obr. 4.2 c)

3 d b X

Obr. 4.2 ¢)

13




5. Metody vypattu nevlastich integrah
5.1 Vypciet integralia z definice

Jak bylo jiz nazn&no v gedchozi kapitole, hodnoty nevlastnich integral
uréujeme pomoci limit. V jednoduchychiigladech nam sta zkoumat konvergenci
integrah ptimo z definice tak, Ze dokaZzeme existenci {papexistenci) viastni limity.

Pak tedy pokud je dana limita vlastiikdme, Ze se jedna o konvergentni integral,
pop. Ze integral konverguje Naopak pokud dana limita neexistuje nebo je renia
fikame, Ze se jedna o divergentni integral fpppintegral diverguje

Pro vypa@et nevlastniho integréalu j&ipniva situace, kdyz se jedna o limitu viastni.
Pak nevlastni integral touto limitou (podle defiricl a 4.3) nahradime a hodnotu
vypocteme podle zakladniety integralniho pétu (Newton - Leibnitzovy formule — v textu

uvedena jakodta 3.7).

VySe popsané postupy aplikujeme na ty neviastniegnaly, které maji
na integranim intervalu(a, b) vzdy pouze jeden singularni bod.

Pokud ma integrdl na integram intervalu (a,b)kong&né mnoho bod
nespoijitosti, v jejichz okoli je neohr&enou funkci, potom takovy integrél vyjaehe jako
souwet integrah pres diti intervaly tak, aby jednotlivé integralydhy singularitu pouze
v jedné mezi. Jestlize vSechny tyto integraly kegug, je dany nevlastni integral také
konvergentni a je roven jejich sfiu. V op&ném gipadt integral diverguje. U divergence
nam k prohlaseni celého integralu za divergentaiii,saby divergoval pouze jeden jeho

dil¢i integral.

5.2 Vypaiet integralia pomoci kritérii konvergence

v s

Ve slozZigjSich ipadech, kdy je vypeet integralu podle definice namy, volime
jiny postup. Porovnavame integrovanou funkci syingdnodussi funkci. K tomuto
postupu uzZivame tzkritéria konvergencena jejichz zaklagilrozhodneme, zda se jedna o
integral konvergentni nebo divergentni. Pokud dgg jedn& o integral konvergentni, jeho
hodnotu sp&itime nebo se rozhodneme WD ukortit odhadem vysledné hodnoty

integralu pomoci srovnavaci funkce.

14



Obecné pravidlo pro konvergenci integrayjadruje nasledujici ta.

Véta 5.1 (Nutna podminka konvergence)
Jestlize integréyoo f (X) dx konverguje a existuj%im f (X) dx pak je tato

limita rovna nule.

5.2.1 Kritéria konvergence pro nevlastni integralyl. druhu

Ke zji&ovani konvergence nevlastnich integralbuzivame kritéria, zaloZzena na

nejriznéjSich podminkach. Zakladnim kritériemgmvnavaci kritérium

Véta 5.2 (Srovnavaci kritérium)

Necht' f(x) ag(x)jsou funkce definované na intervala,«) a integrovatelné

na libovolném intervalyc,«), kdec je libovolny bod{a,). Potom plati

e Pokud pro kazd&[(a,») plati0< f (x)< g(X) a integrélfoo g(x)dx
konverguje, konverguije i integrz?foo f (x)dx (viz obr. 5.1 a)).
e Pokud pro kazd&[(a,») plati0<s g(x)< f(X) a integrélfoo g(x)dx

diverguje, diverguije i integréfoo f (x)dx (viz obr. 5.2 b)).

)
k)
“u
\
\\Q(X]'
LY
\\
4, - T ~
S \\ - : \ //'//
;-/ e T | S
; 3 . i _____ﬂ—f"f
| /() - o — A P
£ T = bl
a X .f’/ a X
!
Obr. 5.1 a) Obr. 5.2 b)
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DalSim z kritérii pouzitelnych ke zji8ti konvergence (pdp divergence)
nevlastnich integrél je limitni srovnévaci kritérium Toto kritérium je silgjSi nez

srovnavaci kritérium.

Véta 5.3 (Limitni srovnavaci kritérium)
Necht f(x) a g(x) jsou nezaporné funkce definované na interyalo).

Nech’ existuje limite

im 1) _ ¢
x=c g(X)

Pak plati

* PokudK <« a integrélfoo g(x) dxkonverguje, konverguije i integral

fa” f(x)dx

e PokudK >0 a integrélfoo g(x) dxdiverguje, diverguje i integral

fa‘” f(x)dx

Véta 5.4 (Cauchy — Bolzanovo kritérium)

a) Integrélfaoo f (x) dxkonverguje, praykdyz ke kazdému >0 existuje

c> a tak, Ze pro kazdé: > ¢~ cplati
¢ o c
U f(x)dx— f £(%) d>){: ‘fq f( 3 d+<< e.

viz obr. 5.2 a)

b) Integrélf_: f (x) dxkonverguije, pra¥ kdyz ke kazdémue >0 existuje
c < btak, Ze pro kazdé:. < c2< cplati

S rooax [yt [ 103 <.

viz obr. 5.2 b)

16



Obr 5.2 a)

Dusledek:

Obr 5.2 b)

Z Cauchy — Bolzanova kritéria plyne, Ze pokud kaguge integrélfoo| f (X)| dx,

konverguje i integrélf f (x)dx Opana implikace ovSem neplati tzn. z konvergence
a

integréluf f (X)dx nelze usuzovat na konvergenci integréﬁu | f (x)| dx
a a

viz obr. 5.3

2 el
:\\ X/ L —
; X
N\ )
a
Obr 5.3

Dale pak na zakladCauchy — Bolzanova kritéria &chto disledki miZzeme zavést

nasledujici definici.

17



Definice 5.5

Nechlt f(x) je funkce definovana na interva{a, ). Potom pokud

konverguje integréJm f(x)dX i integrélfoo| f (x)| dx, pak integral

foo f (X) dx nazyvamebsolut® konvergentna funkci f (x) absolutr

integrovatelnowa intervalu(a, «).

Véta 5.6

Pokud je funkcef (x) absolut’ integrovatelna na interval{a, ) a funkce
g(X) je na tomto intervalu omezena, potom jejichcaouf (X) (X je funkci

absolutr integrovatelnou na interval{a, «).

Véta 5.7 (Abelovo kritérium)
Nech’ funkcef (xX) ag(x) jsou definovany na interval{a, ) a plati
e integral f;o f (x)dx konverguje
* g(x) je monotonni a ohrakena na intervalyda, )
Pak plati, Ze integral
[ 19909 dx

konverguje.
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Véta 5.8 (Dirichletovo kritérium)

Nech’ funkcef (x) ag(x) jsou definovany na interval(a, ) a plati

* Funkce f(X) je integrovatelna na libovolném intervala, ¢y a existuje
konstant, tak Ze(Oc(a,») je integrélf f (x)dx< K.
a

« Funkceg(x) je monoténa klesajici k 0, tj.lim g(x) dx=0.

Pak integrél

[ 19909 dx

konverguje.

5.2.2 Kritéria konvergence pro nevlastni integraly2. druhu

Véta 5.9 (Srovnavaci kritérium)

Necht’ f(x) ag(x)jsou funkce definované na intervala, by, piicemz boda je
singularnim bodem obou funkci. N&gsou integrovatelné na kazdém intervalu
(c,by 0 (a, b. Potom plati

b
* Pokud pro kazd&[(a, by plati0< f (x)< g(x) a integrélf g(x)dx
b
konverguje, konverguije i integr# f (x)dx
b
e Pokud pro kazd&[(a, b plati0O<g(x)< f(x) a integrélf g(x)dx

b
diverguje, diverguije i integréf f(x)dx
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Véta 5.10(Limitni srovnavaci kritérium)

Necht f(x) a g(x) jsou nezaporné funkce definované na inten(alun),

piicemz boda je singularnim bodem obou funkci.
Nech’ existuje limite

lim M: K
= g(X)

Pak plati

b
* PokudK <« a integrélf g(x) dxkonverguje, konverguije i integral
b
f f (x)dx
b
 PokudK >0 a integrélf g(x) dxdiverguije, diverguije i integral

fab £ (x)dx

Véta 5.11(Cauchy — Bolzanovo kritérium)
b
a) Je-lia singularnim bodem funkde pakf f (x) dxkonverguije, prég kdyz

ke kazdemu > O existujec > a tak, ze pro kazdé, c,[1(a, ¢ plati

U f(x)dx—f: f(x)d%:‘f: f( 3 d+<< e

viz obr. 5.4 a)
b
b) Je-lib singularnim bodem funkde pakf f (x) dxkonverguije, prég kdyz
ke kazdemu > O existujec < btak, Ze pro kazde,, ¢, [J(c b) plati

[ toodx [Tyt [ 103 dg<e.

viz obr. 5.4 b)
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Véta 5.12(Abelovo kritérium)

Neclht funkcef (x) ag(x) jsou definovany na interval(a, by, pticemz boda je

singularnim bodem obou funkci a plati
b
e integral f f (x)dx konverguje
a
* g(X) je monoténni a ohrafena na intervalya, b)
Pak plati, Ze integral

[7 100 g(% dx

Véta 5.13(Dirichletovo kritérium)

Nech’ funkcef (x) ag(x) jsou definovany na interval(a, by, pricemz boda
je singularnim bodem obou fun a plati

» Funkce f (X) je integrovateln& na libovolném intervala,c) 0 (a, b a
existuje konstantK, tak Zze(cO(a, b) je integrélf f(x)dx< K.

* Funkceg(x) je monoténa klesajici k 0, tj.lim g(x) dx=0.

Pak integral

fab £(x)- () dx

konverguje.
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6. Re3ené piklady

6.1 Vypaiet podle definice
6.1.1 Nevlastni integral 1. druhu

Priklad 6.1
e A [0 2
Vypocitejte integral f (x—1)" dx

Jedna se o konvergentni integral 1. druhu, protimiei mezi je nevlastni bodo-

Nelze tudiz spdtat urity integral, protoZe integtai interval neni kony.
PrepiSeme podle definice nevlastniho integralu lhalru

fj)oo(><—1)2 dx=lim °( x—1) dx=

C——00 C

Pro vS8echna realn& jdouci k -o je nyni integral ufity a lze proto pouZzit
Newton — Leibnitzovu formuli.

3 0
—lim | X4 x =
3

C——00
C

Dosadime meze a sfieme limitu.

C——00

3
.|
= Iim [——c +C|=—00

Integral diverguije.
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Piiklad 6.2
Vypaocitejte integral J; T 2dx

Jednd se o integral 1. druhu, protoZze horni memejdastni bod ¢o. Nelze tudiz
spaitat ukity integral, protoZe integitai interval neni kony.
Pokusime se najit primitivni funkci (pomoci sulstié pro integrovani obecné

exponencialy).

y=—x-In(2) 1 1
27%dx= | e*"® dx= 1 =——— | gdp——! &+ &
J J dx=——d In(2)f e T
In(2)
1 —xIn(2) 1 — X
S S C=———2"4+C
In(2) * n2) -

PrepiSeme podle definice nevlastniho integralu lhulru

f 2 %dx= lim 2 *dx=

C—00

Pro vSechna realna jdouci k +o je nyni integral ufity a lze proto pouzit

Newton — Leibnitzovu formuli.

Dosadime integtmi meze a spiveme limitu.

1 1 1) 1
In(2) In(2)Z] In(2)

C—00

Integral konverguije.
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Piiklad 6.3

Jedna se o integral 1. druhu, protoZe dolni mezjdark —co a horni mez kto .

Rozclime na dva integrély s jednou singularitoti¢emz vhodnym bodem k roZeni se

jevi bod x=0.

o0 < dx
foc1+x _f 1+x f01+x2:

Prvni¢ast integrélu fepiSeme podle definice nevlastniho integralu lhase singularitou

v dolni mezi a druhowast podle definice nevlastniho integralu 1. drubusimgularitou

horni mezi.

— lim T lim f°2 dx__
a-o0dg 14+ X2 o-todo 14 XP

Pro vSechna realmd jdouci k —o a pro vSechna realnd jdouci k +eo je nyni integral

urcity a lze proto pouzit Newton — Leibnitzovu formuli

= lim [arctanx] + lim [arctarx]
C——0 C—+00

Dosadime meze a sgieme limitu.

= lim (arctan0O- arctan, )+ um( arctap) —  arctaj-0 —@%]Jrzz— =0r
Cy—+00

Cl~>700

Integral konverguije.
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6.1.2 Nevlastni integral 2. druhu
6.1.2.1 Singularita v dolni mezi

Piiklad 6.4

e Ll
Vypocitejte integral J; ?dx
X

Jednd se o integrél 2. druhu se singularitou vidwelezi, protoZe prox =0neni
funkce definovana. Nelze tudiz gftat ugity integral, protoZze v bad x=0 neexistuje

primitivni funkce.

PrepiSeme podle definice nevlastniho integralu 2hulse singularitou v dolni mezi.
8 1 : 8 1
Jo 0= lm 5 o
Pro vSechna realnédz pravého okoli bodx=0je nyni integral utity a lze proto pouzit

Newton — Leibnitzovu formuli.

Zjednodusime zlomek. Konstantu Ize vytknout ggddimitu.

g

C

3.
=—lim
20~>O+

Dosadime meze a sgieme limitu.
—3im (4—%/?):2(4—0): 6

2 c—0+

Integral konverguije.
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6.1.2.2 Singularita v horni mezi

Piiklad 6.5

1
Vypocitejte integral J; %dx
—X

Jednd se o integral 2. druhu se singularitou vihorezi, protoZe prox =1neni
funkce definovana. Nelze tudiz sj@at ugity integral, protoZze v bad x =1neexistuje

primitivni funkce.

PrepiSeme podle definice nevlastniho integralu 2hase singularitou v horni mezi.

1 c
fidXZ jim [~ dx
01-x c-1-Jo 1—x

Pro vSechna realné z levého okoli bodux =1je nyni integral ufity a lze proto pouzit

Newton — Leibnitzovu formuli.

= lim —In|1—x|]; -

c—1-

Dosadime meze a sgieme limitu.
= lim (=In[l—¢|+In1) =00+ 0=00

c—1—

Integral diverguje.
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6.1.2.3 Singularita uvnif integra¢niho intervalu

Piiklad 6.6

2 1
Vypocitejte integral | ———dx
fo F(x—1)°
Jednd se o integrél 2. druhu se singularitou énmiegraniho intervalu, protoze
pro x =1neni funkce definovana. Nelze tudiz &jpat ucity integral, protoZze v badx =1

neexistuje primitivni funkce.

Rozdlime na dva integraly s jednou singularitou.

ot ae ot o [t g
° J(x—1y ° J(x—1y VY (x—1y
PrepiSeme podle definice nevlastniho integralu 2hae singularitou uvriintegraniho

intervalu.

=lim fC;dx-l—lim IZ; dx=
c—1-J 0 3/(X_1)2 c—l+Jc 3[(X_1)2
Pro v8echna realnéz levého i pravého okoli body=0je nyni integral ufity a lze proto

pouzit Newton — Leibnitzovu formuli.

= lim [3%5c=1] + fim 381 -

+ lim

[
0 c—1+

Dosadime meze a sfieme limity.
= lim (3¥c—1+3)+ lim(3- 3c—1)= 3+ 3= ¢

Limity jsou vlastni. Integral konverguje.
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Priklad 6.7
2 dx

Vypoditejte integral | ——.
P ) g 0 X+ Xx—2

Jedna se o integral 2. druhu se singularitou @vniegraniho intervalu, protoze
pro x =1 neni funkce definovana. Nelze tudiz &jpat ugity integrél, protoZze v badx =1

neexistuje primitivni funkce.

Rozclime na dva integraly s jednou singularitou.

2 dx 1 dx 2 dx
j; x2+x—2:j; X+ x—2+fl X+ %2

Pokusime se najit primitivni funkci (pomoci rozklaga parcialni zlomky).
dx dx 13 13 11 :I1
= = — dx=-=In|x—1—=1In| x+ 2+ C=
fx2+x—2 f(x—l)(x-l—Z) fx—l X+ 2 3 -1 3 |%+2

1
==In
3

Xx—1
X+ 2

\+c

Nyni vypaiteme oba integraly pomoci Newton — Leibnitzovy faten
X;j =lim —lln C;j——n —1 =—00
X+ 2|, (3 |ct 3

. s . . . . . .. ez dXx -
Protoze prvnicast integralu diverguje, diverguje i dany mtegﬁlﬁ a neni jiz
X° 4 X

nutné pditat druhowdst integrélu.
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6.1.3 Nevlastni integral 1. i 2. druhu sotasné

Piiklad 6.8

Vypocitejte integral fl In( 3
xIn(X

Jedna se sa@asré o integral 1. druhu i 2. druhu se singularitouoind mezi,

protoZe prx =1neni funkce definované a horni integitamez nam jde koo .

Rozdlime tedy na dva integraly s jednou singularitoti¢gmz bodem roztleni zvolme

nag. bod x = 2.
~ dx 2 dx ~  dx
J; xIn(x)_fl xln(x)Jr 2 Xn( Y
Integral
~ dX y=In(x) dy © dy
= = = lim =lim[In
fZ xIn(x) ‘dy: d)g/ J:n(Z) y coxdn@) y Clﬂo[ (Y)], n2)

diverguje a proto diverguje i mtegri I ( 3
xIn(X
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Piriklad 6.9

. [ dx
Vypocitejte integral f —_
o Jx(x+4)

Jednd se sd@asré o integral 1. druhu i 2. druhu se singularitouoind mezi,

protoZze prax =0neni funkce definovana a horni inteiramez nam jde ko .

Rozdlime tedy na dva integraly s jednou singularitodj¢cgmz vhodnym bodem

k rozcEleni se jevi bodk =1.

% 1 1 1 % 1
I —&(x+4)dx_fo—&(x+4) dxt | Toaa ™

Pokusime se najit primitivni funkci (pomoci suhsié).

y=1/x
fiz NIRRT, :f 2ydy :f 2dy :‘ yzzjzf 4dz _
Ix(x+4) dx—2yd y(y¥+4) J y+4 |dy=2d 47 + 4

+C

dz \/_X
= =arctan C= arcta
f Z2+1 24 2

Nyni vypaiteme oba integraly pomoci Newton — Leibnitzovy faten

dx= lim dx= Iim

| N v crorer
o Ix(x+4)  a0rJa x(x+4) a0

arctar{l — arcta \/E =
2 2

dx= lim x= lim

o0 1 e 1
fl VX(x+4) %ﬂxfl ﬁ((x+4)d Cooo

C
arcta £ — arcta Lz arct H]:
2 2 2 2
d

ProtoZze oba integraly konverguji, konverguje i danfegral fooo—\/— s
X

a jeho
(x+4)
L +I_ arctaEkl
2 2

fxi = arctar{—
0 &(x+4) 2

arctan

G

arctaEF%] - 0 arc{a%\]

2 2

VX
2

= lim
—0+

G

arctan

1

= lim

C—0

hodnota je
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6.2 Vypatet pomoci kritérii konvergence

6.2.1 Srovnavaci kritérium

Piiklad 6.10

Rozhodite o konvergenci integrél%‘ e * dx

Protoze integrovana funkce nema primitivni funkcyjadiitelnou pomoci
elementarnich funkci, nerheme uvaZovat o ifmém vypd@tu. PouzZijeme srovnavaci
Kritérium.

Pro x>1je x< X°. Pak také
o< f(x)=e¥ < g(N= &

ProtozZe testovaci integral

f‘xe-de: lim [ e* dx=lim — e =lm (- e+ €)==
1 1

C— 00 1 C— 00 C— 00 e

. - , sz L. -/ - , oo 2
konverguje, podle srovnavaciho kritéria konverguyeensi mtegralfl e " dx
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6.2.2 Limitni srovnavaci kritérium

Piiklad 6.11

©  X+95
Rozhodrte o konvergenci integral %dx.
1 xX"4+3x° -1

Snadno odhadneme, Ze kdyZ porosto nekonéna, gevazi ve zlomku nejvyssi

mocniny a po jejich zkraceni dostaneme funke} o ktere vime, Ze jeji integral
X

o 1
fl 7dx konverguje. Odhadneme tedy, Ze integral bude kgovat.
Nyni zkusime tentofedpoklad korekt# oveérit.

. P . .. , . . . .1 .
Srovnavaci kritérium neni pouZzitelne, protoZze pravsavaci funkci—;, ktera se sama
X

nabizi, neplati nerovnost

X+5 <i2’

x*+3x°—1" x
protoze nafiklad v bod x = 1 dostaneme hodnotzas 1, coz neni pravda. Zbyva nam tedy

limitni srovnavaci kritérium s naSim odhadem:

X+ 5 X 1
f(X)=———~—=—"—=g(X.
() XX+3x* -1 X X 9(x)

Tento odhad snadno &¥me.

) x+5  X| . X+5% | . +5x |
1Tl[g(x)] MR raeo1 1}"15730[ v 3%—1]_"300[ T 3x MJ_

Podminka limitniho srovnévaciho kritéria je tedynspa a protoZze vime, Ze testovaci

: . [ dX : ] o L i
integral fl — konverguje, musi podle limitniho srovnavaciho é&i# konvergovat
X

X+5
i integral dx.
1 x° 4+ 3x5—
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Piiklad 6.12
x—1

Rozhodite o konvergenci integral Oo—dx.
g g J; X? 4+ 2%

Citime, Ze kdyZ j& opravdu velke, tak

Tento odhad musi byt ¢ken.

lim [M] =lim
e g() o

Funkce jsou tedy opravdu v zasastejné v blizkosti problematického bodu. Protoze

Xx—1 X )
—[=Ilim
X—00

X— x| . [1-1x
I ST

X4+ 2x ool 142

testovaci mtegralf3 — diverguje, podle Limitniho srovnavaciho kritérigvetguje
X

© Xx—1
iintegréllf3 mdx.
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7. Zaver

Zadanim bakat&ké prace bylo odvodit nevlastni Riemawrintegral prvniho a
druhého druhu a ukdzat metody vedouci k ¥jpdpripadré ke zji¥ovani konvergence)
piislusnych integral

V prvni ¢asti prace, ktera by se dala nazvat teoretickam jpopsal konstrukci
Riemannova integrdlu a tim vlastn zavedl potebnou terminologii k naslednému
definovani pojmu nevlastniho integralu. Déle jsetiidi metody vedouci k vypau

nevlastnich integral

V druhé ¢asti (praktické) jsem jiz tyto metody pouZival ksanému vypoétu
nevlastnich integral prvniho a druhého druhu. SnazZil jsem se také pdtatdi u
jednotlivych giklada slovni komentéprovadnych matematickych operaci.
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