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Anotace

Tato diplomova priace se zabyva matematickymi nerovnostmi, jejich vyuZitim v matematice
a aplikaci do termodynamiky. Hlavni diraz je kladen na diikazy nerovnosti a feSeni piikladi.
Diéle jsou vysvétleny matematické pojmy jako napf. norma ¢i metrika, potfebné k pochopeni
uvedenych postupti, a také nekteré ze zdakladnich pojmi termodynamiky. K porozuméni této

prace je potfebna znalost analyzy a termodynamiky.

Annotation

This Thesis deals with mathematical inequalities, their use in mathematics and applications to
thermodynamics. The main emphasis is placed on proofs of inequalities and solving examples.
The following thing explains the mathematical concept such as norm or metric, needed to un-
derstand these procedures, and also some of basic concepts of thermodynamics. To understand

this Thesis the knowledge of analysis and thermodynamics is required.

II



Prohlaseni

Prohlasuji, Ze svoji diplomovou praci jsem vypracovala samostatné pouze s pouzitim prament
a literatury uvedenych v seznamu citované literatury. Prohlasuji také, Ze v souladu s §47b
zdkona €. 111/1998 Sb. v platném znéni souhlasim se zvefejnénim své diplomové prace,
a to v nezkracené podobé elektronickou cestou ve verejné pristupné ¢asti databaze STAG pro-
vozované JihoGeskou univerzitou v Ceskych Budéjovicich na jejich internetovych strankach,
a to se zachovanim mého autorského prava k odevzdani textu této kvalifikacni prace. Sou-
hlasim ddle s tim, aby toutézZ elektronickou cestou byly v souladu s uvedenym ustanovenim
zakona €. 111/1998 Sb. zvetfejnény posudky Skolitele a oponentl prace i zaznam o pribéhu
a vysledku obhajoby kvalifikaéni priace. RovnéZz souhlasim s porovndnim textu mé kvali-
fika¢ni prace s databdzi kvalifikacnich praci Theses.cz provozovanou Narodnim registrem vy-

sokoskolskych kvalifikacnich praci a systémem na odhalovani plagiati.

Ceské Bud&jovice, 19. dubna 2017

Bc. Jaroslava Tesarova

III



Podékovani
Dékuji vedouci mé diplomové prace RNDr. Ing. Jané¢ Kalové, Ph.D. za odbornou pomoc

a cenné rady, které mi vZdy ochotné poskytla a za jeji trpélivost pfi tvorbé této prace.

1A%



Obsah

1 Uvod

2 Nerovnosti mezi pruméry

3

2.1 Primeér. . . . . . o
2.1.1 Aritmeticky primeér . . . . . . . . . ...
2.1.2  Geometricky primér . . . . . ... ...
2.1.3  Harmonicky primér . . . . . . . . . ... ...
2.14 Kvadraticky primér . . . . ... ...
2.1.5 Ostatni primery . . . . . . . ... e e e
2.1.6 Priklady - vypoCet primérd . . . . . . . ... ...
2.2 AGNEerovnost . . . . . .. e e
2.3 Dikazy dalSichnerovnosti . . . . . . . ... ... .. ... ... ...,
2.4 Grafické znazornéni nerovnosti mezi praméry . . . . . . . .. ... ... ..
2.5 AGnerovnostvpiikladech . . . . ... ... ... 0oL
Nerovnosti
3.1 Zavedenipojml . . . . . . . ... e e
3.1.1 Vektorovy prostor. . . . . . . . . . . ..o
3.1.2 SkalarnisouCin . . . . . . ... Lo
3.1.3  Metricky prostor . . . . . ...
3.1.4 Normovany linedrni prostor . . . . . .. .. ... ... .......
3.2 Trojuhelnikovanerovnost . . . . . . .. ..o L Lo
3.3 Cauchyovanerovnost . . . . . . . . . . . . i
3.4 Jensenovanerovnost . . . . ... ..o u i e e e

AN L L AR W W W

N = e
~ N B =



3.5 Youngovanerovnost. . . . . . . ... i e e e e e e e 52

3.6 Bernoulliovanerovnost . . . . . . . . . . ... .. 55
3.7 Holderova nerovnost . . . . . . . .. ... e e 56
3.8 Minkovskéhonerovnost . . . . . . ... .. L 59
4 Termodynamické dukazy algebraickych nerovnosti 64
4.1 Termodynamika a nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem . 64
4.2 Uziti metody majorizace . . . . . . . . . . o .o i e e 68
4.3 Zobecnény prumer . . . . . . ... e e e e e e e e 70
5 Zavér 76

VI



Kapitola 1
Uvod

Matematické nerovnosti se velmi Casto vyskytuji v matematické analyze. Pravé diky nerovnos-
tem ziskdvame zajimava a uzitecna feSeni riznych matematickych problémui. Pomahaji naim

odhadovat vyrazy ¢i davaji alternativni feSeni tloh.

V uceleném textu se sezndmime s nejzndméjSimi a nejpouzivanéjSimi nerovnostmi a jejich
aplikacemi. Pro objasnéni jsou uvedeny matematické diikazy a feSené piiklady. Pro lepsi

predstavu je do textu vloZeno i nékolik obrazku zpracovanych v programu GeoGebra.

Kapitola 2 je vénovana primérim a nerovnostem mezi nimi. Porovname nejzndméjsi praméry
nejen pomoci algebraickych diikazi, ale také geometricky. Pozornost je vénovéana predevsim
nerovnosti AG a jejimu pouZiti v prikladech. V nésledujici kapitole uvedeme zndmé mate-
matické nerovnosti jako je nerovnost trojuhelnikova, Cauchyova, Holderova, Minkowského
a dalsi. Ke vS§em nerovnostem jsou uvedeny jejich dikazy. Kapitola 4 se vénuje aplikaci mate-
matickych nerovnosti do termodynamiky. Pfedstavime napiiklad aplikaci AG nerovnosti v ter-

modynamice ¢i Landsbergovo vysvétleni zobecnéného priméru.
Literatura, ze které byla Cerpana inspirace pro tvorbu dané ¢asti price, je uvedena v tvodu ka-
pitol. Citace jsou oznaCovany v textu. Ukonceni dikazi je oznaCovano symbolem [J v pravé

casti stranky.

Cilem diplomové prace je sezndmit se s matematickymi nerovnostmi, jejich dikazy, uZitim



nékterych z uvedenych nerovnosti v piikladech a ndslednym pifesahem tématu do fyziky.
Vybréany byly ty nerovnosti, se kterymi je mozné se setkat pii studiu matematiky na vysoké
Skole nejcastéji. Cilem prace neni popsat vSechny zndmé nerovnosti, ale zpracovat ty, které
mohou pomoci nadanym stfedoskoldkim pfi feSeni iloh matematické olympiddy a také ty ne-
rovnosti, které vyuziji vysokoskolsti studenti matematiky na své cesté za vzdélanim. Nasledna
aplikace nerovnosti do fyziky je vhodnym mezioborovym propojenim dvou predméti, kterym

se vénuji v magisterském studiu.



Kapitola 2

Nerovnosti mezi prumeéry

V této kapitole se seznamime s druhy primérii a odvodime vztahy, které plati mezi nejznameé;j-
$imi z nich. Také uvedeme feseni prikladi tykajici se primérii a nerovnosti mezi nimi, predev-

$im nerovnosti AG.

2.1 Prumér

Hlavnti literaturou pro tuto kapitolu je [1], [2], [7], [8].

2.1.1 Aritmeticky pramér

Nejznaméjsim a nejpouzivanéjsim prumérem je aritmeticky pramér (dale A,,, kde n je pocet
¢lent, ze kterych po&itdame aritmeticky primér). Resené piiklady uvedeme v kapitole 2.1.6.

Pfipomenime si nyni vztah pro vypocet A4,

_ om Tt 1o
A, =7 = = — T, 2.1
- - ; @.1)
kde x1, xo, . .., x, jsou redlnd Cisla. Pokud vztah zjednodusime pouze pro dvé hodnoty x; a x-,
dostaneme
X xz
Ay=7="2 _g 2

Jednoduse feceno: aritmeticky pramér je soucet vSech zadanych hodnot vydé€leny jejich poctem.



2.1.2 Geometricky prumér

Geometricky prumér (dile G,) n redlnych Cisel z; > 0,kde i = 1,2,...,n, (n € Nyn > 2),

je definovan jako

1
n n

G, =z - 29-... 1)y = (H@) )
i=1

G, je tedy n-tou odmocninou ze soucinu n nezdpornych Cisel. Jedno z nejcastéjSich uZziti
geometrického priméru je pii vypoctu primérného tempa ristu, vice v kapitole 2.1.6. Pokud

bychom vztah pro G,, chtéli zjednodusit pouze pro dvé hodnoty x; a xo, dostaneme

Gy = /71 7. 2.2)

Vztah (2.2) ma i geometrickou interpretaci a sice souvisi s Eukleidovou vétou o vysce, ktera
fikd, Ze obsah Ctverce sestrojeného nad vySkou pravouhlého trojihelniku je roven obsahu

obdélniku sestrojeného z tsekid piepony
’U2 = Ca . Cb- (2.3)

Pokud vztah (2.3) odmocnime, ziskdme vyjadieni v = /c, - ¢, ve kterém velikost vysky v
pravouhlého trojihelniku odpovidd geometrickému priméru velikosti dsekd piepony ¢, (dsek

prilehly strané a), ¢, (dsek pfilehly strané b).

2.1.3 Harmonicky prumér

Tfetim primérem, se kterym se sezndmime, je prumér harmonicky (H,). Tento primér je
definovan jako pfevracend hodnota aritmetického priméru prevracenych hodnot znaku. Pro n

hodnot uZivame vztah

1 1
=777 N 1~ 1
Hi+lesl) 1oL
n \Tri ) Ty, n 1 ZT;
Hodnoty x1, xs, ..., x, jsou kladna redlna ¢isla, n € N,n > 1. Samoziejmé bychom mohli

uvazovat i zaporna Cisla, ale museli bychom zarucit, Ze soucet jejich prevracenych hodnot je

nenulovy.



Pro dvé hodnoty x; a x5 je harmonicky primér definovan vztahem

1 . 1 . 1 _21’11’2
) e
2' €T 2 T i) 2 Iy - X2

i=1 "

H2:

H,, se pouziva napriklad pfi vypoctu primérné rychlosti na tsecich stejné délky, vice v kapi-
tole 2.1.6. Harmonicky primér velice tizce souvisi s harmonickou fadou. Kazdy ¢len posloup-
nosti (a,),- ., kde a, = %, jez tvoii s¢itance harmonické fady, je kromé prvniho ¢lenu har-
monickym primérem sousednich ¢lent posloupnosti (a,,) - ,. Harmonickou fadou rozumime

fadu tvaru
o0

>,
n=1 n
2.1.4 Kvadraticky pramér

Kvadraticky pramér (K, nékdy také nazyvan odmocninovy primeér, alternativni znaceni (),,)
je dalsim a vétSinou poslednim priimérem, se kterym se miiZeme setkat pii studiu na stiedni
Skole. Casté vyuziti ma ve fyzice pfi vypoctu stfedni kvadratické rychlosti molekul, viz ka-
pitola 2.1.6. Tento prumér je vZdy nezdporny a spocteme ho jako druhou odmocninu aritme-

tického priméru druhych mocnin danych hodnot

(2.4)
Vztah (2.4) je definovan pro x € R, n € N. Pro hodnoty x; a x5 plati
2 2
Ky =8 "; 2 2.5)

2.1.5 Ostatni praméry

Existuji jesté dalsi priméry, které vSak nemaji (mimo tdloh matematické olympiddy) ve stfedo-
Skolské matematice uplatnéni. Uved me vzorce [8] platné pro kladné redlné hodnoty.

Jedna se o:

Kubicky pramér

C _€/x§+x§+...+xfl
" n



Harmonicko-kvadraticky prumér

n
HQn= 17 R
Kontraharmonicky pramér
KIH — JJ% + x%
T+ X9
Logaritmicky prumér
L T2 7N I 7£ )

Inze — Inaxy

Posledni dva vzorce plati pouze pro dvé hodnoty x1, xo, tzn. nelze je zobecnit pro n hodnot.

Vzorce pro praiméry A, G,, H,, K,,, C,,, HQ,, 1ze zapsat jednou spole¢nou formuli [8]

Jak 4+ ak 4 ok
ak:{‘/ 12 - n (2.6)

Pro rlizna k ziskdvame razné priméry. Vycet je pro prehlednost uveden v nasledujici tabulce.

konstantak | —2 | —1| 0 1 2 3
prumér HQ, | H, |G, | A, | K, |C,

2.1.6 Priklady - vypocet pruméru

V této kapitole uvedeme né€kolik piikladl pro vypocet aritmetického, geometrického, harmo-

nického a kvadratického priméru. Jedna se o nejbéznéjsi piipady, ve kterych se se zminovanymi

pruméry miizeme setkat.

Aritmeticky pramér

Priklad 2.1.1 (Zadani i feSeni vlastni)
Urcete primérnou mési¢ni mzdu pracovnika, zname-li hodnotu jeho poslednich Sesti vyplat

v K¢: 15620, 14623, 16 874, 15 645, 16 230, 15 181.



Reseni:
Primérnou mési¢ni mzdu spoéteme pomoci aritmetického priméru daného vzorcem (2.1), tzn.

zadané hodnoty seCteme a vydélime jejich poctem

15620 + 14623 + 16 874 + 15645 + 16 230 + 15181
Ag = + il g il il = 15695, 5 K¢.

Podobnym zptisobem spocitame primérnou vysku sportovci v tymu, spotiebu elektiiny v do-
macnosti udavanou za stejna ¢asova obdobi, primérnou znamku zdka z matematiky (vSechny
zndmKy musi mit stejnou vahu) a dalSi. Pro vétsi pocet opakujicich se hodnot, je vyhodné&;si
pouziti vaZeného aritmetického priméru, ktery v této kapitole v§ak uvadét nebudeme. Vazeny
primér pouzivame k t€ém vypoctum, kdy napiiklad znadmky z pfedmétu nemaji stejnou vahu,

¢i pocitame primérnou spotifebu elektfiny z hodnot udanych za riizna asova obdobi.

Priklad 2.1.2 (Zdroj zadani [8], feSeni vlastni)
Vypoctéte primérnou rychlost automobilu na celé své draze, jestlize prvni hodinu jel rychlosti

v; = 80 km - h™! a druhou hodinu rychlosti vy = 120 km - h L.

Reseni:
JelikoZ pocitame prumérnou rychlost automobilu za stejné Casové tseky, 1ze k vypoctu pouzit

aritmeticky primér

80 + 120
Agzvl‘;“?: +2 ~ 100 km -h~". 2.7)

Vypocet ovéfime pomoci zakladnich vztahi mechaniky. Ozna¢me s celkovou ujetou drahu

a si1, So drahy ujeté automobilem na prvnim a druhém useku. Prvnimu useku také priradime
Cas t; a druhému Cas t,, za ktery automobil usek ujel. Symbolem ¢ znacime celkovy Cas.
Priimérnou rychlost v, spocteme pomoci vztahu

S 81+ S92

UV, = — = .
Pt ot 4t

Drahu na prvnim useku spocteme s; = wv;t1, analogicky na druhém tseku s, = vyts. Protoze
oba useky ujel automobil za hodinu, pak ¢; = ¢, nahradime jednotnym symbolem ¢'. Zaroven

plati, ze 2t = t,
o — vty + vty - (v v2) vt
Pttty 2t 2
Posledni vyjadieni v, odpovidd aritmetickému primeéru danych hodnot vy, v9, viz vztah (2.7).

7



Geometricky prumér

Priklad 2.1.3 (Zdroj zadani i feSeni [8])
Sestrojte tsetku délky v/6 j (jednotek).

Reseni:

K sestrojeni usecky vyuZijeme Eukleidovu vétu o vySce v pravouhlého trojihelniku danou
vztahem v? = ¢, - ¢, kde ¢,, ¢, jsou velikosti tseki prepony piilehlé strandm a, b. Pro vysku
v tedy plati vztah v = ,/c, - ¢, odpovidajici geometrickému priiméru c,, c;. Pokud tsecka
o délce /6 bude vyskou pravotdhlého trojihelniku, pak mdme dokonce nékolik moZnosti, jak

muiZeme vysku sestrojit.

V6=v2-3=V1-6=+/1,5-4=...

Useky prepony mohou mit velikost ¢, = 2, ¢, = 3jneboc, = 1j, ¢, =6j&ic, = 1,5],

¢, = 4 j a dalsi. ProtoZe se jedna o velikost usecek, c,, ¢, jsou kladna reédlna Cisla.

C

Obrézek 2.1: Obrazek k piikladu 2.1.3, pro ¢, = 3j, ¢, = 2j,v = V6 j

Priklad 2.1.4 (Zadani i feSeni vlastni)
Urcete primérné tempo ristu HDP, kdyz vite, Ze hruby domaci produkt (HDP) rostl béhem

poslednich 4 let nasledujicim zpisobem: 4%, 2%, —2%, 1%.

Resent:
Uvazujme zdklad, ze kterého po¢itame rist 100% = 1. Nartst v prvnim obdobi 0 4% znamen4,

Ze nova hodnota tvofi 104% hodnoty roku minulého tzn. 1, 04. Stejné tak druha hodnota, tvoi{

8



102% z ptedchozi hodnoty, tj. 1,04 - 1,02. V dal§im obdobi zaznamendvame pokles oproti
piedchozimu roku o 2%, tj. 98% z 1,04 - 1, 02, coZ odpovidé soucinu &isel 1,04 - 1,02 - 0, 98.
V poslednim roce pocitime 101% z hodnoty za piedeslé obdobi a dostdvame se tedy k &islu
1,04-1,02-0,98 - 1,01.

Geometricky praimér uréime jako ¢tvrtou odmocninu ze soucinu 1,04 - 1,02 - 0,98 - 1,01

Gy = +/1,04-1,02-0,98- 1,01 = 1,01226 = 101, 226%.

Primérné ro¢ni tempo rastu HDP je 1,226%. Celkovy narust za Ctyfi roky byl ze 100% na
1,04-1,02-0,98-1,01 = 1,04998 = 104, 998%, tzn. o 4, 998%. Pfipadné pouZiti aritmetického
pruméru v tomto piikladu je nespravné, jelikoz zadané rusty se pocitaji pro hodnoty s riznymi

zéklady.
Harmonicky prumér

Priklad 2.1.5 (Zdroj zadani [8], feSeni vlastni)
Urcete primérnou rychlost automobilu v,, ktery jede z mista A do mista B stdlou rychlosti

v; = 80 km - h™' a zpét z mista B do mista A stdlou rychlostf v, = 120 km - h™*,

Reseni:
Jelikoz zminéné useky automobil ujede za riizny Cas t; a to, nelze pouzit aritmeticky prumeér,
ale vyuZijeme vztah pro primér harmonicky

1 2.80 - 120
H, = = —96km-h~!.
277 71 1> 80 + 120 m

5'(@*@

Presvéd¢me se nyni o spravnosti vypocti odvozenim vztahu z mechaniky. UvaZujme Casy na
prvnim a druhém tuseku %1, t5, celkovy Cas t = t; + o, drdhy sq, s5 prvniho a druhého dseku
a celkovou drahu s = s; + s». ProtoZe usek z mista A do mista B je stejné velky jako z B do
A, pak plati, Ze s; = s, = s'. Pro primérnou rychlost plati vztah v, = ;

Dosazenim a ekvivalentnimi dpravami ziskdme vztah pro harmonicky primér

S S1+ S 2s’ 2s’ 201 - Uy
’Up = — = = 7 7 = 7 = .
t ottt S +s s (v14+v2) v+ vy

U1 (%) V1 - Uy

Priklad 2.1.6 (Zadani i feSeni vlastni)

K odvozu materialu jsou k dispozici 3 ndkladni automobily. Prvni by vSechen materidl sdm

9



odvezl za 4 hodiny, druhy za 3 hodiny a tfeti automobil za 6 hodin. Za jak dlouho bude ma-

teridl odvezen ,,primérnym’ automobilem?

Resent:
. . .1 . N | . .
Prvni automobil odveze za 1 hodinu 1 materidlu, druhy 3 a treti G z celkového mnozstvi ma-

7’99

terialu. ,,Primérny”” automobil by za soucet dob uvedenych v zadani prikladu odvezl materiél

tiikrat
1 3 36
Hy =7 L1 =I3372 -9  *
3'\3"74 "6 12

,,Prumérny” automobil odveze material za 4 hodiny.

Kvadraticky pramér

Priklad 2.1.7 (Zdroj feSeni i zadani [8])
Urcete délku strany p dvou primérnych Ctverci, které zaberou stejnou plochu jako Ctverce

o délkach strana = 10cma b = 70 cm.

Reseni:
M3 platit rovnost

2p? = a® + b2

Vyjéadiime p a dosadime zadané hodnoty

a? + b2 102 4 702
p= 9 = 5 = 50 cm.

Stejnou plochu jako zadané Ctverce zaberou prumérné Ctverce o strané 50 cm. Tato hodnota je

vétsi, neZ kdybychom priklad pocitali pomoci aritmetického priméru.

Priklad 2.1.8 (Zdroj zadani i feSeni [8])

Odvod'te vzorec pro stiedni kvadratickou rychlost molekul plynu.
Resent:

Ozna¢me n pocet molekul plynu v uvaZovaném souboru, m hmotnost jedné molekuly plynu,

v; pro i = 1,2,..., n skute¢né rychlosti jednotlivych molekul, v primérnou rychlost vSech

10



téchto molekul. Pro skute¢né kinetické energie molekul a primérnou kinetickou energii mole-

kul souboru plati
1 ~ 1
n- §mv2 == i:E 1 §mUZQ

Vyjadiime primérnou rychlost v

2 2 2
u:\/”1+”2+"‘+””. 2.8)
n

Vyjadrili jsme vztah pro kvadraticky primér rychlosti molekul.

2.2 AG nerovnost

Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prumérem, kterou nazyvame AG nerovnost, je
nejznaméjsi, nejpouzivané;si a také nejdulezit€jsi nerovnosti mezi priméry. Nerovnosti obecné
slouzi jako velmi G¢inny néstroj pro odhadovani vyrazi na jedné strané nerovnosti vhodnéjsimi
vyrazy na strané druhé. V této kapitole AG nerovnost predstavime, provedeme jeji diikaz a uve-

deme odhady, které z ni plynou. Hlavn{ literaturou pro tuto kapitolu je [1].

Je zndmo vice jak 50 dikazti AG nerovnosti, které se li$i jak naro¢nosti, tak i metodou (dalsi

z diikazi AG nerovnosti 1ze najit napriklad v [1]). Pro AG nerovnost plati vztah

G

IA

A,, (2.9)
T1+ZTo+ -+ Ty
o .

{L/xl'.fEQ'...'.ﬁEn <

V ptipadé, Ze budeme uvazovat pouze dvé hodnoty, se AG nerovnost zjednodusi na vztah

1+ T2
Ty Ty < ——.
2
Vsechna vySe uvedend tvrzeni nyni shrneme do jedné matematické véty.

Véta 2.2.1 Geometricky priumér n kladnych redlnych ¢isel neni nikdy vetsi neZ jejich primér

. o T1+xo+...+x o v o iy P

arltmetlcky, tzn. Q/xl Ty Ty < " Rovnost prumeru nastavda, prave
n

kdyZx1 =x9=...=z,.[3]

Dale uvedeme ditkaz véty 2.2.1. Nejznaméjsi a pravdépodobné také nejstarsi ditkkaz provedl

francouzsky matematik A. Cauchy. Pfi dikazu vyuzivame metody matematické indukce.
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Dukaz 2.2.2 (AG nerovnost, dikaz véty 2.2.1,[3])
1. Diikaz pro n = 1 je zfejmy.
2. Pron = 2 vyjdeme z elementarni nerovnosti
0< (a—b)*, (2.10)

kterd plati pro vSechny dvojice redlnych ¢isel a, b (druhd mocnina nenabyva zapornych

hodnot). Z nerovnosti (2.10) plyne, Ze

o
IA

a’ — 2ab + V?,

2ab

IN

a® + b,
a’® + b?
2

ab

IN

. 2.11)

Pokud ve vztahu (2.11) zvolime a = /x1,b = /7, kde z; > 0,75 > 0, pak bude
platit

T+ T2

\/T1T2 S B . (212)

Ziskali jsme AG nerovnost pro n = 2.

3. Dale bychom nerovnost méli dokazat pro n = 3 za predpokladu, Ze nerovnost plati
pro n = 2. Vyhodn&jii se oviem ukazuje diikaz nerovnosti pro n = 22 = 4. Bu-

deme predpokladat, Ze AG nerovnost plati pro nésledujici dvojice kladnych redlnych

T1+x9 T3+ ) L.
él’sel{xl,:):g},{xg,x4}a{ L2 0 4}nebohplatl,ze

2 ’ 2
T+ 19\

Ty < (12 2) , (2.13)
r3+x 2

w31y < (32 4) , (2.14)
T+ X9 T3+ 24 2

!E1+$2.$3+$4 < 2 2 (2.15)
2 2 - 2 ’

Vyndasobime prvni dvé nerovnosti (2.13) a (2.14) a porovndme se tfeti nerovnosti (2.15)

$1+$2'$3+$4 2< T1+ T2+ a3+ x4 *
2 2 - 4

T1T223T4 < <

Za piedpokladu, Ze nerovnost plati pro n = 22, Ize dokdzat obdobné jeji platnost pro

n = 23 atd.
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Nyni obecné. Vyjdeme z predpokladu, Ze plati nerovnost pro n = 2*, k € N. UvaZzujme

n = 281 tedy &fsla 1, . .., Tor, Toryq, . . . , Tort1. Piedpokldddme
2k
T1+ ...+ Tok
1o Ty < | —m————— ,
9k
2k
l'2k+1 + e + Tok+1
x2k+1 Ceo. s Tok+1 S 2k s

x1+...+$2k x2k+1+...+$2k+1
2k + 2k
2

x1+...+x2k x2k+1+...+x2k+l
2k ' 2k

IN

2k+1

k
Ty A Tk Topgq Ao A Topsr ) [ttt
9k ' ok — 9k+1

L1 ... Tok+1 S (
Dokaézali jsme tvrzeni pron = 281, Abychom dokézali nerovnost pro viechna pfirozena
¢isla n, musime dokdzat, Ze z platnosti pro n > 2 plyne platnost i pro n — 1. Ke kazdému
no € N existuje dostate¢né velké ky € N : ny < 2% Z platnosti pro 2% plyne postupné
platnost pro kazdé mensi prirozené ¢islo a tedy 1 pro ny. Uvazujme, Ze poZadované plati

pro redlna ¢isla xq, xa, ..., x,-1 > 0, jejichZ aritmeticky primér ozna¢ime A. Nyni

pouzijeme podle pfedpokladu AG nerovnost pro n-tici &isel {x1, za, ..., 2,1, A},

et + AN
Il'xg'...'xn_l'A§($1+x2+ It ) .
n

Plati, Ze x1 + 2 + ... + x,_1 = (n — 1) A, po dosazeni ziskdme

IN

A",

ZL’l'.Z'Q'...'ZEn_l'A

1 Toron Ty < AL (2.16)

Nerovnost (2.16) jsme chtéli dokdzat. Rovnost v AG nerovnosti nastane praveé v pripade,

kdyzxy =20 = ... = xp,

_w1+x2—i—+xn

VTR >R,
n

O

Pomoci véty 2.2.1 1ze fesit rizné matematické problémy, mezi neZ také patii hledani extrémul.

Z téze véty plynou dvé tvrzeni, kterd se nékdy oznacuji jako dudlni.
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e Soucin n kladnych reédlnych ¢isel, kterd maji dany soucet, je nejvétsi v piipadé, kdyz

vSechna ¢isla jsou si rovna.

e Soucet n kladnych redlnych Cisel, kterd maji dany soucin, je nejmensi v pripadé€, kdyz

vSechna ¢isla jsou si rovna.

S nerovnosti AG se setkdme také pii dolnim odhadu souctu ¢i hornim odhadu soucinu kladnych

redlnych ¢isel. Dolni odhad souctu

T1+To+ ...+ Ty >nYT X Ty

Pokud odhad zjednodu$ime pouze pro =1, x5 dostivame x1 + x5 > 2,/x1 - X3.

Pro horni odhad soucinu existuji obdobné vztahy

x1+x2+...+xn>2

xl-xg-...-:z:ng( -

Opét po zredukovani na Cisla z1,
2
T+ X2
x1- 22 < 5

2.3 Dukazy dalSich nerovnosti

Dukaz 2.3.1 (Nerovnost mezi geometrickym a harmonickym priamérem, dikaz vlastni)

Dokazme, ze plati vztah H,, (z1, %2, ..., x,) < Gy, (21, T2, ..., Ty),
1 < u
171 1 1 < Ywy T T
- —+t—+...F—
n \ 1 ) Tn
e e e 1 L.
Geometricky prumér kladnych ¢isel —, —, ..., —, je ddn vztahem
T1 T2 Tn
1 1 1 1 1 1 1
a(Llon1) - T |
1 To Tn 1 X9 Tn 1T ... Tp
d 1 B 1 B 1
Ty Tonn Tp N G (w1, 19, 2p)
. . , o N , v, ]- 1 ]. . ~
Aritmeticky primér kladnych ¢isel —, —, ..., — je dan vztahem
1 To Tn
! + = +...+ =
A (Ll Ay mwm e
" ZL’17£(727 71771 n Hn (ZL‘hZEQ, ,ZEn>



Stejné jako plati AG nerovnost pro kladna ¢isla x1, zo, . . ., 2y,
Gn (1,29, ... xn) < Ay (1,29, . .., 2y),

tak plati i nerovnost

Protoze
1 1
Gn ] y -
T1 T2 Tp Gn (1'1,1‘2, ,fL’n)
a také
1 1 1
An Ty T s = )
1 T2 T Hn (xlwrQa an)
plati
1 1
<
Gn (:E17I27 ,fL‘n) - Hn (I’l,l’Q, ,I’n)
Dokazali jsme, ze H, (x1, 2, ..., x,) < Gy, (21,22, ..., Ty).

O

Dukaz 2.3.2 (Nerovnost mezi kvadratickym a aritmetickym priamérem, dikaz vlastni)

2 2
V 2 - 2

Nerovnost dokdZeme pro dvé realna ¢isla xq, zo. Budeme predpokladat, Ze kvadraticky primér

Dokazte, ze plati vztah

je vetsi nebo roven priméru aritmetickému.

Kvadraticky pramér x1, x5 je dan vztahem

Ptredpokladejme, Ze

pak plati

x? + 22 S 2?2 + 22119 + 72
2 - 4 ’

207 +2x5 > x]+ 27179 + 73,
x] = 2mm9 + 25 > 0,
2
($1 — 1'2) Z 0.
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Protoze vSechny upravy byly ekvivalentni plati nerovnost pro vSechna redlna Cisla x4, 5.

O

Porovnejme nyni velikost priméru aritmetického, geometrického, kvadratického a harmo-
nického, [8]

2.4 Grafické znazornéni nerovnosti mezi prameéry

Nerovnosti mezi priméry lze také nékolika zplisoby znazornit graficky. Ndzev nerovnosti
ziskame pomoci ndzvl pramérd, mezi kterymi nerovnost existuje, napi. AG (nerovnost mezi
aritmetickym a geometrickym primérem), KA (nerovnost mezi kvadratickym a aritmetickym
primérem), AH (nerovnost mezi aritmetickym a harmonickym prumérem), GH (nerovnost
mezi geometrickym a harmonickym primérem) a podobné. Jednotlivé priméry lze seradit
podle velikosti a to podle dale uvedené nerovnosti. Priméry dvou redlnych cisel a,b > 0 se

budou rovnat v pripad€, kdyz a = b.

Geometricka interpretace: Cisla a, b odpovidaji isekiim pfepony pravouhlého trojihelniku (pro
prehlednost v ndsledujicich vypoctech budeme useky c,, ¢, znacit pouze a, b). Jestlize tseky
pfepony maji stejnou velikost, splynou usecky, jeZ uréuji priméry, v jedinou
Ky > Ay > Gy > H.

Indexy s hodnotou 2 pouzivame zamérné, pruméry pocitime pouze pro dvé hodnoty ¢ili
pro n = 2. Porovnani jednotlivych priméra si ukdZzeme dvéma rtiznymi zptsoby. Prvnim
zpusobem bude porovnavani velikosti primérd na kruznici. Tato metoda je nejznamé;jsi me-
todou grafického porovnavani primérti. Druhym zpisobem je srovnani velikosti priméra po-

moci obecného lichobézniku.

1. metoda - pomoci kruznice

o Aritmeticky primér As: zvolime kruznici s primérem d = a + b. Polomér kruZznice je

pak aritmetickym primérem Cisel a, b,

T =

Ech_b
2 2
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Geometrickou interpretaci aritmetického priméru rozumime polomér Thaletovy kruZnice

b
dany vztahem a4 , viz obrazek 2.2.

A, Az

Obrazek 2.2: Aritmeticky prumér

e Geometricky priumér Go: v bod€ P, ktery je bodem dotyku usecek a a b lezicich na jedné
piimce, sestrojime tseCku PC' kolmou k a,b. Délka tsecky |PC/| odpovidé velikosti

geometrického pruméru. Z Eukleidovy véty o vysce plyne
|PC| = Vab.

Se znénim Eukleidovy véty o vysce jsme se seznamili v kapitole 2.1.2.

Obrazek 2.3: Geometricky primér

e Harmonicky priumér H,: vychdzime z podobnosti trojihelniki APSC ~ AXYC

v obrazku 2.4. Body P, S lezi na isecce AB abod C' na Thaletové kruZznici s polomérem
a+b

a stfedem S. Velikost dsecky | PC'| odpovida velikosti geometrického praméru

17



G dvou kladnych redlnych &isel a,b a velikost dse¢ky |SC| priméru aritmetickému
A, &isel a, b. Jestlize velikost | PC'| naneseme na tGsecku SC' pomoci oblouku kruznice
se sttedem v bodé C' ziskdme bod Y (|Y C| = geometricky primér a, b). Bodem Y ve-
deme usecku rovnobéznou s useckou S P, jejiz koncovy bod je prinikem dsecek PC
se zmifiovanou rovnobéznou dseckou. Bod ozna¢ime X. Trojihelniky APSC, AXY C
jsou podobné podle véty uu a plati

1pel _ 1Xel

|Sc| |yc|
Vyjadiime | X C|

Go G2 ab 2ab
5o Yel= _G2 A, a+b a+b

|1PC]

X
| XC| = 50

Velikost dsecky | X C'| odpovida velikosti harmonického priméru a,b. V obrazku 2.4
miZeme porovnavat harmonicky primér s primérem geometrickym (velikost tsecky
| PC')). Velikost harmonického priméru daného velikosti tisecky | X C| nanesené na tsec-
ku |SC|, odpovida velikosti tsecky | X;C'|. Nyni miZeme velikost harmonického primé-
ru | X;C| porovnat nejen s pramérem geometrickym |Y'C|, ale i s primérem aritme-

tickym |SC/|.

Obrazek 2.4: Harmonicky pramér

e Kvadraticky primér K,: odvodime z Pythagorovy véty z trojihelniku na obrazku 2.5

o odvésnach ES = A, (F je bod na Thaletové kruznici, .S je kolma na b) a S P, kde

a—l—b
FE
BS| = 4, = 22,
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a+b\’
sri= = (1)

K, = /ISP + |ESP.

a tedy

Po dosazeni dostavame

o (5 e () ()

B cﬂ+w_¢ﬁ+@
N 2 2 2

Z obréazku 2.5 plyne, Ze kvadraticky pramér | E'P; | je vétsi neZ aritmeticky pramér, ktery
je urCeny velikosti usecky | E'S|. Grafické srovnani ¢tyf pravé uvedenych praméra pro-

vedeme v obrazku 2.6.

Kz

Obrazek 2.5: Kvadraticky pramér

E
(@] /
Kz
H, Az
G2
A a P S b B

Obrazek 2.6: Srovnani praméru [3]
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2. metoda - pomoci lichobézniku

e Aritmeticky priumér Cisel a, b, kterd odpovidaji velikosti zdkladen lichobézniku a pro
nez plati, ze a = |AB|, b = |CD|, je roven délce usecky, jeZ spojuje stfedy ramen

lichobézniku. Znazornéni aritmetického priméru miZzeme vidét na obrazku 2.7.

C b D

Az

Obrazek 2.8: Konstrukce geometrického priméru

o Geometricky primér: (obrazek 2.8) Pro znazornéni geometrického primeéru v lichobéz-
niku vyuZijeme vlastnosti Eukleidovych vét. Nejdiive naneseme velikost dsecky b na
prodlouzeni dolni zdkladny v bodé A. V A vzty¢ime kolmici k zakladné a zaroven se-
strojime Thaletovu kruZnici nad primérem a + b. Prinik kolmice s Thaletovou kruZnici

oznatime F'. Velikost dse¢ky |AF| je rovna velikosti geometrického priaméru. Tuto
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délku naneseme na zakladnu a a ziskdme tsecku AP (|AP| = |AF|). Pomoci rov-
nobézky s ramenem AC jdouci bodem P ziskame useCku R(Q) (@) je prusecik pravé
zminéné rovnobézky s ramenem B D), ktera je rovnobéZznd se zakladnami lichobéZniku

a zaroven je geometrickym primérem hodnot a, b.

e Harmonicky priimér je dan velikosti usecky, kterd je rovnobézna se zdkladnami a zaroven

prochézi prisecikem uhlopficek (viz. obrazek 2.9).

Obrazek 2.9: Harmonicky prumér

Nyni dokdzZzeme, ze velikost harmonického priméru znazornéného na obrazku 2.9 je

2ab

rovna 7 kde a, b jsou velikosti zdkladen lichob&Zniku, a = |AB|, b = |CD|.

a—+

Dukaz 2.4.1 Dikaz je zaloZen na podobnosti trojihelniki AATU ~ AADC v li-
chobézniku ABDC, déle ABTV ~ ABCD a AABT ~ ADCT. Bod T je prisecik
uhlopficek lichobézniku ABDC, bod U lezi na ramenu AC, bod V na ramenu B.S
a plati, Ze useCka spojujici body U, V' prochédzi bodem 7', je rovnobéZzna se zdkladnami
lichobézniku ABDC' Vsechny uvedené dvojice trojihelnikt jsou podobné podle véty
uu. Z podobnosti trojihelnikit AATU ~ AADC plyne

b |AD
\UT|  |AT|
Protoze |AD| = |AT| + |T D], plati
b AT TD TD
_ATI+|TD| 17Dl 2.17)
\UT)| |AT| |AT|
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Z podobnosti trojihelnikil (podle véty uu) AABT ~ ADCT je

o |BT| |AT|

b |CT| |DT|

TD b
Vyjadiime I7D] = — a dosadime do vztahu (2.17),
|AT|  a
b _1+\TD\ B 1+b_a+b
\uT| |AT| a a '’
ba
ur| = :
uT a+b

Tim jsme ur€ili velikost dsecky |UT'|. Zbyva urCit velikost dsecky |T'V'|. Z podobnosti
trojuhelniki ABTV ~ ABCD lze vyjadrit

b |BC]
TV — |BT|’
|BC| = |BT[+[TC],
b |BT|+|TC| TC|
v \Br|  ©|BT|
3 . ~ s v/ v v |TC’ b
Z podobnosti AABT ~ ADC'T lze jako v pfedchozim piipadé urcit W = —. Odtud
a
b _1+|TC’\ B 1+b_a+b
iTv|  ©  |BT| a a '
ab
TV| = .
TV a+b

Celkova délka dsecky |UV| je dana souctem délek usecek |UT| a |TV|.

ab ab 2ab

UT''+|TV| = = .
UT|+ 1TV a+b i a+b a+b
PR . . -y o o . 2ab
Dokazali jsme, Ze velikost harmonického pruméru je rovna e
a

O

Kvadraticky priimér: v lichobézniku ABDC naneseme velikost zakladny b na kolmici
k zékladné a vztyCenou v bodé B, viz obrazek 2.10. Z pravouhlého trojihelniku AABW
miZzeme vypocitat velikost strany AW, ktera je rovna v/a? 4+ b?. Najdeme stfed dsecky

AW a oznacime jej S.
Va2 - b2
Platf, 7e [AS| = Y17

5 = |SL|, (kde SL je kolmd na AW) AASL je pravodhly
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s pfeponou o velikosti kvadratického priméru. Plati totiz |AL| = +/|SL|?> + |AS|?,
tedy

2 2
AL| = (x/a2+b2) +<\/a2+b2) _\/a2+b2+a2+62_\/a2+b2
B B 4 4 2

Obrazek 2.11: Grafické porovnani primért

Na obrazku 2.11 vidime srovnéni aritmetického, geometrického, harmonického a kvadratického

priméru dsecek o velikosti a, b v obecném lichobéZniku.
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2.5 AG nerovnost v prikladech

AG nerovnost ma pomérné Siroké vyuZiti. Lze se s ni setkat jiz na stfedni Skole, nejcastéji
pfi feSeni olympiadnich tloh. Pouzivame ji k dikazim nerovnosti, hledani extrému, ale je
moZzné ji napiiklad aplikovat i na dlohy s pfesahem do geometrie a goniometrie. Na konec této
kapitoly je zafazeno nékolik piikladl s fyzikalni tématikou a prikladil tykajicich se i jinych

nerovnosti nezZ AG. Nyni uvedeme né€kolik fesenych piiklad s AG nerovnosti.

Priklad 2.5.1 (Zdroj zadani [9], feSeni vlastni)
Pro x,y, 2 > 0 dokaZzte
23+ 4+ 2% > 3ayz.
Regeni:
V nerovnosti se budeme snaZit najit AG nerovnost pro 3 proménné x>, y3, 23, o niz vime, Ze

plati,

v

3, .3, .3
% e
B 4yd+22 > 3. ady328.

Dalsi dpravou dostaneme dokazovanou nerovnost
23y 2 > 3ayz.

Priklad 2.5.2 (Zdroj zadani [9], feSeni vlastni)
Pro z,y, z > 0 dokazte
22+ > 32%y.
Reseni:
Nerovnost nebudeme dokazovat pro dvé &isla 223, 12, ale pro tfi &isla 23, 22, y3, kde

2?4+ 2° + 4 > 32%y.

Jestlize pro &isla 23, 23, 43 napiSeme vztah pro AG nerovnost, ziskdme

x® 4+ 23 48
3

v

/w3 - a3 -8,

Déle upravime
22° 4 y® > 3/ 2693,
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ziskali jsme dokazovanou nerovnost
27% + ¢ > 3x%y.

Priklad 2.5.3 (Zdroj zadani [10], feSeni vlastni)

Pro libovolna redlna a, b, ¢ dokazte, Ze
a’ +b* + ¢ > ab + be + ca.

Reseni:

Z. AG nerovnosti plyne, Ze

a’ + b?

Y

2ab,
B+ > 2,

a’>+c > 2ac.

Secteme vSechny pravé uvedené nerovnosti a ziskdme

A+ +E+E+a® > 2ab+ 2be + 2ca, (2.18)
2a* +2b* +2¢* > 2ab+ 2bc + 2ca.
Po vydéleni dvéma dostaneme dokazovanou nerovnost a? + b% + ¢ > ab + be + ca.
Priklad 2.5.4 (Zdroj zadani a feSeni [10])
Necht jsou ay, as, . . ., a, kladna redlna &isla takova, Ze a; - ay - . . . - a, = 1. Dokazte, Ze plati
(14+a)(l4az) ... (1+a,) >2"
Reseni:
Podle AG nerovnosti plati
1 + ap Z 2\/a_17

1+CL2 Z 2\/a_27

1+a,

v

2./an.

Vynédsobenim vySe uvedenych nerovnosti dostaneme

(I+a)(1+ag):...-(1+a,) >2"/ajas...a,.
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Jelikoz plati, Ze ay - as - ... - a, = 1, dokdzali jsme zadanou nerovnost. Rovnost nastava pro

a; =1, kdei=1,2,... n.

Priklad 2.5.5 (Zdroj zadani [1], feSeni vlastni)

Dokazte, Ze pro libovolnou trojici ¢isel a, b, ¢ > 0 plati
(a+0b)(b+c)(c+a) > 8abe.

Resenti:

Plati nasledujici AG nerovnosti

a—;b > \/@7

b;—c > \/%7

=L s Ve
a tedy po upravé

a+b > 2Vab,

b+ec > 2Vbe,

c+a > 2y/ca.

Posledni tii uvedené nerovnosti vyndsobime a vztah upravime
(a+D0) (b+¢)(c+a) > 2Vab- 2Vbe - 2y/ca = 8V abbeca = 8V a2b2c? = 8abe.

Diukaz je hotov.

Priklad 2.5.6 (Zdroj zadani a feseni [10])
Necht jsou &isla a, b, ¢ > 0. Dokazte, ze
PERE 3

L+l satb+e
bc  ca ab

Reseni:
Podle AG nerovnosti odvodime, ze

3 3
T ibte > 33a—-b-c:3a,
bc

be -

b3 b3
—4+c+a > 33—-c-a:3b,
ca ca

3 3
C——l—a—i—b > 330—-a~b:3c.
ab ab



33 3
Se¢tenim téchto tff nerovnosti dostaneme ettt 2(a+b+c) > 3(a+b+c).Po
c ca a

odecteni dostaneme ptivodni nerovnost

a® b 3
—+—+—=2>a+b+c
bc  ca ab

Priklad 2.5.7 (Zdroj zadan{ a feSeni [5])

Dokazte, Ze pro vSechna kladna ¢isla a4, as, . . ., a, plati
ai az  as An—1 Qn
—F+ =+ —+...+ +—2=2n
(05} as ay Qp aq
Reseni:
o v 1% . . . f v g Q1 Q2 Qn
Diikaz plyne bezprostfedné z AG nerovnosti aplikované na kladna ¢isla —, —, ..., —
o ag aq
1 /ar a a Ap_1 @ a1 ax a Ap_1 @
(242 + 24 ) s 222l
n \ as as ay Ay, aq o a3 Qg Qp aq

s vz

Po vynésobeni ¢islem n dostdvdme dokazovanou nerovnost.

Priklad 2.5.8 (Zdroj zadani i feSeni [7])
Nechf A, B > 0. Ukazte, Ze logaritmus geometrického priméru téchto &isel je aritmetickym

prumérem jejich logaritmu.

Reseni:
Oznaéme postupné g = vV AB,a = log A, b = log B. Podle pravidel o logaritmovani mocniny
a soucinu dostaneme

b
(log A+ log B) = “;L ,

1
log(g) = log VAB = log (AB)% b log (AB) =

N | —

coz jsme méli dokazat.

Priklad 2.5.9 (Zdroj zadani [1] a feSeni vlastni)

Budiz « ostry thel. Dokazte, Ze plati
tg a 4 cotg v > 2.
Regeni:
ProtoZe « je ostry thel, jeho velikost ndlezi intervalu (0°,90°). V tomto intervalu jsou funkce
tg a i cotg o kladné. Miizeme vychazet z AG nerovnosti pro dvé kladna ¢isla tg « a cotg «

> \/tg a - cotg a.

tg a + cotg «
2
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Z goniometrického vzorce plyne, Ze tg o - cotg a = 1,
tg o + cotg «v

2 — )

tga+cotgar > 2.

Nerovnost je dokdzana.

Priklad 2.5.10 (Zdroj zadani [3], feSeni vlastni)

Mezi vSemi trojihelniky s danym obvodem O naleznéte ten, ktery ma nejvétsi obsah.

Regent:
Oznaéime délky stran trojuhelniku a, b, ¢ a obvod trojuhelniku O = a + b + ¢ . Vztah pro

vypocet obsahu trojihelniku, ktery ddvd do souvislosti obvod O a obsah S nazyvame Hero-
O b
novym vzorcem S = /s (s —a) (s —b) (s —c), kde s = 5 = %. Obvod je kon-

stantni (viz zadani). Vyuzijeme AG nerovnost pro tfi ¢leny s — a,s — b, s — ¢,

: (s =)+ (s=b) + (s =0
Vo—aG-hG-0 < - ,

(s—a)+(s—b)+(s—c) 35—(a+b+c):33—2s s

3 3 3 3
V(s—a)(s—b)(s—c) <

(s—a)(s=b)(s—c) <

l\:)|o; Wl ®»
| e

(2.19)

Obsah bude nejvétsi, kdyz bude nejvétsi ¢islo (s —a) - (s —b) - (s — ¢). Uvedeny soucin

(s—a)-(s—"0)-(s—c)jsme v nerovnosti (2.19) odhadli shora. Rovnost nastane, kdyz plati,
@)

Ze(s—a)=(s—b)=(s—c),tedyproa =0b=c= 3 Maximaélniho obsahu dosdhneme,

pokud bude trojihelnik rovnostranny.

Priklad 2.5.11 (Zdroj zadani [1] a feSeni vlastni)

Mezi vSemi obdélniky o stejném obvodu naleznéte ten, ktery ma nejvetsi obsah.

Resenti:

Necht a, b jsou délky stran obdélniku. Obvod obdéIniku dany vztahem O = 2 (a + b) je kon-
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stantni, pro jeho obsah plati S = ab. Z AG nerovnosti pro délky stran obdélniku plyne

a+b > \/%’

2

% > Vab,

02

- > _ .
6 = ab (2.20)

Obvod obdélniku je konstantni. Maximalniho obsahu obdélniku dosdhneme, kdyZ soucin ab
bude maximdlni. To bude pravé tehdy, pokud v nerovnosti (2.20) nastane rovnost. (Jiz dfive
jsme uvedli, Ze soucin n kladnych redlnych Cisel, kterd maji dany soucet, je nejvétsi v pripade,
kdy vSechna Cisla jsou si rovna.) Plati tedy, Ze a = b = % Obdélnik, jehoz strany maji stejnou

velikost, je &tverec.!

Priklad 2.5.12 (Zdroj zadani i feSeni [3])
Soucet dvou kladnych redlnych ¢&isel x, y je roven d. Pro pfirozena Cisla p, ¢ uréete pomér E
Y

tak, aby soucin S = zPy? byl co nejvetsi.

Reseni:
.S e\ (YN T Y
Lze psat =|—) -[=] ,coZjesoulin p Ciniteld — a ¢ Cinitell =. Soucet vSech téchto
pPq? p q p q
Ciniteld je konstantni

X
Pt ¢t —zty=d
p g

c vy P L o . s 1 e p

Vyraz — ma nejveétsi hodnotu, pravé kdyz — = Y (Soucin n kladnych realnych Cisel, ktera
ptq

maji dany soucet, je nejvétsi, kdyZ vSechna Cisla jsou si rovna.) ProtoZe p, ¢ jsou konstanty, je

v .- .. . T
v tomto piipadé nejvetsi i soucin S. Pfitom pomér — = b
Yy q

'Didonina tloha: ,,Pravé uvedeny matematicky problém fesili uz nasi davni pfedkové. Mésto Kartdgo zaloZila

podle legendy Dido, dcera krale Bela, kdyz s n€kolika krajany prchala pfed svym proradnym bratrem Pygmali-
onem. Dido hledala dzemi pro nové sidlo. Mistni obyvatelé souhlasili, aby Dido zabrala pouze tu ptdu, kterou
pokryje volskou kuzi. P¥i doslovném vyplnéni podminky by ov§em nové mésto bylo zna¢né pielidnéno. Dido
pouzila lest. Volskou kiizi roziezala na tenké femeny, které pak rozlozila tak, aby vymezila oblast podstatné
vEtsi nez tu, kterou mohla pokryt jednou volskou kizi. Matematicky problém, se kterym se zde Dido setkala,
spocivd v ndsledujicim: urcit uzavienou kfivku daného obvodu (perimetru) tak, aby obsah vymezené plochy
byl co nejvétsi. Takova tloha se nazyvd izoperimetrickd dloha. Matematickd intuice napovidd, Ze feSenim bude
kruznice. V pfipad€, Ze napt. z estetického hlediska by mésto muselo mit obdélnikovy tvar, vysledkem by byl
¢tverec.”[7] Dualni tlohou k Didoniné dloze je tiloha se zadanim: Je dan obsah obdélnikového ptidorysu mésta.

Postavte hradby, které jsou co nejkratif a tedy nejlépe héjitelné. (Resenim je také Gtverec.)
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Priklad 2.5.13 (Zdroj zadani i feSeni [3])

Ze Ctverce z papiru o délce strany a jsou ve vSech rozich vystfihnuty shodné Ctverce (obrazek
2.12). Ze zbytku je pak ohnutim obdélnikovych stén sestavena oteviend krabice (bez vika).
Urcete jeji rozméry tak, aby méla co nejveétsi objem.

x y

Obrazek 2.12: Obrazek k prikladu 2.5.13

Reseni:

Krabice ma tvar ¢tyfbokého hranolu s podstavou délky y a vySkou x, pro které plati 2z+y = a.

242 20 1
Y e nejvets (viz piiklad 2.5.12), v piipadg, 7e —- = -, co¥
Y

Objem hranolu V' = zy? = 5

2
ga, Yy = ga, maximalni objem je dan

1 /2)\° 2
V="aZa) = =d
6" (3“) 27"

Priklad 2.5.14 (Zdroj zadani i feSeni [3])

nastane pro y = 4x. Rozméry krabice tedy budou x =

vztahem

$2

Urcete absolutni extrémy funkce f(z) = ot
x

Resent:
Funkce f je definovdna v mnoZiné R, kde nabyva pouze nezdpornych hodnot. Ziejmé plati
f(0) = min f(x) = 0. Zbyva urcit jesté maximum funkce f.

2

Plat{ f(z) -

1 1
= 7 prow # 0. Protoze x2—2 = 1 je konstantni, bude podle AG
X

2
T+ —
72

- 1+ 24

nerovnosti pro &isla 22, — platit
x
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Priklad 2.5.15 (Zdroj zadani [7], feSeni vlastni)

s Y7

Dokazte, Ze pro kladné Cisla aq, as, . . ., a, plati

11 1 )
(@ +as+-+a,) | —+—+...+4— | >n~.
aq (05} Qp,

Reseni:

Nerovnost upravime ekvivalentné na vztah

(a1+a2+...+an)> n
n - 1 1 1\’
=+ —

aq a9 Qp,
JelikoZ upravend nerovnost je nerovnosti mezi aritmetickym a harmonickym primérem, o které

vime, Ze plati, plati i nerovnost ptivodni.

Fyzikalni dlohy, ve kterych se vyuziva nerovnosti mezi pruméry

Priklad 2.5.16 (Zdroj zadani i Casti feSeni [7])
Z kulatiny o prifezu P je vytesan tramek obdélnikového profilu. Jakého nejvétsiho prifezu

miiZe nabyt?

Resenti:

N %

Obrazek 2.13: Tramek, Ctverec

Hrany trdmku oznacme a, b. Plati

2 12
ab:\/a2b2§a _2'—6.
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Maximalni hodnoty ab doséhneme, pokud a = b. Jedna se tedy o Ctverec.

Velikost hrany a = b a prifez S tramku odvodime nasledovné

(prifez kulatiny) P = m?
« . P
(polomér kulatiny) r o= —,
7
(obsah prifezu ¢tvercového profilu) S = ad
a> = 41 =2r7
(hrana profilu max. prifezu) a = 2

2P
Priifez obdélnikového profilu je S = (r\/§)2 =2 =
T

Priklad 2.5.17 (Zdroj zadani i ¢asti feSeni [7])
Zobrazujeme-li pfedmét lupou s ohniskovou vzdélenosti f, plati pro velikost a prfedmétu

a vzdalenost b jeho obrazu od optického stfedu lupy vztah

Pro které hodnoty a, b je a - b nejmensi?

Reseni:

K dikazu pouzijeme GH nerovnost

1
+ 7 :
+b

ab
ab

a+b

1
a
a

Y

1
/
1
f
f.

b
Vztah f = C:L 2 urcuje ohniskovou vzdélenost lupy. Z GH nerovnosti pro a, b plyne
a

1 2ab
Vab > -

1 /1 1 a+b
5(5*5)

Vab > 2f,
ab > (2f)°.

Dosadime ohniskovou vzdalenost f



Rovnost mezi geometrickym a harmonickym primérem nastava, pokud jednotlivé prvky, je-

jichZ primér urujeme, jsou si rovny. V nasem piipadé, tedy a = b. (Soucin ab je odhadnut

TV
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Kapitola 3

Nerovnosti

Na zacatku této kapitoly uvedeme rozdil mezi nerovnosti a nerovnici.
e Nerovnost: dokazujeme, Ze nerovnost plati pro libovolné = ze zadané mnoziny Cisel.

e Nerovnice: hledime mnoZinu vSech Cisel = ze zadané mnoZiny, kteréd jsou feSenim ne-

rovnice.

S nerovnostmi se potkdme piedevSim pfi studiu matematiky na vysoké Skole. Pro postup
vyfeseni diikazli nerovnosti neexistuje Zadna univerzalni metoda. Samoziejmé se ale i u té€chto
dikazii vyskytuji postupy, z nichZ je mnoho do zna¢né miry , trikovych”, které mizeme uplat-
nit opakované. V olympiddnich tlohdch miizeme narazit mimo AG nerovnosti napf. na Cau-
chyovu ¢i trojuhelnikovou nerovnost. Déle si proto predstavime nékteré ze zajimavych nerov-

nosti, které maji v matematice dileZité postaveni.

3.1 Zavedeni pojmiu

Diive nez se s nerovnostmi seznamime, definujeme nékolik pojmd, které budeme potiebovat

k pochopeni dalSich vét a dlikazti. Hlavni literaturou pro kapitolu zavedeni pojmd je [13].

3.1.1 Vektorovy prostor

Definice 3.1.1 Vektorovy (linedrni) prostor je mnoZina V' # () prvkd nazyvanych vektory

splilujici nasledujici axiomy:
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1. Ke kazdé dvojici x,y € V je jednoznacné pfifazen vektor x + y € V nazyvany souctem

x a y takovy, Ze plati:

(a) v +y=y+uz,
(b) x4+ (y+z2)=(x+y)+ 2
(c) ve V existuje jediny vektor o takovy, Ze * + 0 = x pro kazdé z € V,

(d) ke kazdému z € V existuje jediny vektor —x € V takovy, Ze x + (—z) = o.

2. Ke kazdé dvojici o € R,z € V je jednoznacné prifazen vektor ax € V/, ktery se nazyva

soucinem skaldru « a vektoru x takovy, Ze plati:

(a) a(fr) = (af)z,

(b) 1x =z, prokazdé x € V.
3. Plati:

(a) a(x+y) =ax+ay,

(b) (a+ p)xr=azx+ fz.

3.1.2 Skalarni soucin

Definice 3.1.2 Nechf V je vektorovy prostor nad t€lesem R a necht ke kazdé dvojici vektord

x,y € V je pfifazeno redlné ¢islo (x|y) takové, Ze pro libovolna x, y, z € V plati:
1. (zly) = (y|o),
2. (z+ylz) = (z]2) + (y]2),
3. (azx|y) = a(z]y) pro kazdé a € R,
4. (z|z) > 0 pro vSechnaz € V,
5. (x|z) = 0 pravé kdyz x = o.

Podle uvedenych vlastnosti mizeme fici, Ze skalarni soucin je pozitivné definitni symetric-
kou bilinedrni formou, kterou budeme znacit (xz|y). Prostor se skaldrnim sou¢inem nazyvime

unitarni.
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Pro vektory z,y € V, kde x = (x1,29,...,2,),y = (y1,Y2,-..,Yn) definujeme skaldrni

soucin vztahem

(xly) = z1y1 + Toya + ... + TnYn.

3.1.3 Maetricky prostor

Definice 3.1.3 Nechf X # (). Zobrazeni d : X x X — [0, 00) se nazyva metrika (vzdélenost)

na X, jestlize pro kazdé x,y, z € X plati:
1. d(z,y) =0z =y,
2. d(z,y) = d(y, ),
3. d(z,y) <d(xz,z)+d(z,y).
Mnozina X spolu s metrikou d se nazyva metrickym prostorem a znaci se (X, d) .

Metrikou na Eukleidovském prostoru E,, rozumime zobrazeni d : E,, x E,, — [0, 00) defino-

vané predpisem

(3.1)
kde x = (z1,%2, ..., &n) ¥y = (Y1, Y2, - - -, Yn) € E,.
3.1.4 Normovany linearni prostor
Definice 3.1.4 Necht X je linedrni prostor. Funkce || - || : X — R se nazyvé norma (velikost)

na X, jestlize ma ndsledujici vlastnosti:
I ||z]|=0& 2 =o,
2. ||lazx|| = |af ||z|l, Va e R,Vz € X,

3oz +yll < llzll + 1yl VoyeX.

Linearni prostor, na kterém je definovand norma, se nazyva normovany linedrni prostor. Exis-

tuje mnoho norem, které bychom mohli definovat. Pro ticely této prace ndm vSak posta¢i norma
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na prostoru [E,, dand vztahem

1
n P
o = (zw) et
=1

Specidlnim pfipadem pro p = 2 je tzv. Eukleidovskd norma vektoru x = (x1,z9,...,z,) na

prostoru R”, pro kterou plati

x| = \/x%—i—x%%—...—i—x%. (3.2)

Pozdéji zavedeme jesté normu na prostoru Lebesgueovsky integrovatelnych funkci. Vzhledem

k tomu, Ze uz nyni zndme vlastnosti skalarniho soucinu, mizeme vztah (3.2) nahradit vztahem

2]l = v/ (z]x).

Pro nerovnosti jako je nerovnost Holderova ¢i Minkowského, musime definovat pojmy pro-
storu Lebesgueovsky integrovatelnych funkci L, a normu na tomto prostoru. Veskeré infor-

mace k Lebesgueovym prostortim, byly ¢erpany z [13].

Definice 3.1.5 (Vnéjsi mira) Vné&jsi miru libovolné podmnoziny (2 € R™ definujeme jako

m* (Q) :inf{2|lk|:lkeI,QC U]k},

k=1 k=1
n

kde vztahem |I| = H (b; — a;) rozumime n-dimensiondlni objem intervalu I € R". Systém
i=1

vSech takovych intervall zna¢ime 7.

Vnéjsi miru m* (2) pro méfitelné mnoziny nazyvame Lebesgueovou mirou a znacime m (€2).

Definice 3.1.6 (Méritelna mnozina) Podmnozina ) C R” se nazyva Lebesgueovsky méfitel-
nd, jestlize pro Ve > 0 existuje mnoZina F, kterd je sjednocenim nejvySe spocetné mnoZiny

intervalt a takovd, ze 2 C P.am* (P.\Q) < e.

Definice 3.1.7 (MéFitelna funkce) Funkce f : R" — R, (R = R U {+00}) se nazyva méfitel-

nd, pokud pro kazdé ¢ € R je mnozina Q¢ = {z € R" : f(x) > ¢} méfitelna.

Definice 3.1.8 (MéFitelna funkce na mnoziné) Funkce f : Q) C R® — R se nazyva méfiteln

funkce na mnoziné 2, jestlize 2 je méfitelnd a rozsifen{ funkce f(x) je méfitelna funkce

fx) = flx), z €Q,
flx) = —oo, reR™\ Q.
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Definice 3.1.9 (Lebesgueovsky integrovatelna funkce) Necht f : R* — R je méfitelnd
funkce. Rikdme, Ze funkce je Lebesgueovsky integrovatelnd, jestlize alespoti jeden z integrald

fe(x)dm, f—(x)dm funkce f vzhledem k Lebesgueové miie! m je koneény. Plati
Rﬂ/ Rn

Rnf(crr)clmz . fi(z)dm — . f(z)dm,
f—l—(x) = max{f(x),O} > 0,
f-(z) = max{—f(z),0} > 0.

Definice 3.1.10 Nechf © C R” je méfitelnd. MnoZinu vSech Lebesgueovsky integrovatelnych

funkci u na €2 takovych, Ze
/\u(q:)|pd:c<oo 1<p< o
0
znacime L, ().

Nyni, kdyZ jsme uvedli zakladni informace o L,, ptejdeme ke vzorci normy na téchto prosto-

rech.

Pro 1 < p < oo je norma dana vztahem

1
letley @ = Nl = ( e |pda:) .

3.2 Trojihelnikova nerovnost

Trojuhelnikova nerovnost je jednou z téch, se kterymi jsme se mohli setkat uz pti studiu pla-
nimetrie na stiedni $kole. Konkrétné, pokud jsme zjistovali, zda zadané tsecky o zndmych

délkach mohou tvofit trojihelnik. Mimo planimetrie ma vSak tato nerovnost i dalsi vyuZiti.

Trojuhelnikova nerovnost vyjadiuje, Ze soucet délek libovolnych dvou stran trojihelniku neni
nikdy mensi neZ strana tfeti. Pokud by tento soucet byl mensi, nejednalo by se o trojihelnik.

Vztah, ktery v této nerovnosti plati, nyni odvodime.

1V integrélu je dm &asto zamé&hovano za dx.
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Nechf jsou zadané v roviné (v prostoru ) tfi body X,Y,Z o soufadnicich X = [z1,2,],

Y = [y1,v2], Z = [21, 22). Vzddlenost téchto bodu je ddna vztahy:

d(X,Y) = \/($1 —1)* + (22— )”,
d(Y,z) = \/(yl —2) 4 (1o — 22)°,

d(X,Z) = \/(351 —21)% + (22 — 2)°.

Pro trojuhelnikovou nerovnost tedy plati

V=207 4 (2 — 22 < /(01— 92 + (22— 90)* + (o — 20 + (3o — )% B3)

Rovnost nastdva v pfipadé, Ze zadané tfi body leZi v jedné pfimce. S trojuhelnikovou nerov-

nosti jsme se jiZ setkali pfi zavedeni metrického prostoru
d(z,z) < d(z,y)+d(y,z)
a déle pri zavedeni normovaného linedrniho prostoru
[z +yll < llzll + [yl

V télese R plati také trojuhelnikova nerovnost dand vztahem pro absolutni hodnoty prvki
télesa

lz +yl <|z|+y]

Uvedeme dikaz trojuhelnikové nerovnosti a ddle nékolik feSenych prikladi.

Dukaz 3.2.1 (Trojihelnikova nerovnost, vlastni)
Dokazme vztah |z + y| < |z| + |y|, kde z,y € R.

Jisté plati, ze
z < |zl A y <lyl,
—x < |z A —y < |yl
Jestlize seCteme nerovnosti v fadcich, dostavame

vty < x|+ |yl

—z—y <|z|+|y|.
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Protoze pro x +y > O plati, Ze [r +y| = x +yaprox +y < Oje |z +y| = —x — y (jind
moznost nastat nemuze), 1ze |« + y| dosadit do obou nerovnosti. Ziskali jsme dokazovanou

nerovnost |x + y| < |x| + |y|.

0J
Priklad 3.2.2 (Zdroj zadani [15], feSeni vlastni)
Necht a, b, ¢ jsou délky stran obecného trojihelniku. Dokazte, Ze pro né plati nerovnost
a® 4+ b* 4+ ¢ < 2(ab+ be + ca) .

Reseni:
Z trojuhelnikové nerovnosti plyne

a<b+c, b<c+a, c<b+a.
Samoziejme musi také platit vztahy

a—b<c, b—c<a, c—a<b. (3.4)

Umocnime jednotlivé nerovnosti (3.4) a nasledné vSechny secteme

a’® —2ab+ b <
b —2bc+c* < d,
& —2ca+a* < b

20> +20° + 22 —a®> —b* - < 2(ab+bc+ca).
Po tpravé levé strany dostaneme nerovnost a® + b? + ¢ < 2 (ab + be + ca).

Priklad 3.2.3 (Zdroj zadani [15], feSeni vlastni)
Dokazte, ze pro délky a, b, c stran libovolného trojihelniku plati

(a® + %) 2 — (a® — b?)?

b < 2.

Resenti:

Nerovnost upravime na ekvivalentni tvar (a2 + b2) ¢2 — (a2 — b%)* < 2abc?.
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Nésleduje fada nize uvedenych ekvivalentnich uprav

2

a’c® + b — 2abc® — (a2 — b2) < 0,

(a2 + b2 — 2ab) A — (a2 — 62)2 < 0,

(a—0)2c—(a—0b)>(a+b)> < 0,
(@a=b)° [*—(a+D)?] < 0 (3.5)

Soucin v nerovnosti (3.5) bude men3i nez 0, pokud pravé jedna ze zdvorek (a — b)? nebo
[¢* — (a + b)?] bude men3i neZ 0. Plati, Ze druhd mocnina neni nikdy zdporna. Zbyvé ndm tedy
vyfesit, kdy bude [02 — (a+ b)Q} < 0. ProtoZze v trojuhelniku plati trojuhelnikova nerovnost,
tak
a+b>c, zaroven i (a2 + 62)2 > ¢

a tedy vzdy plati, Ze

Z —(a+b)’ <0.
Zbyva jesté vyresit, kdy ve vztahu (3.5) nastane rovnost

(a—0>=0 VvV E—(a+b)>=0.

Rovnost (a — b)* = 0 plati v piipadg, Ze a = b. Pokud by ¢ — (a + b)* = 0, body trojihelniku
by lezely v pfimce (nejednalo by se o trojihelnik). Rovnost tedy plati pouze pro rovnoramenné

trojuhelniky.

3.3 Cauchyova nerovnost

Cauchyova nerovnost je jednou z nejdillezit&j$ich nerovnosti matematiky. Casté vyuziti mé
zejména v linearni algebfe a matematické analyze. Nerovnost se také nékdy nazyva Cauchyova-
Schwarzova, Cauchyova-Bunakovského nebo Cauchyova-Schwarzova-Bunakovského podle
matematiki, ktefi ji zobecnili. Dale budeme pouZivat pouze stru¢ny nazev Cauchyova nerov-

nost. Hlavnim zdrojem informaci pro tuto kapitolu je [11], [12].

Véta 3.3.1 (Cauchyova nerovnost, [11]) Nechi n € N. Pro kaZdé dvé n-tice u;, v;, € R, kde

1=1,2,...,n plati
(urv1 + UgVs + . . .+ Upvy)? < (i +us+...4ul) (VP +v3+...+02).
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Rovnost nastane pravé tehdy, kdyZ u; = 0, nebov; = Oproi = 1,2,...,n, nebo existujet € R

takové, Ze v; = tu; pro vSechnai =1,2,... n.

Ekvivalentni nerovnosti je takovd nerovnost, kterou ziskdme odmocnénim obou stran pravé

uvedené Cauchyovy nerovnosti

[u1v1 + ugva + ...+ upv,| < \/(u%+u§+...+ug)(v%+v§+...+v;§).

Pripadné€ mtizeme pouzivat zkraceny zapis

n n n
E uv;| < E u? - E v
i—1 i—1 i=1

Samoziejmé nesmime opomenout na vyjadieni Cauchyovy nerovnosti pomoci skalarniho sou¢inu

|(ulv)] < ful - o,

kde u,v € R". Pokud predchozi nerovnost upravime, mizeme se piesveédcit, Zze se opravdu

jednd o Cauchyovu nerovnost (pro n = 2: [uyvy + ugvs| < \/u? + ud - \/v} + v3).

Dukaz 3.3.2 (Cauchyova nerovnost, [12]) Uvazujme kvadratickou rovnici s nezndamou ¢

(ut — v1)° + (gt — v2)> 4 ... + (unt — v,)* = 0. (3.6)

(& J/

TV
nezaporné, rovnice mé nejvyse 1 kofen

Rovnici pfevedeme do tvaru At*> + Bt + C, kde

= u%%—u%—{—...—{—ui,
= —2(ugv1 + ugve + ... + uyv,),

= v%+v§+...+vi.
ProtoZe rovnice ma nejvySe 1 kofen, je diskriminant kvadratické rovnice D < 0
B\?2
B?>—4AC <0 A02(5> :
Pokud do posledni uvedené nerovnice dosadime za A, B, C' ziskame

(U vy + UgVs + . ..+ Upvy)? < (i +us+...4+ul) (v +v3+...+02). (3.7)
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Nerovnost (3.7) je Cauchyova nerovnost, kterou jsme chtéli dokdzat. Rovnost nastavd pro

D = 0, ato je v ptipadé, Ze se zdvorky v rovnici (3.6) rovnaji nule. Musi platit

v = tul )
Vg = tUQ )
v, = tuy,.

Tento dikaz je do zna¢né miry ,.trikovy”.

Cauchyova nerovnost ma také geometricky vyznam. Nechf je n = 2 a vektory x,y # 0.

X = [m1, mo

Y = [y1, o]

Obrazek 3.1: Geometricky vyznam Cauchyovy nerovnosti

Pro dsecky a, b, ¢ z obrazku 3.1 plati

a = \/x?+ a3,
b = \Jyi +y5,

¢ = \/(951 — )+ (z2 — ).

Podle kosinové véty je 2abcosy = a® + b? — 2, &ili

a’+ b — 2 _ 224+ 23+ yd +yd — 22 4 2wy — yF — 23+ 23010 — 3
2ab 2@l + a3yl + s
T1Y1 + T2l

Vi + a3yt + i3

Cauchyova nerovnost pron = 2: |21y, + Zays| < /27 + 31/} + y3. Pro nenulové vektory

cosy =

x,y plati, Ze |cosy| < 1, kde ~ je thel sevieny vektory z,y [1].
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Dikaz 3.3.3 /7] Dokazte Cauchyovu nerovnost
(U1 + ug1;)° < (ui +u3) (vi +v3) (3.8)

pomoci nerovnosti AG.

Dokazovanou nerovnost (3.8) ekvivalentné upravime na

2 2 22, 22 22 22
(urv1)” + (ugve)” + 2ugviugve < ujvy + usvs + ujvs + usvy,

2 2
U1V UV < (u1v2) ;(um) .

T+

Je-1i leva strana kladn4, pak posledni uvedena nerovnost je nerovnosti AG /7y < Y pro

z = (uyvg)?, y = (ugv1)”.

Pokud je zdporna ¢i nulovd je nerovnost trividlni. ProtoZze vSechny provedené upravy byly

ekvivalentni, je nerovnost (3.8) dokédzana.

Vztah mezi trojihelnikovou a Cauchyovou nerovnosti
Ve vztahu pro trojihelnikovou nerovnost (3.3) pfejdeme od souradnic bodii X, Y, Z k soufadni-
cimvektori u = Y X, v = 2ZY,w = ZX. PfiCemz plati u; = x; — y;, v; = y; — 2i, W; = Tj — 2

[7],

\/w%+w§ < \/uf%—u%jt\/vfjtv%.

Po umocnéni obou stran nerovnosti a dosazeni w; = u; + v; dostaivame

(ur +v1)? + (up +v9)° < u%+u§+v%+v§+2\/u%+u§-\/v%+v§,

uf + 2uivy + v+ us + 2ugvy +v; < u%+u§+vf+v%+2\/u%+u§-\/v%—l—v%,

uvy + Uty < g Jud +ud- \/vf + v3. (3.9)

Vzhledem k libovolnosti bod musi nerovnost platit i pro vektor (—uy, —us),

—uvy — Ugve < \Jud + ul - \/v% + v3. (3.10)
V ptipadé, Ze obé nerovnosti (3.9) 1 (3.10) umocnime, ziskdme k nim ekvivalentni nerovnost
2 2 2\ (.2 2
(wivr + ugve)” < (ui +u3) (vi +03) ,
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kterou nazyvame Cauchyovou nerovnosti v R%. Podobnym zplisobem lze z trojihelnikové
nerovnosti vyvodit vyjadfeni Cauchyovy nerovnosti v R3,

Nyni uvedeme nékolik fesenych piikladid na Cauchyovu nerovnost.

Priklad 3.3.4 (Zdroj zadani [12], feSeni vlastni)

Pomoci Cauchyovy nerovnosti dokazte nasledujici nerovnost pro kladna redlna cisla a;, b;, kde

1=1,2,...,n
(a1by + agbo+ ...+ anby) | —+ =+ ...+ — | > (b1 +ba+...+b,)".
ap a9 Qp,
ReSeni:
Pokud do vztahu
(ui +us+ ... +up) (v +v5+ ... +02) > (ugvr + usvs o Fu)? (3.11)

dosadime

— b;

U; = aibi, V; = —, 7::1,2,...,71,
a;

ziskame

(\/a1b12+\/a2b22+,,.+ (\/bl \/b2 \/ )
aq (05}
[ by [ bo [bn
Z<\/a1b1~ a—1+\/a262' a—2+...+\/anbn~ a—)

Zbyva ndm pouze posledni tprava k tomu, abychom dokézali zadanou nerovnost,

b b b,
(albl+a2b2+...—|—anbn)< L2 +—) > (by+by+ ...+ b,)°.
ar a2 Qn

Priklad 3.3.5 (Zdroj zadani [12], feSeni vlastni)

Pomoci Cauchyovy nerovnosti dokazte pro pfipustnd z,y, z > 0 nerovnost
14 (2% + y* + 2%) > (v + 2y + 32)°.

Reseni:
Nerovnost budeme dokazovat pro n = 3. Jestlize vhodné zvolime v Cauchyové nerovnosti

up = l,up = 2,u3 = 3,v1 = x,v, =y, v3 = 2, priklad je vyreSen.
(12 +2°4+3%) (2 +9° + 2%) > (z + 2y + 32)°.
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Priklad 3.3.6 (Zdroj zadani [11], feSeni vlastni)

Dokazte, Ze pro libovolna ¢isla x, y, z > 0 plati nerovnost

Reseni:

Uvazme nyni Cauchyovu nerovnost pro n = 3. JestliZe v nerovnosti

(urvr + uovs + uzvs)” < (ud 4wl +u3) (vf + V3 +v3)

T Y z 1 1 1

polozime uy = —&—=,uy = —=, U3 = —=,V] = —=, Vs = = ziskame novou
V2 V6 V2

V3 IRV

nerovnost, kterd je ekvivalentni se zadanou nerovnosti
1 =z 1y 1 =z ) (xQ y? 22 (1 1 1)
— =t —= =t —= - —= | < | =+ =+ = —+-4+-=]. 3.12
(\/5\/5\/5\/5%\/6236236 G12)
Pouziti Cauchyovy nerovnosti, zdroj [11]

/1
e Pokud pro dand Cisla ay,as, ..., a, poloZime za u; Cislo /a; a za v; &islo / — pro
7

vSechna: = 1,2, ..., n, pak Cauchyova nerovnost
(ui+us+...4ul) (v +v3+... +v) > (ww Uy + .. F upvyn)? (3.13)
prejde do tvaru

1 1 1
(m+ayh”+a@<—4~—+”fw—)>n{ (3.14)

ai Q2 an

kde rovnost plati jen v ptipadé, kdyZ a; = as = ... = a,.

Priklad 3.3.7 (Zdroj zadani [12], feSeni vlastni)
Pomoci Cauchyovy nerovnosti dokazte pro redlna =, y, z > 0 nerovnost

1 N 1 N 1 - 9
42 14y 14z 3+z+y+z

Reseni:

1
Zvolime U; = \/(I_i, V; = ﬁ,Z = 1,2,3, kde

a = 1+uz,
Ay = 1+y7
a3 = 1+ 2.
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Po dosazeni do Cauchyovy nerovnosti dojdeme ke vztahu

2

1 1 1+x I+ 1+ 2
+ + ) > (V +W/ y+V ),

l+z 14y 14z Vi+tzr Vi+ty V1i+z

(3+x+y—|—z)(

B+z+y+2) c—_— ! - > 9
X z .
Y l+z 1+y 1+z) =

Po vydé€leni vyrazem 3 + x + y + 2 ziskdme zadanou nerovnost.

PoloZime-liv (3.13) v; = v9 = ... = v,, = 1, dojdeme k zavéru, Ze pro libovolna redlna
¢isla uy, us, . . ., u, plati nerovnost

(u%+u§+...+ui)~n2(u1+u2+...+un)2, (3.15)
pricemz rovnost nastane, pravé kdyz u, = us = ... = uy,.

Priklad 3.3.8 (Zdroj zadani a Casti feSeni [11])

Necht pro dand ¢isla a,b € (0;1) plati a + b = 1. DokaZte nerovnost
+12+>b+12>25
a+ — - —.
a b) — 2
1

1
Nerovnost budeme dokazovat pomoci nerovnosti (3.15), kde u; = a + —,us = b+ =
a

Reseni:

Pouzijeme rovnost a + b = 1 a dale nerovnost

1 1 a+b 1

a b ab ab

a ziskame tak

1\? 1\? 1 1\?
21{a+—-) + |0+~ > |a+—=+b++ ) ,
a b a b

1\2 1\?] 1 12

1
ab

2
25
) > = zadand nerovnost by byla dokdzana,

12
(L+—) > 25,
ab

1
Pokud by platilo 5 (1 +

1
1+— > 5
+ ab —
1
— > 4
ab — 7
1
b < -—-.
@ =]
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Diéle uZijeme ndm jiZ zndmou AG nerovnost. ProtoZze AG nerovnost plati, je zadana

nerovnost dokazana,

m < a—2|—b’
— 1
ab S 57
1
b < -—.
w =3

1
Rovnost nastdvd proa = b = R

V piipadé, ze budeme odhadovat soucet u; + uy + . . . 4+ u,, redlnych Cisel u;, 1ze soucet

upravit do tvaru

U U Uy,
bt = VA == a
1 2

Vi N Vn

s vhodnymi kladnymi Cisly a;, kde © = 1,2,...,n a poté uplatnime Cauychovu nerov-
nost (3.13)
9 u? o ul u?
(up +ug+ ... +uy)” < (—1+—2+...+—”) (ar+as+...+a,). (3.17)
aq a9 (07%

(1

Rovnost nastane, kdyz \1;_ = ty/a; neboli u; = ta;,t e R,i=1,2,...,n.

7

Priklad 3.3.9 (Zdroj zadani i feSeni [11])

Dokazte, Ze pro libovolna ¢isla a, b, ¢ > 0 plati nerovnost
abc (a+b+c) < a*b+bc + ca.
Reseni:
Pouzijeme vztah (3.17) pro n = 3, kde uy = a,uy = b,u3 = c,a; = c,as = a,a3 = b,
(ur +ug +uz)® < <u—%+u—§+u—§> (a1 + as + as),
(a+b+c) < (a—2+b—2+c—2> (c+a+b).
Vydé€lime-li tuto nerovnost vyrazem (a + b + ¢) a nasledné vyndsobime abc, ziskame

a> b
£
c a b

abc(a+b+c) < a’b+bc+cla.

dokazovanou nerovnost

(a+b+c)

IN
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3.4 Jensenova nerovnost

Jensenova nerovnost je velice dileZitou nerovnosti matematické analyzy. V této kapitole si
nerovnost nejen predstavime, ale také si ukdzeme, Ze z ni Ize vyvodit vétSinu ze zndmych ne-

rovnosti. Hlavni literaturou je [14].

Pojem Jensenovy nerovnosti velice Gizce souvisi s pojmem konvexni funkce. Konvexni funkce
je takova funkce, jejiz graf lezi nad jeji libovolnou te¢nou. Prikladem konvexni funkce je
napfiklad funkce dand piedpisem f : y = . Opakem je funkce konkdvni, jejiz graf lezi
cely pod tecnou v libovolném bodé jejitho grafu. Uvedeme opét aspon jeden priklad konkdvni

funkce f : y = —a2.

O konvexnosti ¢i konkdvnosti funkce Ize rozhodnout pomoci druhé derivace funkce f”(z),
pokud existuje. Jestlize f” > 0, pak je funkce konvexni (ryze konvexni pro f” > 0). Pro
f" < 0 dostavame funkci konkavni (ryze konkavni f” < 0). Pokud je funkce f konvexni na
intervalu /, pak funkce — f je na tomto intervalu konkdvni a naopak, pokud je f na intervalu /

konkdvni, pak funkce — f je zde konvexni.

Véta 3.4.1 (Jensenova nerovnost, [14]) Nechf [ je konvexni funkce (redlné proménné) na in-
tervalu I. Pak pro libovolnou konvexni kombinaci \yx1 + Aoxo + ... + \,x, redlnych Cisel

X1, %o, ..., T, € I plati nerovnost

Konvexni kombinaci ¢isel x1, xo, . . . , x,, rozumime kaZdé redlné Cislo \ix1+Xoxa+. ..+ N\, Ty,

kde koeficienty \; splituji tyto podminky
A >0 (1=1,2,...,n) a MAM+X+...+N\ =1

Konvexnost funkce je hlavnim pfedpokladem pfti vyuziti Jensenovy nerovnosti. Pro konkavni

funkce plati analogickd véta, pouze nerovnost je opacnd.

Dukaz 3.4.2 (Odvozeni AG nerovnosti z Jensenovy nerovnosti, [14]) Pro libovolna nezépor-

ndredlnd ¢isla zq, zo, . . . , x,, dokaZte nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem

1+ 2o+ ...+ 2y
n

> xy -9 T (3.18)
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pomoci Jensenovy nerovnosti.

Pokud je x; nulové pro nékteré i = 1,2,...,n, je nerovnost (3.18) ziejmd, nebof jeji pravd
strana je rovna nule. Pfedpokladejme tedy, Zze z; > 0, proi = 1,2, ... ,n. Funkce f (z) = Inx
je konkédvni na R, nebot plati f” (x) = —% < 0 pro kazdé = > 0. Z Jensenovy nerovnosti
volbou A\ == ... =)\, = % ziskame
In <x1 +x2—|—...+xn> > l1n91:1 + llnxz—l—...—i— llnyzrn,
n n n n
. <x1+x2+...+xn> > 1n<:c§ ;ﬁ)
n
<x1+m2—;...+xn> S S

coZ je nerovnost (3.18).
O

Mozna bychom si ted mohli poloZit otdzku, pro¢ jsme pouzili zrovna funkci logaritmu. Od-
povéd je takova, Ze logaritmus pomérné elegantnim zplisobem pievadi soudet na soudin a na-
opak. Tento pfevod se pravé u nerovnosti AG vyskytuje. Pokud bychom pouzili logaritmus
o zakladu mensim neZ jedna, je nutné otoCit znaménko nerovnosti pii odstraniovani logaritmi
v poslednim kroku dikazu. Dale uvedeme nékolik prikladi vyfeSenych pomoci Jensenovy

nerovnosti.

Priklad 3.4.3 (Zdroj zadani [12], feSeni vlastni)

Vnitfni thly trojihelniku jsou «, 3, v. Dokazte, Ze plati nerovnost

sin%—ksing—l—sin% < 5

Resent:
Funkce sin x je na intervalu (0, ) konkdvni. Budeme tedy vychazet ze vztahu

A1sinzy + Agsinay + Agsinag < sin (Mxy + Aoza + Aza3)

1
kde volime \; = 3 1 = 1,2, 3. Pro Jensenovu nerovnost pak plati, Zze

1 1 1 1 1 1
g'sin%—l—g'sing%—g-sin% < sin(§~%+§~§+§-%)
L a+pB+y w1
= sin—— =sin— = —.
6 6 2
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Jisté plati, Ze « + 8 + v = m, jelikoz se jednad o soucet vnitinich Ghli v trojihelniku. Po

, ., oy o e . B .y 3
vyndsobeni nerovnosti tfemi dostdvame zadanou nerovnost sin 5 +sin — +sin— < =

2 272
Priklad 3.4.4 (Zdroj zadani [12], feSeni vlastni)

Vnitfni Ghly trojihelniku jsou «, (3, v. Dokazte, Ze plati nerovnost

tg% + tg§ + tg% > /3.

Reseni:

Funkce tangens je na intervalu (O, g) konvexni. Dosazujeme do vztahu
)\1tg I + )\th ) + )\3tg XT3 Z tg ()\11’1 + )\2$2 + )\3{23'3) .

Pouzijeme Jensenovu nerovnost

1 o 1 B 1 v a B v
S tgm - tge s tgL > g+ o4+ L) =
gy Tyrleg Tyl = g(6+6+6

atfty_ T _V3

— t )
£7% 6 3

1 1
Ziskali jsme nerovnost — -tgg + = -tgé + = -tg%

V3
3 °2 3 °2°3 3

> . Pokud vynésobime celou nerovnost

tremi, je dikaz hotov.

Priklad 3.4.5 (Zdroj zadani [12], feSeni vlastni)

N s 2

Vnitfni thly trojihelniku jsou «, 3, v. Dokazte, Ze plati nerovnost

33

sina - sin 3 - siny < =

Reseni:
Na rozdil od ptfedchozich piikladd, kde byl na levé strané soucet ¢lent, je nyni na levé strané

soucin ¢lent. PouZijeme AG nerovnost, kterd prevede soucin ¢isel na soucet

sina + sin 8 + siny
3 .

sin v 4 sin 8 + sin -~y <3 3\/§_ V3
3 =\ s T 2

bude diikaz hotov. Vyuzijeme Jensenovy nerovnosti

Y/sina - sin ff - siny <

Pokud bude platit

1 1
g-sina—{—g-sin5+§-sin'y§sin%ﬁ+7:sing:

=

Dokézali jsme zadanou nerovnost.
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Priklad 3.4.6 (Zdroj zadani a feseni [14])

Ukazte, Ze pro libovolnd redlnd ¢isla a, b € (—1;1) plati

VI—a?+ V1 -0 <\/4—(a+b)

Resent:
Funkce f(z) = v/1 — 22 je na intervalu (—1; 1) konkdvni (grafem je polokruznice). Z Jense-

novy nerovnosti plyne

Vi-a? V11 . (a +b)?

2 + 2 - 4 7

2
VI—a+V1-1 <2 w,

VI—a24+V1-02<\/4—(a+b)

3.5 Youngova nerovnost

Youngova nerovnost pro potieby této prace bude slouzit predevsim jako prostiedek pro dikaz
Holderovy nerovnosti. Samoziejmé to neméni nic na jeji duleZitosti a mozZnostech uplatnéni

v matematické analyze.

Véta 3.5.1 (Youngova nerovnost [14]) Pro libovolnou dvojici ¢isel x > 0,y > 0 a pro libo-

z v

1 1
volnd redlnd ¢islap > 1,q > 1 pro neZ je — + — = 1, plati
p q

ay < — 4+ 2 (3.19)

Cisla p, ¢ nazyvame sdruzenymi priméry. Pokud upravime AG nerovnost, dostaneme specialni

ptipad Youngovy nerovnosti. Pro n = 2 z AG nerovnosti plyne

Jig < & g y (3.20)
1 1 1
xiy% < §:E + §y (3.21)

, 1 1
Zobecnime AG nerovnost uvedenou ve vztahu (3.21). Bud p > 1, — 4+ — = 1, pak pro kazdé
p q
x > 0,y > 0 plati nerovnost

rrys < —x + qy. (3.22)



Vztah (3.22) je pouze jinym vyjadienim Youngovy nerovnosti. V piipadé, Ze ve vztahu (3.22)
je p = q = 2 dostdvame AG nerovnost (3.21). Pro x = a?, y = b? aCisla a,b > 0 plati
1

1
ab < —aP + -b1.
p q

Diukaz 3.5.2 (Youngova nerovnost, dukaz pomoci Jensenovy nerovnosti, [14])

1
Pro funkci f (u) = Inu (na R™ konkdvnf, protoze f” (u) = —— < 0 pro Yu > 0) plati:
u

In (Ajug + Aoug) > A Inug + Mg Inus.

1 1
Dosadime-li \y = —, A\y = —, u; = 2P, us = y?, pak hledanou nerovnost ziskdme nasledujicim
p q
zpusobem
P a 1 1
In (x_ + y_> > —Ina? + —Iny?,
p q p q
p q
In (a:_ + y_) > Inz+Iny,
p q
P q
In (:1:_ + y_) > In(zy),
p q
P q
= + L > xy.
p q

Daéle uvedeme jesté jeden z dikazii Youngovy nerovnosti.

Dukaz 3.5.3 (Youngova nerovnost, diikaz vlastni) Youngovu nerovnost budeme dokazovat ve
verzi (3.22)
1

1 1 1
x%-yég—x—k—y, kdeVz,y >0, p,g>1, —+-=1.
p q P q

1
Pokud x = 0 nebo y = 0 je nerovnost zfejma. Pro z,y > 0 oznaCime — = « a tedy
p

1 1
Sol--=1-aq,
q p

kde a € (0;1). Dokazovanou Youngovu nerovnost postupné ekvivalentné vyjadiime

2@y < ar+(1-a)y,

X
Yt < (a— +1-— a) v,
y

z® x
—y < (Oz—+1—oc)y,
Y Y

T
a—+1—a.
Y

VR
< |8
~

Q
A
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. . . . . X
V posledni uvedené nerovnosti provedeme substituci z = — a dostaneme
Yy

Za

IN

az+1—a,

f(z) =2—az+a—-1 < 0. (3.23)

Posledni nerovnost dokdZeme pro vSechna z > 0 pomoci diferencidlniho poctu a faktu, Ze
lev4 strana nerovnosti nabyva nulové maximdlni hodnoty. Extrém se nachazi v bodg, v némz

je prvni derivace rovna nule. Vypocteme prvni derivaci
/ —
flz)=G"—az+a—-1)=az""—a

Prvni derivaci polozime rovno 0 a vyjadiime z

MozZny extrém jsme nalezli pro z = 1. Zbyva urcit, zdali se jednd o maximum ¢i minimum.

K tomu pouZzijeme opét diferencidlni pocet, konkrétné druhou derivaci

!/

ffz)=("—az+a-1)"= (""" —a) =a(a—1)2*"
Urc¢ime hodnotu druhé derivace pro z = 1

') =a(a—1)<0.

Protoze druha derivace je mensi neZ nula, je funkce f konkdvni a extrém v z = 1 je jejim

maximem. Jelikoz f(1) = 0, plati (3.23) a Youngova nerovnost je timto dokazana.
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3.6 Bernoulliova nerovnost

V této kapitole se sezndmime s dalsi nerovnosti, tentokrat Bernoulliovou ¢i také Bernoulliho.
Pouzivame ji vétSinou k dikazim slozitéj$ich matematickych vét. Literatura k této kapitole

[14].
Véta 3.6.1 (Bernoulliova nerovnost, [14]) Pro kazdé redlné ¢islo x > —1 a libovolné kladné
redlné ¢islo p # 1 plati

(1+2)f > 1+pz (prop > 1), (3.24)

(142 < 1+px (pro0 < p < 1). (3.25)

Dukaz 3.6.2 (Bernoulliova nerovnost, [14]) Nejprve piedpoklddame, Ze p > 1 a dokdZeme
nerovnost (3.24). Pokud v této nerovnosti plati, ze 1+px < 0, bude nerovnost splnéna trividlné.
Pokud prav4 strana bude kladnd, pak po logaritmovani ziskdme nerovnost

pln(1+2) > In(1+ px). (3.26)

Nerovnost (3.26) plyne z Jensenovy nerovnosti pro funkci f(x) = In x, kterd je konkdvni na

1 1
R*. S ohledem na p > 1 jsou obé& ¢isla\; = —a Ay = 1 — — kladnd a \; + A\ = 1. Plati
p p

1 1 1
—In(1+px) = —1n(1—|—px)—|—(1——>1n1
p p p

m(%u+pm+(1—%)&):hu1+@,

IA

tedy
1
In(1+z) > —In(l+pz),
p
pln(l4+2) > In(l+pzx).

Diukaz pro nerovnost (3.25) je obdobny. Jensenova nerovnost pro konvexni funkci bude mit

koeficienty \; = p, Ao =1 — p,
pn(l4+z)=pn(1+2)+(1—phl<In(p(1+z)+(1—p)-1)=In(1+pzx).
Tedy
pln(1+2z) < In(1+px),

1+z)? < 1+ pa.
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3.7 Holderova nerovnost

Hoélderova nerovnost md velky vyznam pfi zkoumdni L, prostori. Ziroveil nesmime opome-
nout, Ze diky této nerovnosti miizeme dokazat Minkowského nerovnost, viz kapitola 3.8. K po-
chopeni nésledujicich vét je dlileZitd znalost L, prostor(, alesponi v takovém méfitku, které je
uvedeno v této praci v kapitole 3.1.4.

Nyni uvedeme Holderovu nerovnost uvazovanou na Eukleidovském prostoru E,,.

Véta 3.7.1 (Holderova nerovnost, [13]) Nechf x;,vy;, proi = 1,2,....n jsou redlnd Cisla

1 1
anechtf p > 1,— + — = 1. Pak nerovnost
p q

1 1
Z 23] [yi| < (Z |$i|p> (Z |yi|q> (3.27)
i=1 i=1 i=1
nazyvame Holderovou nerovnosti.

Rovnost nastava v ptipadé, zZe x; = ty; pro vSechna: =1,2,... . naprot € R.Pro0 <p <1
plati ve vété 3.7.1 obracend nerovnost ve vztahu (3.27). Nasledné provedeme dikaz véty 3.7.1

(pro obricenou nerovnost je analogicky).

Dikaz 3.7.2 (Holderova nerovnost, dikaz vlastni) K dikazu vyuZijeme vlastnosti Youngovy
1

n P
nerovnosti. Pfipomenime, Ze pro normu na E,, plati ||u|| = (Z |ui|p> . Do nerovnosti
i=1
11 1
TPy g —x + -y
p
dosadime za x,y [13]
il Y = 03]
lulls’ lvllg’

kde Uj, Vs

|v||; > 0. Pravé ziskand nerovnost m4 tvar

1 1
()’ () <3t d o
[l o]l p o llullz o lollg

Pomoci ekvivalentnich tprav miiZeme dédle nerovnost upravit

T 1 T S (1 o e 1
<.t D
llull, Toly = p luly g (ol
Secteme nerovnosti pro:t = 1,2,....,n
1 & 1 -
e Q) lwallei] < = |ui DI (3.28)
[ullpl[v]lq ; T II” Z IIUII" ; l
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Diky rovnosti
full = fuf” (3.29)
=1

1ze vztah (3.28) dale upravovat (sumy a normy v pravé Casti nerovnosti se zkrati)

n

1 1 1
e Y fwillu < -+ - =1
Tl 2o il < 5+ g

Vyndasobenim a tpravou normy dostaneme postupné

n

D luilloil < Yl - llollg,

=1
1
n n P n
Dolwllol < (D lwl” ) (Dl
=1 =1 =1

¢imz je dukaz hotov.

Poznamka 3.7.3 Nékdy se miiZeme setkat s vyjddrenim Holderovy nerovnosti ve tvaru

n

1
n n n P n
Z%yi < Z 2y < Z 2| |yi| < Z || Z vl |, (3.30)
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1
platné za stejnych podminek jako nerovnost (3.27).

Pro p = q = 2 prechdzi Holderova nerovnost v Cauchyovu, tzn. Holderova nerovnost je
zobecnénim Cauchyovy nerovnosti.

n n
Ditikaz nerovnosti E iyl < E |z;y;| pro zadana redlna Cisla provedeme pouze tivahou.
i=1 i=1
Prava strana nerovnosti je vétsi nez leva diky tomu, Ze s¢itdme absolutni hodnoty soucinti
Cisel (jsou vzdy kladné), kdezZto na levé strané miizeme scitat jak kladné, tak zaporné hodnoty
souéind x;y; a teprve z nich spocteme absolutni hodnotu. Rovnost nastava, pokud vsechny
souciny z;v; jsou bud nezaporné nebo nekladné.

S Holderovou nerovnosti se také miizeme setkat, pokud budeme zkoumat problematiku ne-

1 1
kone¢nych fad. Necht z;,y; € R, p,q > 1, — + — = 1. Pak plati nerovnost
P q

Qe

1
e’} 00 ) [e%¢}
S lwllyl < (Dl ) D lwl?) (3.31)
i=1 =1 i=1
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Z nerovnosti (3.31) plyne, Ze pokud jsou fady na pravé strané konvergentni, je prava strana
omezena a tudiz musi byt konvergentni i fada na levé strané. [17]

Na zacétku této kapitoly jsme uvadéli, Zze se Holderova nerovnost také Casto vyskytuje v pro-
storu Lebesgueovsky integrovatelnych funkci. Uved me proto nyni tuto nerovnost na prostoru
L,

1 1
Véta 3.7.4 (Holderova nerovnostna L,, [13]) Pro1 < p < 00,1 < g<ooca—-+—- =1
p

q
plati pro¥u € L, () ,Vv € L, ()

[eeiar = ( |u<x>|pdx)’l’ (f |v(x)|qd:x);

Ve vété 3.7.4 je dilezité si uvédomit, Ze mluvime o méfitelnych funkcich u(z), v(z) v mnoziné

(2 s mirou m (v integralech zaménujeme dm za dx).

Diikaz 3.7.5 (Holderova nerovnost L, dikaz vlastni) Pfipad, kdy u(x)v(z) = 0 je zfejmy.
Tento piipad nastane, kdyZ u(z) nebo v(x) je rovno 0 skoro vS§ude v €2 (tj. aZ na mnozinu miry
nula).

Stejné jako v pfedchozim dikazu Holderovy nerovnosti pouZijeme Youngovu nerovnost
ry <
a dosadime za x, y [13]

ju(a) @)l

rX=11T"7 ",

[wllz, @) [V,
Pravé ziskana nerovnost ma tvar
1 L | q
@] 1 @ L) .
lullpllvlly — 2 ullp ¢ [vlg

Vztah (3.32) budeme v dalSim kroku integrovat

lu(@)lle()] .
o Talolol, © p||u||p / ol q|| / v)l'd

Pro normu na prostorech L, plati ||u||., ) = [Jull, = < / (2 |de) z Cehoz plyne, Ze

lullz = / () Pda.
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Po dosazeni normy do nerovnosti a nékolika dalSich dpravach dostivame dokazovany vztah

1 /
- fu(@)[fo(e)lde < =4 = =1,
lullpllvlly o P g

/ @@z < [ullylvlla,
Q

[ @l < ( / |u<x>|pdx)p - ( / |v<x>|de)q
Q Q Q
1 1 L
Prol <p < o0, 1<q<ooa——|—a—1plat1takevztah
/ lu(z)v(z)|de < (/ |u(z |pdx)p : (/ |v(1‘)|qu> ' ,
Q

ke kterému se vaze nasledujici véta a dikaz.
[ s < [ 15@)as
Q Q

Nerovnost ve vété 3.7.6 plyne z vlastnosti Lebesgueova integralu.

x)dx

Véta 3.7.6 [13], JestliZe f je integrovatelnd na (), pak

Dikaz 3.7.7 (Dukaz véty 3.7.6, dikaz vlastni)
Plati, Ze f(z) = fi(x)—f_(z) a|f(z)| = fi(x)+f-(z), pfiCemZ fi (x), f_(x) jsou z definice

3.1.9
[ £ [ 1w < | [ fowas +\— | £-@ae

- /f+ dgc+/f dx—/[f+()+f dx—/lf )| dz.

3.8 Minkovského nerovnost
Minkowského nerovnost je posledni nerovnosti, se kterou se v této kapitole sezndmime. Ne-
rovnost se Casto pouZivd k dikazu, Ze L, prostory jsou normované. Hlavnf literaturou je [13].

Véta 3.8.1 (Minkowského nerovnost, [17]) Nechf z;,v;, kde i = 1,2,...,n, jsou redlnd

Cisla a nechf p > 1. Pak nerovnost

(Z\wi+y¢|p> < <Z|xi’p> + (Z !y#’) (3.33)
i=1 i=1 i=1

nazyvdame Minkowského nerovnosti.
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Rovnost v Minkowského nerovnosti nastdva pokud x; = ty; pro vSechna: = 1,2,... n pro
t € R.Pro0 < p < 1 plati v (3.33) ve véte 3.8.1 obracend nerovnost. Diikaz provedeme pro

vétu 3.8.1 (pro obracenou nerovnost je analogicky).

Dukaz 3.8.2 (Dukaz Minkowského nerovnosti, vlastni) Pfi dikazu nerovnosti z véty 3.8.1

vyjdeme z identity

-1 —1 -1
(il + 1w:l)” = (Ja| + |yal) - (il + 1)~ = Jaal - (2l + [w))" + lwil - (2] + |wal)”

(3.34)
Secteme rovnosti (3.34) pro vS§echna: = 1,2,...,n
o (al + Ly =D lwal - (sl + )" + Z il - (] + |yl )"
=1 =1

Dokazujeme pro p > 1. V dal§im kroku provedeme vyjadieni Clenti z predchoziho vztahu

pomoci Holderovy nerovnosti

—1)-
Zm e Il < (zw) 52 et ]

3 =
Q=

i=1 Li=1 i

LT -1

n p n P

>l + < (Z!yil”) 3 Gl i
1=1 | i=1 i

1 1
Pro &isla p, ¢ plati, Ze — 4+ — = 1. Z tohoto vztahu vyjadiime rovnost p = ¢(p — 1) a uplatnime
p q

Ji v nésledujici nerovnosti

> (lal + lwal)? (Z !mz\py-[Z(!%H\yz

=1 =1

1 1

(Z Iy#’) - [Z ] + \yiw] -

1
Z tohoto vztahu vytkneme [Z |z;| + |vi]) ] )

=1

3

> (il + lwil)” [Z (EAET) ] : (le#’) +<Z|yilp> . (339)
=1

=1 =1 =1

Nerovnost (3.35) zfejmé plati, pokud Z (|lzs] + wi])? = 0. Jestlize Z (|zi] + wi])” > 0,

i=1 i=1
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1
n q

budeme pokracovat v diikazu a d€lit nerovnost (3.35) vyrazem [Z (|l + |yi])*

=1

9

[Zw |

=1

- . 1 1
Upravime-li vyraz na levé strané a pouZijeme rovnost 1 — — = —, dostdvame

D> (el + lyil)” ) L
: [Zw + \ymp] - [zw il
[Z (lai] + |yi|>p] - =

Q|
3 =

i=1

Diky trojihelnikové nerovnosti plati, ze |z; + y;| < |x;| + |y;| a tedy, Ze pro p > 1 dostdvame

i=1 i=1 i=1

Dokézali jsme Minkowského nerovnost
1 1 1
n D n P n p
(Z |zi + yz”p> < (Z \%’p) + (Z ’yi|p> :
i=1 i=1 i=1

Pro p = 1 ziskdme trojihelnikovou nerovnost danou vztahem |x; + ;| < |z;| + |y;]- Stejné

O

tak jako Holderova nerovnost, plati i Minkowského nerovnost pro nekonecné fady (spliujici

predpoklady o konvergenci) a integrily. Minkowského nerovnost pro nekone¢né fady zni:

Véta 3.8.3 (Minkowského nerovnost pro nekonecné rady, [17]) Nechf x;,vy; € R, a zdroveri

v 0 v 0 v
< Z =" ) + Z |yi|p> :
i=1 =1

Minkowského nerovnost miizeme také definovat na L, prostorech.

1 < p < o0. Pak plati nerovnost

[Z(m + i)

=1

Véta 3.8.4 (Minkowského nerovnost v L,, [13]) Pro 1 < p < oo a pro kaZdé u,v € L,(S)

([ 1o +v<x>|pdx)‘l’ <(/ |u<$>|pdx)‘l’ (/ |U(x)|pdx)? 536
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Diikaz 3.8.5 (Minkowského nerovnost v L, vlastni) Dokazme nerovnost (3.36) pro p > 1.

Vyjdeme ze vztahu pro normu na L, prostoru

lu(z) + v ()]} = / [u(@) + v(@)Pdr = / u(z) + v(@)| - [u(z) + v(z)]dz.

Plati nerovnost

/Q|U(~"C)+U($)|'|U($)+U($)|p_1dl“ < /Q(|U(l")|+|v(9f)|)'|U(1’)+U(ﬂf)|p_1diﬂ
/|u D +o@l e+ [ @) u@) + o).

Pro dalsi krok pouzijeme nam jizZ zndmou Holderovu nerovnost z véty 3.7.4 a aplikujeme ji na

nésledujici dva uvedené integraly

u(@)] - Ju(x) +v(@)P~de + /le(fr)l-\U(fv)Jrv(fﬂ)lp‘ldw

Q|u(x)|pdx>; - ( /Q |u(x)+v(x)|(p_1)qu);
)1 - ( /Q \u(w)+v(m)|(p_1)qu>}l
Q|u(x)\pdx); . ( /Q \u(x)—l—v(:v)]pdx)l_;
)

1—-1
p
/ lu(x) + v(a:)|pdx) :
Q
Konec¢ny vztah jesté upravime vytknutim na tvar

(/Q yu(x)+v(x)|pdx>l_'l’. [(/Q\u(x)]pdx);—i- (/Q ]U(:c)]pdx);].

Dospéli jsme ke vztahu

/Q|u(:1c)+v($)|pd$§ (/Q|u(x)+v($)|pdx)1;-[(/ﬂ |u(x)|pdx)’l’+ (/Q|U($)|pdx> é]

(3.37)

Q

1—1
Pokud nerovnost (3.37) vydélime nenulovym vyrazem ( / lu(z) + v(x)|1’dx> ziskdme
Q

dokazovanou Minkowského nerovnost

Ju(@) + v(z)|Pde |
(/ /Q“@ + v<x>|de) E (/Q [ulz) + U(l')lpdx> |
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([ are) = ([ ()

Pokud / |u(x) + v(x)[Pdx = 0, je nerovnost trividlni.
Q
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Kapitola 4

Termodynamické dukazy algebraickych

nerovnosti

V této kapitole se seznamime s aplikacemi algebraickych nerovnosti ve fyzice, konkrétné
v termodynamice. DokaZzeme termodynamické nerovnosti a také pripomeneme nékteré ze

zakladnich pojmi a vét termodynamiky. Vysvétleni ostatnich pojmu patiicich mezi ty nejdui-

vvvvvv

4.1 Termodynamika a nerovnost mezi aritmetickym a geo-
metrickym prameérem

Odvozeni termodynamickych nerovnosti ze zdkonl termodynamiky, jeZ predstavili fyzikové
Sommerfeld a Landsberg, je nejen intuitivni ale i matematicky spravné [19]. Sommerfeld [19]

pfisel s termodynamickym ditkazem algebraické nerovnosti
Clel + OéQTQ Z TlalTQOlQ, (41)

kde 11,15, 1,00 > 0 a ay + ay = 1, pticemz 17, T, urcuji termodynamickou teplotu.
O nékolik let pozdé€ji mél podobnou myslenku i Landsberg. Pokud se vratime k nerovnostem,
které jsou ndm zndmé z predchozi kapitoly, jisté si vSimneme napadné podobnosti s Youngo-
vou nerovnosti. Jestlize ve vztahu (3.21) polozime x = T,y = 15, % = aq, é = g, ziskdme

nerovnost (4.1).
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Uved me nyni jeden ze stéZejnich zdkond termodynamiky a sice druhy termodynamicky zdkon.
Muzeme se setkat s riznymi vyjadienimi tohoto zdkona, pro nds nejuzitec¢néjsi bude formulace

pomoci entropie.

Véta 4.1.1 (Druhy termodynamicky zakon, [21]) Entropie (mira neuspofddanosti systému)
uzavieného systému roste p¥i déji nevratném ' a ziistdvd stdld p¥i déji vratmém 2. Entropie

uzavieného systéemu nikdy neklesd.

Pro entropii S podle Clausia plati vztah, ktery davd do souvislosti teplo () a teplotu 7". Pro

vratné déje plati

d@
dS = —
T Y
a pro nevratné déje
d@
ds > —
T Y

Entropie ¢asti uzavieného systému mitize klesat, vZdy ale najdeme v jiné Casti téhoz systému

stejny Ci vetsi piirtstek entropie, takZe celkova entropie systému nikdy neklesa.

Interpretujme zjednodusené Sommerfeld-Landsbergovu myslenku dikazu nerovnosti (4.1),
[19]: uvazujeme uzavieny termodynamicky systém (systém, v némZ nedochdzi k vymeéné
castic latky s okolim) se dvéma identickymi podsystémy, které jsou charakterizovany termo-
dynamickymi teplotami 77,75 a stejnou tepelnou kapacitou C'. Poté, co se tyto podsystémy
dostanou do vzdjemné interakce, dosdhnou po Case teplotni rovnovahy s kone¢nou teplotou

systému 7T'. Uved me nyni prvni termodynamicky zakon, ktery je zdkonem zachovéni energie.

Véta 4.1.2 (Prvni termodynamicky zakon, [21]) Teplo Q) dodané systému se rovnd souctu

pririistku jeho vnitini energie U a prdace W, kterou systém vykond.
0Q) = dU + oW. 4.2)

Vice o vyznamu a pouZiti symbolt d a ¢ Ize nalézt v bakalarské praci [18]. Stru¢né feceno,
symbol d oznacuje diferencial funkce a symbol §(¢) znamend infinitezimalni mnozstvi do-

daného tepla a oWV infinitezimaln{ praci systému.

'Dé&je probihaji v jednom sméru. Po¢4teéniho stavu nedosdhneme obricenym poradim jednotlivych fazi d&je.
2Obracenym pofadim tikonii se systém vrati zpét do piivodniho stavu.
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UvaZujme uzavieny systém, ktery je adiabaticky izolovany, tzn. nedochdzi k tepelné vymeéné
mezi systémem a okolim. V adiabaticky izolovaném systému je 6() = 0. Vnitini energie bude

tedy rovna pouze préci, kterou systém vykond. Pro teplo () plati
Q = mcAT = CAT,

kde m je hmotnost, c mérna tepelnd kapacita systému (vztaZzena na jeden kilogram latky) a AT
je rozdil pocatecni a konecné teploty systému. Symbolem C' budeme znacit tepelnou kapacitu,

kde

C =me.
Dile ozna¢ime T konec¢nou teplotu podsystémi a T}, T, pocatecni teploty podsystémi. Podle
zakona zachovani energie musi soucet jednotlivych @); podsystémi pro ¢ = 1,2,...,n byt
nulovy. Pro dva podsystémy, jeZ maji stejné hmotnosti a kapacity, dostadvdme
micy (T1 - T) + Moco (Tg - T) = 0,
CT,—CT+CT,—CT = 0,

CT, +CT, = 2CT,

T,+T, = 2T,
TlerTg _ =

Vysledna teplota systému je rovna aritmetickému priméru teplot jednotlivych podsystémi

= 1

Pro n podsystémut bychom kone¢nou teplotu odvodili analogicky.

d
Teplejsi podsystém ohiiva chladnéjsi a pfedava mu teplo dQ) = mcdT a entropii dS = ?Q

Zaroven také plati, Ze chladnéjs$i podsystém ochlazuje teplejsi a pro preddni tepla a entropie
plati tytéZ vztahy jako u pfedchoziho procesu. Predpokladejme, Ze C' je konstantni, pak zména
entropie AS je ddna vztahem

Te medT T qr T, T
AS = A mff —mc/Tp ?—mcln<%)—0-ln<fk), (4.3)

p p

kde T}, je poCatecni teplota systému, 7}, je kone¢na teplota systému. Jestlize chladnéjSimu pod-
systému pridélime index 1, teplejSimu podsystému index 2 a zaroven predpokladame, Ze te-

pelné kapacity prvniho a druhého podsystému maji stejnou hodnotu, pak pro jednotlivé zmény
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entropii plati

ASl = Cln<&>,

pl

T
AS, = C-In <ﬁ>

To
Konec¢nd teplota obou podsystémi odpovidd priimérné teploté 7. Pro zjednoduseni pouze

zaménime ndsledujici T}, = T} a T,,» = T5. Ziskdvame tedy dvé rovnosti

T
ASl = (C-In (Tl),

T

2

Entropie je extenzivni veliCinou, tzn. pro zménu entropie celého systému plati, Ze je souctem

zmén entropii podsystémil

AS = AS; +AS,,

T T

Z druhého termodynamického zakona plyne, Ze pro zménu entropie plati AS > 0. Nésledujicimi

Upravami
(T + Ty) (T +Ty)
C’ln( T >—|—C’ln( T ) > 0,
L+ 1) L+ 1)
In | 22— ~%/ In [ 22—~ ~=/
n( T )+n( 13 ) =0
2
T, - 7
T+ )]
In [2( Lt 2)} > Inl,
",
[% (Ty + TQ)]z 1
T\T) -
1 2
|:§ (T1 + Tg):| > TlTQ,
dojdeme k nerovnosti [19]
1
3 (Th +Ty) > /T Ts. 4.5)

Zobecnénim nerovnosti (4.5) pro n podsystémi (ve vztahu (4.4) sCitime entropie n pod-

systému, dalsi Gpravy jsou analogické), ziskdme vztah [19]
1 n n 1
=y n=]]7 (4.6)
n
=1 =1
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Vztahy (4.5) a (4.6) jisté plati, jelikoZ se jedna o AG nerovnost.

4.2 Uziti metody majorizace

Je dan vektor © = (z1,2,...,2,), kde x € R, pak definujeme vektor 2’ takovy, ze ' < x
(x majorizuje z’) [19]. Proces majorizace spociva v tom, ze pozadujeme, aby prvky vektoru
2’ byly méné rozptylené neZ prvky vektoru z, tzn. pozadujeme, aby vektor 2’ byl majorizovan
vektorem z. Ve fyzice se Casto setkdme s interpretaci, Ze prvky vektoru z jsou vice chaotické
neZ prvky ’. Pro uvedené vektory plati, ze 2/ < x, pravé kdyZ existuje dvojité stochasticka’
matice 7" fadu n, kterd spliiuje kritérium =’ = T’z [19]. Jinak feceno, pro prvky x} vektoru z’,

prvky z; vektoru x a prvky ¢;; matice 1" plati

n

U to.x

aT@' - ijla
i=1

kde:=1,2,...,n.
Funkciondl ¢(z) nazveme Schur-konvexni, jestlize pro 2’ < z plati ¢(z') < ¢(x) [19].

Popi$me nyni Schur-konvexni funkcional ¢(x).

Véta4.2.1 [19]
Necht I € R je interval a g : I — R konvexni, pak

o) = g(x)
i=1
Jje Schur-konvexni na I™.

Funkcional ¢(z) nazveme Schur-konkdvni, pravé pokud je —¢(z) Schur-konvexni. Pro kon-

vexni funkce g : I — R plati nerovnost [22]

n

Y g(@ < _Zg(xix 4.7)

=1

1 n
pro: = 1,2,...,n, kde hodnota 7 = — g x;. Obracena nerovnost ve vztahu (4.7) plati pro
n
i=1
konkévni funkce.

3Nezdpornou matici T € R™*™ nazveme dvojité stochastickou, pokud soudet prvkl v kazdém sloupci

a v kazdém tadku je roven jedné.[22]
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Déle uvedeme informace o Schur-konvexité ve spojitosti s entropii S = S(U,V, N) a vnitini
energii U = U(T,V,N), kde V je objem, N pocet astic, T' termodynamickd teplota systému.
Predpokladame, ze V' = konst., N = konst. a U = kf(T), kde k je celé nezdporné Cislo

[19]. Prvni termodynamicky zékon (4.2) se Casto uvadi také v podobé [18]
dU =TdS — pdV.

ou
Jelikoz T' > 0 a zaroven i (8_T) > (, pak z termodynamiky plyne [19]

825) 1 (6T)
—2) =—=.(%=)] <o (4.8)
(8U2 V,N T \oU )y

Kdyz S(U) je konkavni pak —S(U) je konvexni a proto funkcional — Z S(U;) je Schur-
=1

konvexni [19]. Plati, 7e U < U, kde

U = (Ul(T1)7 UZ(TQ)a tey Un(Tn))a

U = (U(T),Us(T),...,U,(T)).

Zaroveti predpokldddame, Ze vSechny podsystémy spliiuji kritéria téZe kalorické rovnice . Pro

konkdavni funkci tedy plati vztah uvedeny v [19]
> SWAT)) =Y S(UAT)). (4.9)
=1 =1

- . . 1
Pokud U = T'U, kde T je matice, jejiz vSechny prvky jsou rovné —, pak tato matice je zjevné
n

dvojité stochastickd a proto U majorizuje U.

Priklad 4.2.2 (Idealni plyn, zdroj vzorct v zadani [19], feSeni vlastni)
Pro idedlni plyn plati, Ze
U=EkT,S=klnU.

Urcete a zjednoduste vztah nerovnosti (4.9) s dosazenymi hodnotami .S, U .

“#Kalorick4 rovnice vyjadiuje zdvislost vnitfni energie soustavy na teploté a dalsich vn&jsich parametrech

soustavy, jedna se o vztah pro odvozeni tepelné kapacity.
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Resenti:
Ziskavame nerovnost

> kn(KT) > kIn(kT)). (4.10)
=1 i=1

n
Provedeme fadu tprav v nichZ vyuzijeme vlastnosti logaritmu. Jelikoz Z k1n (/{;T) je soucet
i=1
n stejnych prvki, miZeme psat

nkln (KT) > > k[n(kTy) + In(kTy) + ... + In(kT,)),
=1
nln(kT) > Ink+InTi+Ink+InTy+...+Ink+1InT,,

nlnk+nlnT > nlnk+InTi+InT,+...+InT,,

nlnT > In (HTZ>
i=1

Nerovnost vydélime n a pouZijeme pravidlo, které prevadi ndsobeni na mocninu v logaritmu.
Nerovnost (4.10) jsme zjednodusili na vztah

In7T > 1In (ﬁTﬁ) .

4.3 Zobecnény prumeér

V posledni kapitole uvedeme aplikace zobecnéného priméru. O tuto problematiku se zajimal
predevSim P. T. Landsberg a své poznatky uvedl v ¢lanku ,,A Generalized Mean”, [23]. PfestoZe
P. T. Landsberg je fyzik, byl ¢lanek publikovdn v matematickém casopise. Odvozeni danych
vztahi je Cisté matematické, P. T. Landsberg v ¢lanku vyuziva analogie dané problematiky

s fyzikdlnim pojmem entropie.

Je déna funkce n proménnych f (77,75, ...,T,) (v termodynamice: n podsystému s rozdilnou
teplotou) a ddle je déno n funkci g; (T;) proi = 1,2,...,n jedné proménné [23]. Definujme

nyni zobecnény prumer.

Definice 4.3.1 (Chisini, [23]) Rekneme, 2e T je zobecnénym priimérem hodnot Ty,'T5, ..., T,
proi=1,2 ... nvzhledem k funkci f pokud plati, Ze

(T, Ty, ..., T,) = f(T.,T,...,T). 4.11)
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K definici 4.3.1 uved me vyjddfeni zobecnéného priméru pro primér aritmeticky, geomet-

ricky, harmonicky a kvadraticky.
Aritmeticky prumér
Pokud f(T1,T5,...,T,) =T1 + 1o + ... + T, pak plati, Ze

frr,....T=T+T+...+T.
n-krat

Zobecnény prumér T vzhledem k funkci f ziskame z vyjadieni podle rovnosti (4.11),

a tedy
T+ Dh+...+T,

n

T

Vztah (4.12) je vztahem pro aritmeticky pramér hodnot 75,7 = 1,2, ..., n.
Geometricky pramér
Pokud f(T1,T5,...,T,) =T, - Ty - ... - T, pak plati, Ze

f(T,T,....T)=T-T-...-T.
—_—

n-krat
Zobecnény primér 7" vzhledem k funkci f ziskdme z vyjadfeni podle rovnosti (4.11),

Tl'TQ'...'Tn:Tn

a tedy

T=3Ty-Ty-...-T,.

Vztah (4.13) je vztahem pro geometricky primér hodnot 7;,i = 1,2, ..., n.

Harmonicky prumér

1 1 1
Pokudf(Tl,Tg,...,Tn):jTl—ki—i—...—i—an,pakplati,ie
1 1 1
TT . ..»Y==4+—=+4+...4+=.
FOT,...T)=g+t5t+. t g
n-krat
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Zobecnény prumér T vzhledem k funkci f ziskdme z vyjadieni podle rovnosti (4.11),

1 n 1 P 1 1
Ty T T, T
a tedy
L D N
T a n T1 T2 Tn ’
1
T = 1 1 A 1 L B (4.14)
n T1 T2 Tn

Vztah (4.14) je vztahem pro harmonicky pramér hodnot 7;,i = 1,2, ..., n.

Kvadraticky pramér Pokud f (7}, Ty, ..., T,) = TE + T3 + ... + T2, pak plati, Ze

[T, ., T)=T*+T*+ ...+ T".
n-krat

Zobecnény prumér T vzhledem k funkci f ziskame z vyjadieni podle rovnosti (4.11),
T2+ T+ ...+ T2 =nT"

a tedy

T= T} + T3 +...+ T2 4.15)

Vztah (4.15) je vztahem pro kvadraticky primér hodnot 7,7 = 1,2,... ,n.

Definice 4.3.2 (Specialni pripad definice 4.3.1, [23]) Plati, Ze T je zobecnénym priimérem
vzhledem k funkci f(T1,Ts, ..., T,) = Z g: (T;), pokud
i=1

> gil(T) =D g:(T). (4.16)
=1 =1
Vztahy mezi praméry
Ty dQ
Jiz dfive jsme uvedli vztah pro zménu entropie AS = ?dT. Teplo Q budeme dale
TT)

vyjadfovat jako funkei teploty C'(7),

o)
AS__/; — T
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Odvodili jsme také vztah mezi aritmetickym a geometrickym primérem (4.6) na zaklad¢ ter-
modynamickych zdkond, ze kterych plyne, ze AS > 0. P. T. Landsberg vyuzil analogie, zo-
becnil pojmy jako je teplota, tepelnd kapacita a matematicky odvodil vztahy mezi riznymi

zobecnénymi priméry. Z téchto vztahi 1ze dale dokazovat zajimavé nerovnosti.

Necht je déno n + 1 kladnych funkef teploty ¢(7"), C;(T) proi = 1,2, ..., n. Pfedpokladdme,
ze T > 0 a funkce ¢(T") je neklesajici, [23]. Z fyzikédlniho hlediska lze funkce C;(7") na-
zvat zobecnénou tepelnou kapacitou a pokud by ¢(7") > 0, midZeme jej nazyvat zobecnénou

teplotou. P. T. Landsberg ov§em definuje ve svém dile [23] ¢(7T") pouze jako neklesajici funkci.

Necht je dédno n podsystémi s teplotami 7; proi = 1,2, ..., n a kapacitou C;(7T). Plati, Ze ka-
pacita je funkci teploty. Pfi spojeni podsystému dochdzi k vyrovnavani teplot. Pokud pfechod
do teplotni rovnovihy probihd dostateCné pomalu, je entropie konstantni (vratny d¢j). Diky to-
muto faktu 1ze urcit konecnou teplotu. Soucet zmén entropii je roven nule a pro rovnovdznou

teplotu tak plati [23]

—~ (TG,
E;/T ) dt = 0. (4.17)

Pti hledani rovnovazné teploty 7', pro niZ je splnén vztah (4.17), pouZijeme rovnosti (4.16) pro

zobecnény primér. Nechf tedy funkce

9:(Ti) = /A (;%)dt, (4.18)

kde A je konstanta. Hleddime zobecnénou teplotu 7', pro niz plati vztah

> a(T) =Y g:(T).
=1 =1
Po dosazeni ze vztahu (4.18) dostaneme rovnost

"G, TG0
/A¢<t)dt—/A TR (4.19)

Vztah (4.19) upravime podle pravidel pro pocitani se sumami a integrdly na

A, Gl ("G A Ci(t)

- Z/ o) Z/ o0 dt‘;(/A FORAI AT )
o« TG
= Zl /T 0 dt. (4.20)
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Uvedeny vztah plati, pravé kdyz plati (4.19). Zobecnény primér 1" (rovnovazna teplota) pro
dand C;(T"), dané pocate¢ni hodnoty T; a funkci ¢ oznacime k, [23].

Symbolem k; oznacuje rovnovaznou teplotu pro ¢(t) = 1 ziskanou ze vztahu

Z/ Gilh) 4y Z/ 4.21)

P. T. Landsberg piifazuje k, = T [{C;}, ¢, {T;}], aby zdiraznil vychozi hodnoty a funkce pro
vypocet zobecnéné teploty 7. Pro k; tedy plati ky = T [{C;}, 1,{T;}].

Landsbergova nerovnost pro zobecnéné priméry zni [23]

=TH{G} LT} = T{C} 0, {Ti} = ks (4.22)

Jinak feCeno, plati, Ze zobecnény primér pro ¢(t) = 1 je vetsi nebo roven zobecnénému

praméru pro libovolné jiné ¢(¢) pro dané hodnoty {C;}, {T;}.

Dukaz 4.3.3 (Dukaz Landsbergovy nerovnosti, [23]) Zfejmé pro k > 0 plati, Ze

_ & fa 1 e
=L 2 X am ), oo X g ), con

1,(T;<k) i,(T;>k)
1 — /’f
= — Ci(t)dt =

Pokud vybereme k& = k;, pak podle (4.21) je Y = 0, takze X > 0. Pokud vybereme jiné

dX
k = kg, tak podle vztahu (4.17) je X = 0. JelikoZ plati, Ze A > 0, tak je ziejmé, Ze piipadné

snizeni X na nulovou hodnotu je mozné jen diky snizeni hodnoty zobecnéného pruméru k.

Plati tedy, ze ky < k.

Uved me piiklad na aplikaci Landsbergovy nerovnosti.

P¥iklad 4.3.4 (ReSeni vlastni)
V Landsbergové nerovnosti zvolme ¢(7') = T, C;(T') = C; kde T', C; jsou konstanty. Vyjadfete

zobecnéné priméry (rovnovdzné teploty) ki, ks a porovnejte pomoci Landsbergovy nerov-

nosti.
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Resent:
Pro zobecnény pramér k; je ¢(T') = 1. Rovnovaznou teplotu v tomto piipadé oznalime T’y

(k1 = Ty) apodle vztahu (4.21) a nasledného vyuziti vlastnosti integralt plati

i=1 YT i=1 i=1

Z ptredchoziho vztahu vyjadiime 7'y

g — (4.23)

2_C

i=1
Urceni hodnoty 7’4 ve vztahu (4.23) odpovida vyjadieni vazeného aritmetického priiméru hod-
not 7}, kde C; uréuje Cetnost T;.
Daile ur¢ime zobecnény primér k, pro ¢(1) = T'. Rovnovéaznou teplotu budeme znacit Tt;

(ky = T). Podle vztahu (4.17) plati

O_Z/TG gdt iC’iln%
=1

Rovnost upravime pomoci pravidel pro pocitini s logaritmy

Y CinT; = ic,-m;,

; =1

(InTg) Y C; = Xn:q-ln:/;-,
] =1

lnTGE— L= lnHTiCi,

an C.
Ty = (HTC) o (4.24)
=1

Urceni hodnoty T ve vztahu (4.24) odpovida vyjadieni vazeného geometrického priméru
hodnot 73, kde C; je Cetnosti T;.
Podle Landsbergovy nerovnosti plati, Ze Tz < T'4. Pro vySe vyjadiené hodnoty zobecnénych

priamért, ziskdme tedy AG nerovnost ve tvaru
n
Z GiT; (

Yo
=1

=1
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Kapitola 5
Zavér

Diplomova préice se zabyva nerovnostmi a jejich pouZzitim v pfikladech a aplikacemi do fyziky.
Prvni kapitola a ¢ast druhé miZe slouzit jako studijni materidl pro nadané studenty stfednich
Skol pfi feSeni dloh matematické olympiddy. Nerovnosti, které mohou byt pro né uZite¢né jsou
uvedeny 1 s feSenymi pfiklady. Druhou ¢asti pocinaje je predpokladana také znalost analyzy
na trovni vysoké skoly. Prace muiZe slouzit jako prehled nejcastéji uzivanych nerovnosti, obo-
haceni teorie o dikazy, feSené piiklady a k rozsifeni znalosti o nerovnostech s presahem do

termodynamiky.
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