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Úvod 

Geometrie, jakou ji zn|me z hodin matematiky na z|kladních a středních škol|ch, 

nepříliš koresponduje s geometrií přírody. Zatímco tato Eukleidovsk| matematika 

využív| mnoho geometricky dokonalých a hladkých objektů, v přírodě se 

setk|v|me s nesmírně členitými útvary, které hladkými objekty popsat nelze. 

Takov| geometrie m| přízvisko frakt|lní. A hlavním úkolem této pr|ce je uk|zat 

čten|ři, že frakt|lní geometrie, přestože se zd| být komplikovanou, se může st|t 

velmi užitečným n|strojem, a to nejen k popisu přírodních útvarů, nýbrž i v chemii, 

medicíně, počítačové technice a v mnoha dalších oborech. 

Přestože je frakt|lní geometrie v přírodě zakotvena odnepaměti, vešla ve zn|most 

teprve ned|vno a ani dnes není mezi lidmi příliš zn|m|. J| sama jsem se o pojem 

frakt|l začala zajímat až na popud svého manžela teprve před několika měsíci. 

Frakt|lní struktury mě tehdy doslova uchv|tily, a proto jsem se rozhodla sepsat 

pr|ci, kter| by mohla tuto problematiku rozšířit například i mezi středoškolskými 

studenty. 

Pr|ce svého čten|ře nejprve provede širokou paletou matematických monster 

z dob přelomu 19. a 20. století až ke komplexním Juliovým množin|m. Poté jej 

sezn|mí se zakladatelem frakt|lní geometrie, Benoîtem Mandelbrotem, a jeho 

jedinečnou množinou, kterou definoval. N|sleduje vysvětlení několika 

matematických pojmů, které s frakt|lní geometrií úzce souvisí, především pak 

pojmu frakt|lní dimenze. Samostatnou kapitolu, kter| nejvíce demonstruje široké 

možnosti uplatnění frakt|lů, tvoří výčet výskytů frakt|lních tvarů v přírodě 

(morfologie rostlin, tvar říčních koryt či pohoří) a využití frakt|lní geometrie 

v biologii a medicíně (tlukot srdce, rakovinný n|dor), ve fyzice (Lichtenbergovy 

obrazce, frakt|lní antény), v chemii (ide|lní katalyz|tor či agregace č|stic 

s omezenou difúzí) a také v počítačové grafice (komprimace obrazů, fractal art). 

Velmi důležitou č|st pr|ce tvoří kapitola v jejím z|věru, kter| přin|ší experimenty 

z fyziky a chemie, které pom|hají přenést teorii frakt|lních tvarů do praxe. 

Souč|stí této kapitoly je též popis vzniku bezm|la čtyřiceti programů v jazyce 

Python, které přin|ší velké množství obrazových podkladů, které obohacují celou 

pr|ci. 
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1 Pohled do historie 

Dnes hled|me a naléz|me frakt|ly všude – v podstatě ve všech vědních oborech, 

v přírodě okolo n|s a dokonce i uvnitř n|s. Ovšem frakt|lní geometrie, jakou 

ji zn|me dnes, je mladou vědní disciplínou, kter| měla poměrně krušné zač|tky. 

Najdeme ji v oběhové soustavě, růstu krystalů, deštných pralesech, moderních 

technologiích. A přes to všechno její vznik datujeme teprve do 70. let minulého 

století, kdy se do popředí matematické scény dostal vědec s ojedinělým myšlením, 

Benoît Mandelbrot [1]. Pr|vě tohoto matematika dnes považujeme za zakladatele 

frakt|lní geometrie. Byl to on, který lidem otevřel oči a dovolil jim spatřit něco, 

co kolem sebe měli vždy, ale byli vůči tomu slepí. Neviditelné se stalo viditelným. 

Benoît Mandelbrot zkr|tka dok|zal vidět věci, které nikdo jiný ani nepředpokl|dal. 

Neznamen| to však, že by si všudypřítomných frakt|lů, jak bychom dnes mohli říci, 

před Mandelbrotem nikdo nevšiml, ba naopak. Cesta k založení frakt|lní geometrie 

byla dlouh| a n|ročn|. 

1.1 Matematick| monstra 

Matematici (a nejen oni) dříve byli přesvědčeni, že jednoduché systémy se chovají 

vždy jednoduše a naopak složité chov|ní musí mít složité příčiny. V celé vědě byly 

samé úhledné tvary, mezi klasickými matematickými objekty bychom našli přímku, 

kruh, rovinu, … Těmito objekty se matematika snažila popisovat útvary kolem sebe 

a při budov|ní nového světa jsme těchto objektů využívali. Jenomže s postupem 

času začala matematika nar|žet na struktury a křivky, které se klasickému pojetí 

matematiky vymykaly a svými tvary se odlišovaly. 

První z idejí, které odporovaly této ide|lní matematice, se stala spojit| funkce 

bez derivace. S takovou funkcí přišel v roce 1872 Karl Weierstrass [2]. Jednalo se 

o funkci: 

 𝑎𝑛 cos 𝜋𝑏𝑛𝑥 

∞

𝑛=0

, 0 < 𝑎 < 1, 𝑏 je kladné liché číslo a 𝑎𝑏 > 1 +
3𝜋

2
. 

Tato funkce je ve všech bodech spojit|, ale nikde nem| derivaci. Ještě 

před Weierstrassem nad podobnými funkcemi uvažoval například i český 

matematik Bernard Bolzano. Mnoho jeho prací však bylo vyd|no až posmrtně 

a tedy v době, kdy svět znal již jiné příklady nederivovatelných spojitých funkcí. 

Po Weierstrassovi se spojitou funkcí, kter| nem| v ž|dném bodě dokonce 

ani jednostrannou derivaci, přišel Adam S. Besicovitch. [3] 
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Kromě těchto funkcí se začala objevovat cel| řada konstrukcí podivných útvarů, 

které velk| č|st matematiků odsuzovala a které byly přijím|ny s odporem. 

V souvislosti s již zmíněnými spojitými nederivovatelnými funkcemi roku 1893 

napsal francouzský matematik Charles Hermite v dopise Thomasi J. Stieltjesovi, 

že se „odvr|til s hrůzou a ošklivostí od toho politov|níhodného zla, jímž jsou funkce 

bez derivací“ [4]. 

Na konci 19. století matematici vytv|řeli form|lní popis, jak vytvořit křivku – 

a přestože jejich definice byly form|lně v poř|dku, křivky byly velice zvl|štní 

a mnohdy bylo až nepředstavitelné je vykreslit. I proto nebyly vědci přijím|ny 

s nadšením a dokonce je začali označovat za matematick| monstra. [5] 

1.1.1 Cantorovo diskontinuum 

Prvním takovým matematickým monstrem, se kterým v roce 1883 přišel Georg 

Ferdinand Ludwig Phillip Cantor, se stalo Cantorovo diskontinuum (na obr. 1) [6], 

někdy též označov|no jako Cantorovo mračno a Cantorův prach [7], či Cantorova 

množina [8].  

Konstrukce této množiny je velice jednoduch| – jedn| se o úsečku délky jedna 

(cel| množina tedy leží v intervalu  0,1 ), kterou rozdělíme na tři shodné díly 

(tj. získ|me tři uzavřené intervaly). Prostřední č|st úsečky n|sledně vyjmeme a se 

zbývajícími dvěma díly provedeme stejnou operaci. A tento postup opakujeme 

do nekonečna, tzv. prov|díme nekonečně mnoho iterací. 

Výsledkem tohoto počín|ní je množina nekonečně mnoha bodů. Zajímavé ovšem 

je, že přestože původní úsečka je stejně jako re|ln| osa nespočetn|, po provedení 

úplné konstrukce je souhrnn| délka všech vypuštěných intervalů rovna jedné: 

1

3
+

2

9
+

4

27
+

8

81
+

16

243
+ ⋯ =  

2𝑖

3𝑖+1

∞

𝑖=0

=  
2𝑖

3 ∙ 3𝑖

∞

𝑖=0

=
1

3
∙  

2

3
 
𝑖∞

𝑖=0

= 1, 

kde   
2

3
 
𝑖∞

𝑖=0

je geometrickou řadou pro 𝑞 =
2

3
, proto platí   

2

3
 
𝑖∞

𝑖=0

=
1

1 −
2
3

= 3. 

Obr. 1: Cantorovo diskontinuum – prvních pět iterací 
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1.1.2 Sierpińského trojúhelník 

Dalším útvarem, který se zařadil mezi již zmíněn| matematick| monstra, se roku 

1916 stal tzv. Sierpińského trojúhelník (zn|zorněný na obr. 2), který vytvořil 

polský matematik Wacław Franciszek Sierpiński [8]. Jedn| se o velmi podobný 

útvar Cantorovu diskontinuu a stejně tak je i jeho konstrukce velice jednoduch|. 

Vych|zíme nejčastěji z rovnoramenného (na obr. 2 dokonce rovnostranného) 

trojúhelníku. Na všech jeho stran|ch nalezneme střed a tyto středy n|sledně 

spojíme úsečkami. Získ|me takto čtyři shodné menší trojúhelníky, z nichž 

ten prostřední odstraníme (na obr. 2 je tento proces zn|zorněn „vybělením“) – 

do našeho útvaru již nepatří. A tento postup poté opakujeme nekonečněkr|t. 

Množinu bodů, kterým tímto způsobem získ|me, označujeme jako Sierpińského 

trojúhelník. [8] 

1.1.3 Sierpińského koberec 

Obdobou Sierpińského trojúhelníku je Sierpińského čtverec, který je zn|mější 

pod označením Sierpinského koberec (na obr. 3). V podstatě se jedn| o přenesení 

Cantorovy množiny do roviny [7]. 

Jeho konstrukce je n|sledující: místo jednotkové úsečky vych|zíme ze čtverce 

o jednotkové straně. Tento rozdělíme na devět shodných čtverců (obdobně jako 

jsme prve rozdělili úsečku na třetiny) a z útvaru vyjmeme prostřední čtverec 

(na obr. 3 je tento proces opět zobrazen „vybělením“). Po provedení nekonečně 

mnoha iterací získ|me Sierpińského koberec. 

Přenesením Sierpińského koberce do třídimenzion|lního prostoru vznik| 

tzv. Mengerova houba. 

Obr. 2: Sierpinského trojúhelník – prvních pět iterací 

Obr. 3: Sierpińského koberec – první čtyři iterace 
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1.1.4 Kochova křivka 

V roce 1904 světlo světa spatřila další podivn| křivka, kter| nese jméno po svém 

objeviteli Nielsi Fabianovi Helge von Kochovi, tj. Kochova křivka (viz obr. 5) [5]. 

Vznik této křivky je odlišný od předchozích útvarů – pro její konstrukci (na obr. 4) 

využív|me tzv. inicializ|tor a gener|tor [8]. 

Inicializ|torem je zpravidla úsečka, jejíž č|st je při konstrukci nahrazov|na 

gener|torem. Při konstrukci klasické Kochovy křivky je gener|torem rovnostranný 

trojúhelník. Podrobněji lze konstrukci této křivky popsat n|sledovně: 

1. sestrojíme úsečku, kterou n|sledně rozdělíme na tři shodné díly, 

2. nad prostředním dílem sestrojíme rovnostranný trojúhelník (resp. pouze 

jeho „obrys“ – nevytv|říme trojúhelník i s obsahem), 

3. odstraníme z|kladnu tohoto rovnostranného trojúhelníku. 

4. V dalších iteracích je každ| rovn| č|st této křivky považov|na za původní 

úsečku a první tři kroky se opakují nekonečněkr|t. 

 

Obr. 4: Konstrukce první iterace Kochovy křivky 

 

Obr. 5: Kochova křivka – první čtyři iterace 

Zajímavé na konstrukci Kochovy křivky je to, že při každé iteraci se délka křivky 

zvětšuje v poměru 4: 3. Z toho vyplýv|, že Kochova křivka m| nekonečnou délku. 

Kromě toho se očividně jedn| o spojitou křivku, kter| však v ž|dném svém bodě 

nem| tečnu [5], díky čemuž je n|padně podobn| již zmíněným nederivovatelným 

spojitým funkcím. 
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1.1.5 Kochova vločka 

Jestliže při konstrukci Kochovy křivky nezvolíme za inicializ|tor úsečku, nýbrž 

rovnostranný trojúhelník, a budeme postupovat n|sledovně: 

1. každou ze stran trojúhelníku rozdělíme na třetiny, 

2. nad prostředními třetinami stran vytvoříme rovnostranný trojúhelník 

(tentokr|te již tvoříme trojúhelníky jako rovinné útvary), 

3. v dalších iteracích každou rovnou č|st tohoto útvaru považujeme za jeho 

stranu a první dva kroky opakujeme nekonečněkr|t, 

získ|me tzv. Kochovu vločku (na obr. 6 a obr. 7). 

I s Kochovou vločkou se pojí zajímavost – tak, jako m| Kochova křivka nekonečnou 

délku, tak Kochova vločka m| nekonečný obvod. Na druhou stranu lze vždy kolem 

tohoto útvaru vytvořit kruh, který celou vločku pojme, což znamen|, že přestože 

m| Kochova vločka nekonečný obvod, m| jistě konečný obsah. A tento paradox byl 

jeden z důvodů, proč byla křivka nazýv|na patologickou a též byla řazena mezi 

matematick| monstra. [4] 

  

Obr. 6: Konstrukce první iterace Kochovy vločky 

Obr. 7: Kochova vločka – první čtyři iterace 
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1.1.6 Kochova anti-vločka 

Kochova vločka však není ani zdaleka jedinou modifikací Kochovy křivky. Můžeme 

například použít stejného inicializ|toru jako u Kochovy vločky, ale místo toho, 

abychom rovnostranné trojúhelníky vykreslovali směrem ven, budeme 

je vykreslovat směrem dovnitř. A tyto trojúhelníky již nebudeme k útvaru přid|vat, 

nýbrž je budeme odstraňovat (což je na obr. 8 opět vyj|dřeno „vybělením“). Touto 

konstrukcí získ|me tzv. Kochovu anti-vločku [6]. 

1.1.7 Ces{rův frakt|l 

Další obdobou Kochovy křivky, potažmo Kochovy vločky, je tzv. Ces{rův frakt|l 

(viz obr. 9). Ten získ|me modifikací gener|toru, kterým nahrazujeme inicializ|tor. 

Zatímco u Kochovy vločky jsme vytv|řeli rovnostranné trojúhelníky, u Ces{rova 

frakt|lu konstruujeme trojúhelníky rovnoramenné. Konstrukce Ces{rova frakt|lu, 

kde inicializ|torem je úsečka, je n|sledující: 

1. nejprve zvolíme úhel 𝛼 ∈  0°, 180°  sevřený rameny tohoto trojúhelníku, 

2. úsečku rozdělíme na č|sti tak, že první a třetí č|st jsou shodné a jsou 

𝑘-n|sobkem původní délky úsečky, kde 𝑘 je rovno: 

𝑘 =
1

 sin  
𝛼
2 + 1 ∙ 2

, 

3. nad prostřední č|stí úsečky sestrojíme rovnoramenný trojúhelník 

(resp. pouze jeho „obrys“), jehož ramena mají délku shodnou se zbývajícími 

dvěma díly úsečky a svírají mezi sebou úhel 𝛼, 

Obr. 8: Kochova anti-vločka (vlevo konstrukce první iterace, vpravo čtvrt| iterace) 
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4. odstraníme z|kladnu tohoto trojúhelníku. 

5. V dalších iteracích každou rovnou č|st tohoto útvaru považujeme za jeho 

stranu a první dva kroky opakujeme nekonečněkr|t. 

 

Obr. 9: Ces{rův frakt|l (vlevo konstrukce první iterace, vpravo p|t| iterace), 𝛼 = 10° 

V literatuře se poněkud mění také původní inicializ|tor – někde je za něj volena 

úsečka (viz [6], zn|zorněno na obr. 9), v některých případech zase čtverec (viz [9], 

zn|zorněno na obr. 10). Benoît Mandelbrot dokonce ve své knize Frakt|ly 

připodobňuje tuto variaci Kochovy konstrukce průřezu plic a ukazuje na něm 

„souvislost mezi spojeními umožňujícími těsný kontakt vzduchu a krve s pojmem 

frakt|lního objektu“ [5]. Ovšem při konstrukcích podle [9] a podle Mandelbrota 

postupujeme jako při konstrukci Kochovy anti-vločky, tj. trojúhelníky 

vykreslujeme směrem dovnitř, nikoliv ven. 

 

Obr. 10: Ces{rův frakt|l, jehož inicializ|tor je čtverec (vlevo), Ces{rův frakt|l jako průřez plic (vpravo) 
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1.1.8 Minkowského křivka 

Minkowského křivka (na obr. 11 a obr. 12), frakt|l, který poprvé navrhl 

a pojmenoval Hermann Minkowski, je také variací Kochovy křivky [10]. 

Při konstrukci této křivky můžeme postupovat například takto: 

1. sestrojíme úsečku, kterou n|sledně rozdělíme na čtyři shodné díly, 

2. nad druhým a pod třetím dílem zkonstruujeme čtverec (resp. jeho „obrys“ – 

nevytv|říme čtverec jako rovinný útvar), 

3. prostřední dva díly úsečky, u kterých jsme konstruovali čtverce, 

odstraníme. 

4. V dalších iteracích je každ| rovn| č|st této křivky považov|na za původní 

úsečku a první tři kroky se opakují nekonečněkr|t. 

 

Obr. 11: Konstrukce první iterace Minkowského křivky 

 

Obr. 12: Minkowského křivka – první tři iterace 

Zajímavé na této křivce je, že je spojit| a v ž|dném svém bodě nem| derivaci. Opět 

se n|m připomín| Kochova křivka a s ní související Weierstrassova funkce. 

Kromě toho m| Minkowského křivka, stejně jako Kochova křivka, nekonečnou 

délku. Dokonce její délka roste s počtem iterací rychleji, než je tomu u Kochovy 

křivky. Zatímco u Kochovy křivky při jedné iteraci získ|me ze tří „dílků“ čtyři, 

jinými slovy poměr zvětšení je 4:3, u Minkowského křivky získ|v|me ze čtyř 

„dílků“ osm, tj. poměr zvětšení je v tomto případě 2:1, což znamen|, že při každém 

kroku konstrukce získ|v|me křivku o dvojn|sobné délce.  
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1.1.9 Minkowského ostrov 

A stejně jako z Kochovy křivky lze získat Kochovu vločku, tak existuje 

i tzv. Minkowského ostrov (viz obr. 13), u kterého je inicializ|torem čtverec, 

nikoliv úsečka. 

 

Obr. 13: Minkowského ostrov – první tři iterace 

Analogicky jako je tomu u Kochovy vločky, m| Minkowského ostrov nekonečně velký 

obvod, ale konečně velký obsah. 

1.2 Prostor-vyplňující křivky 

Prostor-vyplňující křivky (někdy též zvané SFC z anglického Space-Filling 

Curve [11]) vznikaly zhruba mezi lety 1890 a 1925. Měly rozhodující vliv 

při zav|dění pojmu topologické dimenze [5]. Těmto křivk|m se též někdy přezdív| 

Peanovy křivky, jelikož to byl pr|vě italský matematik Giuseppe Peano, který jako 

první vytvořil křivku, kter| proch|zela všemi body plochy [12]. Mezi prostor-

vyplňující křivky tedy řadíme takové křivky, které přestože jsou „nekonečně 

tenké“, beze zbytku vyplňují oblast 𝑛-rozměrného prostoru. 

Mezi hlavní objevitele těchto křivek řadíme již zmíněného G. Peana, D. Hilberta, 

W. Sierpińského či H. Lebesgueho. 

1.2.1 Peanova křivka 

Doposud jsme si vystačili s jednoduchými a na první podhled jasnými 

konstrukcemi, které dík jejich trivi|lnosti bylo možné popsat slovně. U prostor-

vyplňujících křivek si při popisu konstrukcí pomůžeme matematickými definicemi. 

Definice 1 Jako křivku označujeme spojité zobrazení 𝑓: [0, 1] → ℝ𝑛 . [13] 

Definice 2 Jako Peanovu křivku označujeme křivku, pro kterou platí: 

𝑛 ≥ 2  ∧   𝑓  0, 1  =  0, 1 𝑛 . [13] 

Historicky první Peanovu křivku definoval v roce 1890 Giuseppe Peano [5].  
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Při konstrukci této křivky (viz obr. 14) postupujeme n|sledovně: 

1. v jednotkovém čtverci vedeme diagon|lně jeho úhlopříčku, tj. úsečku z bodu 

 0; 0  do bodu [1; 1], 

2. tuto úsečku n|sledně rozdělíme na tři shodné díly a nad i pod prostředním 

dílem sestrojíme čtverec. 

3. V dalších iteracích je každ| rovn| č|st této křivky považov|na za původní 

úsečku a první dva kroky se opakují nekonečněkr|t. 

 

Obr. 14: Konstrukce první a druhé iterace první Peanovy křivky 

Z obr. 14 je patrné, že při každé iteraci doch|zí k rozdělení daného čtverce 

na devět shodných menších čtverců. Při nekonečném počtu iterací tato křivka 

vyplní celou plochu (což je naznačeno na obr. 15). 

 

Obr. 15: První Peanova křivka – třetí a čtvrt| iterace 

Bohužel, toto spojité zobrazení ale není vz|jemně jednoznačné, jelikož pohybující 

se bod projde některými body čtverce několikr|t. 

  



 

18 

Analytický předpis křivek tohoto typu podle Peana je tedy n|sledující: 

Definice 3 Nechť je d|n parametr 𝑡 ∈  0; 1  a nechť m| 𝑡 trojkovou reprezentaci 

𝑡 =  03, 𝑡1𝑡2𝑡3 … . Pak křivku 𝑓𝑃 , kter| je definovan| předpisem: 

𝑓𝑝 03, 𝑡1𝑡2𝑡3𝑡4 … =  
03, 𝑡1𝑘

𝑡2 𝑡3 𝑘
𝑡2+𝑡4 𝑡5 …

03 , 𝑘𝑡1 𝑡2 𝑘𝑡1+𝑡3 𝑡4 …
 , 

kde 𝑘 𝑡𝑖 = 2 − 𝑡𝑖    𝑡𝑖 = 0, 1, 2  a 𝑘𝑛  je 𝑛-t| iterace oper|toru 𝑘, nazýv|me 

Peanovou křivkou. [11]  

1.2.2 Hilbertova křivka 

Peano zveřejnil první konstrukci prostor-vyplňující křivky roku 1980. O rok 

později, tj. roku 1981, přišel se svými idejemi David Hilbert [6]. Při pohledu 

na analytický předpis konstrukce křivky dle Peana je velice obtížné vytvořit si 

nějakou geometrickou představu, jak takov| křivka může vypadat. Hilbert proto 

navrhl pro jejich konstrukci princip geometrické generace SFC. [11] 

Hilbertova konstrukce prostor-vyplňujících křivek je n|sledující: 

1. předpokl|dejme, že uzavřený jednotkový interval 𝐼 =  0, 1  můžeme spojitě 

zobrazit na čtverec Ω =  0, 1  2, 

2. interval 𝐼 rozdělíme do čtyř shodných podintervalů a také čtverec Ω 

rozdělíme na čtyři shodné menší čtverce, 

3. n|sledně takto rozdělíme i každý z podintervalů a každý ze vzniklých 

čtverců. 

4. Při tomto rozdělov|ní ad infinitum musíme db|t na to, aby sousedním 

čtvercům odpovídaly sousední intervaly, čímž zachov|me kontinuitu tohoto 

postupu (pokud interval 𝐼1 odpovíd| čtverci Ω1, pak podintervaly 

intervalu 𝐼1 musí odpovídat čtvercovým č|stem čtverce Ω1). [11] 

Hilbertova křivka (viz obr. 16) je tedy podle [13] definov|na n|sledovně: 

Definice 4 Každému bodu 𝑋 ∈  0, 1  přiřadíme posloupnost do sebe vnořených 

uzavřených intervalů získaných výše popsaným dělením intervalu  0, 1 , jejichž délky 

konvergují k nule a v jejichž průniku tento bod leží. Takové posloupnosti odpovíd| 

(podle výše uvedeného přiřazení) pr|vě jedna posloupnost do sebe uzavřených 

čtverců, pro které délky jejich úhlopříček také konvergují k nule. Tyto čtverce tedy 

jednoznačně určují bod z intervalu  0, 1 2 jako bod ležící v jejich průniku. Tento bod 

označíme 𝑓𝐻 𝑋 . Zobrazení 𝑓𝐻 :  0, 1 →  0, 1 2 nazýv|me Hilbertova křivka.  
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Obr. 17: Lebesgueova křivka – první dvě iterace 

 

Obr. 16: Hilbertova křivka – prvních šest iterací 

1.2.3 Další SFC 

Jak již bylo řečeno, prostor-vyplňujících křivek je značné množství. Na obr. 17, 

obr. 18 a na obr|zcích v příloze č. 1 jsou zn|zorněny konstrukce několika z nich. 

Mezi další SFC řadíme například i tyto křivky: 

 Siepińského křivku, 

 Lebesgueovu (nebo též Z) křivku, 

 Dračí křivku, 

 Mooreovu křivku, 

 Gosperovu křivku,… 

  

Obr. 18: Další Peanova křivka – první čtyři iterace 
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1.3 Mandelbrotův příběh 

Různě podivné matematické křivky se tedy objevovaly již od konce devaten|ctého 

století po řadu let. Většina z nich byla odsuzov|na, hanlivě označov|na 

za patologické či za monstra a velice často končily schované na dlouhou dobu 

v šuplíku objevitele, kde čekaly na vznik frakt|lní geometrie. 

Příběh Benoîta Mandelbrota začín| ve Varšavě, kde se roku 1924 narodil [4]. 

Za svůj život okusil mnoho oborů a zaměření, našel se však v malém množství 

z nich. Často se st|valo, že do daného odvětví pronikl, vyslovil několik pobuřujících 

myšlenek a pak zase zmizel [8]. Přelom v jeho životě nastal roku 1958, kdy začal 

pracovat pro firmu IBM ve výzkumném středisku Thomase J. Watsona u New 

Yorku [4]. Již od svých studijních let byl zvyklý k matematice přistupovat jinak – 

velice často mu chybělo „matematické pozadí“ daného problému a proto se snažil 

je řešit vizu|lně. Tam, kde jiní využívali vzorce a rovnice, se Mandelbrot pohroužil 

do své představivosti [1]. Vždy viděl spojení mezi matematikou a uměním. 

Než Mandelbrot sestavil a představil světu pojem frakt|l, s|m se s nimi několikr|t 

setkal a věnoval jim více či méně pozornosti. Později se dokonce musel postavit 

proti téměř všem matematikům té doby, aby před nimi své myšlenky obh|jil. 

Větší průlom v jeho životě nastal až roku 1964, kdy při studiu chyb při přenosu 

telekomunikačních sign|lů vytvořil pojem soběpodobnosti [4]. Tehdy studoval 

data z těchto přenosů a v nich zkoumal výskyt spr|vných a chybných intervalů. 

Sledoval, jak se tyto intervaly v datech střídají, a zjistil, že při zpřesňov|ní měření 

doch|zí k rozpadnutí původně bezchybných intervalů na spr|vné intervaly 

a intervaly, v nichž byl přenos chybný. Tento průběh mu připomněl Cantorovo 

diskontinuum. 

Podruhé se s tímto jevem setkal při zkoum|ní fluktuace cen bavlny [8], kde každ| 

z cen sice byla nepředvídateln|, ale jejich kr|tkodobý a dlouhodobý průběh si byly 

podobné. Soběpodobnost tedy spočív| v tom, že i při neust|lém zvětšov|ní měřítka 

zůst|v| objekt stejný. Jinými slovy, celý objekt vypad| přesně jako jeho č|st, kter| 

zase vypad| stejně jako její další menší č|st. 

Později se zaměřil na pr|ci Lewise F. Richardsona, který v roce 1961 publikoval 

empirick| data, kter| se týkala délek různých pobřeží [4]. Richardson zjistil, že 

mezi jednotlivými měřeními pobřeží mohou být velké rozdíly – z|leží na použitém 

měřítku (tato problematika je zachycena na obr. 19). Čím kratší úsečku totiž 

k aproximaci pobřeží použijeme, tím delší vzd|lenost naměříme. Dokonce by n|s 

to mohlo vést k z|věru, že všechna pobřeží jsou stejně – a to nekonečně – dlouh|.  

Problematika délky pobřeží Mandelbrota doslova nadchla, viděl v ní podobnost 

s Kochovou křivkou. A jeho studium vedlo až k vyd|ní popul|rní knihy „How Long 

is Coast of Britain“ roku 1967. 
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Obr. 19: Problematika měření pobřeží 

Richardson ve své pr|ci odvodil na z|kladě svých měření vzorec vyjadřující délku 

pobřeží: 

𝐿 𝜀 = 𝐾 ∙ 𝜀𝛼 , 

kde 𝜀 je délka měřidla, které k měření využív|me, a 𝐾 a 𝛼 jsou konstanty. Podle 

Richardsona je parametr 𝛼 z|vislý na zvoleném pobřeží a na jeho č|sti, jinak však 

tomuto parametru nepřikl|d| větší v|hu a tvrdí, že je invariantní. Mandelbrot však 

v parametru 𝛼 význam hledal. Součet 𝛼 + 1 interpretoval jako „frakt|lní dimenzi“ 

a označil ji 𝐷. [5] 

Tehdy se Mandelbrot rozhodl hledat ř|d tam, kde to nikdy nikoho jiného 

nenapadlo. Do té doby byla cel| matematika pln| kr|sných a geometricky 

dokonalých tvarů a on se pustil do studia nepravidelností. Začal soběpodobnost 

vidět v přírodě – v brokolici, v plamenu, v pobřeží, v galaxiích, oblacích, … a chtěl se 

se svým objevem pochlubit světu. Později uk|zal, že matematick| monstra, kterým 

se neprozíravě říkalo výjimky, a frakt|lnost s nimi spojen|, jsou v přírodě téměř 

pravidlem [5]. V roce 1982 dokonce vydal knihu s n|zvem Frakt|lní geometrie 

přírody, ve které se „soustavně snaží přesvědčit oko i mysl čten|ře, že zd|nlivé 

nepravidelnosti přírody mohou být účinně a překr|sně modelov|ny matematickými 

objekty“ [14]. 

Pro Mandelbrotovu pr|ci samozřejmě hr|ly velkou roli počítače (a pr|vě jeho 

v předchozím odstavci zmíněn| kniha je bohatým zdrojem kr|sných snímků 

a modelů, které by bez počítačů nebyly), protože výpočet nekonečně se opakujících 

iterací byl bez nových technologií nemyslitelný. 

Další matematick| monstra, kter| Manddelbrota velmi inspirovala, vznikla během 

první světové v|lky také díky matematikovi Gastonu Juliovi.   
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1.4 Frakt|ly v komplexní rovině 

Frakt|lem v komplexní rovině rozumíme nekonečnou množinu bodů, které splňují 

nějakou vybranou vlastnost. Pro každou takovou množinu tedy formulujeme 

předpis, který jednoznačně určuje, zda daný bod je nebo není prvkem této 

množiny. Tyto metody jsou zpravidla iterační. [15] 

Pravděpodobně prvním matematikem, který se zasloužil o objev takové množiny 

v komplexní rovině, byl francouzský matematik Pierre Fatou, který společně 

s Gastonem Juliem studoval iterace funkce komplexní paraboly. [7] Množinu Pierra 

Fatou lze definovat jako množinu, kter| obsahuje ty body, které pod iterativním 

zatížením funkce (při opakovaných iteracích funkce) mají ve svém okolí podobně 

se chovající body – její chov|ní je tedy „předvídatelné“ [15]. 

1.4.1 Juliovy množiny 

Gaston Julia se zabýval jednoduchými rovnicemi, ze kterých vytv|řel cyklus iterací. 

V podstatě do své rovnice dosadil číslo, získal nějaký výsledek a tento n|sledně 

opět dosadil do rovnice. Vznikly tak Juliovy množiny, z nichž některé jsou 

vyobrazeny na obr. 20 a další jsou k vidění v příloze č. 2. 

Definice 5 Juliova množina 𝐽 je množina všech komplexních čísel 𝑧0, pro které 

posloupnost 𝑧𝑛  nediverguje, tzn.: 

𝐽 =  𝑧0 ∈ ℂ | 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑧𝑛 ≠ ∞ , 

kde 𝑧𝑛  je posloupnost 𝑧𝑛+1 = 𝑧𝑛
2 + 𝑐. D|le existuje číslo 𝑟(𝑐) z|vislé na konstantě 

𝑐 takové, že pokud pro nějaké 𝑛 ∈ ℕ0  je  𝑧𝑛  > 𝑟(𝑐), pak posloupnost diverguje. 

Platí, že 𝑟 𝑐 = max  𝑐 , 2 . [7] 

 

Obr. 20: Juliovy množiny 
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1.4.2 Mandelbrotova množina 

Dnes se na Juliovy množiny dív|me jinak, protože v době, kdy je Julia vytv|řel, 

neexistoval způsob, jak je vykreslit v takové podobě, v jaké jsou zn|zorněny 

na obr. 20. V době první světové v|lky museli vědci všechny n|ročné výpočty 

prov|dět ručně, jelikož zkr|tka ještě nebyla takov| zařízení (případně nebyla 

dostupn|), kter| by tyto výpočty provedla za ně. 

Juliovy množiny se staly pro Mandelbrota něčím jako odrazovým můstkem. Díky 

svému zaměstn|ní u IBM měl k dispozici dostatečné technické z|zemí, které mu 

umožnilo Juliovy rovnice vypočítat milionkr|t a výsledky pak zakreslit do grafu. 

Zprvu str|vil mnoho času n|hodným vykreslov|ním stovek různých Juliových 

množin, až se mu podařilo definovat množinu, kter| v sobě spojovala všechny 

Juliovy množiny [7]. Tato množina (vyobrazen| na obr. 21 a obr. 22), pojmenovan| 

po svém objeviteli – Mandelbrotova množina, se později stala symbolem celé 

frakt|lní geometrie. 

Definice 6 Mandelbrotova množina je množina komplexních bodů 𝑐, které splňují 

vztah: 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 𝑧𝑛  ≠ ∞, 

kde 𝑧𝑛  je posloupnost 𝑧𝑛+1 = 𝑧𝑛
2 + 𝑐 se vstupní podmínkou 𝑧0 = 0. [15] 

Poprvé se zn|zornění Mandelbrotovy množiny objevilo roku 1978, kdy k vytvoření 

jejího obrazu Robert W. Brooks a Peter Matelskim použili písmena „X“ uspoř|dan| 

do 31 svislých linií. [16] Detailnější obraz této množiny publikoval později s|m 

Mandelbrot.  

Obr. 21: Mandelbrotova množina (zleva: 5., 6., 7., 8. a 9. iterace) 

Obr. 22: Mandelbrotova množina (zleva: 10., 15. a 20. iterace) 
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2 Trocha matematiky 

Patologické křivky, matematick| monstra či komplexní množiny, které 

byly pops|ny v předešlé kapitole, dnes nazýv|me frakt|ly. S pojmem 

frakt|l poprvé přišel Mandelbrot až v roce 1975, kdy jej odvodil od latinského 

fractus = „rozbitý, rozl|maný“ [17], a stal se tak prvním, kdo nalezl matematický 

způsob, jak je popsat. I proto je dnes považov|n za „otce“ frakt|lní geometrie. 

2.1 Definice frakt|lu 

Ve skutečnosti však „neexistuje ž|dn| matematicky rozumn| definice frakt|lů“ [18]. 

Některé z definic jsou příliš obecné, některé naopak nezahrnují všechny frakt|ly. 

Absence takové definice je d|na i tím, že frakt|lní geometrie je mladé odvětví 

matematiky. I s|m Mandelbrot se však vyhýbal zav|dění obecné definice a spíše se 

snažil frakt|ly charakterizovat: 

 frakt|ly jsou objekty velmi složité a jejich složitost nez|visí na měřítku, 

ve kterém je zobrazujeme, 

 frakt|ly jsou objekty soběpodobné, 

 frakt|ly jsou objekty, které mají neceločíselnou dimenzi, případně dimenzi, 

kter| neodpovíd| dimenzi topologické. [17] 

Nad každým z výše uvedených bodů je třeba se více zamyslet. 

K vysvětlení prvního bodu si pomůžeme přiblížením pohledu na pobřeží. Ostatně 

podobně postupoval i Mandelbrot. Představme si, že m|me graf funkce sin 𝑥. 

Při klasickém zobrazení je tato křivka vlnit| a hladk|. A pokud ji budeme neust|le 

přibližovat, její tvar se sice časem „srovn|“, ale na jejím hladkém povrchu se nic 

nezmění. Nyní si místo sinusoidy představme pobřeží. Zprvu, například 

při pohledu z letadla, se n|m zd| pobřeží velmi členité a těžko popsatelné, plné 

větších či menších z|livů a výběžků. A budeme-li se k němu přibližovat, velké 

z|livy se rozpadnou na malé a na původně rovných č|stech se objeví nové z|livy 

a nové výběžky. A tak d|le. Ještě lépe je to vidět na Kochově křivce, jejíž tvar je 

však oproti tvaru pobřeží příliš pravidelný. 

2.1.1 Soběpodobnost 

Soběpodobnost býv| hlavním znakem frakt|lů a definice frakt|lů na ní bývají velmi 

často zakl|d|ny. 

Objekt nazveme soběpodobný jestliže každ| jeho č|st obsahuje přesnou kopii 

celku [19]. Jestliže je objekt soběpodobný, můžeme též říci, že je invariantní 

ke změně měřítka. Takové objekty však vznikají pouze matematickou konstrukcí. 
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Matematicky soběpodobnou množinu definujeme n|sledovně: 

Definice 7 Soběpodobn| množina 𝐴 ze 𝑡𝑟𝑜𝑗𝑟𝑜𝑧𝑚ě𝑟𝑛éℎ𝑜 Euklidovského prostoru 𝐸3, 
je takov| množina, pro kterou existuje konečně mnoho podobných zobrazení 
𝜑1, 𝜑2, … , 𝜑𝑛  takových, že: 

𝐴 =  𝜑𝑖 𝐴 

𝑛

𝑖=1

.  [7] 

Z této definice vyplývají určité vlastnosti soběpodobných množin [19]: 

1. soběpodobnou množinu lze vytvořit jejím opakov|ním využitím určitých 

transformací (těmito transformacemi mohou být například afinní 

transformace jako je otočení, posunutí,…), 

2. soběpodobn| množina vnik| sama ze sebe, 

3. soběpodobn| množina je invariantní vzhledem ke změně měřítka. 

K modelov|ní útvarů, které jsou velmi podobné těm v realitě, se používají 

algoritmy, které vytv|ří tzv. statistickou soběpodobnost. Důležitou roli v těchto 

algoritmech hraje prvek n|hody, který n|sledně m| vliv nejen na výsledný tvar 

objektu, ale také na jeho dimenzi. 

Definice 8 Statisticky soběpodobn| množina 𝐴 ze 𝑡𝑟𝑜𝑗𝑟𝑜𝑧𝑚ě𝑟𝑛éℎ𝑜 Euklidovského 
prostoru  𝐸3 je takov| množina, kter| je sjednocením konečného počtu zmenšených 
kopií sebe samé při afinních transformacích 𝜓1,𝜓2 , … ,𝜓𝑛  a platí: 

𝐴 =  ψ𝑖 𝐴 ,

𝑛

𝑖=1

 

kde zmenšené kopie ψ𝑖 𝐴  mají stejné statistické vlastnosti jako množina 𝐴. Tyto 

množiny se nazývají statisticky nerozlišitelné. [19] 

2.1.2 Soběpříbuznost 

Kromě zcela pravidelných frakt|lů a frakt|lů, do jejichž konstrukce je vnesen prvek 

n|hody, existují i další objekty, které sice nejsou soběpodobné, ale mezi frakt|ly je 

řadíme také. Zatímco u soběpodobných objektů je jejich č|st přesnou kopií celku, 

u soběpříbuzných objektů se jedn| pouze o podobné kopie (o afinní obrazy) [6]. 

Mezi soběpříbuzné frakt|ly řadíme např. Juliovy množiny a také Mandelbrotovu 

množinu. [19] 

  



 

26 

2.2 Rozdělení frakt|lů 

Na z|kladě předchozího popisu frakt|lů a objasnění pojmů soběpodobnosti 

a soběpříbuznosti rozdělme frakt|ly do těchto čtyř skupin: 

 systémy iterovaných funkcí, 

 L-systémy, 

 dynamické systémy, 

 n|hodné frakt|ly. 

2.2.1 Systémy iterovaných funkcí 

Mezi tyto systémy řadíme takové frakt|ly, které vznikají tzv. iterujícím funkčním 

systémem, též IFS. Jedn| se o algoritmus, který využív| element|rních afinních 

transformací jako je rotace, posun nebo změna měřítka. [6] Principem algoritmu je 

cyklické opakov|ní těchto transformací. 

Definice 9 Pokud na daný objekt použijeme některou z uvedených operací: změna 

měřítka, posun, rotace nebo složení těchto operací, tak výslednou transformaci 

nazýv|me element|rní afinní transformace. [19] 

Matematický předpis element|rních afinních transformací je n|sledující 

(převzato z [6]): 

𝜔 𝑥 = 𝜔  
𝑥1

𝑥2
 =  

𝑟1 ∙ cos 𝜑 −𝑟2 ∙ sin 𝜗
𝑟1 ∙ sin𝜑 𝑟2 ∙ cos 𝜗

 ∙  
𝑥1

𝑥2
 +  

𝑒

𝑓
 = 

=   
𝜔 𝑥1 = 𝑟1 cos𝜑 ∙ 𝑥1 − 𝑟2 sin 𝜗 ∙ 𝑥2 + 𝑒

𝜔 𝑥2 = 𝑟1 sin 𝜑 ∙ 𝑥1 − 𝑟2 cos 𝜗 ∙ 𝑥2 + 𝑓
  , 

kde x je vzorový bod, x1, x2 jeho souřadnice, úhel 𝜑 určuje otočení osy 𝑥, v jejímž 

směru je útvar přešk|lov|n parametrem 𝑟1, úhel 𝜗 určuje otočení osy 𝑦, v jejímž 

směru je útvar přešk|lov|n parametrem 𝑟2 a parametry 𝑒 a 𝑓 určují translaci 

útvaru podle jednotlivých neotočených os. 

Často se použív| n|sledující zjednodušený z|pis:  

resp.  𝜔 𝑥 =  
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

 ∙  
𝑥1

𝑥2
 +  

𝑒

𝑓
 . 

IFS algoritmus může být nejen deterministický, ale také nedeterministický 

(můžeme do něj zahrnout n|hodu), a velice často neobsahuje pouze jeden typ 

transformace, ale kombinuje jich několik. „N|hodou“ rozumíme to, že parametry 𝑟1, 

𝑟2, 𝑒, 𝑓 a úhly 𝜑 a 𝜗 generujeme n|hodně, ne však zcela libovolně [19]. Mezi IFS 

můžeme zařadit např. Kochovu křivku, Sierpińského trojúhelník, Mikowskiho 

ostrov, Cantorovo diskontinuum, Ces|ro frakt|l a řadu dalších. 
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2.2.2 L-systémy 

N|zev L-systémy je odvozen buď od maďarského biologa Aristida Lindenmayera, 

nebo z anglického sousloví LOGO-like turtle (slangové pojmenov|ní pro metodu 

vykreslov|ní grafiky pomocí „virtu|lní želvy“, které lze programově zadat příkazy 

k pohybu různými směry) [7]. 

Lindenmayer v roce 1968 rozvinul form|lní popis vývoje biologických systémů, 

který je určen pro simulace na počítačích. Proto jsou L-systémy někdy označov|ny 

jako Lindenmayerovy systémy, případně též jako „paralelně se přepisující 

systémy“ [6]. 

Vznik těchto systémů je v podstatě rekurzivní proces, ve kterém je na zač|tku 

definov|na množina (případně uspoř|dan| trojice): 

𝐺 𝑉, 𝑃, 𝑆 , 

kde 𝑉 je tzv. abeceda, neboli nepr|zdn| množina symbolů, 𝑃 je konečn| množina 

pravidel, kter| říkají, které prvky z množiny 𝑉 se mají přepsat a čím, a 𝑆 je axiom, 

tedy „startovní“ posloupnost symbolů z abecedy. [7] 

 

Obr. 23: Příklady L-struktur 
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2.2.3 Dynamické systémy 

Frakt|ly, které spadají do této kategorie, mají sice v technické praxi nejširší 

uplatnění, ale nelze jimi popisovat přírodní objekty. Velice často však vytv|ří 

n|dherné obrazce, díky čemuž se staly popul|rními. 

„Dynamický systém je matematický objekt, jehož stav je z|vislý na nějaké nez|vislé 

veličině, většinou to býv| na čase. Vych|zí z poč|tečních podmínek a je jimi v čase 

determinov|n.“ [7] Takový systém popisujeme pomocí tzv. dynamických podmínek, 

díky kterým dok|žeme popsat jejich změnu v z|vislosti na čase. Množina všech 

dynamických stavů systému tvoří tzv. stavový prostor, který popisujeme stavovým 

vektorem. D|le n|s u dynamických systémů zajím|, zda jsou stabilní, zda oscilují, 

případně jsou zcela chaotické, přičemž tato znalost je pro n|s velmi důležit| 

pro výpočty nad tímto systémem. 

Významnou skupinou dynamických systémů jsou tzv. atraktory, které úzce souvisí 

s teorií chaosu. (Jejich popis je však komplikovaný a již zcela nad r|mec této 

pr|ce.) 

Další skupina frakt|lů, kter| se řadí mezi dynamické systémy, jsou frakt|ly 

komplexní roviny, mezi nimi tedy i Juliovy množiny a Mandelbrotova množina. 

Tyto frakt|ly jsou samy o sobě velmi působivé, ovšem při použití vhodného 

algoritmu mohou lahodit lidskému oku ještě více. 

Tímto algoritmem je např. TEA (Time Escape Algorithms), jehož účelem je obarvení 

množin v komplexní rovině. Jedn| se o iterační algoritmus – algoritmus prov|dí 

dané iterace až do překročení zvoleného počtu (případně do vyčerp|ní 

maxim|lního počtu) iterací. „Je založen na předpokladu úniku dané trajektorie 

ze zvolené oblasti, kter| je č|stí komplexní roviny.“ [6] Na obr. 24 je vidět, jak může 

takto obarven| množina vypadat při použití různé barevné šk|ly. 

  

Obr. 24: Různě obarven| Juliova množina pomocí TEA 
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2.2.4 N|hodné frakt|ly 

Mezi n|hodné frakt|ly, nebo též tzv. stochastické frakt|ly, řadíme takové frakt|ly, 

které jsou vytv|řeny algoritmy, do kterých je zabudov|n prvek n|hody. Jedn| se 

tedy o ty frakt|ly, které splňují definici statistické soběpodobnosti. Tento typ 

frakt|lů umožňuje nejlepší popis přírodních objektů. 

Pro generov|ní n|hodných čísel v těchto algoritmech můžeme využít například 

Gaussovský gener|tor nebo gener|tor bílého šumu [7]. 

Mezi n|hodné frakt|ly řadíme i ty, které jsou vytv|řeny nedeterministickými 

algoritmy IFS, případně n|hodné L-systémy. 

  

Obr. 25: Příklady nedeterministických IFS (n|hodné Kochovy křivky) 

Obr. 26: Příklady n|hodných L-systémů 
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2.3 Frakt|lní dimenze 

Pojem frakt|lu již byl nastíněn, stejně tak s ním úzce související pojem 

soběpodobnosti, případně soběpříbuznosti. Nejlépe je však frakt|ly popsat pomocí 

jejich specifické dimenze, tzv. frakt|lní dimenze. 

Jedna z možných definic frakt|lu, se kterou přišel B. Mandelbrot, je tato: 

Definice 10 Frakt|l je množina či geometrický útvar, jehož Hausdorffova dimenze je 

(ostře) větší než dimenze topologick|. [6] 

2.3.1 Topologick| dimenze 

Klasické geometrické objekty, které zn|me z Euklidovské geometrie, dok|žeme 

většinou dobře popsat matematickými vztahy. U některých vybraných se tyto 

vztahy dokonce učí ž|ci již na z|kladních škol|ch. 

Díky těmto vztahům můžeme spočítat délku úsečky, obsah čtverce nebo objem 

jehlanu. Topologick| dimenze n|m u daného objektu v podstatě řík|, kolik 

nez|vislých proměnných (parametrů) potřebujeme k jeho popisu [7]. 

Nulovou topologickou dimenzi m| bod. Úsečka, přímka, nebo obecně křivka 

m| topologickou dimenzi rovnu jedné, trojúhelník, další 𝑛-úhelníky a rovina mají 

topologickou dimenzi rovnou dvěma a tělesa, jako je např. krychle či koule, mají 

tuto dimenzi rovnu třem. Znamen| to, že pro popis přímky potřebujeme jeden 

parametr (každý bod přímky dok|žeme jednoznačně určit jedním parametrem, 

jednou souřadnicí), pro popis roviny potřebujeme parametry dva a pro popis 

těles tři. 

Topologick| dimenze je tedy nez|porné celé číslo, přičemž za obvyklých podmínek 

se pohybujeme v topologické dimenzi 0, 1, 2 nebo 3. Důležitou vlastností 

topologické dimenze je její nez|vislost na měřítku – všechny parametry těchto 

útvarů můžeme zadat v libovolné jednotce, ale jejich vlastnosti se nezmění (objem 

koule zůstane číselně stejný, ať už je její poloměr zad|n v milimetrech 

či kilometrech). 

Objekty, které můžeme popsat celočíselnou dimenzí a které lze popsat 

Euklidovskou geometrií, nazýv|me geometricky hladké objekty [7]. Objekty, které 

nejsou geometricky hladké, nazýv|me nekonečně členitými [8]. 

2.3.2 Hausdorffova dimenze 

Pokud budeme měřit délku geometricky hladké křivky v různém měřítku, získ|me 

vždy stejné číslo. Pokud stejně přistoupíme i k měření délky pobřeží, narazíme 

na již zmiňovaný problém – v z|vislosti na měřítku se bude hodnota délky měnit. 
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Délka pobřeží poroste do nekonečna, což znamen|, že zabere jistě více „místa“ 

než přímka, na druhou stranu ale nemůže vyplnit celou plochu. V řeči dimenzí 

to ovšem znamen|, že se dimenze takového útvaru bude pohybovat mezi 1 

(topologick| dimenze hladké křivky) a 2 (topologick| dimenze roviny). Získ|v|me 

tedy dimenzi, kter|, na rozdíl od topologické dimenze, není celočíseln|. 

Frakt|lní geometrie se zabýv| pr|vě takovými objekty, jejichž dimenze (až na p|r 

výjimek) je neceločíseln|. Dimenzi frakt|lních objektů též nazýv|me Hausdorffova, 

Kolmogorovova, nebo Hausdorffova-Besicovicova dimenze [6]. 

Hausdorffova dimenze m| n|sledující vlastnosti: 

 určuje členitost daného útvaru (čím více se Hausdorffova dimenze objektu 

liší od té topologické, tím členitější objekt je, a naopak), 

 určuje rychlost růstu daného útvaru do nekonečna (u nefrakt|lních objektů 

se při zmenšov|ní měřítka přibližuje délka útvaru k nějaké limitní hodnotě, 

tento efekt se též nazýv| Richardsonův efekt, u frakt|lních objektů toto 

neplatí, jejich délka roste do nekonečna). 

Definice 11 Nechť je d|na množina 𝐴 ⊂ 𝐸𝑛 . Definujme vzd|lenost dvou bodů jako 

𝑑 𝑥, 𝑦 =    𝑥𝑖 − 𝑦𝑖 2

𝑛

𝑖=1

. [7] 

Definice 12 Nechť je d|na množina 𝐴 ⊂ 𝐸𝑛 . Průměrem množiny 𝐴 rozumíme 

diam𝐴 = sup 𝑑 𝑥, 𝑦  | 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 . [7] 

Definice 13 Nechť 𝑠, 𝜀 ∈ ℝ+ a nechť  𝑈1, 𝑈2, …   je otevřené pokrytí množiny 𝐴 ⊂ 𝐸𝑛 . 

Potom je Hausdorffova dimenze definov|na vztahem: 

𝑑𝐻 𝐴 = inf    diam 𝑈𝑖 
𝑠 | ∀𝑖 ∈ ℕ: diam 𝑈𝑖 < 𝜀 

∞

𝑖=1

 . [7] 

2.3.3 Výpočet frakt|lní dimenze 

Jednou z možností, jak určit frakt|lní dimenzi, je využití metody mřížkové dimenze 

(anglicky box-counting dimension) [7]. Tato metoda spočív| v pokrytí objektu 

element|rními útvary („boxy“) o straně 𝜀 a poté určení počtu těchto boxů 𝑁, které 

jsou třeba k jeho pokrytí. Podle topologické dimenze těchto objektů je „boxem“ 

uzavřený interval, čtverec nebo krychle. Počet boxů z|visí na volbě 𝜀, proto se při 

určov|ní dimenze hodnota 𝜀 zmenšuje (nejvhodnější je volit 𝜀 tak, aby se vznikl| 

mřížka st|vala vždy dvakr|t hustší než v předchozím kroku). Získané hodnoty 𝑁 se 

n|sledně vyn|ší do diagramu, kde se získané body aproximují přímkou. 
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Frakt|lní (Hausdorffova) dimenze je tedy d|na vztahem: 

𝑑𝐻(𝐴) = lim
𝜀→0

ln 𝑁 

ln  
1
𝑠 

= lim
𝜀→0

log 𝑁 

log  
1
𝑠 

, 

kde 𝑁 značí minim|lní počet element|rních útvarů o straně 𝜀 potřebných k pokrytí 

uvažované množiny 𝐴 a 1

𝑠
 je faktor změny měřítka. [7] 

Nejjednodušším příkladem výpočtu frakt|lní dimenze je jednotkov| úsečka. 

Rozdělíme-li tuto úsečku na 𝑁 shodných dílů zjistíme, že měřítko 𝑠 nové úsečky je: 

𝑠 =
1

𝑁
. 

Pro Hausdorffovu dimenzi obecně platí: 

𝑁𝑠𝑑𝐻 = 1. [6] 

Proto pokud tento vztah upravíme, získ|me novou rovnici pro výpočet frakt|lní 

dimenze: 

𝑁𝑠𝑑𝐻 = 1 

log 𝑁𝑠𝑑𝐻  = log 1  

log 𝑁 + log 𝑠𝑑𝐻  = 0 

log 𝑁 + 𝑑𝐻 ∙ log 𝑠 = 0 

𝑑𝐻 ∙ log 𝑠 = − log 𝑁  

𝑑𝐻 =
− log 𝑁 

log 𝑠 
=

log 𝑁 

log  
1
𝑠 

. 

Jestliže se vr|tíme k výpočtu frakt|lní dimenze úsečky, zjistíme, že platí: 

𝑑𝐻 =
log 𝑁 

log  
1
𝑠 

 ∧ 𝑠 =
1

𝑁
 ⟹ 𝑑𝐻 =

log 𝑁 

log 𝑁 
= 1. 

Tedy frakt|lní dimenze úsečky je rovna jedné. Z Eukleidovské geometrie víme, že 

topologick| dimenze úsečky je též rovna jedné, proto můžeme usoudit, že úsečku 

neřadíme mezi frakt|lní objekty. 
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Obdobné úvahy můžeme provést i pro čtverec. Předpokl|dejme tedy, že m|me 

jednotkový čtverec (čtverec o straně délky jedna). Takový čtverec m| obsah roven 

jedné, dvojn|sobíme-li měřítko, jeho obsah vzroste čtyřikr|t. To znamen|, že jeho 

měřítko budeme měnit podle vztahu: 

𝑠 =
1

𝑁
1
2

. 

Frakt|lní dimenze čtverce pak tedy odpovíd| 

𝑑𝐻 =
log 𝑁 

log  
1
𝑠 

 ∧ 𝑠 =
1

𝑁
1
2

 ⟹  𝑑𝐻 =
log 𝑁 

log  𝑁
1
2 

= 2, 

z čehož vyplýv|, že ani čtverec neřadíme mezi frakt|ly (topologick| dimenze 

čtverce je rovna 2). 

Třetím takovým trivi|lním případem je jednotkov| krychle, u které lze měřítko 

vypočítat vztahem: 

𝑠 =
1

𝑁
1
3

. 

Frakt|lní dimenze čtverce tedy je 

𝑑𝐻 =
log 𝑁 

log  
1
𝑠 

 ∧ 𝑠 =
1

𝑁
1
3

 ⟹  𝑑𝐻 =
log 𝑁 

log  𝑁
1
3 

= 3. 

 Na z|kladě několika uvedených příkladů lze rovnici určenou pro výpočet 

Hausdorffovy dimenze zjednodušit: 

𝑠 =
1

𝑁
1
𝑑𝐻

 

log 𝑠 = − log 𝑁𝑑𝐻   

log 𝑠 = −𝑑𝐻 ∙ log 𝑁  

𝑑𝐻 =
log(𝑁)

log  
1
𝑠 

, 

kde 𝑁 vyjadřuje počet pokrývajících element|rních útvarů a 1

𝑠
 faktor změny 

měřítka. 
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2.3.4 Frakt|lní dimenze vybraných útvarů 

D|le jsou uvedeny výpočty frakt|lní dimenze (využitím vztahu odvozeného 

na předchozí str|nce) u vybraných frakt|lů. Většina z nich již byla v této pr|ci 

prezentov|na v první kapitole, proto jsou d|le rozebír|ny minim|lně. 

Cantorovo diskontinuum 

Cantorovo diskontinuum vznik| opakovaným odstraňov|ním prostřední třetiny 

dané úsečky – po první iteraci získ|me dvě úsečky (𝑁 = 2) s měřítkem 𝑠 = 1

3
. 

Frakt|lní dimenze Cantorova diskontinua je: 

𝑑𝐻 =
log 𝑁 

log  
1
𝑠 

 ∧ 𝑁 = 2, 𝑠 =
1

3
 ⟹  𝑑𝐻 =

log(2)

log 3 
≐ 0,631. 

Sierpińského trojúhelník 

Sierpińského trojúhelník vznik| z rovnoramenného trojúhelníku, který je rozdělen 

na čtyři shodné menší trojúhelníky, z nichž prostřední je odstraněn – po první 

iteraci získ|me tři trojúhelníky (𝑁 = 3) s měřítkem 𝑠 = 1

2
. 

Frakt|lní dimenze Sierpińského trojúhelníku je: 

𝑑𝐻 =
log 𝑁 

log  
1
𝑠 

 ∧ 𝑁 = 3, 𝑠 =
1

2
 ⟹  𝑑𝐻 =

log(3)

log 2 
≐ 1,585. 

Sierpińského koberec 

Sierpińského koberec vznik| z jednotkového čtverce, který je rozdělen na devět 

shodných menších čtverců, z nichž prostřední je odstraněn – po první iteraci 

získ|me osm čtverců (𝑁 = 8) s měřítkem 𝑠 = 1

3
. 

Frakt|lní dimenze Sierpińského koberce je: 

𝑑𝐻 =
log 𝑁 

log  
1
𝑠 

 ∧ 𝑁 = 8, 𝑠 =
1

3
 ⟹  𝑑𝐻 =

log(8)

log 3 
≐ 1,893. 

Mengerova houba 

Mengerova houba vznik| z jednotkové krychle, kter| je rozdělena na dvacet sedm 

shodných menších krychlí, z nichž je sedm odstraněno (šest ve středech stěn 

krychle a jedna ve středu krychle) – po první iteraci získ|me 20 krychlí (𝑁 = 20) 

s měřítkem 𝑠 = 1

3
. 
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Frakt|lní dimenze Mengerovy houby je: 

𝑑𝐻 =
log 𝑁 

log  
1
𝑠 

 ∧ 𝑁 = 20, 𝑠 =
1

3
 ⟹  𝑑𝐻 =

log(20)

log 3 
≐ 2,727. 

Kochova křivka 

Kochova křivka vznik| z jednotkové úsečky – při první iteraci získ|v|me čtyři 

úsečky (𝑁 = 4) s měřítkem 𝑠 = 1

3
. 

Frakt|lní dimenze Kochovy křivky je: 

𝑑𝐻 =
log 𝑁 

log  
1
𝑠 

 ∧ 𝑁 = 4, 𝑠 =
1

3
 ⟹  𝑑𝐻 =

log(4)

log 3 
≐ 1,262. 

Ces{rův frakt|l 

Ces{rův frakt|l vznik| z jednotkové úsečky obdobně jako Kochova křivka – 

při první iteraci získ|v|me čtyři úsečky (𝑁 = 4) s měřítkem 𝑠 = 𝑘, kde  

𝑘 =
1

 sin  
𝛼
2 + 1 ∙ 2

, 

úhel 𝛼 je úhel sevřený rameny vznikajícího trojúhelníku. 

Frakt|lní dimenze Ces{rova frakt|lu je: 

𝑑𝐻 =
log 𝑁 

log  
1
𝑠 

 ∧ 𝑁 = 4, 𝑠 = 𝑘 ⟹  𝑑𝐻 =
log(4)

log   sin  
𝛼
2 + 1 ∙ 2 

. 

Hodnota frakt|lní dimenze Ces{rova frakt|lu je tedy z|visl| na volbě úhlu 𝛼, tuto 

z|vislost popisuje tab. 1 (hodnoty 𝑑𝐻  jsou zaokrouhleny na tři desetinn| místa). 

𝜶 𝒅𝑯 𝜶 𝒅𝑯 𝜶 𝒅𝑯 

10° 1,785 60° 1,262 110° 1,073 

20° 1,625 70° 1,209 120° 1,053 

30° 1,501 80° 1,165 130° 1,036 

40° 1,404 90° 1,129 140° 1,023 

50° 1,326 100° 1,099 150° 1,013 

Tab. 1: Dimenze Ces{rova frakt|lu v z|vislosti na úhlu 𝛼 
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Minkowského křivka 

Minkowského křivka vznik| z jednotkové úsečky – při první iteraci získ|v|me osm 

úseček (𝑁 = 8) s měřítkem 𝑠 = 1

4
. 

Frakt|lní dimenze Minkowského křivky je: 

𝑑𝐻 =
log 𝑁 

log  
1
𝑠 

 ∧ 𝑁 = 8, 𝑠 =
1

4
 ⟹  𝑑𝐻 =

log(8)

log 4 
≐ 1,5. 

Peanova křivka 

Peanova křivka vznik| z jednotkové úsečky – při první iteraci získ|v|me devět 

úseček (𝑁 = 9) s měřítkem 𝑠 = 1

3
. 

Frakt|lní dimenze Peanovy křivky je: 

𝑑𝐻 =
log 𝑁 

log  
1
𝑠 

 ∧ 𝑁 = 9, 𝑠 =
1

3
 ⟹  𝑑𝐻 =

log(9)

log 3 
≐ 2. 

Další Peanova křivka (na Obr. 18) vznik| nahrazením původního útvaru devíti 

soběpodobnými útvary (𝑁 = 9) s měřítkem 𝑠 = 1

3
. I v tomto případě je dimenze 

této křivky 𝑑𝐻 = 2. 

Hilbertova křivka 

Hilbertova křivka vznik| nahrazením původního útvaru (viz Obr. 16) čtyřmi 

soběpodobnými útvary (𝑁 = 4) s měřítkem 𝑠 = 1

2
. 

Frakt|lní dimenze Hilbertovy křivky je: 

𝑑𝐻 =
log 𝑁 

log  
1
𝑠 

 ∧ 𝑁 = 4, 𝑠 =
1

2
 ⟹  𝑑𝐻 =

log(4)

log 2 
≐ 2. 

Sierpińského křivka 

Sierpińského křivka vznik| nahrazením původního útvaru (viz Obr. 19 a Obr. 20) 

čtyřmi soběpodobnými útvary (𝑁 = 4) s měřítkem 𝑠 = 1

2
. 

Frakt|lní dimenze Sierpińského křivky je: 

𝑑𝐻 =
log 𝑁 

log  
1
𝑠 

 ∧ 𝑁 = 4, 𝑠 =
1

2
 ⟹  𝑑𝐻 =

log(4)

log 2 
≐ 2. 
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Další SFC křivky 

Frakt|lní dimenze Mooreovy křivky a všech dalších prostor-vyplňujících křivek 

(jak již n|zev napovíd|) je roven 𝑑𝐻 = 2. SFC křivky jsou příkladem frakt|lů, 

jejichž frakt|lní dimenze je celočíseln|. 

Ď|belské schodiště 

Další výjimku tvoří tzv. Ď|belské schodiště 

(viz obr. 27), jehož frakt|lní dimenze je nejen 

celočíseln|, nýbrž je dokonce rovna dimenzi 

topologické. 

Ď|belské schodiště (též Cantorova funkce) je graf 

schodovité funkce, kter| je definov|na 

na intervalu  0,1 . Jednotlivé schody jsou v bodech 

Cantorova diskontinua. [4] 

Vybrané přírodní objekty 

U přírodních frakt|lů nelze Hausdorffovu dimenzi určit přesně, lze ji pouze 

přibližně změřit, například pomocí obvodové metody (Dividers Method) nebo 

mřížkové metody (Grid, nebo též Box-Counting, Method). [20] 

přírodní útvar odhad frakt|lní dimenze 

pobřeží 1,26 

povrch mozku člověka 2,76 

neerodované sk|ly 2,2–2,3 

obvod 2D průmětu oblaku 1,33 

Tab. 2: Odhad frakt|lní dimenze vybraných přírodních objektů (převzato z [17]) 

  

Obr. 27: Ď|belské schodiště 
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3 Výskyt a využití frakt|lů 

V době svého vzniku byly frakt|ly, a obecně cel| frakt|lní geometrie, odsuzov|ny. 

Na úplném zač|tku byly označov|ny za monstra, později je vědci nepřijímali, 

protože v nich neviděli užitek. Poté, co dal Mandelbrot frakt|lům jejich jméno 

a v podstatě tak „založil“ novou vědní disciplínu, se rozhodl těmto předsudkům 

čelit vyd|ním knihy The Fractal Geometry of Nature v roce 1982. V ní uv|dí mnoho 

příkladů výskytu frakt|lů v přírodě a jejich možného využití. Tehdy matematikové, 

a nejen oni, přestali na frakt|ly pohlížet pouze jako na objekty vizu|lně přitažlivé, 

ale začali v nich spatřovat nové možnosti. Díky tomu frakt|lní geometrie přech|zí 

z f|ze objevov|ní do f|ze praktického využití. 

Dnes z|leží v podstatě již jen na naší představivosti, kde všude frakt|ly budeme 

hledat a co vše se jimi budeme snažit popsat. 

3.1 Přírodní frakt|ly 

Takovou samotnou kapitolou jsou přírodní frakt|ly, jelikož z nich v podstatě cel| 

frakt|lní geometrie vzešla. Jak již v předchozích kapitol|ch bylo řečeno, nejvíce se 

těmto frakt|lům přibližují frakt|ly vytvořené pomocí stochastických IFS, případně 

L-systémů. Popsat přírodní frakt|ly přesně je však velmi n|ročné, v některých 

případech až nemyslitelné. Nic to však nemění na tom, že takto „uměle“ vytvořené 

frakt|ly ty přírodní opravdu velmi připomínají. 

Pokud bychom se zaměřili na konkrétní příklady frakt|lů v přírodě, narazili 

bychom možn| až na překvapivě dlouhý výčet. Frakt|ly jsou v přírodě opravdu 

na každém kroku. 

Můžeme je například hledat v morfologii rostlin – pod zemí jsou to kořeny, které se 

neust|le větví a větví, dokud nenarazí na určitou hranici (nemohou se dělit 

donekonečna, jelikož zkr|tka nemohou být menší než č|stice), nad zemí je 

to kmen, ze kterého vyrůstají větve, které se d|le větví obdobně jako kořeny, 

a na větvích to jsou dokonce i samotné listy, u kterých, při pohledu zblízka, 

můžeme rozezn|vat větvení jednotlivých kapil|r, jimiž proudí živiny. Tento jev, 

který je č|stečně zachycen na obr. 28, můžeme využít k určení množství oxidu 

uhličitého, které si strom, potažmo celý les, vyměňuje s atmosférou, což je v dnešní 

době velice důležit| informace z hlediska glob|lního oteplov|ní. 

Studii na toto téma vedl tým výzkumných pracovníků profesora ekologie Briana 

Enquista již v roce 1998. Tito vědci zjistili, že všechny jimi zkoumané druhy stromů 

(javor, dub, balzovník, borovice těžk| a borovice Pinyon), mají velmi podobné 

vzory větvení bez ohledu na jejich rozdílný vzhled, což znamen|, že jejich vznik 

určují společn| pravidla. Tato pravidla dokonce propojují jednotlivé stromy 

s architekturou celého lesa – jedn| se o vztah mezi větvením a uspoř|d|ním 
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jednoho stromu (rozmístění větví o různých poloměrech na tomto stromě) 

a rozmístěním různě velkých stromů v lese. [21] Určíme-li tedy frakt|lní strukturu 

stromu a množství uhlíku, které obsahuje jeden list na tomto stromě, a budeme-li 

předpokl|dat, že se na rozmístění stromů v lese odr|ží frakt|lní struktura tohoto 

stromu, dok|žeme určit spotřebu oxidu uhličitého celého lesa. 

Další přírodní objekty, které považujeme za frakt|ly, jsou pohoří, řeky (na obr. 29) 

či oblaka. První, kdo prok|zal, že obvod a obsah mračen vykazují frakt|lní 

strukturu, byl Shaun Lovejoy. Na jeho výsledky nav|zali další meteorologové a jeho 

studii rozšířili i na další klimatické ukazatele. Například hydrologové stanovili 

frakt|lní z|vislost mezi délkou říčních sítí a oblastí povodí. Tyto a další výpočty 

byly zaneseny do algoritmů, které dnes využívají Geografické informační systémy. 

Obr. 28: Frakt|lní struktura stromu 

Obr. 29: Frakt|lní struktura dvou řek 
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Mezi dalšími, kteří ocenili možnost využití frakt|lní struktury přírodních útvarů, 

byli geomorfologové. Frakt|lní analýza hraje například významnou roli při studiu 

zemětřesení. Predikce otřesů je jedním z nejdůležitějších problémů zemí, které se 

rozkl|dají na okrajích litosférických zemských desek s vysokou seismickou 

aktivitou. Příkladem studie, kter| využív| frakt|lů k popisu zemětřesení, je 

např. The Two Fractal Overlap Model (viz obr. 30). [22] 

„Tento model se snaží napodobit dynamiku přilnavosti litosférických desek pomocí 

frakt|lních povrchů posuzov|ním časových vývojů překryvu dvou identických 

Cantorových množin.“ [23] 

Modely, které simulují dynamiku zemětřesení na z|kladě překrývajících se 

frakt|lů, je cel| řada. Vych|zí z předpokladu, že se roztříštěný povrch chov| jako 

frakt|lní objekt. [24] 

 

Obr. 30: Schematické zn|zornění č|sti drsného povrchu zemské kůry a pohybující se nosné tektonické 
desky (vlevo) a jednorozměrn| projekce Cantorových množin s měnícími se dotyky a přesahy jako 
„klouz|ní“ jednoho povrchu po druhém (vpravo) 

Mezi další přírodní frakt|ly (které jsou zachyceny na obr. 31) pak patří například 

i krystaly (viz [25]) či sněhové vločky, dokonce i ledov| n|mraza v sobě skrýv| 

frakt|lní strukturu.  

Obr. 31: Frakt|lní struktura fluoritu (vlevo) a sněhové vločky (vpravo) 



 

41 

D|le můžeme frakt|ly hledat i mezi konkrétními rostlinami (viz obr. 32) – frakt|lní 

struktura je na první pohled vidět u květ|ku, brokolice, romanesca, kapradin 

a u mnoha dalších. 

 

Obr. 32: Frakt|lní struktura romanesca (vlevo) a kapradiny (vpravo) 

3.2 Biologie a medicína 

Velmi důležitou roli hrají frakt|ly v biologii a dokonce i medicíně. V posledních 

třech desetiletích díky objevu Mandelbrota a také díky zlepšení výpočetní techniky, 

bylo dosaženo významného pokroku v porozumění tomu, jak analyzovat 

nepravidelné tvary nejen v lidském těle. Díky tomu se nashrom|ždilo velké 

množství experiment|lních důkazů, které ukazují, že i v biomedicínských věd|ch 

lze pozorovat frakt|lní vzory [26]. Frakt|lní analýza se tak stala velmi užitečným 

n|strojem na poli medicíny. 

Frakt|lní strukturu můžeme hledat např. u chromozomů či povrchu proteinů. 

Frakt|lní dimenze je využív|na k popisu složitosti dvourozměrných obrazů 

nervových buněk. I v sekvenci nukleotidů v molekul|ch DNA byla odhalena 

soběpodobnost, čehož lze využít např. pro vyřešení evolučních vztahů zvířat. [20] 

Kromě toho můžeme mezi tyto frakt|ly zařadit i celé soustavy – dýchací, oběhovou 

či nervovou. Existují i takové studie, které hledají souvislost mezi frakt|lní dimenzí 

mozku a inteligencí člověka či jeho paměťovými schopnostmi [7]. 

Dnes již také víme, že se frakt|lně chov| i tlukot lidského srdce. Dříve se totiž 

myslelo, že se srdeční pulz chov| jako metronom. Avšak po analýze údajů od tisíců 

lidí se zjistilo, že tato teorie je nespr|vn| – při zaznamen|v|ní úderů srdce 

získ|v|me tvar podobný nepravidelnému pohoří, zjišťujeme tak, že tlukot 

zdravého srdce m| frakt|lní strukturu, jak je zn|zorněno na obr. 33. Této znalosti 

lze využít pro včasné odhalov|ní srdečních chorob. [27] 
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Obr. 33: Schematické zn|zornění přesné soběpodobnosti u deterministického L-systému (vlevo) 
a statistické soběpodobnosti u tlukotu srdce (vpravo) 

Dalším významným odvětvím medicíny, ve kterém bychom mohli využít frakt|lní 

analýzu, je diagnostikov|ní rakoviny. Za zdravého stavu vykazuje růst cév 

i vl|sečnic frakt|lní strukturu, ovšem díky abnorm|lnímu chov|ní n|dorových 

buněk doch|zí k vytv|ření neuspoř|daných spletenců krevních kapil|r kolem 

tumorů (viz obr. 34), čehož se při odhalov|ní vznikajících tumorů d| využít. 

Obr. 34: Zn|zornění zleva: norm|lních cév, abnorm|lních n|dorových cév, „renormalizovaných“ cév 
a nedostatečně vyplňujících cév 
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3.3 Fyzika 

Frakt|ly nalezneme i ve fyzice. Typickým příkladem fyzik|lního jevu, který 

vykazuje frakt|lní strukturu, je Brownův pohyb (zachycen na obr. 35). Brownův 

pohyb je neuspoř|daný pohyb mikroskopických č|stic v kapalin|ch či plynech, 

ke kterému doch|zí kvůli neust|lým sr|žk|m molekul tekutiny vlivem jejich 

nenulové teploty. Výhodou tohoto chaotického pohybu je možnost simulovat jej 

pomocí počítačové techniky s využitím frakt|lní geometrie. [7] 

Na křivku, kter| zn|zorňuje trajektorii č|stice pohybující se tímto neuspoř|daným 

pohybem, lze aplikovat stejný princip jako při měření délky pobřeží (kdybychom 

zpřesňovali měření, rovné úseky na obr. 35 by byly nahrazeny opět Brownovým 

pohybem, díky čemuž by se celkov| délka křivky zvětšila). Frakt|lní dimenze této 

křivky je rovna dvěma – existuje tedy souvislost mezi touto křivkou a prostor-

vyplňujícími křivkami. [17] 

Existuje mnoho modelů v různých vědních oborech, které simulaci Brownova 

pohybu využívají. Jeden z nich je využív|n například k popisu pohybu roztočů [20], 

jiné slouží ke generov|ní modelů tekoucích řek, apod. 

Dalším fyzik|lním jevem s frakt|lní strukturou jsou tzv. Lichtenbergovy obrazce. 

Tyto struktury vznikají průchodem vysokonapěťových elektrických výbojů 

na povrchu dielektrika nebo skrz dielektrikum [28]. S Lichtenbergovými obrazci se 

můžeme setkat i v přírodě – vznikají např. při úderu blesku do písku 

(tzv. fulgurity), případě na kůži člověka při zasažení bleskem. V kapitole 4 je 

pops|na i výroba těchto obrazců v dom|cím prostředí. 

Obr. 35: Uk|zky Brownova pohybu 
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V době rozmachu mobilních telefonů, se kterým přich|zely i nové vlastnosti 

telefonů jako je bluetooth či Wi-Fi, vzrostly n|roky na antény, které tato zařízení 

využívala. Bylo třeba vyvinout typ antény, kter| by byla schopn| přijímat všechny 

potřebné frekvence, aby tyto funkce telefonu mohly probíhat spr|vně, a kter| by se 

z|roveň do takového zařízení vešla. Brzy se uk|zalo, že vhodnou variantou jsou 

frakt|lní antény (příklady frakt|lních antén jsou na obr. 36), které jsou 

širokop|smové, mohou být velmi drobné a jejich konstrukce není příliš n|ročn| 

ani drah| [29]. 

K jejich konstrukci se využív| mnoho různých metod, tou nejzn|mější je 

Sierpińského metoda [29], ale jsou i antény založené na Kochově či Minkowského 

konstrukci (viz např. [30] a [31]). Držitelem patentu na frakt|lní antény je 

americký matematik Nathan Cohen [6]. 

3.4 Chemie 

Dalším oborem, kde bychom našli využití frakt|lů v praxi, je chemie. Příkladem 

chemického jevu, který vykazuje frakt|lní vzory, je tzv. agregace č|stic s omezenou 

difúzí (někdy též označovan| jako DLA z anglického Diffusion Limited Aggregation). 

Difúze je samovolný pohyb č|stic, ke kterému doch|zí vlivem různé koncentrace 

těchto č|stic v roztoku, transport č|stic probíh| na z|kladě Brownova pohybu [32]. 

Agregací pak m|me na mysli pr|vě vytv|ření frakt|lní struktury, kdy se jedna 

č|stice připojuje k další. A díky tomu, že pracujeme v prostředí omezené difúze, 

č|stice přich|zí do vz|jemného kontaktu „pod dohledem“ a struktura tak roste 

omezeně – č|stici po č|stici [33]. 

Příkladem chemické l|tky, kter| v tzv. elektrodepoziční cele (dvě skleněné 

destičky, které jsou velmi blízko sebe a mezi sebou mají vhodný roztok určený 

k DLA) svým růstem vytv|ří frakt|lní struktury tohoto typu, je například sulfid 

měďnatý [34]. Frakt|lní struktura vznikající při DLA sulfidu měďnatého 

Obr. 36: Příklady frakt|lních antén 
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je zachycena v pravé č|sti na obr. 37. Kromě toho lze i tento jev, obdobně 

jako Brownův pohyb, velmi dobře simulovat pomocí výpočetní techniky 

(viz obr. 37, vlevo). 

 

Obr. 37: Agregace č|stic s omezenou difúzí simulovan| na počítači (vlevo) a agregace sulfidu 
měďnatého s omezenou difúzí (vpravo) 

D|le se v chemii s frakt|ly setk|me například u katalýzy chemických procesů, kde 

se jako ide|lní katalyz|tor snaží vědci využít vlastností Mengerovy houby – 

tj. jejího nekonečně velkého povrchu při nekonečně malém objemu [35]. Takový 

katalyz|tor sice ještě nejsme schopni vyrobit zcela přesně, ale k jeho výrobě n|s 

přibližuje rozmach nanotechnologií. 

3.5 Počítačov| grafika 

Svou nezastupitelnou roli hrají frakt|ly i v počítačové grafice, kde je jejich 

praktické využití pravděpodobně největší. Za hlavní přínos lze považovat možnost 

generov|ní různých přírodních útvarů (pohoří, stromy, r|z krajiny, oblaka,…). D|le 

se s nimi setk|me i při kompresi digit|lních obrazů či ve  fractal art (výtvarn| 

počítačov| grafika). 

Na poč|tku filmu anim|toři kreslili každý obraz zvl|šť a tisíce obrazů pak 

vytv|řelo film. Poté, co Mandelbrot přišel se svoji vizí, že se přírodní útvary dají 

popsat pomocí frakt|lů, nastal v počítačové grafice převrat. 

Prvním frakt|lně vytvořeným animovaným filmem je kr|tký film Vol Libre z roku 

1980, ve kterém se objevují frakt|lní hory a pohoří.  Za jeho vznikem stojí 

průkopník Loren Carpenter, který svůj software později zdokonalil, aby mohl 

vytvořit celou frakt|lní planetu pro celovečerní film Star Trek II: Khanův Hněv. [36] 

Tehdy si frakt|ly podmanily srdce program|torů. 

Později se frakt|lní geometrie stala velice vhodnou pro kompresi dat. O vývoj 

frakt|lní komprese se zasloužil britský vědec Michael Barnsley, který je též 

držitelem několika patentů z této oblasti [7]. S kompresí dat úzce souvisí 
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i komprimace obrazů, kter| vych|zí z hled|ní soběpodobnosti – frakt|lní 

komprimace jednoduše rozloží tento obraz na menší bloky tak, aby si mezi nimi 

bylo co možn| nejvíce navz|jem podobných. Tyto bloky jsou n|sledně 

reprezentov|ny pouze jedním vektorem, čímž dojde k odstranění přebytečných dat 

a výsledný obr|zek tak m| menší datový objem. [6] 

V neposlední řadě se frakt|lní geometrie využív| v již zmiňované výtvarné 

počítačové grafice, tzv. fractal art. V tomto frakt|lním umění vznikají pomocí 

počítačových algoritmů překr|sné obrazy, na obr. 38 jsou vyobrazeny dvě uk|zky 

těchto uměleckých děl. 

 

Obr. 38: Uk|zky fractal art 
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4 Vlastní tvorba 

V předchozí kapitole bylo uvedeno značné množství výskytů frakt|lů v přírodě 

i jejich využití napříč vědními obory. Mezi nimi byly zmíněné i Lichtenbergovy 

obrazce a agregace č|stic s omezenou difúzí. Dle mého n|zoru je hlavním údělem 

vědy pom|hat člověku porozumět světu kolem sebe. S tím je nevyhnutelně spjato 

ověřov|ní teoretických hypotéz re|lnými experimenty. Aby i tato pr|ce ctila 

zmíněný princip, vzniklo v jejím r|mci několik praktických uk|zek frakt|lů. 

4.1 Lichtenbergovy obrazce 

Jako první byly v praktické č|sti vytvořeny Lichtenbergovy obrazce, které byly 

vyp|leny do dřeva. Postup výroby je zdokumentov|n na fotografiích v příloze č. 3. 

Pro vypalov|ní frakt|lních struktur bylo vybr|no tvrdé jabloňové dřevo, které bylo 

nařez|no na krajinky motorovou pilou. Vznikly tak hrubé řezy, které byly pomocí 

úhlové brusky nahrubo obroušeny. Na takto obroušené desky byly načrtnuty řezy, 

podle kterých byly desky ručně nařez|ny (kvůli nízkému úběru materi|lu) 

na přibližně čtvercové destičky. Destičk|m byly elektrickým pilníkem (p|sovou 

bruskou s úzkým p|sem) zakulaceny rohy a takto zakulacené destičky byly 

zabroušeny do roviny na p|sové brusce. Taktéž došlo ke sražení jejich hran. 

Nakonec byly destičky dobroušeny ručně smirkovým papírem. 

Kromě malých destiček byly vytvořeny i dvě větší desky – jejich zpracov|ní 

probíhalo obdobně jako u malých destiček, pouze měly větší rozměry. 

Před samotným vypalov|ním Lichtenbergových obrazců bylo třeba vytvořit vodivý 

roztok, ve kterém destičky byly nam|čeny kvůli zvýšení jejich vodivosti (dřevo je 

samo o sobě prakticky nevodivý materi|l). Tento roztok vznikl rozpuštěním 

zhruba 2,5 g hydrogenuhličitanu sodného (jedlé sody) v 50 ml vody. K vypalov|ní 

pak byl použit vysokonapěťový vysokofrekvenční transform|tor z televize Tesla 

Pluto, který původně přiv|děl napětí (přibližně 8 kV) k elektronce. 

Destičky tedy byly ponořeny do roztoku hydrogenuhličitanu sodného (větší desky 

byly roztokem potír|ny štětcem). U destiček bylo třeba, aby vrchní vrstva byla 

dostatečně namokřena, ale roztoku na destičk|ch nesměl být nadbytek, proto byly 

osušov|ny kusem l|tky. Namočené destičky byly položeny na vodivou desku, kter| 

tvořila jednu elektrodu vypalovací aparatury, druhou elektrodou byl kovový hrot, 

který se na destičku přikl|dal shora (tento způsob vypalov|ní je 

zachycen na obr. 39 vlevo). Výhodou tohoto uspoř|d|ní byla možnost vytv|ření 

Lichtenbergových obrazců i na bocích destiček. U větších desek byly obě elektrody 

tvořeny kovovými hroty. 
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Při průchodu proudu skrze namokřenou vrchní vrstvu dřeva doch|zelo k jejímu 

přehřív|ní a v důsledku toho i ke zuhelnatění. Takto na dřevu vznikly 

Lichtenbergovy obrazce. Aby vynikla jejich frakt|lní struktura, bylo třeba destičky 

okart|čovat a vyčistit pod tekoucí vodou. Po omytí se nechaly desky vyschnout 

a nakonec byly navoskov|ny (použit byl přírodní vosk na údržbu kožených bot). 

Detail Lichtenbergových obrazců a jejich frakt|lní struktury je zn|zorněn 

na obr. 39 vpravo. 

 

Obr. 39: Vypalov|ní Lichtenbergových obrazců do destiček (vlevo) a detail vyp|lené frakt|lní 
struktury (vpravo) 

4.2 Elektrolýza chloridu cínatého 

Jako další uk|zka frakt|lní struktury byly elektrolýzou chloridu cínatého vytvořeny 

krystaly cínu, postup elektrolýzy je zaznamen|n na fotografiích v příloze č. 4. 

První roztok určený k elektrolýze (elektrolyt) byl vytvořen rozpuštěním 5 g 

dihydr|tu chloridu cínatého ve 100 ml vody. Takto vzniklý roztok byl velmi 

zakalený, a proto bylo třeba jej přefiltrovat. Po přefiltrov|ní bylo malé množství 

roztoku nalito do Petriho misky, a n|sledně do něj byly ponořeny dva kovové 

dr|tky (pozinkované železo), které plnily roli elektrod. Elektrody byly napojeny 

na vývody 4,5V ploché baterie (tj. na zdroj stejnosměrného proudu). Průchod 

elektrického proudu roztokem měl za n|sledek přesun kladně nabitých iontů 

(𝑆𝑛2+) ke katodě, kde doch|zelo k jejich redukci na cín (𝑆𝑛0): 

𝑆𝑛2+ + 2𝑒− ⟶ 𝑆𝑛0. 

K vylučov|ní cínu na katodě však doch|zelo velmi pomalu a výsledek elektrolýzy 

tak byl nevalný. 

Při dalších pokusech byl místo ploché baterie použit síťový transform|tor a napětí 

na elektrod|ch zvýšeno ze 4,5 V přes 40 V až na 80 V. Také příprava samotného 
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elektrolytu byla trochu pozměněna – ve 100 ml destilované vody bylo rozpuštěno 

5 g chloridu cínatého a původně zakalený roztok byl přefiltrov|n dvakr|t, aby byl 

co nejčistší. Kromě redukce cínatých iontů na krystalky cínu, kter| probíhala 

na katodě, doch|zelo i k vylučov|ní chlóru na anodě v důsledku oxidace iontů 𝐶𝑙−: 

2𝐶𝑙− ⟶ 𝐶𝑙2
0 + 2𝑒−. 

Na anodě d|le probíhala ještě reakce chlóru s chloridem cínatým v roztoku 

a vznikal tak nerozpustný chlorid cíničitý, který se v okolí anody hromadil: 

𝑆𝑛𝐶𝑙2 + 𝐶𝑙2 ⟶ 𝑆𝑛𝐶𝑙4. 

 Při průchodu proudu elektrolytem se roztok chloridu cínatého značně zahříval, 

také doch|zelo k rozpouštění anody (nerozpustn| sraženina chloridu cíničitého se 

tak zabarvila vznikem chloridu železitého) a bylo tak třeba anodu v pravidelných 

intervalech obměňovat. 

Výsledkem elektrolýzy roztoku chloridu cínatého byly lesklé kovové krystaly cínu 

upoř|dané do frakt|lní struktury, kter| je zachycena na obr. 40. 

 

Obr. 40: Frakt|lní struktura vyloučeného cínu při elektrolýze 
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4.3 Programy v Pythonu 

Kromě vypalov|ní frakt|lních struktur do dřeva a elektrolýzy chloridu cínatého 

bylo pro tuto pr|ci vytvořeno celkem třicet sedm programů v Pythonu. Přínosem 

těchto programů však nebylo pouze uvést další praktické uk|zky frakt|lů, nýbrž 

i vytvořit množství obrazových podkladů, které ilustrují teoretickou č|st této 

pr|ce. I díky nim tak většina obr|zků, které jsou v pr|ci použity, není převzata 

z cizích zdrojů, ale jedn| se o dílo autorky. 

V příloze č. 5 je z těchto programů vybr|no deset, které jsou takovým 

reprezentativním vzorkem. Další program je uveden v příloze č. 6 – jedn| se 

o „program na vytv|ření programů“. Všech 37 programů je souč|stí samotné 

přílohy č. 7. V příloze č. 5 jsou zdrojové kódy n|sledujících programů: 

 Cantorovo diskontinuum, 

 Sierpińského trojúhelník, 

 Kochova křivka, 

 Minkowského ostrov, 

 Hilbertova křivka, 

 L-systém, 

 N|hodný L-systém, 

 Ď|belské schodiště, 

 Mandelbrotova množina, 

 Juliovy množiny. 

Programovací jazyk Python byl zvolen z několika důvodů – v první řadě je jeho 

vývojové prostředí volně dostupné, d|le se jedn| o univerz|lní programovací 

jazyk. Hlavní výhodou však při vytv|ření frakt|lů pomocí těchto programů je 

knihovna turtle. Tato „želví grafika“ je pro kreslení frakt|lů jako stvořen| – 

v podstatě se jedn| o želvu, kter| m| na břiše připevněný štětec a od program|tora 

dost|v| pokyny, jak se pohybovat. Vytv|ří tak za sebou stopu, kterou je velmi 

snadné upravovat. Tento modul byl využit při tvorbě naprosté většiny programů 

pro tuto pr|ci. Další velmi důležitou knihovnou, kter| byla využita 

při programov|ní frakt|lů komplexní roviny (Mandelbrotovy a Juliových množin), 

je knihovna pylab. Ta se většinou použív| k vykreslov|ní grafů. 

Program v příloze č. 6 slouží k vytv|ření IFS a L-systémů. Výhodou tohoto 

programu je možnost zadat axiom a přepisovací pravidlo, které frakt|l popisují, 

a výstupem je program, který takový frakt|l vykresluje. Možnosti programu jsou 

však omezené – v první řadě umí pracovat pouze s jedním přepisovacím pravidlem 

(což znamen|, že neumí např. vytvořit program pro prostor-vyplňující křivky) 

a d|le umí s axiomem pracovat pouze tehdy, jedn|-li se o jednopísmenný axiom 

(buď 𝐹, nebo 𝑋). Jednotlivé symboly, které jsou v tomto programu použity, jsou 

vysvětleny v tab. 3. Uk|zky axiomů a přepisovacích pravidel, které do programu lze 

zadat a získat tak program vykreslující frakt|l, jsou uvedeny v tab. 4. 
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symbol interpretace (pokyn pro želvu) 

𝐹 nakresli úsečku ve směru orientace štětce 

𝑋 nedělej nic 

+ otoč se o daný úhel doleva (proti směru hodinových ručiček) 

− otoč se o daný úhel doprava (po směru hodinových ručiček) 

 [ zapamatuj si polohu a směr 

] přesuň se na zapamatovanou pozici a orientuj se stejným směrem 

Tab. 3: Interpretace symbolů použitých v programu na vytv|ření IFS a L-systémů 

U vytv|řených programů je tedy ještě potřeba upravovat úhel otočení, velikost 

úsečky, měřítko a původní pozici a směr. Měřítko nahrazuje jedno přepisovací 

pravidlo – konkrétně pokud frakt|l vznik| dvěma přepisovacími pravidly, z nichž 

jedno je 𝐹 → 𝐹𝐹, lze toto pravidlo nahradit měřítkem o velikosti 0,5. V ostatních 

případech je měřítko rovno jedné, případně jej lze v některých případech upravit 

tak, aby při zvyšujícím se počtu iterací nebylo třeba upravovat délku úsečky 

(u Kochovy vločky by pak měřítkem byla jedna třetina apod.). Úhel otočení 

u daných frakt|lů je v tab. 4 také uveden, měřítko je třeba upravit u pravidla 

𝐹 → 𝐹𝐹, pozici a směr je nejlépe upravovat v již vytvořených programech. 

frakt|l axiom přepisovací pravidlo úhel otočení 

Kochova křivka 𝐹 𝐹 → 𝐹 − 𝐹 + + 𝐹 − 𝐹 60° 

Minkowského křivka 𝐹 𝐹 → 𝐹 + 𝐹 − 𝐹 − 𝐹𝐹 + 𝐹 + 𝐹 − 𝐹 90° 

Stéblo tr|vy 𝑋 
𝑋 → 𝐹 −   𝑋 + 𝑋 + 𝐹 +𝐹𝑋 − 𝑋 

𝐹 → 𝐹𝐹 
22.5° 

Strom 𝐹 𝐹 → 𝐹[+𝐹]𝐹[−𝐹][𝐹] 20° 

Tab. 4: Uk|zky axiomů a přepisovacích pravidel u vybraných frakt|lů 
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Z|věr 

Původním z|měrem této pr|ce bylo poskytnout čten|ři vhled do světa frakt|lní 

geometrie popul|rní formou. V souvislosti s tím přin|ší pr|ce stručný přehled 

výskytů frakt|lů v různých oblastech vědních disciplín. Přidanou hodnotou jsou 

desítky vlastnoručně vyrobených ilustrací, jejichž tvorba je v pr|ci zevrubně 

zdokumentov|na způsobem, který dovoluje jejich reprodukci každému čten|ři. 

Řada zmíněných případů je analyzov|na z matematického hlediska, jsou uvedeny 

různé příklady definic jednotlivých frakt|lů a je zde také rozpracov|na řada 

příkladů výpočtu frakt|lní dimenze. 

V r|mci první kapitoly byla stručně zpracov|na historie frakt|lní geometrie 

od konce 19. století, kdy frakt|ly požívaly pověsti monster, přes rozs|hlou 

výzkumnou a popularizační pr|ci Benoîta Mandelbrota, až po moderní produkty 

soudobé výpočetní techniky.  

Obsahem druhé kapitoly je stručné sezn|mení čten|ře s pojmem frakt|l, 

soběpodobnost a soběpříbuznost. Vzhledem k neexistenci jednoznačné definice 

pojmu frakt|l shrnuje tato č|st pr|ce obecně přijímané pohledy na frakt|lní 

geometrii za využití z|kladních poznatků o topologii a Hausdorffově dimenzi 

a nabízí přehled několika metod tvorby frakt|lů, jako například IFS a L-systémy. 

Vizu|lně poutav| třetí kapitola vybízí čten|ře k pozorov|ní svého okolí. Přin|ší 

totiž celou řadu obrazových materi|lů, na kterých jsou zachyceny výskyty 

frakt|lních struktur v rozmanitých oblastech světa kolem n|s, a nabízí příklady 

jejich praktického využití.  

V z|věru pr|ce jsou zdokumentov|ny výsledky vlastní tvorby frakt|lních struktur 

v oborech fyziky (Lichtenbergovy obrazce), chemie (elektrodepozice cínu) 

a informačních technologií (třicet sedm programů pro vykreslov|ní frakt|lů). 

U každého vytvořeného frakt|lu je uveden zevrubný popis procesu jeho vzniku, 

uvedené výsledky tedy lze dle přiložených n|vodů replikovat. 

V současné podobě může pr|ce Frakt|ly napříč vědními obory sloužit jako 

motivace a vstupní br|na do rozmanitého světa frakt|lů či podpůrný výukový 

materi|l nabízející některé konkrétní příklady a experimenty. Do budoucna by bylo 

možné rozšířit obsah pr|ce o trojrozměrné frakt|ly (Mengerovu houbu, 

Sierpińského pyramidu) a poskytnout procedur|lní metody jejich generace, 

případně rozšířit již v r|mci této pr|ce vytvořený program, jehož smyslem je 

generovat programy na vykreslov|ní frakt|lů (ten prozatím dok|že pracovat 

pouze s jedním přepisovacím pravidlem a ve většině případů pouze 

s jednopísmenným axiomem, což pro potřeby této pr|ce postačovalo, nicméně 

potenci|l tohoto programu je mnohem širší). 
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Přílohy 

Příloha č. 1 – Další prostor-vyplňující křivky 

 

Obr. 41: Mooreova křivka – prvních šest iterací 

 

Obr. 42: Sierpińského křivka ve čtverci – prvních šest iterací 
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Obr. 43: Sierpińského křivka – prvních šest iterací 
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Příloha č. 2 – Příklady Juliových množin 

 

Obr. 44: Juliova množina (𝑐 = 0,34 − 0,005𝑖) 

  



Příloha č. 2 

61 

 

Obr. 45: Juliova množina (𝑐 = 0,355 + 0,355𝑖) 
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Obr. 46: Juliova množina (𝑐 = 0,4 − 0,59𝑖) 

  



Příloha č. 2 

63 

 

Obr. 47: Juliova množina (𝑐 = −0,79 + 0,15𝑖) 
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Obr. 48: Juliova množina (𝑐 = −1,476 + 0𝑖) 
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Příloha č. 3 – Fotodokumentace výroby Lichtenbergových obrazců 

 
Obr. 49: Výběr dřeva 

 
Obr. 50: Řez|ní dřeva 

 
Obr. 51: Paralelní z|řezy 

 
Obr. 52: Nařezané desky 

 
Obr. 53: Neopracovan| deska 

 
Obr. 54: Broušení „nahrubo“ 
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Obr. 55: Hrubě obroušen| deska 

 
Obr. 56: Vyměřov|ní řezů 

 
Obr. 57: Naznačené řezy 

 
Obr. 58: Pilotní řez 

 
Obr. 59: Hrubé obrobky připravené k broušení 

 
Obr. 60: Destičky připravené k vypalov|ní 

 

Obr. 61: Destička v detailu 

 

Obr. 62: Pomůcky potřebné k vypalov|ní 
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Obr. 63: Příprava vodivého roztoku 

 
Obr. 64: Zvlhčov|ní destičky ve vodivém roztoku 

 
Obr. 65: Vypalovací aparatura 

 
Obr. 66: Destičky po vyp|lení 

 

Obr. 67: Destičky po očištění 
 

Obr. 68: Destičky po vysušení 
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Obr. 69: Navoskované destičky 

 
Obr. 70: Deska připraven| k vypalov|ní 

 
Obr. 71: Deska natřen| vodivým roztokem 

 
Obr. 72: Deska po osušení 

 

Obr. 73: Vypalov|ní na desku 

 
Obr. 74: Vypalov|ní na desku v detailu 



Příloha č. 3 

69 

 
Obr. 75: Deska po vyp|lení  

Obr. 76: Deska po očištění 

 
Obr. 77: Deska po vysušení 

 
Obr. 78: Navoskovan| deska 
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Příloha č. 4 – Fotodokumentace elektrolýzy chloridu cínatého 

 
Obr. 79: Pomůcky k přípravě roztoku  

Obr. 80: První experiment|lní zdroj energie 

 
Obr. 81: Navažov|ní chloridu cínatého 

 
Obr. 82: Nepřefiltrovaný roztok 

 
Obr. 83: Filtrace roztoku 

 
Obr. 84: Přefiltrovaný roztok 
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Obr. 85: Neúspěšn| elektrolýza 

 
Obr. 86: Roztok připravený k elektrolýze 

 
Obr. 87: Zač|tek elektrolýzy 

 
Obr. 88: Průběh elektrolýzy 

 
Obr. 89: Ukončení elektrolýzy 

 
Obr. 90: Detail krystalické struktury cínu 
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Příloha č. 5 – Zdrojové kódy programů 

Cantorovo diskontinuum 

from turtle import * 

 

title("Cantor set") 

 

setup(900,400) 

ht() 

up(); goto(-300,80); down() 

shape("circle"); shapesize(0.2); speed("fastest"); pensize(2) 

st() 

 

def Cantor_set(width,iteration): 

    if iteration==0: 

        forward(width) 

        penup(); ht(); forward(width); pendown(); st() 

        forward(width) 

    else: 

        Cantor_set(width/3,iteration-1) 

        penup(); ht(); forward(width); pendown(); st() 

        Cantor_set(width/3,iteration-1) 

 

iteration = 5 

 

         

y = 0 

for x in range(iteration+1): 

    if y==0: 

        forward(600) 

    else: 

        Cantor_set(200,(y-1)) 

    y+=1 

    ht(); up(); backward(600); right(90); forward(30); left(90); 

pendown(); st() 

 

ht(); exitonclick() 

  

Obr. 91: Výstup programu – Cantorovo diskontinuum 
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Sierpińského trojúhelník 

from turtle import * 

 

title("Sierpinski triangle") 

 

setup(700,620) 

ht() 

up(); goto(-300,-260); down() 

shape("circle"); shapesize(0.2); speed("fastest") 

st() 

 

def Sierpinski_triangle(width,iteration): 

    if iteration==0: 

        begin_fill() 

        for x in range(3): 

            forward(width) 

            left(120) 

        end_fill() 

    else: 

        Sierpinski_triangle(width/2,iteration-1) 

        forward(width/2) 

        Sierpinski_triangle(width/2,iteration-1) 

        left(120) 

        forward(width/2) 

        right(120) 

        Sierpinski_triangle(width/2,iteration-1) 

        right(120) 

        forward(width/2) 

        left(120) 

 

iteration = 4 

 

 

Sierpinski_triangle(600,iteration) 

 

ht(); exitonclick() 

 

  

Obr. 92: Výstup programu – Sierpińského trojúhelník 
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Kochova křivka 

from turtle import * 

 

title("Koch curve") 

 

setup(800,350) 

ht() 

up(); goto(-350,-100); down() 

shape("circle"); shapesize(0.2); speed("fastest"); pensize(2) 

st() 

 

def Koch_curve(width,iteration): 

    if iteration==0: 

        forward(width) 

    else: 

        Koch_curve(width/3,iteration-1) 

        left(60) 

        Koch_curve(width/3,iteration-1) 

        right(120) 

        Koch_curve(width/3,iteration-1) 

        left(60) 

        Koch_curve(width/3,iteration-1) 

 

iteration = 4 

 

 

Koch_curve(700,iteration) 

 

ht(); exitonclick() 

  

Obr. 93: Výstup programu – Kochova křivka 
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Minkowského ostrov 

from turtle import * 

 

title("Minkowski island") 

 

setup(750,750) 

ht() 

up(); goto(-200,200); down() 

shape("circle"); shapesize(0.2); speed("fastest"); pensize(2) 

st() 

 

def Minkowski_curve(width,iteration): 

    if iteration==0: 

        forward(width) 

    else: 

        Minkowski_curve(width/4,iteration-1) 

        left(90) 

        Minkowski_curve(width/4,iteration-1) 

        right(90) 

        Minkowski_curve(width/4,iteration-1) 

        right(90) 

        Minkowski_curve(width/4,iteration-1) 

        Minkowski_curve(width/4,iteration-1) 

        left(90) 

        Minkowski_curve(width/4,iteration-1) 

        left(90) 

        Minkowski_curve(width/4,iteration-1) 

        right(90) 

        Minkowski_curve(width/4,iteration-1) 

 

def Minkowski_island(width,iteration): 

    begin_fill() 

    for x in range(4): 

        Minkowski_curve(width,iteration) 

        right(90) 

    end_fill() 

 

iteration = 3 

 

 

Minkowski_island(400,iteration) 

 

ht(); exitonclick() 

  

Obr. 94: Výstup programu – Minkowského ostrov 
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Hilbertova křivka 

from turtle import * 

 

title("Hilbert curve") 

 

setup(700,700) 

ht() 

up(); goto(-300,-300); down() 

shape("circle"); shapesize(0.2); speed("fastest"); pensize(3) 

st() 

 

def Hilbert_curve(width,parity,iteration): 

    if iteration==0: 

        return 

    else: 

        left(parity*90) 

        Hilbert_curve(width,-parity,iteration-1) 

        forward(width) 

        right(parity*90) 

        Hilbert_curve(width,parity,iteration-1) 

        forward(width) 

        Hilbert_curve(width,parity,iteration-1) 

        right(parity*90) 

        forward(width) 

        Hilbert_curve(width,-parity,iteration-1) 

        left(parity*90) 

 

iteration = 4 

 

 

i = 0 

for x in range(iteration): 

    i = 2*i+1 

width = 600/i 

 

Hilbert_curve(width,1,iteration) 

 

ht(); exitonclick() 

  

Obr. 95: Výstup programu – Hilbertova křivka 
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L-systém 

from turtle import * 

 

setup(700,750); shape("circle"); shapesize(0.2); 

speed("fastest"); pensize(2) 

penup(); goto(-100,-325); pendown() 

seth(90) 

 

size = 12 

angle = 22.5 

iteration = 4 

 

def fractal(size,angle,iteration): 

    if iteration==0: 

        forward(size) 

    else: 

        fractal(size,angle,iteration-1) 

        fractal(size,angle,iteration-1) 

        right(angle) 

        x = xcor(); y = ycor(); h = heading() 

        right(angle) 

        fractal(size,angle,iteration-1) 

        left(angle) 

        fractal(size,angle,iteration-1) 

        left(angle) 

        fractal(size,angle,iteration-1) 

        up(); goto(x,y); seth(h); down() 

        left(angle) 

        x = xcor(); y = ycor(); h = heading() 

        left(angle) 

        fractal(size,angle,iteration-1) 

        right(angle) 

        fractal(size,angle,iteration-1) 

        right(angle) 

        fractal(size,angle,iteration-1) 

        up(); goto(x,y); seth(h); down() 

 

 

fractal(size,angle,iteration) 

 

ht(); exitonclick() 

  

Obr. 96: Výstup programu – L-systém 
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N|hodný L-systém 

from turtle import * 

from random import randint 

 

setup(700,800); shape("circle"); shapesize(0.1); 

speed("fastest"); pensize(2) 

penup(), goto(0,-350), pendown() 

seth(90) 

 

size = 10 

iteration = 5 

 

def fractal(size,iteration): 

    if iteration==0: 

        forward(size) 

    else: 

        fractal(size*(randint(8,12)/10),iteration-1) 

        x = xcor(); y = ycor(); h = heading() 

        left((randint(15,25))) 

        fractal(size*(randint(8,12)/10),iteration-1) 

        up(); goto(x,y); seth(h); down() 

        fractal(size*(randint(8,12)/10),iteration-1) 

        x = xcor(); y = ycor(); h = heading() 

        right((randint(15,25))) 

        fractal(size*(randint(8,12)/10),iteration-1) 

        up(); goto(x,y); seth(h); down() 

        x = xcor(); y = ycor(); h = heading() 

        fractal(size*(randint(8,12)/10),iteration-1) 

        up(); goto(x,y); seth(h); down() 

 

 

fractal(size,iteration) 

 

ht(); exitonclick() 

  

Obr. 97: Výstup programu – N|hodný L-systém 
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Ď|belské schodiště 

from turtle import * 

 

title("Cantor function") 

 

setup(700,700) 

ht() 

up(); goto(-300,-300); down() 

shape("circle"); shapesize(0.2); speed("fastest") 

st() 

 

def Cantor_function(width,height,iteration): 

    if iteration==0: 

        x = xcor(); y = ycor() 

        goto(x+width/3,y+height/2) 

        x = xcor(); y = ycor() 

        goto(x+width/3,y) 

        x = xcor(); y = ycor() 

        goto(x+width/3,y+height/2) 

    else: 

        Cantor_function(width/3,height/2,iteration-1) 

        forward(width/3) 

        Cantor_function(width/3,height/2,iteration-1) 

 

def fill(width,height,iteration): 

    begin_fill() 

    Cantor_function(width,height,iteration) 

    for x in range(2): 

        right(90) 

        forward(width)         

    end_fill() 

 

size = 600 

iteration = 6 

 

 

width = height = size 

fill(width,height,iteration) 

 

ht(); exitonclick() 

Obr. 98: Výstup programu – Ď|belské schodiště 
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Mandelbrotova množina 

from pylab import * 

from numpy import * 

 

size = 500 

iteration = 50 

 

MandelbrotSet = zeros([size,size],uint8) 

 

for y,a in enumerate(linspace(-2.25,0.75,size,endpoint = 

False)): 

    for x,b in enumerate(linspace(-1.5,1.5,size,endpoint = 

False)): 

        z = 0 

        c = complex(a,b) 

        for i in range(iteration): 

            z = z**2+c 

            if abs(z)>4: 

                MandelbrotSet[x,y] = 1 

                break 

 

image = figure("Mandelbrot set") 

imshow(MandelbrotSet,cmap="Greys_r",interpolation="bilinear",ext

ent=[-2.25,0.75,-1.5,1.5]) 

show() 

  

Obr. 99: Výstup programu – Mandelbrotova množina 
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Juliovy množiny 

from pylab import * 

from numpy import * 

from numba import jit 

 

@jit 

def equation(a,b,iteration): 

    c = constant 

    z = complex(a,b) 

    for i in range(iteration): 

        z = z**2 + c 

        if abs(z)>4: 

            return i 

    return iteration 

 

size = 1000 

iteration = 200 

constant = -0.1+0.65j 

 

JuliaSet = zeros([size,size],uint8) 

for y,a in enumerate(linspace(-2,2,size,endpoint = False)): 

    for x,b in enumerate(linspace(-2,2,size,endpoint = False)): 

        JuliaSet[x,y] = equation(a,b,iteration) 

 

image = figure("Julia set") 

imshow(JuliaSet,cmap="hot_r",interpolation="bilinear",extent=[-

2,2,-2,2]) 

#axis("off"); 

savefig("JuliaSet.png",dpi=300,bbox_inches='tight',pad_inches=0) 

show()

Obr. 100: Výstup programu – Juliovy množiny 
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Příloha č. 6 – Zdrojový kód programu na vytv|ření IFS a L-systémů 

def make_file(axiom,rule,title): 

    library = 'from turtle import *' 

    setup = 'setup(700,700); shape("circle"); shapesize(0.2); speed("fastest"); pensize(2)' 

    position = 'penup(); goto(-100,-300); pendown() #start position' 

    heading = 'seth(90) #direction of view: 0 = right, 90 = up, 180 = left, 270 = down' 

    settings = ['size = 10', 'scale = 1', 'angle = 22.5', 'iteration = 4', ] 

 

    file = open(title, 'w+') 

 

    file.write(library+'\n\n'+setup+'\n'+position+'\n'+heading+'\n\n') 

    for i in range(4): 

        file.write(settings[i] + '\n')  

     

    file.write('\ndef fractal(size,scale,angle,iteration):\n    if iteration==0:\n') 

 

    axiom = list(axiom) 

    aX = axiom.count('X') 

    if aX == 0: 

        for i in range(len(axiom)): 

            parametr = axiom[i] 

            if parametr == '+': axiom.append('left(angle)') 

            if parametr == '-':axiom.append('right(angle)') 

            if parametr =='F': axiom.append('forward(size)') 

    lA = int(len(axiom)/2) 

 

    if aX == 0: 

        for i in range(lA): 

            file.write('        '+axiom[lA+i]+'\n') 
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    else: 

        file.write('        return\n') 

 

    file.write('    else:\n')  

 

    rule = list(rule) 

    rX = rule.count('X') 

    for i in range(len(rule)): 

        parametr = rule[i] 

        if parametr == '+': rule.append('left(angle)') 

        if parametr == '-': rule.append('right(angle)') 

        if parametr == '[': rule.append('x = xcor(); y = ycor(); h = heading()') 

        if parametr == ']': rule.append('up(); goto(x,y); seth(h); down()') 

        if rX == 0: 

            if parametr =='F': rule.append('fractal(size*scale,scale,angle,iteration-1)') 

        else: 

            if parametr == 'F': rule.append('forward(size*scale)') 

            if parametr == 'X': rule.append('fractal(size*scale,scale,angle,iteration-1)') 

 

    lR = int(len(rule)/2) 

    for i in range(lR): 

        file.write('        '+rule[lR+i]+'\n') 

 

    file.write('\n\n'+'fractal(size,scale,angle,iteration)') 

    file.write('\n\n'+'ht(); exitonclick()') 

    file.close() 

    print('The file was created successfully.') 

 

 

axiom = 'F' 

rule = 'FF-[-F+F+F]+[+F-F-F]'  

title = 'Tree_1.py' #title of file 

 

make_file(axiom,rule,title) 


