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Anotace

HNYKOVA, B. Fraktdly napti¢ védnimi obory. Hradec Kralové, 2020. Bakalaiska
prace na Prirodovédecké fakulté Univerzity Hradec Kralové. Vedouci bakalarské
prace Ing. Mgr. Eva Trojovska. 83s.

Prace se zabyva fraktaly a fraktalni geometrii, jejich historii a vlastnostmi, které
v avodnich partiich strucné predstavuje ctenari. V hlavni casti prace jsou
vysvétleny zakladni matematické pojmy, které stouto problematikou souvisi,
zejména pak pojem fraktdlni dimenze. Dale prace ptinasi fadu prikladi vyskytu
fraktall napri¢ védnimi obory, z nichZ nékteré dokumentuje vlastnimi ilustracemi
a analyzuje jednotlivé pripady z matematického hlediska. Pro zavérec¢nou cast
prace bylo zhotoveno nékolik fyzickych vyrobkl a byla naprogramovana tada
programi pro vykreslovani fraktalnich struktur.
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The thesis concerns itself with fractal geometry, its history and properties, which
are presented to the reader in the opening part. The main part explains basic
mathematical terms related to this field, namely the term fractal dimension,
and brings examples of occurrence of fractals across science fields, some of which
itdocuments with self-made illustrations and analyses particular cases
from mathematical perspective. A few physical products were made and many
fractal-drawing programs were coded in the final part of the thesis.
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Uvod

Geometrie, jakou ji zndme z hodin matematiky na zakladnich a stfednich Skolach,
neprili§ koresponduje s geometrii prirody. Zatimco tato Eukleidovska matematika
vyuzivA mnoho geometricky dokonalych a hladkych objektd, v ptirodé se
setkdvame snesmirné clenitymi utvary, které hladkymi objekty popsat nelze.
Takova geometrie ma prizvisko fraktalni. A hlavnim tkolem této prace je ukazat
Ctendri, Ze fraktalni geometrie, prestoZe se zda byt komplikovanou, se miZe stat
velmi uZite¢nym nastrojem, a to nejen k popisu piirodnich atvart, nybrz i v chemii,
mediciné, pocitacové technice a v mnoha dal$ich oborech.

PrestoZe je fraktalni geometrie v prirodé zakotvena odnepaméti, vesla ve znamost
teprve nedavno a ani dnes neni mezi lidmi prili§ znama. Ja sama jsem se o pojem
fraktal zacala zajimat aZ na popud svého manzela teprve pied nékolika mésici.
Fraktalni struktury mé tehdy doslova uchvatily, a proto jsem se rozhodla sepsat
praci, ktera by mohla tuto problematiku rozsirit napriklad i mezi stiedoskolskymi
studenty.

Prace svého Ctenare nejprve provede Sirokou paletou matematickych monster
z dob prelomu 19. a 20. stoleti aZ ke komplexnim Juliovym mnoZindm. Poté jej
sezndmi se zakladatelem fraktalni geometrie, Benolitem Mandelbrotem, a jeho
jedinenou mnozinou, kterou definoval. Nasleduje vysvétleni nékolika
matematickych pojmu, které s fraktalni geometrii Uzce souvisi, predevsim pak
pojmu fraktalni dimenze. Samostatnou kapitolu, ktera nejvice demonstruje Siroké
moznosti uplatnéni fraktald, tvori vycet vyskytl fraktalnich tvart v prirodé
(morfologie rostlin, tvar ri¢nich koryt ¢i pohoii) a vyuziti fraktdlni geometrie
v biologii a mediciné (tlukot srdce, rakovinny nador), ve fyzice (Lichtenbergovy
obrazce, fraktdlni antény), vchemii (idedlni katalyzator ¢i agregace Ccastic
s omezenou difuzi) a také v pocitacové grafice (komprimace obrazi, fractal art).

Velmi diilezitou cast prace tvori kapitola v jejim zavéru, ktera piinasi experimenty
z fyziky a chemie, které pomadhaji prenést teorii fraktalnich tvarti do praxe.
Soucasti této kapitoly je téZ popis vzniku bezmala Ctyticeti programi v jazyce
Python, které prinasi velké mnozstvi obrazovych podkladd, které obohacuji celou
praci.



1 Pohled do historie

Dnes hleddme a nalézame fraktaly vSude - v podstaté ve vSech védnich oborech,
v prirodé okolo nas a dokonce i uvnitf nas. OvSem fraktalni geometrie, jakou
ji zname dnes, je mladou védni disciplinou, ktera méla pomérné krusné zacatky.

Najdeme ji v obéhové soustavé, rlstu Kkrystalli, deStnych pralesech, modernich
technologiich. A pres to vSechno jeji vznik datujeme teprve do 70. let minulého
stoleti, kdy se do popredi matematické scény dostal védec s ojedinélym myslenim,
Benoit Mandelbrot [1]. Pravé tohoto matematika dnes povazujeme za zakladatele
fraktalni geometrie. Byl to on, ktery lidem otevrel oCi a dovolil jim spatrit néco,
co kolem sebe méli vzdy, ale byli vii¢i tomu slepi. Neviditelné se stalo viditelnym.
Benoit Mandelbrot zkratka dokazal vidét véci, které nikdo jiny ani nepiedpokladal.

Neznamena to vsak, Ze by si vSudypritomnych fraktalt, jak bychom dnes mohli Fici,
pied Mandelbrotem nikdo nevsiml, ba naopak. Cesta k zaloZeni fraktalni geometrie
byla dlouha a naroc¢na.

1.1 Matematicka monstra

Matematici (a nejen oni) drive byli pfesvédceni, Ze jednoduché systémy se chovaji
vZdy jednoduSe a naopak slozité chovani musi mit sloZité priciny. V celé védé byly
samé uhledné tvary, mezi klasickymi matematickymi objekty bychom nasli pfimku,
kruh, rovinuy, ... Témito objekty se matematika snazila popisovat ttvary kolem sebe
a pri budovani nového svéta jsme téchto objektii vyuzivali. JenomZe s postupem
Casu zacala matematika narazet na struktury a krivky, které se klasickému pojeti
matematiky vymykaly a svymi tvary se odliSovaly.

Prvni zideji, které odporovaly této idedlni matematice, se stala spojitd funkce
bez derivace. S takovou funkci ptisel v roce 1872 Karl Weierstrass [2]. Jednalo se
o funkci:

oo

3r
Z a" cos(mb"x),0 < a < 1,b jekladné liché ¢isloaab > 1 + -
n=0
Tato funkce je ve vSech bodech spojita, ale nikde nema derivaci. JeSté
pred Weierstrassem nad podobnymi funkcemi uvaZoval napriklad i cesky
matematik Bernard Bolzano. Mnoho jeho praci vSak bylo vydano az posmrtné
Po Weierstrassovi se spojitou funkci, kterd nemda vzadném bodé dokonce
ani jednostrannou derivaci, priSel Adam S. Besicovitch. [3]



Kromé téchto funkci se zacala objevovat celad fada konstrukci podivnych dtvard,
které velkd Cast matematiki odsuzovala a které byly pfijimany s odporem.
V souvislosti s jiz zminénymi spojitymi nederivovatelnymi funkcemi roku 1893
napsal francouzsky matematik Charles Hermite v dopise Thomasi ]. Stieltjesovi,
ze se ,odvrdtil s hriizou a oSklivosti od toho politovdnihodného zla, jimZ jsou funkce
bez derivaci” [4].

Na konci 19. stoleti matematici vytvareli formalni popis, jak vytvorit kiivku -
a prestoze jejich definice byly formalné v poradku, krivky byly velice zvlastni
amnohdy bylo aZ nepredstavitelné je vykreslit. I proto nebyly védci piijimany
s nadSenim a dokonce je zacali oznacovat za matematicka monstra. [5]

1.1.1 Cantorovo diskontinuum

Prvnim takovym matematickym monstrem, se kterym v roce 1883 priSel Georg
Ferdinand Ludwig Phillip Cantor, se stalo Cantorovo diskontinuum (na obr. 1) [6],
nékdy téz oznacovano jako Cantorovo mrac¢no a Cantoriv prach [7], ¢i Cantorova
mnoZina [8].

Konstrukce této mnoziny je velice jednoducha - jedna se o usecku délky jedna
(celd mnozina tedy lezi vintervalu (0,1)), kterou rozdélime na tfi shodné dily
(tj. ziskdme tri uzaviené intervaly). Prostfedni ¢ast tiseCky nasledné vyjmeme a se
zbyvajicimi dvéma dily provedeme stejnou operaci. A tento postup opakujeme
do nekonecna, tzv. provadime nekonecné mnoho iteraci.

Obr. 1: Cantorovo diskontinuum - prvnich pét iteraci

Vysledkem tohoto poc¢inani je mnoZina nekone¢né mnoha bodii. Zajimavé ovSem
je, Ze prestoze plivodni Usecka je stejné jako realna osa nespocetnd, po provedeni
uplné konstrukce je souhrnna délka vSech vypusténych intervalli rovna jedné:

Lpzp A 8 10 V2w i<2>i_1
3°9 27 81 243 L3 Li3-307 3 L\3) 7
i=0 =0 i=0
N (2) ickou F 2 2y 1
kde Z (§> je geometrickou radou pro g = 3’ proto plati z <§> ——

2
i=0 i=0 1-3



1.1.2 Sierpinského trojuhelnik

Dal$im utvarem, ktery se zaradil mezi jiZ zminéna matematickd monstra, se roku
1916 stal tzv. Sierpinského trojuhelnik (zndzornény na obr. 2), ktery vytvoril
polsky matematik Wactaw Franciszek Sierpinski [8]. Jedna se o velmi podobny
utvar Cantorovu diskontinuu a stejné tak je i jeho konstrukce velice jednoducha.

Vychazime nejcastéji z rovnoramenného (na obr.2 dokonce rovnostranného)
trojuhelniku. Na vSech jeho stranach nalezneme stred a tyto stfedy nasledné
spojime useCkami. Ziskame takto c¢tyri shodné menSi trojuhelniky, znichz
ten prostiedni odstranime (na obr. 2 je tento proces znazornén ,vybélenim“) -
do naSeho utvaru jiZ nepatfi. A tento postup poté opakujeme nekonecnékrat.
MnoZinu bodi, kterym timto zpisobem ziskame, oznacujeme jako Sierpinského
trojuhelnik. [8]

Obr. 2: Sierpinského trojuhelnik — prvnich pét iteraci

1.1.3 Sierpinského koberec

Obdobou Sierpinského trojuhelniku je Sierpinského ctverec, ktery je znaméjsi
pod oznacenim Sierpinského koberec (na obr. 3). V podstaté se jedna o preneseni
Cantorovy mnoZiny do roviny [7].

Jeho konstrukce je nasledujici: misto jednotkové usecky vychazime ze Ctverce
o jednotkové strané. Tento rozdélime na devét shodnych ctvercli (obdobné jako
jsme prve rozdélili dsecku na tretiny) a zUtvaru vyjmeme prostiedni ¢tverec
(na obr. 3 je tento proces opét zobrazen ,vybélenim“). Po provedeni nekonec¢né
mnoha iteraci ziskame Sierpinského koberec.

Obr. 3: Sierpirniského koberec - prvni étyri iterace

Prenesenim Sierpinského koberce do tridimenzionalniho prostoru vznika
tzv. Mengerova houba.
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1.1.4 Kochova krivka

Vroce 1904 svétlo svéta spatrila dalsi podivna krivka, ktera nese jméno po svém
objeviteli Nielsi Fabianovi Helge von Kochovi, tj. Kochova kfivka (viz obr. 5) [5].
Vznik této kiivky je odliSny od predchozich atvart - pro jeji konstrukei (na obr. 4)
vyuzivame tzv. inicializator a generator [8].

Inicializatorem je zpravidla Usecka, jejiz cast je pri konstrukci nahrazovana
generatorem. Pri konstrukci klasické Kochovy krivky je generatorem rovnostranny
trojuhelnik. Podrobnéji 1ze konstrukci této kiivky popsat nasledovné:

1. sestrojime usecku, kterou nasledné rozdélime na tti shodné dily,

2. nad prostirednim dilem sestrojime rovnostranny trojuhelnik (resp. pouze

s N7

jeho ,,obrys“ - nevytvarime trojihelnik i s obsahem),
3. odstranime zakladnu tohoto rovnostranného trojuhelniku.

4. V dalsich iteracich je kazda rovna cast této kiivky povazovana za ptvodni
usecku a prvni tri kroky se opakuji nekonecnékrat.

JANEEVANES

Obr. 4: Konstrukce prvni iterace Kochovy krivky

EVANENO AN
PSP Y

Obr. 5: Kochova krivka - prvni Ctyri iterace

Zajimavé na konstrukci Kochovy krivky je to, Ze pri kazdé iteraci se délka krivky
zvétSuje v poméru 4: 3. Z toho vyplyva, Ze Kochova kiivka ma nekonecnou délku.
Kromé toho se ocividné jedna o spojitou krivku, ktera vSak v Zzadném svém bodé
nema te¢nu [5], diky ¢emuZ je napadné podobna jiZ zminénym nederivovatelnym
spojitym funkcim.
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1.1.5 Kochova vlocka

Jestlize pri konstrukci Kochovy krivky nezvolime za inicializator usecku, nybrz
rovnostranny trojuhelnik, a budeme postupovat nasledovné:
1. kaZdou ze stran trojuhelniku rozdélime na tretiny,

2. nad prostrednimi tretinami stran vytvorime rovnostranny trojuhelnik
(tentokrate jiz tvotime trojuhelniky jako rovinné utvary),

3. vdalsich iteracich kazdou rovnou cast tohoto dtvaru povazujeme za jeho
stranu a prvni dva kroky opakujeme nekonec¢nékrat,

ziskame tzv. Kochovu vlocku (na obr. 6 a obr. 7).

VAL,

Obr. 6: Konstrukce prvni iterace Kochovy vlocky

ok

Obr. 7: Kochova vlo¢ka - prvni Ctyri iterace

[ s Kochovou vlockou se poji zajimavost - tak, jako ma Kochova kiivka nekonecnou
délku, tak Kochova vloCka ma nekonecny obvod. Na druhou stranu lze vzdy kolem
tohoto utvaru vytvorit kruh, ktery celou vlocku pojme, coZ znamen3, Ze prestoze
ma Kochova vlocka nekone¢ny obvod, ma jisté kone¢ny obsah. A tento paradox byl
jeden z dlvod{, pro¢ byla krivka nazyvana patologickou a téZz byla razena mezi
matematickd monstra. [4]
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1.1.6 Kochova anti-vlocka

Kochova vlocka vSak neni ani zdaleka jedinou modifikaci Kochovy kiivky. MiZzeme
napriklad pouZit stejného inicializatoru jako u Kochovy vlocky, ale misto toho,
abychom rovnostranné trojuhelniky vykreslovali smérem ven, budeme
je vykreslovat smérem dovnitf. A tyto trojuhelniky jiZ nebudeme k atvaru pridavat,
nybrz je budeme odstranovat (coz je na obr. 8 opét vyjadireno ,vybélenim“). Touto
konstrukci ziskame tzv. Kochovu anti-vlocku [6].

Obr. 8: Kochova anti-vio¢ka (vlevo konstrukce prvni iterace, vpravo Ctvrtd iterace)

1.1.7 Cesaruv fraktal

Dalsi obdobou Kochovy kiivKky, potazmo Kochovy vlocky, je tzv. Cesarav fraktal
(viz obr. 9). Ten ziskame modifikaci generatoru, kterym nahrazujeme inicializator.
Zatimco u Kochovy vloC¢ky jsme vytvareli rovnostranné trojuhelniky, u Cesarova
fraktalu konstruujeme trojuhelniky rovnoramenné. Konstrukce Cesarova fraktalu,
kde inicializatorem je usecka, je nasledujici:

1. nejprve zvolime thel a € (0°,180°) sevireny rameny tohoto trojuhelniku,

2. usecku rozdélime na casti tak, Ze prvni a treti ¢ast jsou shodné a jsou
k-nasobkem pivodni délky usecky, kde k je rovno:
1
. (a ’
(sm (7) + 1) 2

3. nad prostredni casti udsecky sestrojime rovnoramenny trojuhelnik

k =

(resp. pouze jeho ,obrys“), jehoZ ramena maji délku shodnou se zbyvajicimi
dvéma dily dsecky a sviraji mezi sebou thel «,
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4. odstranime zakladnu tohoto trojuhelniku.

5. VdalSich iteracich kazdou rovnou cast tohoto tUtvaru povazujeme za jeho
stranu a prvni dva kroky opakujeme nekonec¢nékrat.

|
|

Obr. 9: Cesartiv fraktdl (vlevo konstrukce prvnfi iterace, vpravo pdtd iterace), @ = 10°

V literatuie se ponékud méni také plivodni inicializator - nékde je za néj volena
usecka (viz [6], znazornéno na obr. 9), v nékterych pripadech zase Ctverec (viz [9],
znazornéno na obr. 10). Benoit Mandelbrot dokonce ve své knize Fraktaly
pripodobiiuje tuto variaci Kochovy konstrukce priifezu plic a ukazuje na ném
»souvislost mezi spojenimi umoZriujicimi tésny kontakt vzduchu a krve s pojmem
fraktdlniho objektu” [5]. OvSem pii konstrukcich podle [9] a podle Mandelbrota
postupujeme jako pri konstrukci Kochovy anti-vlocky, tj. trojuhelniky

vykreslujeme smérem dovnitf, nikoliv ven.

2 0,
I XA TSR SO AN
B VS Y Sl
QLU UATUY U U
(h :"g DO AV:‘ 5@0 O 5&50
VAR U KU, ORGP
T SR Koz,

TOR RO KO3 0T
0N B0V
T<TXg

v»v

Obr. 10: Cesartiv fraktdl, jehoZ inicializdtor je ¢tverec (vlevo), Cesartiv fraktdl jako priirez plic (vpravo)
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1.1.8 Minkowského krivka

Minkowského krivka (na obr.11 a obr.12), fraktal, ktery poprvé navrhl
a pojmenoval Hermann Minkowski, je také variaci Kochovy Kkrivky [10].
Pti konstrukci této kiivky mlizeme postupovat napriklad takto:

1. sestrojime usecku, kterou nasledné rozdélime na Ctyri shodné dily,

2. nad druhym a pod tietim dilem zkonstruujeme ¢tverec (resp. jeho ,,obrys” -
nevytvarime Ctverec jako rovinny utvar),
3. prostredni dva dily usecky, u kterych jsme konstruovali ctverce,

odstranime.

4. V dalsich iteracich je kazda rovna cast této kiivky povazovana za ptvodni
usecku a prvni tfi kroky se opakuji nekonec¢nékrat.

Obr. 11: Konstrukce prvni iterace Minkowského krivky

Obr. 12: Minkowského krivka — prvni tri iterace

Zajimavé na této krivce je, Ze je spojitd a v Zddném svém bodé nema derivaci. Opét
se nam pripomina Kochova krivka a s ni souvisejici Weierstrassova funkce.

Kromé toho ma Minkowského krivka, stejné jako Kochova krivka, nekonecnou
délku. Dokonce jeji délka roste s poctem iteraci rychleji, nez je tomu u Kochovy
krivky. Zatimco u Kochovy krivky pti jedné iteraci ziskdme ze ti{ ,dilk(“ ctyri,
jinymi slovy pomér zvétSeni je 4:3, u Minkowského krivky ziskdvame ze Ctyt
,dilk(“ osm, tj. pomér zvétSeni je v tomto pripadé 2:1, cozZ znamenj, Ze pii kazdém
kroku konstrukce ziskavame kiivku o dvojnasobné délce.
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1.1.9 Minkowského ostrov

A stejné jako zKochovy krivky lze ziskat Kochovu vloCku, tak existuje
i tzv. Minkowského ostrov (viz obr.13), ukterého je inicializatorem ctverec,
nikoliv usecka.

Obr. 13: Minkowského ostrov - prvni tii iterace

Analogicky jako je tomu u Kochovy vlocky, ma Minkowského ostrov nekonec¢né velky
obvod, ale kone¢né velky obsah.
1.2 Prostor-vyplnujici krivky

Prostor-vypliujici krivky (nékdy téZ zvané SFC zanglického Space-Filling
Curve [11]) vznikaly zhruba mezi lety 1890 a 1925. Mély rozhodujici vliv
pri zavadéni pojmu topologické dimenze [5]. Témto krivkam se téZ nékdy prezdiva
Peanovy kiivky, jelikoZ to byl pravé italsky matematik Giuseppe Peano, ktery jako
prvni vytvoril krivku, kterd prochazela vSemi body plochy [12]. Mezi prostor-
vyplilujici krivky tedy radime takové krivky, které prestoZze jsou ,nekonecné
tenké“, beze zbytku vypliuji oblast n-rozmérného prostoru.

Mezi hlavni objevitele téchto kiivek radime jiZ zminéného G. Peana, D. Hilberta,
W. Sierpinského ¢i H. Lebesgueho.
1.2.1 Peanova krivka

Doposud jsme si vystacili sjednoduchymi a na prvni podhled jasnymi
konstrukcemi, které dik jejich trivialnosti bylo moZné popsat slovné. U prostor-
vypliiujicich kiivek si pii popisu konstrukci pomiizeme matematickymi definicemi.

Definice 1 Jako kiivku oznacujeme spojité zobrazeni f: [0, 1] —» R". [13]
Definice 2 Jako Peanovu krivku oznacujeme krivku, pro kterou plati:
n=2 A f({0,1)) = (0,1)".[13]

Historicky prvni Peanovu kiivku definoval v roce 1890 Giuseppe Peano [5].

16



i

dn

o

ku z bodu
Zovana za puvo

v

e

.usecC

v

€

¥ieku,

ledovn

krat.

jeme nas

Vs

3. VdalSich iteracich je kazda rovna cast této krivky pova

¢né

kone

délime na tfi shodné dily a nad i pod prostrednim
ji ne

=7

é roz

1],

)

tverci vedeme diagonalné jeho thlop

v

)

Pri konstrukci této krivky (viz obr. 14) postupu

=7

ém ¢
ku nasledn
dilem sestrojime ctverec.

v

usec
ku a prvni dva kroky se opaku

7
v

0] do bodu [1

)

[0
tuto
usec

e

1. vjednotkov

2.

Ctverce
tato krivka

v

ho

i

éleni dané
tu iterac

¢

k rozd
ém po

7

i

v

cn

rivky
i dochaz
kone
br. 15).

Irr ne

v

Peanovy k

p

terac
Z]e naznaceno na o

{

1

o

ctvercu

7

e

i kazd

na devét shodnych mensich

[ a druhé iterace prvn
é, Ze pri

7

trn

Konstrukce prvn
Je pa

vyplni celou plochu (co

Obr. 14
Z obr. 14

OO
IR
RN RARRARNAK

QO
é‘

%
o%ebed

0.0.4.0 0.0
SRS

ol

.
(XX (X2
000‘0.0 ’.0

%

&
&
&R

OO
RARRRRL
0 20%6 %% %%

»
*o¥

5

X
*
5
&K

&
&%
8
<

o etetele
AL
SXRHXHXHRRRRRS

L)
2o
)
)

X

.0
Q
0’:
)
>

25
O

9,
QO

%

Q
XS

%

’:
)

&%
OO
59

&
ot

*

5

o

)
o
R
030,
%
o
&S

KRR
R
SRRHR
otelele s

0

9
Q

Q
‘.

&8¢

&
Q

Pedeteletetetete e tete e te
0 0.4 0040040
otetel0%ete e e %o te b0t
o tetetetetete 0% e %
R RIKARARRRAKRX
OOOOOOO)

X
0.9 0. 0.0
Q.‘ﬂ‘DQ'Q

9.

8, jelikoZ pohybujici

¢né

é jednozna

{ vzajemné
17

7 .

ka - treti a ¢tvrtd iterace
le nen

brazeni a

Tiv
e Z0

v
7

Prvni Peanova k
, toto spojit

BohuZzZel
se bod projde nékterymi body ¢tverce nékolikrat.

Obr. 15



Analyticky predpis krivek tohoto typu podle Peana je tedy nasledujici:

Definice 3 Necht je ddn parametr t € (0; 1) a necht md t trojkovou reprezentaci
t = (03, t1tat3 ...). Pak kfivku fp, kterd je definovand pFedpisem:

03, t kb2 (t3) kb2t (ts) )

fo (03, titatsty ) = ( 03, kt1(t)kt1+t3(¢,) ...

kde k(t)=2—-t; (t;=0,1,2) a k™ je n-td iterace operdtoru k, nazyvdme
Peanovou krivkou. [11]

1.2.2 Hilbertova krivka

Peano zverejnil prvni konstrukci prostor-vyplnujici krivky roku 1980. O rok
pozdéji, tj. roku 1981, prisel se svymi idejemi David Hilbert [6]. Pifi pohledu
na analyticky predpis konstrukce krivky dle Peana je velice obtiZné vytvorit si
néjakou geometrickou predstavu, jak takova kiivka miize vypadat. Hilbert proto
navrhl pro jejich konstrukci princip geometrické generace SFC. [11]

Hilbertova konstrukce prostor-vypliiujicich kiivek je nasledujici:

1. predpokladejme, Ze uzavieny jednotkovy interval I = (0, 1) mizeme spojité
zobrazit na ¢tverec Q = (0,1) 2,

2. interval I rozdélime do Ctyi shodnych podintervalti a také ctverec Q
rozdélime na Ctyii shodné mensi Ctverce,

3. nasledné takto rozdélime i kazdy zpodintervalli a kazdy ze vzniklych
¢tverci.

4. Pri tomto rozdélovani ad infinitum musime dbat na to, aby sousednim
¢tvercm odpovidaly sousedni intervaly, ¢imZ zachovame kontinuitu tohoto
postupu (pokud interval I; odpovida Cctverci (), pak podintervaly
intervalu I; musi odpovidat ¢tvercovym ¢astem ctverce (0). [11]

Hilbertova krivka (viz obr. 16) je tedy podle [13] definovana nasledovné:

Definice 4 KaZdému bodu X € (0,1) priradime posloupnost do sebe vnorenych
uzavrenych intervalii ziskanych vyse popsanym délenim intervalu (0, 1), jejichZ délky
konverguji k nule a v jejichZ priiniku tento bod lezi. Takové posloupnosti odpovidd
(podle vyse uvedeného prirazeni) prdvé jedna posloupnost do sebe uzavrenych
Ctvercti, pro které délky jejich tihlopricek také konverguji k nule. Tyto ctverce tedy
jednoznacné urcuji bod z intervalu (0, 1)? jako bod leZici v jejich priiniku. Tento bod
oznacime fy (X). Zobrazeni fy: (0,1) = (0, 1)? nazyvdme Hilbertova kfivka.
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Obr. 16: Hilbertova krivka — prvnich Sest iteraci

1.2.3 Dalsi SFC

Jak jiz bylo receno, prostor-vyplnujicich krivek je zna¢né mnozstvi. Na obr. 17,
obr. 18 a na obrazcich v priloze €. 1 jsou zndzornény konstrukce nékolika z nich.
Mezi dal$i SFC radime napriklad i tyto krivky:

e Siepinského kiivku,

e Lebesgueovu (nebo téz Z) krivku,

e Dradi kfivku,

e Mooreovu kfivku,

e Gosperovu krivku,...

Obr. 17: Lebesgueova krivka - prvni dvé iterace

— M/ (LA UL o o o i
UL TU LU LU L] s .
— = — UL L L U Ly ol
— —  U[ULA UL UL UL ol :
[UuU]u ] fuu]fu i
— — | - LU L U U Loy L B Ul
— — (LU U L) L e i
L (U U UL ru L oy 44
— - = Y [uuruitu it it i

Obr. 18: Dalsi Peanova krivka - prvni ¢tyri iterace
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1.3 Mandelbrotav piiibéh

Riazné podivné matematické krivky se tedy objevovaly jiz od konce devatenactého
stoleti po radu let. VétSina znich byla odsuzovdna, hanlivé oznacCovana
za patologické ¢i za monstra a velice Casto koncily schované na dlouhou dobu
v Supliku objevitele, kde Cekaly na vznik fraktalni geometrie.

Piibéh Benoita Mandelbrota zacina ve Varsavé, kde se roku 1924 narodil [4].
Za svlj zivot okusil mnoho obort a zaméfeni, nasel se vSak v malém mnozstvi
z nich. Casto se stavalo, Ze do daného odvétvi pronikl, vyslovil nékolik pobuiujicich
myslenek a pak zase zmizel [8]. Pfelom v jeho Zivoté nastal roku 1958, kdy zacal
pracovat pro firmu IBM ve vyzkumném stfedisku Thomase ]J. Watsona u New
Yorku [4]. ]JiZ od svych studijnich let byl zvykly k matematice pristupovat jinak -
velice Casto mu chybélo ,matematické pozadi“ daného problému a proto se snaZil
je resit vizualné. Tam, kde jini vyuzivali vzorce a rovnice, se Mandelbrot pohrouzil
do své predstavivosti [1]. VZdy vidél spojeni mezi matematikou a uménim.

NeZ Mandelbrot sestavil a predstavil svétu pojem fraktal, sim se s nimi nékolikrat
setkal a vénoval jim vice ¢i méné pozornosti. Pozdéji se dokonce musel postavit
proti témér vSem matematikiim té doby, aby pted nimi své myslenky obhjil.

Vétsi prilom v jeho Zivoté nastal az roku 1964, kdy pri studiu chyb pii prenosu
telekomunikacnich signalG vytvoril pojem sobépodobnosti [4]. Tehdy studoval
data ztéchto pienosti a v nich zkoumal vyskyt spravnych a chybnych intervali.
Sledoval, jak se tyto intervaly v datech sttidaji, a zjistil, Ze pfi zpresniovani méreni
dochazi k rozpadnuti plivodné bezchybnych intervali na spravné intervaly
a intervaly, v nichZ byl prenos chybny. Tento priibéh mu pripomnél Cantorovo
diskontinuum.

Podruhé se s timto jevem setkal pti zkoumani fluktuace cen bavlny [8], kde kazda
z cen sice byla nepredvidatelna, ale jejich kratkodoby a dlouhodoby priibéh si byly
podobné. Sobépodobnost tedy spociva v tom, Ze i pti neustalém zvétSovani méritka
zUstava objekt stejny. Jinymi slovy, cely objekt vypada presné jako jeho cast, ktera
zase vypada stejné jako jeji dalsi mensi ¢ast.

Pozdéji se zaméril na praci Lewise F. Richardsona, ktery vroce 1961 publikoval
empirickd data, kterd se tykala délek raznych pobteZi [4]. Richardson zjistil, Ze
mezi jednotlivymi méfenimi pobreZi mohou byt velké rozdily - zaleZi na pouzitém
méfitku (tato problematika je zachycena na obr.19). Cim krat$i tse¢ku totiZ
k aproximaci pobreZi pouZijeme, tim delSi vzdalenost namérime. Dokonce by nas
to mohlo vést k zavéru, Ze vSechna pobrezi jsou stejné - a to nekonecné - dlouha.

Problematika délky pobreZzi Mandelbrota doslova nadchla, vidél v ni podobnost
s Kochovou krivkou. A jeho studium vedlo aZ k vydani popularni knihy ,How Long
is Coast of Britain“ roku 1967.
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| e— | s— —

délka méfidla = 200 km délka méfidla = 100 km délka méfidla = 50 km
délka pobreZi = 2400 km (cca) délka pobieii = 2800 km (cca) délka pobieii = 3400 km (cca)

Obr. 19: Problematika méreni pobrezi

Richardson ve své praci odvodil na zakladé svych méreni vzorec vyjadiujici délku
pobrezi:

L(s) =K - &7,

kde ¢ je délka méridla, které k méreni vyuzivime, a K a a jsou konstanty. Podle
Richardsona je parametr a zavisly na zvoleném pobfteZi a na jeho ¢asti, jinak vSak
tomuto parametru nepiiklada vétsi vahu a tvrdi, Ze je invariantni. Mandelbrot vsak
v parametru « vyznam hledal. Soucet a + 1 interpretoval jako ,fraktalni dimenzi“
a oznacil ji D. [5]

Tehdy se Mandelbrot rozhodl hledat rad tam, kde to nikdy nikoho jiného
nenapadlo. Do té doby byla cela matematika plna krasnych a geometricky
dokonalych tvarti a on se pustil do studia nepravidelnosti. Zacal sobépodobnost
vidét v prirodé - v brokolici, v plamenu, v pobrteZi, v galaxiich, oblacich, ... a chtél se
se svym objevem pochlubit svétu. Pozdéji ukazal, Ze matematickd monstra, kterym
se neproziravé rikalo vyjimky, a fraktdlnost s nimi spojena, jsou v prirodé témeér
pravidlem [5]. Vroce 1982 dokonce vydal knihu s nazvem Fraktalni geometrie
prirody, ve které se ,soustavné snaZi presvédcit oko i mysl Ctendre, Ze zddnlivé
nepravidelnosti prirody mohou byt ticinné a prekrdsné modelovany matematickymi
objekty” [14].

Pro Mandelbrotovu praci samoziejmé hraly velkou roli pocitace (a pravé jeho
v pfredchozim odstavci zminéna kniha je bohatym zdrojem krasnych snimki
a modelt, které by bez pocitacli nebyly), protoze vypocet nekonecné se opakujicich
iteraci byl bez novych technologii nemyslitelny.

Dalsi matematickd monstra, ktera Manddelbrota velmi inspirovala, vznikla béhem
prvni svétové valky také diky matematikovi Gastonu Juliovi.
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1.4 Fraktaly v komplexni roviné

Fraktalem v komplexni roviné rozumime nekone¢nou mnozinu bodt, které spliuji
néjakou vybranou vlastnost. Pro kazZdou takovou mnoZinu tedy formulujeme
predpis, ktery jednoznacné urcuje, zda dany bod je nebo neni prvkem této
mnoZiny. Tyto metody jsou zpravidla itera¢ni. [15]

Pravdépodobné prvnim matematikem, ktery se zaslouZzil o objev takové mnoziny
v komplexni roviné, byl francouzsky matematik Pierre Fatou, ktery spolecné
s Gastonem Juliem studoval iterace funkce komplexni paraboly. [7] MnoZinu Pierra
Fatou lze definovat jako mnozZinu, kterd obsahuje ty body, které pod iterativnim
zatiZenim funkce (pri opakovanych iteracich funkce) maji ve svém okoli podobné
se chovajici body - jeji chovani je tedy ,predvidatelné [15].

1.4.1 Juliovy mnoZiny

Gaston Julia se zabyval jednoduchymi rovnicemi, ze kterych vytvarel cyklus iteraci.
V podstaté do své rovnice dosadil ¢islo, ziskal néjaky vysledek a tento nasledné
opét dosadil do rovnice. Vznikly tak Juliovy mnoziny, znichZ nékteré jsou
vyobrazeny na obr. 20 a dalsi jsou k vidéni v priloze ¢. 2.

Definice 5 Juliova mnoZina | je mnoZina vsSech komplexnich Cisel z,, pro které
posloupnost z, nediverguje, tzn.:

]={ZOE(C|1£i_ToZn¢OO},

kde z, je posloupnost z,,, = z? + c. Déle existuje ¢&islo r(c) zavislé na konstanté
c takové, Zze pokud pro néjaké n € Ny je |z,| > r(c), pak posloupnost diverguje.
Plati, Ze r(c¢) = max{|c|, 2}. [7]

c¢=-0,54 + 0,54i; 150 iteraci c=0,34 - 0,05i; 65 iteraci c¢=-0,1+ 0,65i; 300 iteraci

Obr. 20: Juliovy mnoZiny

22



1.4.2 Mandelbrotova mnozina

Dnes se na Juliovy mnoZiny divame jinak, protoZe v dobé, kdy je Julia vytvarel,
neexistoval zptlisob, jak je vykreslit v takové podobé, vjaké jsou znazornény
na obr. 20. Vdobé prvni svétové valky museli védci vSechny naro¢né vypocty
provadét rucné, jelikoZz zkratka jeSté nebyla takova zarizeni (pripadné nebyla
dostupna), ktera by tyto vypocCty provedla za né.

Juliovy mnozZiny se staly pro Mandelbrota né¢im jako odrazovym mistkem. Diky
svému zameéstnani u IBM mél k dispozici dostatecné technické zazemi, které mu
umoznilo Juliovy rovnice vypocitat milionkrat a vysledky pak zakreslit do grafu.
Zprvu stravil mnoho c¢asu ndhodnym vykreslovanim stovek rliznych Juliovych
mnozin, aZ se mu podafilo definovat mnozinu, kterd v sobé spojovala vSechny
Juliovy mnoZiny [7]. Tato mnoZina (vyobrazena na obr. 21 a obr. 22), pojmenovana
po svém objeviteli - Mandelbrotova mnozina, se pozdéji stala symbolem celé
fraktalni geometrie.

Definice 6 Mandelbrotova mnoZina je mnoZina komplexnich bodii c, které spliuji
vztah:

lim|z,| # oo,
n—oo

kde z, je posloupnost z, ., = z2 + c se vstupni podminkou z, = 0. [15]

99949+

Obr. 21: Mandelbrotova mnoZina (zleva: 5., 6., 7., 8. a 9. iterace)

- 4

Obr. 22: Mandelbrotova mnoZina (zleva: 10., 15. a 20. iterace)

Poprvé se znazornéni Mandelbrotovy mnoZiny objevilo roku 1978, kdy k vytvoreni
jejiho obrazu Robert W. Brooks a Peter Matelskim pouzili pismena , X" usporadana
do 31 svislych linii. [16] Detailnéjsi obraz této mnoZiny publikoval pozdéji sam
Mandelbrot.
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2 Trocha matematiky

Patologické kiivky, matematickd monstra ¢i komplexni mnoZiny, které
byly popsany v predesSlé kapitole, dnes nazyvame fraktaly. S pojmem
fraktal poprvé priSel Mandelbrot az vroce 1975, kdy jej odvodil od latinského
fractus = ,rozbity, rozlamany“ [17], a stal se tak prvnim, kdo nalezl matematicky
zpUsob, jak je popsat. I proto je dnes povazovan za ,otce” fraktalni geometrie.

2.1 Definice fraktalu

Ve skutecCnosti vSak ,neexistuje Zddnd matematicky rozumnd definice fraktali“ [18].
Nékteré z definic jsou prili§ obecné, nékteré naopak nezahrnuji vSechny fraktaly.
Absence takové definice je ddna i tim, Ze fraktdlni geometrie je mladé odvétvi
matematiky. [ sdm Mandelbrot se vsak vyhybal zavadéni obecné definice a spiSe se
snazil fraktaly charakterizovat:

e fraktaly jsou objekty velmi sloZité a jejich slozitost nezavisi na méritku,
ve kterém je zobrazujeme,

o fraktaly jsou objekty sobépodobné,

o fraktaly jsou objekty, které maji necelociselnou dimenzi, pfipadné dimenzi,
ktera neodpovida dimenzi topologické. [17]

Nad kazdym z vysSe uvedenych bodii je tfeba se vice zamyslet.

K vysvétleni prvniho bodu si pomiiZzeme pribliZenim pohledu na pobtezi. Ostatné
podobné postupoval i Mandelbrot. Pfedstavme si, Ze mame graf funkce sinx.
Pti klasickém zobrazeni je tato krivka vinita a hladka. A pokud ji budeme neustale
pribliZzovat, jeji tvar se sice Casem ,srovna“, ale na jejim hladkém povrchu se nic
nezméni. Nyni si misto sinusoidy predstavme pobreZzi. Zprvu, napriklad
pti pohledu z letadla, se ndm zda pobieZi velmi clenité a téZko popsatelné, plné
vétSich ¢i menSich zalivli a vybézkl. A budeme-li se knému priblizovat, velké
zalivy se rozpadnou na malé a na ptivodné rovnych castech se objevi nové zalivy
anové vybézky. A tak dale. Jesté 1épe je to vidét na Kochové krivce, jejiz tvar je
vSak oproti tvaru pobtezi priliS pravidelny.

2.1.1 Sobépodobnost

Sobépodobnost byva hlavnim znakem fraktala a definice fraktalt na ni byvaji velmi
Casto zakladany.

Objekt nazveme sobépodobny jestlize kazda jeho Cast obsahuje presnou kopii
celku [19]. Jestlize je objekt sobépodobny, mizeme téZz rici, Ze je invariantni
ke zméné métitka. Takové objekty vSak vznikaji pouze matematickou konstrukci.
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Matematicky sobépodobnou mnozinu definujeme nasledovné:

Definice 7 Sobépodobnd mnoZina A ze trojrozmérného Euklidovského prostoru E3,
je takovd mnoZina, pro kterou existuje konecné mnoho podobnych zobrazeni
®1, P2, .., P takovych, Ze:

a=Jow. 17
i=1

Z této definice vyplyvaji urcité vlastnosti sobépodobnych mnozin [19]:

1. sobépodobnou mnozinu lze vytvorit jejim opakovanim vyuZzitim urcitych
transformaci (témito transformacemi mohou byt napriklad afinni
transformace jako je otoCeni, posunuti,...),

2. sobépodobna mnoZina vnika sama ze sebe,

3. sobépodobnad mnozina je invariantni vzhledem ke zméné méritka.

K modelovani utvar(i, které jsou velmi podobné tém vrealité, se pouZzivaji
algoritmy, které vytvari tzv. statistickou sobépodobnost. DileZitou roli v téchto
algoritmech hraje prvek nahody, ktery nasledné ma vliv nejen na vysledny tvar
objektu, ale také na jeho dimenzi.

Definice 8 Statisticky sobépodobnd mnoZina A ze trojrozmérného Euklidovského
prostoru E3 je takovd mnoZina, kterd je sjednocenim kone¢ného poctu zmensenych
kopii sebe samé pri afinnich transformacich y,,v,, ..., ¥, a plati:

A= EJ‘IH(A),
i=1

kde zmensené kopie y5;(A) maji stejné statistické vlastnosti jako mnoZina A. Tyto
mnoZiny se nazyvaji statisticky nerozlisitelné. [19]

2.1.2 Sobépribuznost

Kromé zcela pravidelnych fraktalt a fraktal(, do jejichz konstrukce je vnesen prvek
ndhody, existuji i dalsi objekty, které sice nejsou sobépodobné, ale mezi fraktaly je
Fadime také. Zatimco u sobépodobnych objekti je jejich ¢ast presnou kopii celku,
u sobépribuznych objektli se jedna pouze o podobné kopie (o afinni obrazy) [6].

Mezi sobépribuzné fraktaly radime napft. Juliovy mnoZiny a také Mandelbrotovu
mnozinu. [19]
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2.2 Rozdéleni fraktalu

Na zakladé predchoziho popisu fraktali a objasnéni pojmi sobépodobnosti
a sobépribuznosti rozdélme fraktaly do téchto ¢tyr skupin:

e systémy iterovanych funkci,
e L-systémy,
e dynamické systémy,

e nahodné fraktaly.

2.2.1 Systémy iterovanych funkci

Mezi tyto systémy radime takové fraktaly, které vznikaji tzv. iterujicim funkénim
systémem, téZ IFS. Jednad se o algoritmus, ktery vyuZiva elementarnich afinnich
transformaci jako je rotace, posun nebo zména méritka. [6] Principem algoritmu je
cyklické opakovani téchto transformaci.

Definice 9 Pokud na dany objekt pouZijeme nékterou z uvedenych operaci: zména

méritka, posun, rotace nebo sloZeni téchto operaci, tak vyslednou transformaci
nazyvame elementdrni afinni transformace. [19]

Matematicky predpis elementarnich afinnich transformaci je nasledujici
(prevzato z [6]):

_ (*1\ _ (r1-cos@ —rz-sin19>_(x1) (e)_
w(x)_w(x2>_(r1-sin(p 5 * cos VI X, + ]

_ {w(xl) =71C0SQ- X —1;sind-x, +e
" Aw(xy) =rysing-x; —1rpcos9 x, + f

kde x je vzorovy bod, x;, x2 jeho souradnice, ihel ¢ urcuje otoceni osy x, v jejimz
sméru je utvar preskalovan parametrem r;, thel ¥ urcuje otoceni osy y, v jejimz
sméru je utvar preSkalovan parametrem r, a parametry e a f urcuji translaci
utvaru podle jednotlivych neotocenych os.

Casto se pouziva nasledujici zjednoduseny zapis:

resp. w(x) = (Ccl Z) ' (2) + (;)

IFS algoritmus miiZe byt nejen deterministicky, ale také nedeterministicky
(mGzeme do néj zahrnout nidhodu), a velice ¢asto neobsahuje pouze jeden typ
transformace, ale kombinuje jich nékolik. ,Nahodou“ rozumime to, Ze parametry ry,
75, e, f a uhly ¢ a 9 generujeme nahodné, ne vSak zcela libovolné [19]. Mezi IFS
muzeme zaradit napf. Kochovu kiivku, Sierpinského trojihelnik, Mikowskiho
ostrov, Cantorovo diskontinuum, Cesaro fraktal a fadu dalSich.
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2.2.2 L-systémy

Nazev L-systémy je odvozen bud od mad'arského biologa Aristida Lindenmayera,
nebo z anglického souslovi LOGO-like turtle (slangové pojmenovani pro metodu
vykreslovani grafiky pomoci ,virtualni Zelvy“, které lze programové zadat prikazy
k pohybu riznymi sméry) [7].

Lindenmayer v roce 1968 rozvinul formalni popis vyvoje biologickych systémf,
ktery je urcen pro simulace na pocitacich. Proto jsou L-systémy nékdy oznaCovany
jako Lindenmayerovy systémy, pripadné téZz jako ,paralelné se prepisujici
systémy" [6].

Vznik téchto systémii je v podstaté rekurzivni proces, ve kterém je na zacatku
definovana mnozina (piipadné uspoiradana trojice):

G[V,P,S],

kde V je tzv. abeceda, neboli neprazdna mnozina symbold, P je konecnd mnozina
pravidel, ktera tikaji, které prvky z mnoziny V se maji prepsat a ¢im, a S je axiom,
tedy ,startovni“ posloupnost symbolti z abecedy. [7]

Obr. 23: Priklady L-struktur
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2.2.3 Dynamické systémy

Fraktaly, které spadaji do této kategorie, maji sice v technické praxi nejSirsi
uplatnéni, ale nelze jimi popisovat piirodni objekty. Velice casto vSak vytvari
nadherné obrazce, diky cemuz se staly popularnimi.

»~Dynamicky systém je matematicky objekt, jehoZ stav je zadvisly na néjaké nezdvislé
veliciné, vétsinou to byvd na case. Vychdzi z pocdtecnich podminek a je jimi v Case
determinovdn.” [7] Takovy systém popisujeme pomoci tzv. dynamickych podminek,
diky kterym dokaZeme popsat jejich zménu v zavislosti na ¢ase. Mnozina vSech
dynamickych stavii systému tvori tzv. stavovy prostor, ktery popisujeme stavovym
vektorem. Dale nas u dynamickych systémii zajima, zda jsou stabilni, zda osciluiji,
pripadné jsou zcela chaotické, pricemz tato znalost je pro nas velmi dulezita
pro vypocty nad timto systémem.

Vyznamnou skupinou dynamickych systémi jsou tzv. atraktory, které tizce souvisi
s teorii chaosu. (Jejich popis je vSak komplikovany a jiZ zcela nad ramec této
prace.)

Dal$i skupina fraktal, kterd se radi mezi dynamické systémy, jsou fraktaly
komplexni roviny, mezi nimi tedy i Juliovy mnozZiny a Mandelbrotova mnozina.
Tyto fraktdly jsou samy o sobé velmi pulsobivé, ovSem prii pouziti vhodného
algoritmu mohou lahodit lidskému oku jesté vice.

Timto algoritmem je napi. TEA (Time Escape Algorithms), jehoZ ucelem je obarveni
mnoZin v komplexni roviné. Jedna se o iteracni algoritmus - algoritmus provadi
dané iterace aZz do prekroCeni zvoleného poctu (pripadné do vycerpani
maximalniho poctu) iteraci. ,Je zaloZen na predpokladu tuniku dané trajektorie
ze zvolené oblasti, kterd je cdsti komplexni roviny.” [6] Na obr. 24 je vidét, jak mlze
takto obarvena mnoZzina vypadat p¥i pouziti riizné barevné Skaly.

Obr. 24: Riizné obarvend Juliova mnoZina pomoci TEA
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2.2.4 Nahodné fraktaly

Mezi ndhodné fraktaly, nebo téz tzv. stochastické fraktaly, fadime takové fraktaly,
které jsou vytvareny algoritmy, do kterych je zabudovan prvek nahody. Jedna se
tedy o ty fraktaly, které splnuji definici statistické sobépodobnosti. Tento typ
fraktal umoznuje nejlepsi popis prirodnich objekti.

Pro generovani ndhodnych c¢isel v téchto algoritmech mliZeme vyuZit napriklad
Gaussovsky generator nebo generator bilého Sumu [7].

Mezi nahodné fraktaly radime i ty, které jsou vytvareny nedeterministickymi
algoritmy IFS, pripadné nahodné L-systémy.

B

Obr. 25: Priklady nedeterministickych IFS (ndhodné Kochovy krivky)

Obr. 26: Priklady ndhodnych L-systémii

29



2.3 Fraktalni dimenze

Pojem fraktalu jiz byl nastinén, stejné tak snim uUzce souvisejici pojem
sobépodobnosti, pripadné sobépribuznosti. Nejlépe je vSak fraktaly popsat pomoci
jejich specifické dimenze, tzv. fraktalni dimenze.

Jedna z moZnych definic fraktalu, se kterou piisel B. Mandelbrot, je tato:

Definice 10 Fraktdl je mnoZina ¢i geometricky ttvar, jehoZ Hausdorffova dimenze je
(ostre) vetsi nezZ dimenze topologickd. [6]

2.3.1 Topologicka dimenze

Klasické geometrické objekty, které zname z Euklidovské geometrie, dokaZeme
vétSinou dobre popsat matematickymi vztahy. U nékterych vybranych se tyto
vztahy dokonce uci Zaci jiz na zakladnich Skolach.

Diky témto vztahlim miiZeme spocitat délku usecky, obsah Ctverce nebo objem
jehlanu. Topologickd dimenze nam u daného objektu v podstaté rika, kolik
nezavislych proménnych (parametrii) potiebujeme k jeho popisu [7].

Nulovou topologickou dimenzi ma bod. Uselka, primka, nebo obecné krivka
ma topologickou dimenzi rovnu jedné, trojuhelnik, dal$i n-uhelniky a rovina maji
topologickou dimenzi rovnou dvéma a télesa, jako je napt. krychle ¢i koule, maji
tuto dimenzi rovnu tfem. Znamena to, Ze pro popis primky potifebujeme jeden
parametr (kazdy bod primky dokaZeme jednoznac¢né urcit jednim parametrem,
jednou soutradnici), pro popis roviny potrebujeme parametry dva a pro popis
téles tri.

Topologicka dimenze je tedy nezaporné celé ¢islo, pricemz za obvyklych podminek
se pohybujeme v topologické dimenzi 0, 1, 2 nebo 3. DileZitou vlastnosti
topologické dimenze je jeji nezavislost na méritku - vSechny parametry téchto
utvarli miZeme zadat v libovolné jednotce, ale jejich vlastnosti se nezméni (objem
koule ziistane Ciselné stejny, at uZ je jeji polomér zadan v milimetrech
¢i kilometrech).

Objekty, které miizeme popsat celociselnou dimenzi a které lze popsat
Euklidovskou geometrii, nazyvame geometricky hladké objekty [7]. Objekty, které
nejsou geometricky hladké, nazyvame nekonecné ¢lenitymi [8].

2.3.2 Hausdorffova dimenze

Pokud budeme mérit délku geometricky hladké krivky v rlizném méritku, ziskame
vZdy stejné cislo. Pokud stejné pristoupime i k méreni délky pobrezi, narazime
na jiZ zminovany problém - v zavislosti na méfitku se bude hodnota délky ménit.
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Délka pobrteZi poroste do nekonectna, coZ znamena, Ze zabere jisté vice ,mista“
nez ptimka, na druhou stranu ale nemftize vyplnit celou plochu. V fe¢i dimenzi
to ovSem znamend, Ze se dimenze takového utvaru bude pohybovat mezi 1
(topologicka dimenze hladké krivky) a 2 (topologicka dimenze roviny). Ziskavame
tedy dimenzi, kter4, na rozdil od topologické dimenze, neni celociselna.

Fraktalni geometrie se zabyva pravé takovymi objekty, jejichZ dimenze (aZ na par
vyjimek) je neceloCiselna. Dimenzi fraktalnich objekt(i téZ nazyvame Hausdorffova,
Kolmogorovova, nebo Hausdorffova-Besicovicova dimenze [6].

Hausdorffova dimenze ma nasledujici vlastnosti:

e urcuje Clenitost daného utvaru (¢im vice se Hausdorffova dimenze objektu

vrvs

e urcuje rychlost ristu daného utvaru do nekonecna (u nefraktalnich objektt
se pri zmenSovani méritka pribliZuje délka utvaru k néjaké limitni hodnoté,
tento efekt se téZ nazyva Richardsontiv efekt, u fraktalnich objektii toto

neplati, jejich délka roste do nekonecna).

Definice 11 Necht je ddna mnoZina A c E™". Definujme vzddlenost dvou bodii jako

d(x,y) =

Definice 12 Necht je ddna mnoZina A C E™. Prtimérem mnoZiny A rozumime
diam A = sup{d(x,y) | x,y € A}.[7]

Definice 13 Necht's, & € R* a necht {U;, U,, ... } je otevi‘ené pokryti mnoZiny A c E™.
Potom je Hausdorffova dimenze definovdna vztahem:

dy(4) = inf{z diam(U;)® | Vi € N: diam(U;) < € ¢.[7]
i=1

2.3.3 Vypocet fraktalni dimenze

Jednou z mozZnosti, jak urcit fraktalni dimenzi, je vyuZiti metody miiZkové dimenze
(anglicky box-counting dimension) [7]. Tato metoda spociva v pokryti objektu
elementarnimi utvary (,boxy*) o strané € a poté urceni poctu téchto boxa N, které
jsou treba kjeho pokryti. Podle topologické dimenze téchto objekti je ,boxem“
uzavreny interval, ¢tverec nebo krychle. PocCet boxt zavisi na volbé ¢, proto se pri
urcovani dimenze hodnota € zmensSuje (nejvhodnéjsi je volit ¢ tak, aby se vznikla
mrizka stavala vzdy dvakrat hustsi neZ v predchozim kroku). Ziskané hodnoty N se
nasledné vynasi do diagramu, kde se ziskané body aproximuji primkou.
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Fraktalni (Hausdorffova) dimenze je tedy dana vztahem:

. In(N) _ log(N)
R N )

kde N znaci minimalni pocet elementarnich Utvart o strané € potrebnych k pokryti
uvazované mnoziny A a % je faktor zmény méftitka. [7]

Nejjednodussim piikladem vypoctu fraktalni dimenze je jednotkova usecka.
Rozdélime-li tuto isecku na N shodnych dili zjistime, Ze méritko s nové tsecky je:

1
S =5
Pro Hausdorffovu dimenzi obecné plati:
Ns% =1.[6]

Proto pokud tento vztah upravime, ziskdme novou rovnici pro vypocet fraktalni
dimenze:

Nsdt =1
log(Ns?) = log(1)
log(N) + log(s®) =10
log(N) + dy - log(s) =0
dy *log(s) = —log(N)

—log(N) _ log(N)
gl

H=

JestliZe se vratime k vypoctu fraktalni dimenze tUsecky, zjistime, Ze plati:

B log(N) 1 _ log(N) B
= AS=— =

n log (%) ST "7 log(N) —

Tedy fraktalni dimenze UseCky je rovna jedné. Z Eukleidovské geometrie vime, Ze
topologicka dimenze usecky je téZ rovna jedné, proto miizeme usoudit, Ze tisecku
nefadime mezi fraktalni objekty.
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Obdobné Uvahy miZeme provést i pro ctverec. Predpokladejme tedy, Ze mame
jednotkovy ctverec (Ctverec o strané délky jedna). Takovy Ctverec ma obsah roven
jedné, dvojnasobime-li méritko, jeho obsah vzroste ¢tyrikrat. To znamena, Ze jeho
méritko budeme ménit podle vztahu:

= |H
N~

Fraktalni dimenze ¢tverce pak tedy odpovida

_ log(N) 1 4 log(N) 5

H= —1 NS = _l H = 1 ’
log (E) N2 log <N2>
z ¢ehoZz vyplyva, Ze ani Ctverec nefadime mezi fraktaly (topologicka dimenze

Ctverce je rovna 2).

Tretim takovym trividlnim pripadem je jednotkova krychle, u které lze méritko

vypocitat vztahem:

= |H
W]~

Fraktalni dimenze ¢tverce tedy je
B log(N) 1

. s log(N) _ 3
log (%) N%

1
log (NS)

Na zakladé nékolika uvedenych prikladd lze rovnici urcenou pro vypocet
Hausdorffovy dimenze zjednodusit:

ﬁdH=

1
S =—7
Ndu
log(s) = —log(N%")
log(s) = —djy - log(N)
log(N)
dn =1y
log ()
kde N vyjadiuje pocet pokryvajicich elementarnich utvari a % faktor zmény

meéritka.
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2.3.4 Fraktalni dimenze vybranych atvari

Dale jsou uvedeny vypocty fraktalni dimenze (vyuzitim vztahu odvozeného
na piredchozi strance) u vybranych fraktalt. VétSina z nich jiZ byla v této praci
prezentovana v prvni kapitole, proto jsou dale rozebirany minimalné.

Cantorovo diskontinuum

Cantorovo diskontinuum vznika opakovanym odstrafiovanim prostredni tretiny
dané usecky - po prvni iteraci ziskdme dvé Usecky (N = 2) s méritkem s = %

Fraktalni dimenze Cantorova diskontinua je:

log(N 1 log(2
u= g(l) /\N:Z,s:§=> H=lOgE3;iO,631-
log (5) °

Sierpinského trojuhelnik

Sierpinského trojuhelnik vznika z rovnoramenného trojihelniku, ktery je rozdélen
na Ctyri shodné mensi trojuhelniky, z nichZ prostfedni je odstranén - po prvni
iteraci ziskame tri trojuhelniky (N = 3) s méritkem s = %

Fraktalni dimenze Sierpinského trojihelniku je:

log(N 1 log(3
_los) sl dH=10§EZ;i1,585.

Sierpinského koberec

Sierpinského koberec vznika zjednotkového ctverce, ktery je rozdélen na devét
shodnych mensich ctvercl, znichZ prostfedni je odstranén - po prvni iteraci
ziskame osm c¢tverct (N = 8) s méritkem s = %

Fraktalni dimenze Sierpinského koberce je:

log(N 1 log(8

Mengerova houba

Mengerova houba vznika z jednotkové krychle, ktera je rozdélena na dvacet sedm
shodnych mensich krychli, z nichZ je sedm odstranéno (Sest ve stfedech stén
krychle a jedna ve stredu krychle) - po prvni iteraci ziskame 20 krychli (N = 20)
s méfitkem s = :.
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Fraktalni dimenze Mengerovy houby je:

_ log(N) A 1 log(20)

dy L AN=20s=2= dy= = 2,727.
log (5)

Kochova krivka

Kochova krivka vznika zjednotkové UseCky - pri prvni iteraci ziskdvame Ctyrti
tsecky (N = 4) s méfitkem s = =.

Fraktalni dimenze Kochovy krivKky je:

log(N 1 log(4
dH = g( 1) AN=45s= g = d[-] = 10253; = 1,262.

Cesaruv fraktal

Cesariiv fraktdl vznikd zjednotkové usecky obdobné jako Kochova krivka -
pii prvni iteraci ziskavame Ctyrti usecky (N = 4) s méritkem s = k, kde

NG

uhel a je thel sevieny rameny vznikajiciho trojihelniku.

k =

Fraktalni dimenze Cesarova fraktalu je:

log(N log(4
deﬁ/\N:Al',S:k:) dH: g()

log (%) log ((sin (3)+1): 2)'

Hodnota fraktalni dimenze Cesarova fraktalu je tedy zavisla na volbé uhlu «, tuto
zavislost popisuje tab. 1 (hodnoty dy jsou zaokrouhleny na tfi desetinna mista).

a dy a dy a dy
10° 1,785 60° 1,262 110° 1,073
20° 1,625 70° 1,209 120° 1,053
30° 1,501 80° 1,165 130° 1,036
40° 1,404 90° 1,129 140° 1,023
50° 1,326 100° 1,099 150° 1,013

Tab. 1: Dimenze Cesarova fraktdlu v zdvislosti na tihlu «
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Minkowského krivka

Minkowského kiivka vznika z jednotkové usecky - pii prvni iteraci ziskdvame osm
tsecek (N = 8) s méfitkem s = 3.

Fraktalni dimenze Minkowského krivky je:

log(N) /\N—8$—1=> p _log(8)
=85 =— g = =
log (5) et

- 1,5.
H 4

Peanova krivka

Peanova kfivka vznika zjednotkové Usecky - pri prvni iteraci ziskdvame devét
tsecek (N = 9) s méfitkem s = 3.

Fraktalni dimenze Peanovy kiivky je:

_ log(\)
b=

o] log(9)
= S =— = = =

1 ’ H

log (E) 3 log(3)

Dal$i Peanova krivka (na Obr. 18) vznikd nahrazenim ptivodniho utvaru deviti
sobépodobnymi utvary (N = 9) s méritkem s = % [ vtomto pripadé je dimenze
této krivky dy = 2.

Hilbertova krivka

Hilbertova krivka vznikd nahrazenim ptivodniho uUtvaru (viz Obr. 16) Ctyimi
sobépodobnymi titvary (N = 4) s méfitkem s = ~.

Fraktalni dimenze Hilbertovy krivky je:

_ log(N)

" log 5)

log(4) |
" log(2)

1
AN=4’S=E: d

Sierpinského krivka
Sierpinského kiivka vznika nahrazenim ptivodniho utvaru (viz Obr. 19 a Obr. 20)
Ctyrmi sobépodobnymi utvary (N = 4) s méritkem s = %
Fraktalni dimenze Sierpinského krivky je:

_log(N)

" log 5)

1 log(4)
AN =4 = — = =
$=3 = log(2)
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Dalsi SFC krivky

Fraktalni dimenze Mooreovy krivky a vSech dalSich prostor-vyplnujicich krivek
(jak jiz nazev napovidd) je roven dy = 2. SFC kiivky jsou ptikladem fraktald,
jejichZ fraktalni dimenze je celociselna.

Dabelské schodisté

Dal$i vyjimku tvoii tzv. Dabelské schodisté
(viz obr. 27), jehoz fraktalni dimenze je nejen
celociselna, nybrz je dokonce rovna dimenzi
topologickeé.

Dabelské schodisté (té% Cantorova funkce) je graf
schodovité  funkce, kterd je definovana
na intervalu (0,1). Jednotlivé schody jsou v bodech

Cantorova diskontinua. [4] Obr. 27: Ddbelské schodisté
Vybrané prirodni objekty

U prirodnich fraktali nelze Hausdorffovu dimenzi urcit presné, lze ji pouze
piiblizné zmérit, napiiklad pomoci obvodové metody (Dividers Method) nebo
miizkové metody (Grid, nebo téZ Box-Counting, Method). [20]

prirodni atvar odhad fraktalni dimenze
pobreZi 1,26
povrch mozku ¢lovéka 2,76
neerodované skaly 2,2-2,3
obvod 2D primétu oblaku 1,33

Tab. 2: Odhad fraktdini dimenze vybranych prirodnich objektii (prevzato z [17])
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3 Vyskyt a vyuziti fraktali

V dobé svého vzniku byly fraktaly, a obecné cela fraktalni geometrie, odsuzovany.
Na uplném zacatku byly oznaCovany za monstra, pozdéji je védci neprijimali,
protoZe vnich nevidéli uzitek. Poté, co dal Mandelbrot fraktalim jejich jméno
a v podstaté tak ,zaloZil“ novou védni disciplinu, se rozhodl témto piredsudkim
celit vydanim knihy The Fractal Geometry of Nature v roce 1982. V ni uvadi mnoho
prikladi vyskytu fraktalt v prirodé a jejich moZného vyuziti. Tehdy matematikové,
a nejen oni, prestali na fraktaly pohliZet pouze jako na objekty vizualné pritazlivé,
ale zacali v nich spatrovat nové moZznosti. Diky tomu fraktalni geometrie prechazi
z faze objevovani do faze praktického vyuZziti.

Dnes zalezi v podstaté jiz jen na nasi predstavivosti, kde vSude fraktaly budeme
hledat a co vSe se jimi budeme snazit popsat.

3.1 Prirodni fraktaly

Takovou samotnou kapitolou jsou prirodni fraktaly, jelikoZ z nich v podstaté cela
fraktalni geometrie vzesla. Jak jiZ v predchozich kapitolach bylo receno, nejvice se
témto fraktalim priblizuji fraktaly vytvorené pomoci stochastickych IFS, pripadné
L-systémi. Popsat prirodni fraktily presné je vSak velmi narocné, v nékterych
pripadech aZ nemyslitelné. Nic to vS§ak neméni na tom, Ze takto ,uméle“ vytvorené
fraktaly ty prirodni opravdu velmi pripominaji.

Pokud bychom se zamérili na konkrétni priklady fraktald v piirodé, narazili
bychom moZna aZ na prekvapivé dlouhy vycet. Fraktaly jsou v prirodé opravdu
na kazdém kroku.

MizZeme je napiiklad hledat v morfologii rostlin - pod zemi jsou to kofeny, které se
neustale vétvi a vétvi, dokud nenarazi na urcitou hranici (nemohou se délit
donekoneclna, jelikoZ zkratka nemohou byt mensi neZ castice), nad zemi je
to kmen, ze kterého vyristaji vétve, které se dale vétvi obdobné jako koreny,
anavétvich to jsou dokonce i samotné listy, u kterych, ptri pohledu zblizka,
miliZeme rozeznavat vétveni jednotlivych kapilar, jimiz proudi Ziviny. Tento jev,
ktery je Caste¢né zachycen na obr. 28, mizeme vyuZzit k uréeni mnozstvi oxidu
uhlic¢itého, které si strom, potazmo cely les, vyménuje s atmosférou, coZ je v dneSni
dobé velice dtlezita informace z hlediska globalniho oteplovani.

Studii na toto téma vedl tym vyzkumnych pracovnikl profesora ekologie Briana
Enquista jiZ v roce 1998. Tito védci zjistili, Ze vSechny jimi zkoumané druhy stromt
(javor, dub, balzovnik, borovice tézkd a borovice Pinyon), maji velmi podobné
vzory vétveni bez ohledu na jejich rozdilny vzhled, coZ znamena, Ze jejich vznik
urcuji spolecna pravidla. Tato pravidla dokonce propojuji jednotlivé stromy
s architekturou celého lesa - jednd se o vztah mezi vétvenim a usporadanim
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jednoho stromu (rozmisténi vétvi o rtznych polomérech na tomto stromeé)
a rozmisténim rizné velkych stromi v lese. [21] Ur¢ime-li tedy fraktalni strukturu
stromu a mnozZstvi uhliku, které obsahuje jeden list na tomto stromé, a budeme-li
predpokladat, Ze se na rozmisténi stromi v lese odrazi fraktalni struktura tohoto
stromu, dokdZeme urcit spotiebu oxidu uhli¢itého celého lesa.

Obr. 28: Fraktdlni struktura stromu

Dalsi prirodni objekty, které povazujeme za fraktaly, jsou pohori, feky (na obr. 29)
Cioblaka. Prvni, kdo prokazal, Ze obvod a obsah mracen vykazuji fraktalni
strukturu, byl Shaun Lovejoy. Na jeho vysledky navazali dal$i meteorologové a jeho
studii roz$itili inadalSi klimatické ukazatele. Naptiklad hydrologové stanovili
fraktalni zavislost mezi délkou ri¢nich siti a oblasti povodi. Tyto a dalsi vypocty

byly zaneseny do algoritmt, které dnes vyuzivaji Geografické informacni systémy.

Obr. 29: Fraktdlni struktura dvou rek
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Mezi dalSimi, ktefi ocenili moZnost vyuZiti fraktalni struktury prirodnich utvarf,
byli geomorfologové. Fraktalni analyza hraje napriklad vyznamnou roli pri studiu
zemétreseni. Predikce ottesti je jednim z nejdulezitéjSich problémi zemi, které se
rozkladaji na oKkrajich litosférickych zemskych desek svysokou seismickou
aktivitou. Prikladem studie, kterd vyuziva fraktali Kk popisu zemétieseni, je
napt. The Two Fractal Overlap Model (viz obr. 30). [22]

,Tento model se snaZi napodobit dynamiku prilnavosti litosférickych desek pomoci
fraktdlnich povrchit posuzovdnim casovych vyvoji prekryvu dvou identickych
Cantorovych mnoZin.” [23]

Modely, které simuluji dynamiku zemétieseni na zakladé prekryvajicich se

fraktald, je cela fada. Vychazi z predpokladu, ze se roztiistény povrch chova jako
fraktalni objekt. [24]

zemska kura

Obr. 30: Schematické zndzornéni cdsti drsného povrchu zemské kiiry a pohybujici se nosné tektonické
desky (vlevo) a jednorozmérnd projekce Cantorovych mnoZzin s ménicimi se dotyky a presahy jako
,klouzdni" jednoho povrchu po druhém (vpravo)

Mezi dalsi prirodni fraktaly (které jsou zachyceny na obr. 31) pak patii napriklad
i krystaly (viz [25]) ¢i snéhové vlocky, dokonce i ledova ndmraza v sobé skryva
fraktalni strukturu.

Obr. 31: Fraktdlni struktura fluoritu (vlevo) a snéhové viocky (vpravo)
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Dale miZeme fraktaly hledat i mezi konkrétnimi rostlinami (viz obr. 32) - fraktalni
struktura je na prvni pohled vidét u kvétaku, brokolice, romanesca, kapradin
a u mnoha dalSich.

Obr. 32: Fraktdlni struktura romanesca (vlevo) a kapradiny (vpravo)

3.2 Biologie a medicina

Velmi dtlezitou roli hraji fraktaly v biologii a dokonce i mediciné. V poslednich
tiech desetiletich diky objevu Mandelbrota a také diky zlepseni vypocetni techniky,
bylo dosazeno vyznamného pokroku v porozuméni tomu, jak analyzovat
nepravidelné tvary nejen vlidském téle. Diky tomu se nashromazdilo velké
mnoZzstvi experimentalnich dikazu, které ukazuji, Ze i v biomedicinskych védach
lze pozorovat fraktalni vzory [26]. Fraktalni analyza se tak stala velmi uZiteCcnym
nastrojem na poli mediciny.

Fraktalni strukturu miZeme hledat napf. u chromozomi ¢i povrchu proteind.
Fraktdlni dimenze je vyuzivdna k popisu slozitosti dvourozmérnych obrazi
nervovych bunék. I vsekvenci nukleotidi v molekulich DNA byla odhalena
sobépodobnost, cehoZ lze vyuzit napi. pro vyreSeni evolucnich vztaht zvirat. [20]
Kromé toho mlizeme mezi tyto fraktaly zaradit i celé soustavy — dychaci, obéhovou
¢i nervovou. Existuji i takové studie, které hledaji souvislost mezi fraktalni dimenzi
mozku a inteligenci ¢lovéka ¢i jeho pamétovymi schopnostmi [7].

Dnes jiz také vime, Ze se fraktalné chova i tlukot lidského srdce. Drive se totiz
myslelo, Ze se srde¢ni pulz chova jako metronom. Avsak po analyze udaji od tisici
lidi se zjistilo, Ze tato teorie je nespravna - pri zaznamenavani udert srdce
ziskavame tvar podobny nepravidelnému pohori, zjiStujeme tak, Ze tlukot
zdravého srdce ma fraktalni strukturu, jak je znazornéno na obr. 33. Této znalosti
lze vyuzit pro véasné odhalovani srdecnich chorob. [27]
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Obr. 33: Schematické zndzornéni presné sobépodobnosti u deterministického L-systému (vievo)
a statistické sobépodobnosti u tlukotu srdce (vpravo)

Dal$im vyznamnym odvétvim mediciny, ve kterém bychom mohli vyuZzit fraktalni
analyzu, je diagnostikovani rakoviny. Za zdravého stavu vykazuje rlst cév
ivlaseCnic fraktdlni strukturu, ovSem diky abnormadlnimu chovani nadorovych
bunék dochazi kvytvareni neusporadanych spletencti krevnich kapilar kolem
tumort (viz obr. 34), cehoz se pti odhalovani vznikajicich tumort da vyuzit.

Obr. 34: Zndzornéni zleva: normdlnich cév, abnormdlnich nddorovych cév, ,renormalizovanych” cév
a nedostatecné vvpliiuiicich cév
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3.3 Fyzika

Fraktaly nalezneme i ve fyzice. Typickym prikladem fyzikalniho jevu, ktery
vykazuje fraktalni strukturu, je Brownlv pohyb (zachycen na obr. 35). Browniv
pohyb je neusporddany pohyb mikroskopickych castic v kapalinach ¢i plynech,
ke kterému dochazi kvili neustdlym srazkam molekul tekutiny vlivem jejich
nenulové teploty. Vyhodou tohoto chaotického pohybu je moZnost simulovat jej
pomoci pocitacové techniky s vyuzitim fraktalni geometrie. [7]

Obr. 35: Ukdzky Brownova pohybu

Na krivku, ktera znazornuje trajektorii ¢astice pohybujici se timto neuspoiradanym
pohybem, Ize aplikovat stejny princip jako pti méreni délky pobtezi (kdybychom
zpresniovali méreni, rovné dseky na obr. 35 by byly nahrazeny opét Brownovym
pohybem, diky ¢emuZ by se celkova délka krivky zvétsila). Fraktalni dimenze této
krivky je rovna dvéma - existuje tedy souvislost mezi touto kiivkou a prostor-
vypliiujicimi kiivkami. [17]

Existuje mnoho modeld v riznych védnich oborech, které simulaci Brownova
pohybu vyuZzivaji. Jeden z nich je vyuZzivan naptiklad k popisu pohybu roztoct [20],
jiné slouzi ke generovani modeli tekoucich ek, apod.

DalS$im fyzikalnim jevem s fraktalni strukturou jsou tzv. Lichtenbergovy obrazce.
Tyto struktury vznikaji prichodem vysokonapétovych elektrickych vyboji
na povrchu dielektrika nebo skrz dielektrikum [28]. S Lichtenbergovymi obrazci se
miizeme setkat i vprirodé - vznikaji napf. pri uderu blesku do pisku
(tzv. fulgurity), pripadé na kizi clovéka pii zasaZeni bleskem. V kapitole 4 je
popsana i vyroba téchto obrazcii v domacim prostiedi.
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V dobé rozmachu mobilnich telefonii, se kterym prichazely i nové vlastnosti
telefont jako je bluetooth ¢i Wi-Fi, vzrostly naroky na antény, které tato zarizeni
vyuzivala. Bylo treba vyvinout typ antény, ktera by byla schopna prijimat vSechny
potirebné frekvence, aby tyto funkce telefonu mohly probihat spravné, a ktera by se
zaroven do takového zarizeni veSla. Brzy se ukazalo, Ze vhodnou variantou jsou
fraktadlni antény (priklady fraktalnich antén jsou na obr.36), které jsou
Sirokopasmové, mohou byt velmi drobné a jejich konstrukce neni prili§ narocna
ani draha [29].

Kjejich konstrukci se vyuzivd mnoho rlznych metod, tou nejznaméjsi je
Sierpinského metoda [29], ale jsou i antény zaloZené na Kochové ¢i Minkowského
konstrukci (viz napf. [30] a [31]). DrZitelem patentu na fraktalni antény je
americky matematik Nathan Cohen [6].

Obr. 36: Priklady fraktdlnich antén

3.4 Chemie

Dal$im oborem, kde bychom nasli vyuziti fraktalt v praxi, je chemie. Prikladem
chemického jevu, ktery vykazuje fraktalni vzory, je tzv. agregace ¢astic s omezenou
difazi (nékdy téZ oznacovana jako DLA z anglického Diffusion Limited Aggregation).

Difuze je samovolny pohyb castic, ke kterému dochazi vlivem rizné koncentrace
téchto castic v roztoku, transport ¢astic probiha na zakladé Brownova pohybu [32].
Agregaci pak mame na mysli pravé vytvareni fraktalni struktury, kdy se jedna
Castice pripojuje k dalsi. A diky tomu, Ze pracujeme v prostiedi omezené diftize,
Castice prichazi do vzajemného kontaktu ,pod dohledem” a struktura tak roste
omezeneé - Castici po Castici [33].

Piikladem chemické latky, kterd vtzv. elektrodepozi¢ni cele (dvé sklenéné
desticky, které jsou velmi blizko sebe a mezi sebou maji vhodny roztok urceny
k DLA) svym ristem vytvari fraktalni struktury tohoto typu, je napriklad sulfid
médnaty [34]. Fraktalni struktura vznikajici pri DLA sulfidu meédnatého
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je zachycena v pravé Casti na obr.37. Kromé toho lze i tento jev, obdobné
jako Brownliv pohyb, velmi dobfe simulovat pomoci vypocetni techniky
(viz obr. 37, vlevo).

Obr. 37: Agregace Cdstic s omezenou difiizi simulovand na pocitaci (vievo) a agregace sulfidu
méd'natého s omezenou difiizi (vpravo)

Dale se v chemii s fraktaly setkdime napiiklad u katalyzy chemickych procest, kde
se jako idedlni katalyzator snaZi védci vyuzit vlastnosti Mengerovy houby -
tj. jejtho nekonecné velkého povrchu pri nekone¢né malém objemu [35]. Takovy
katalyzator sice jeSté nejsme schopni vyrobit zcela presné, ale k jeho vyrobé nas
pribliZuje rozmach nanotechnologii.

3.5 Pocitacova grafika

Svou nezastupitelnou roli hraji fraktaly i v pocitaCové grafice, kde je jejich
praktické vyuziti pravdépodobné nejvétsi. Za hlavni prinos lze povaZovat mozZnost
generovani riznych prirodnich atvart (pohofti, stromy, raz krajiny, oblaka,...). Dale
se snimi setkdme i pii kompresi digitadlnich obrazl ¢i ve fractal art (vytvarna
pocitacova grafika).

Na pocatku filmu animatori kreslili kazdy obraz zvlast a tisice obrazli pak
vytvarelo film. Poté, co Mandelbrot ptiSel se svoji vizi, Ze se prirodni Utvary daji
popsat pomoci fraktalli, nastal v pocitacové grafice prevrat.

Prvnim fraktalné vytvorenym animovanym filmem je kratky film Vol Libre z roku
1980, ve kterém se objevuji fraktalni hory a pohofi. Za jeho vznikem stoji
prikopnik Loren Carpenter, ktery sviij software pozdéji zdokonalil, aby mohl
vytvorit celou fraktalni planetu pro celovecerni film Star Trek II: Khantiv Hnév. [36]
Tehdy si fraktaly podmanily srdce programatord.

Pozdéji se fraktalni geometrie stala velice vhodnou pro kompresi dat. O vyvoj
fraktadlni komprese se zaslouzil britsky védec Michael Barnsley, ktery je téz
drzitelem nékolika patentli ztéto oblasti [7]. S kompresi dat uzce souvisi
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i komprimace obrazli, ktera vychazi zhleddni sobépodobnosti - fraktalni
komprimace jednoduse rozloZi tento obraz na mensi bloky tak, aby si mezi nimi
bylo co moZna nejvice navzajem podobnych. Tyto bloky jsou nasledné
reprezentovany pouze jednim vektorem, ¢cimZ dojde k odstranéni prebytecnych dat
a vysledny obrazek tak ma mensi datovy objem. [6]

Vneposledni radé se fraktalni geometrie vyuZivad vjiz zminované vytvarné
pocitacové grafice, tzv. fractal art. Vtomto fraktdlnim uméni vznikaji pomoci
pocitacovych algoritmi prekrasné obrazy, na obr. 38 jsou vyobrazeny dvé ukazky
téchto umeéleckych dél.

¥
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Obr. 38: Ukdzky fractal art
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4 Vlastni tvorba

V predchozi kapitole bylo uvedeno zna¢né mnozstvi vyskyt fraktalti v prirodé
ijejich vyuZziti napri¢ védnimi obory. Mezi nimi byly zminéné i Lichtenbergovy
obrazce a agregace Castic s omezenou difuzi. Dle mého nazoru je hlavnim tudélem
védy pomdahat ¢lovéku porozumét svétu kolem sebe. S tim je nevyhnutelné spjato
ovérovani teoretickych hypotéz realnymi experimenty. Aby i tato prace ctila
zminény princip, vzniklo v jejim ramci nékolik praktickych ukazek fraktald.

4.1 Lichtenbergovy obrazce

Jako prvni byly v praktické casti vytvoreny Lichtenbergovy obrazce, které byly
vypaleny do dreva. Postup vyroby je zdokumentovan na fotografiich v priloze ¢. 3.

Pro vypalovani fraktalnich struktur bylo vybrano tvrdé jablonové drevo, které bylo
narezano na krajinky motorovou pilou. Vznikly tak hrubé rezy, které byly pomoci
uhlové brusky nahrubo obrouSeny. Na takto obrousené desky byly nacrtnuty rezy,
podle kterych byly desky rucné natezany (kvili nizkému uUbéru materialu)
na priblizné ctvercové desticky. Destickdm byly elektrickym pilnikem (pasovou
bruskou suzkym pasem) zakulaceny rohy a takto zakulacené desticky byly
zabrouSeny do roviny na pasové brusce. TaktéZ dosSlo ke sraZeni jejich hran.
Nakonec byly desticky dobrouseny ru¢né smirkovym papirem.

Kromé malych desticek byly vytvoreny i dvé vétsi desky - jejich zpracovani
probihalo obdobné jako u malych desticek, pouze mély vétsi rozméry.

Pied samotnym vypalovanim Lichtenbergovych obrazcti bylo tfeba vytvorit vodivy
roztok, ve kterém desticky byly namaceny kvili zvySeni jejich vodivosti (drevo je
samo o sobé prakticky nevodivy material). Tento roztok vznikl rozpusSténim
zhruba 2,5 g hydrogenuhli¢itanu sodného (jedlé sody) v 50 ml vody. K vypalovani
pak byl pouzit vysokonapétovy vysokofrekvencni transformator z televize Tesla
Pluto, ktery plivodné privadél napéti (priblizné 8 kV) k elektronce.

Desticky tedy byly ponoreny do roztoku hydrogenuhli¢itanu sodného (vétsi desky
byly roztokem potirdny Stétcem). U desticek bylo tfeba, aby vrchni vrstva byla
dostate¢né namokfiena, ale roztoku na destickach nesmél byt nadbytek, proto byly
osusSovany kusem latky. Namocené desticky byly poloZeny na vodivou desku, ktera
tvorila jednu elektrodu vypalovaci aparatury, druhou elektrodou byl kovovy hrot,
ktery se na desticku prikladal shora (tento zplisob vypalovani je
zachycen na obr. 39 vlevo). Vyhodou tohoto usporadani byla moZnost vytvareni
Lichtenbergovych obrazcii i na bocich desticek. U vétsich desek byly obé elektrody
tvoreny kovovymi hroty.
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Pii prichodu proudu skrze namokienou vrchni vrstvu direva dochazelo k jejimu
prehiivani a vdasledku toho i ke zuhelnaténi. Takto na dfevu vznikly
Lichtenbergovy obrazce. Aby vynikla jejich fraktalni struktura, bylo treba destic¢ky
okartacovat a vycistit pod tekouci vodou. Po omyti se nechaly desky vyschnout
a nakonec byly navoskovany (pouzit byl prirodni vosk na ddrzbu koZenych bot).
Detail Lichtenbergovych obrazcii a jejich fraktalni struktury je zndzornén
na obr. 39 vpravo.

Obr. 39: Vypalovdni Lichtenbergovych obrazcii do desticek (vlevo) a detail vypdlené fraktdlni
struktury (vpravo)

4.2 Elektrolyza chloridu cinatého

Jako dalsi ukazka fraktalni struktury byly elektrolyzou chloridu cinatého vytvoreny
krystaly cinu, postup elektrolyzy je zaznamendan na fotografiich v ptiloze ¢. 4.

Prvni roztok urceny k elektrolyze (elektrolyt) byl vytvoren rozpusSténim 5g
dihydratu chloridu cinatého ve 100 ml vody. Takto vznikly roztok byl velmi
zakaleny, a proto bylo tfeba jej prefiltrovat. Po prefiltrovani bylo malé mnoZstvi
roztoku nalito do Petriho misky, a nasledné do néj byly ponoreny dva kovové
dratky (pozinkované Zelezo), které plnily roli elektrod. Elektrody byly napojeny
na vyvody 4,5V ploché baterie (tj. na zdroj stejnosmérného proudu). Prichod
elektrického proudu roztokem mél za nasledek presun kladné nabitych ionti
(Sn2+) ke katodé, kde dochazelo k jejich redukci na cin (Sn°):

Sn®t + 2e~ — Snd.

K vylucovani cinu na katodé vSak dochazelo velmi pomalu a vysledek elektrolyzy
tak byl nevalny.

Pti dalSich pokusech byl misto ploché baterie pouzit sitovy transformator a napéti
na elektrodach zvyseno ze 4,5V pres 40 VaZ na 80 V. Také ptiprava samotného
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elektrolytu byla trochu pozménéna - ve 100 ml destilované vody bylo rozpusténo
5 g chloridu cinatého a plivodné zakaleny roztok byl prefiltrovan dvakrat, aby byl
co nejcist$i. Kromé redukce cinatych iontd na krystalky cinu, kterd probihala
na katodé, dochazelo i k vylu¢ovani chléru na anodé v disledku oxidace iontd Cl™:

2C1~ — CI9 + 2e™.

Na anodé dale probihala jesté reakce chloru s chloridem cinatym v roztoku
a vznikal tak nerozpustny chlorid cinicity, ktery se v okoli anody hromadil:

SnCly + Cl, — SnCly.

Pti priichodu proudu elektrolytem se roztok chloridu cinatého zna¢né zahtival,
také dochazelo k rozpousténi anody (nerozpustna sraZenina chloridu cinicitého se
tak zabarvila vznikem chloridu Zelezitého) a bylo tak tfeba anodu v pravidelnych
intervalech obménovat.

Vysledkem elektrolyzy roztoku chloridu cinatého byly lesklé kovové krystaly cinu
uporadané do fraktalni struktury, ktera je zachycena na obr. 40.

Obr. 40: Fraktdlni struktura vylou¢eného cinu pri elektrolyze
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4.3 Programy v Pythonu

Kromé vypalovani fraktalnich struktur do dreva a elektrolyzy chloridu cinatého
bylo pro tuto praci vytvoreno celkem tficet sedm programi v Pythonu. Pfinosem
téchto programi vSak nebylo pouze uvést dalsi praktické ukazky fraktaldi, nybrz
i vytvorit mnoZstvi obrazovych podkladii, které ilustruji teoretickou cast této
prace. I diky nim tak vétSina obrazkd, které jsou v praci pouZzity, neni prevzata
z cizich zdrojQ, ale jedna se o dilo autorky.

Vpriloze ¢.5 je ztéchto programl vybradno deset, které jsou takovym
reprezentativnim vzorkem. Dal$i program je uveden v priloze ¢. 6 - jedna se
o ,program na vytvareni programi“. VSech 37 programi je soucasti samotné
prilohy €. 7. V priloze ¢. 5 jsou zdrojové kody nasledujicich programii:

e Cantorovo diskontinuum, e L-systém,

e Sierpinského trojuhelnik, e Nahodny L-systém,

e Kochova krivka, e Dabelské schodistg,

e Minkowského ostrov, e Mandelbrotova mnozina,
e Hilbertova krivka, e Juliovy mnoZiny.

Programovaci jazyk Python byl zvolen z nékolika divodd - v prvni fadé je jeho
vyvojové prostiedi volné dostupné, dale se jedna o univerzalni programovaci
jazyk. Hlavni vyhodou vSak pfi vytvareni fraktadli pomoci téchto programi je
knihovna turtle. Tato ,zelvi grafika“ je pro kresleni fraktali jako stvorena -
v podstaté se jedna o Zelvu, kterd ma na btiSe pripevnény Stétec a od programatora
dostava pokyny, jak se pohybovat. Vytvari tak za sebou stopu, kterou je velmi
snadné upravovat. Tento modul byl vyuzit pti tvorbé naprosté vétSiny programi
pro tuto praci. Dalsi velmi dllezitou knihovnou, kterd byla vyuzita
pii programovani fraktali komplexni roviny (Mandelbrotovy a Juliovych mnozin),
je knihovna pylab. Ta se vétSinou pouziva k vykreslovani grafi.

Program v priloze ¢ 6 slouzi kvytvareni IFS a L-systéml. Vyhodou tohoto
programu je mozZnost zadat axiom a prepisovaci pravidlo, které fraktal popisuji,
a vystupem je program, ktery takovy fraktal vykresluje. MoZnosti programu jsou
vSak omezené - v prvni fadé umi pracovat pouze s jednim prepisovacim pravidlem
(coZ znamend, Ze neumi napf. vytvorit program pro prostor-vypliujici krivky)
a dale umi s axiomem pracovat pouze tehdy, jedna-li se o jednopismenny axiom
(bud' F, nebo X). Jednotlivé symboly, které jsou v tomto programu pouzity, jsou
vysvétleny v tab. 3. Ukazky axiom a prepisovacich pravidel, které do programu lze
zadat a ziskat tak program vykreslujici fraktal, jsou uvedeny v tab. 4.
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symbol interpretace (pokyn pro Zelvu)
F nakresli useCku ve sméru orientace Stétce
X nedélej nic
+ otoC se o dany uhel doleva (proti sméru hodinovych rucicek)

oto¢ se o dany uhel doprava (po sméru hodinovych rucicek)

[

zapamatuj si polohu a smér

]

presuil se na zapamatovanou pozici a orientuj se stejnym smérem

Tab. 3: Interpretace symbolii pouZitych v programu na vytvdreni IFS a L-systémii

U vytvarenych programi je tedy jeSté potfeba upravovat uhel otoceni, velikost
usecky, méritko a plivodni pozici a smér. Méritko nahrazuje jedno prepisovaci
pravidlo - konkrétné pokud fraktal vznika dvéma prepisovacimi pravidly, z nichz
jedno je F — FF, lze toto pravidlo nahradit méritkem o velikosti 0,5. V ostatnich
piipadech je métitko rovno jedné, piipadné jej Ize v nékterych pripadech upravit

tak, aby pfi zvySujicim se poctu iteraci nebylo tfreba upravovat délku usecky
(u Kochovy vlo¢ky by pak méfitkem byla jedna tfetina apod.). Uhel otoceni
udanych fraktalt je vtab.4 také uveden, méritko je tfeba upravit u pravidla

F — FF, pozici a smér je nejlépe upravovat v jiz vytvorenych programech.

fraktal axiom pirepisovaci pravidlo uhel otoceni
Kochova krivka F F-F—-F++F—-F 60°
Minkowského kiivka F F-F+F—-F—-FF+F+F—-F 90°
Stéblo travy x | ¥ F - [+ X]+FlFX] - X 22.5°
F - FF
Strom F F — F[+F]F[—F][F] 20°

Tab. 4: Ukdzky axiomu a prepisovacich pravidel u vybranych fraktalii
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Zaver

Plivodnim zamérem této prace bylo poskytnout ¢tenafi vhled do svéta fraktalni
geometrie populdrni formou. V souvislosti stim prinasi prace stru¢ny prehled
vyskytd fraktald v riznych oblastech védnich disciplin. Pfidanou hodnotou jsou
desitky vlastnorucné vyrobenych ilustraci, jejichZz tvorba je v praci zevrubné
zdokumentovana zpusobem, ktery dovoluje jejich reprodukci kazdému ctenari.
Rada zminénych piipadii je analyzovana z matematického hlediska, jsou uvedeny
rizné priklady definic jednotlivych fraktalG a je zde také rozpracovana tada
prikladti vypoctu fraktalni dimenze.

Vramci prvni kapitoly byla stru¢né zpracovana historie fraktdlni geometrie
od konce 19. stoleti, kdy fraktaly poZivaly povésti monster, pres rozsahlou
vyzkumnou a populariza¢ni praci Benoita Mandelbrota, aZ po moderni produkty
soudobé vypocetni techniky.

Obsahem druhé kapitoly je strucné seznameni Ctenafe s pojmem fraktdl,
sobépodobnost a sobépribuznost. Vzhledem k neexistenci jednoznacné definice
pojmu fraktal shrnuje tato Cast prace obecné prijimané pohledy na fraktalni
geometrii za vyuziti zakladnich poznatkii o topologii a Hausdorffové dimenzi
a nabizi prehled nékolika metod tvorby fraktaldi, jako napriklad IFS a L-systémy.

Vizualné poutava treti kapitola vybizi ¢tenaie k pozorovani svého okoli. Prinasi
totiz celou tadu obrazovych materidlli, nakterych jsou zachyceny vyskyty
fraktalnich struktur v rozmanitych oblastech svéta kolem nds, a nabizi priklady
jejich praktického vyuziti.

V zavéru prace jsou zdokumentovany vysledky vlastni tvorby fraktalnich struktur
voborech fyziky (Lichtenbergovy obrazce), chemie (elektrodepozice cinu)
a informacnich technologii (tficet sedm programi pro vykreslovani fraktali).
U kazdého vytvoreného fraktalu je uveden zevrubny popis procesu jeho vzniku,
uvedené vysledKky tedy Ize dle priloZenych navodi replikovat.

V soucasné podobé miiZe prace Fraktdly napri¢ védnimi obory slouZzit jako
motivace a vstupni brana do rozmanitého svéta fraktali ¢i podpirny vyukovy
material nabizejici nékteré konkrétni priklady a experimenty. Do budoucna by bylo
moZné rozsirit obsah prace o trojrozmérné fraktdly (Mengerovu houbu,
Sierpinského pyramidu) a poskytnout proceduralni metody jejich generace,
pripadné rozsitit jiz vramci této prace vytvoreny program, jehoZ smyslem je
generovat programy na vykreslovani fraktalli (ten prozatim dokaze pracovat
pouze sjednim prepisovacim pravidlem a ve vétSiné pripadd pouze
s jednopismennym axiomem, coZ pro potreby této prace postacovalo, nicméné
potencial tohoto programu je mnohem S$irsi).
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Prilohy

Priloha ¢. 1 - Dalsi prostor-vyplnujici krivky
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Obr. 41: Mooreova kiivka - prvnich Sest iteraci
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Obr. 42: Sierpinského krivka ve Ctverci - prvnich Sest iteract
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Obr. 43: Sierpiriského kiivka - prvnich Sest iteract
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Priloha ¢. 2 - Priklady Juliovych mnoZin

Obr. 44: Juliova mnoZina (¢ = 0,34 — 0,005i)
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Obr. 45: Juliova mno
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Obr. 46: Juliova mnoZina (c = 0,4 — 0,59i)
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Obr. 47: Juliova mnoZina (¢ = —0,79 + 0,15i)
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Obr. 48: Juliova mnoZina (¢ = —1,476 + 0i)
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Priloha ¢. 3 - Fotodokumentace vyroby Lichtenbergovych obrazcii

Obr. 53: Neopracovand deska

Obr. 54: Brouseni ,nahrubo”
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Obr. 55: Hrubé obrousend deska

Obr. 61: Desticka v detailu Obr. 62: Pomticky potrebné k vypalovdni
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Obr. 66: Desticky po vypdlent

Obr. 67: Desticky po ocisténi

Obr. 68: Destic¢ky po vysuSeni
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Obr. 69: Navoskované desticky Obr. 70: Deska pripravend k vypalovdni

Obr. 72: Deska po osuseni

— .

Obr. 73: Vypalovdni na desku

Obr. 74: Vypalovdni na desku v detailu
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Obr. 76: Deska po ocisténi

Obr. 77: Deska po vysuSeni Obr. 78: Navoskovand deska
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Priloha ¢. 4 - Fotodokumentace elektrolyzy chloridu cinatého

Obr. 79: Pomiicky k pripraveé roztoku

Obr. 80: Prvni experimentdlni zdroj energie

Obr. 83: Filtrace roztoku Obr. 84: Prefiltrovany roztok
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Obr. 90: Detail krystalické struktury cinu

Obr. 89: Ukoncent elektrolyzy

71



Priloha ¢. 5

Priloha ¢. 5 - Zdrojové kéody programi

Cantorovo diskontinuum
from turtle import *
title ("Cantor set")

setup (900,400)

ht ()

up () ; goto(-300,80); down ()

shape ("circle"); shapesize(0.2); speed("fastest"); pensize(2)
st ()

def Cantor set (width,iteration):
if iteration==0:
forward (width)

penup () ; ht(); forward (width); pendown (); st ()
forward (width)
else:
Cantor set (width/3,iteration-1)
penup () ; ht(); forward (width); pendown(); st ()

Cantor set (width/3,iteration-1)

iteration = 5
y = 0
for x in range (iteration+1) :
if y==0:
forward (600)
else:
Cantor set (200, (y-1))
y+=1
ht (); up(); backward(600); right(90); forward(30); left(90);
pendown () ; st ()
ht (); exitonclick()
ﬂ Cantor set - [m] X

Obr. 91: Vystup programu - Cantorovo diskontinuum
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Sierpinského trojuhelnik
from turtle import
title("Sierpinski triangle")

setup (700, 620)

ht ()

up(); goto(-300,-260); down ()

shape ("circle"); shapesize(0.2); speed("fastest")
st ()

def Sierpinski triangle(width,iteration) :
if iteration==0:
begin fill ()
for x in range (3) :
forward (width)
left (120)
end fill()
else:
Sierpinski triangle (width/2,iteration-1)
forward (width/2)
Sierpinski triangle (width/2,iteration-1)
left (120)
forward (width/2)
right (120)
Sierpinski triangle(width/2, iteration-1)
right (120)
forward (width/2)
left (120)

iteration = 4

Sierpinski triangle (600, iteration)

ht (); exitonclick()

# Sierpinski triangle - [m] X

Obr. 92: Vystup programu - Sierpiniského trojuihelnik

73



Kochova krivka

from turtle import *

title ("Koch curve")

setup (800, 350)

ht ()

up(); goto(-350,-100); down ()

shape ("circle"); shapesize(0.2); speed("fastest");
st ()

def Koch curve (width,iteration) :
if iteration==0:

forward (width)

else:

Koch curve (width/3,iteration-1)
left (60)

Koch curve (width/3, iteration-1)
right (120)

Koch curve (width/3,iteration-1)

left (60)
Koch curve (width/3,iteration-1)

iteration = 4

Koch curve (700, iteration)

ht ()

exitonclick()

Priloha ¢. 5

pensize (2)

l? Koch curve

Obr. 93: Vystup programu - Kochova krivka
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Minkowského ostrov

from turtle import

title ("Minkowski island")
setup (750, 750)

ht ()
up(); goto(-200,200); down ()

Priloha ¢. 5

shape ("circle"); shapesize(0.2); speed("fastest"); pensize(2)

st ()

def Minkowski curve (width,iteration):

if iteration==0:
forward (width)

else:
Minkowski curve (width
left (90)
Minkowski curve (width
right (90)
Minkowski curve (width
right (90)
Minkowski curve (width
Minkowski curve (width
left (90)
Minkowski curve (width
left (90)
Minkowski curve (width
right (90)
Minkowski curve (width

4,iteration-1)
4,iteration-1)
4,iteration-1)

4,iteration-1)
4,iteration-1)

4,iteration-1)
4,iteration-1)

4,iteration-1)

def Minkowski island(width,iteration) :

begin fill ()
for x in range (4):

Minkowski curve (width,

right (90)
end fill()

iteration = 3

Minkowski island (400, iteration)

ht (); exitonclick()

iteration)

¥ Minkowsk island - o X

Obr. 94: Vystup programu - Minkowského ostrov
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Hilbertova krivka
from turtle import *
title ("Hilbert curve")

setup (700, 700)

ht ()

up(); goto(-300,-300); down ()

shape ("circle"); shapesize(0.2); speed("fastest"); pensize(3)
st ()

def Hilbert curve (width,parity,iteration):

if iteration==0:
return

else:
left (parity*90)
Hilbert curve (width, -parity,iteration-1)
forward (width)
right (parity*90)
Hilbert curve (width,parity,iteration-1)
forward (width)
Hilbert curve (width,parity,iteration-1)
right (parity*90)
forward (width)
Hilbert curve (width, -parity,iteration-1)
left (parity*90)

iteration = 4

i =20

for x in range (iteration) :
1 = 2%1+1

width = 600/1

Hilbert curve (width,1,iteration) FRr— - o «x

ht (); exitonclick()

] L

o

Obr. 95: Vystup programu - Hilbertova kiivka
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L-systém

from turtle import *

Priloha ¢. 5

setup (700,750) ; shape ("circle"); shapesize(0.2);
speed ("fastest"); pensize(2)

penup () ; goto(-100,-325); pendown ()

seth (90)

size = 12

angle = 22.5

iteration = 4

def fractal (size,angle,iteration):
if iteration==0:
forward (size)
else:
fractal (size,angle,iteration-1)
fractal (size,angle,iteration-1)
right (angle)

x = xcor(); y = ycor(); h = heading()

right (angle)
fractal (size,angle,iteration-1)

left (angle)

fractal (size,angle,iteration-1)

left (angle)

fractal (size,angle,iteration-1)

up () ; goto(x,y); seth(h); down()

left (angle)

X = xcor(); y = ycor(); h = heading()
left (angle)

fractal (size,angle,iteration-1)
right (angle)
fractal (size,angle,iteration-1)
right (angle)
fractal (size,angle,iteration-1)

up (); goto(x,vy); seth(h); down/()

fractal (size,angle,iteration)

ht (); exitonclick()
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Nahodny L-systém

from turtle import *
from random import randint

setup (700,800) ;
speed ("fastest") ;

(
( pensize (2)
(
9

penup (), goto(0,-350), pendown ()
seth (90)

size = 10

iteration = 5

def fractal (size,iteration):
if iteration==0:
forward (size)
else:

fractal (size”* (randint (8,

b xcor (); y ycor () ;
left ((randint (15,25)))

fractal (size”* (randint (8,
seth (h) ;

up (); goto(x,y);

fractal (size”* (randint (8,

X xcor(); y ycor () ;
right ((randint (15, 25)))

fractal (size”* (randint (8,
seth (h) ;

up (); goto(x,vy);
X = xcor(); y = ycor();

fractal (size”* (randint (8,
seth (h) ;

up (); goto(x,vy);

fractal (size,iteration)

ht (); exitonclick()

shape ("circle");

Priloha ¢. 5

shapesize (0.1);

12)/10),iteration-1)
h heading ()

12)/10),iteration-1)

; down ()
12)/10),iteration-1)
h = heading/()

12)/10),iteration-1)
; down ()

h = heading()
12)/10),iteration-1)
down ()

’

# Python Turtle Graphics

Obr. 97: Vystup programu - Ndhodny L-systém
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Dabelské schodisté
from turtle import
title ("Cantor function")

setup (700, 700)

ht ()

up(); goto(-300,-300); down ()

shape ("circle"); shapesize(0.2); speed("fastest")
st ()

def Cantor function (width,height,iteration) :

if iteration==0:
X = xcor(); y = ycor ()
goto (x+twidth/3, ytheight/2)
X = xcor(); y = ycor ()
goto (x+width/3,vy)
X = xcor(); y = ycor ()
goto (x+twidth/3, ytheight/2)

else:
Cantor function (width/3,height/2, iteration-1)
forward (width/3)
Cantor function (width/3,height/2, iteration-1)

def fill (width,height,iteration):
begin fill ()
Cantor function (width,height,iteration)
for x in range (2) :
right (90)
forward (width)
end f£ill()

size = 600
iteration = 6

# Cantor function o x

width = height = size
fill (width, height, iteration)

ht (); exitonclick()

Obr. 98: Vystup programu — Ddbelské schodisté
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Mandelbrotova mnozina

from pylab import
from numpy import

size = 500
iteration = 50
MandelbrotSet = zeros([size,size],uint8)

for y,a in enumerate (linspace(-2.25,0.75,size,endpoint =

False) ) :
for x,b in enumerate(linspace(-1.5,1.5,size,endpoint =
False)) :
z =0
c = complex(a,b)
for i in range(iteration):
z = z**2+cC
if abs(z)>4:
MandelbrotSet([x,y] = 1
break
image figure ("Mandelbrot set")

imshow (MandelbrotSet, cmap="Greys r",interpolation="bilinear", ext
ent=[-2.25,0.75,-1.5,1.5])
show ()

% Mandelbrot set - [m] X

15

1.0 1

0.5 A

0.0 4

=1.0

-1.5

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5

# €[> +|Q/=|

Obr. 99: Vystup programu - Mandelbrotova mnoZina
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Juliovy mnoziny

from pylab import *
from numpy import *
from numba import jit

@jit
def equation(a,b,iteration):
c = constant
z = complex(a,b)
for i in range (iteration):
z = z**2 + C
if abs(z)>4:
return i

return iteration

size = 1000

iteration = 200
constant = -0.1+0.657
JuliaSet = zeros([size,size],uint8)
for y,a in enumerate (linspace(-2,2,size,endpoint = False)):
for x,b in enumerate (linspace(-2,2,size,endpoint = False)):
JuliaSet[x,y] = equation(a,b,iteration)
image = figure ("Julia set")

imshow (JuliaSet, cmap="hot r",interpolation="bilinear", extent=[-
2/21_2/21)

faxis ("off");

savefig("JuliaSet.png",dpi=300,bbox inches='tight',pad inches=0)
show ()

‘A'E» Julia set — O XK

2.0

154

1.01

0.5

0.0 4

-0.5 4

-1.0 4

-1.5 4

-2.0 T T T T T T T
-20 -15 -10 -05 00 05 10 15 2.0

#/€/>| +/Q/=

Obr. 100: Vystup programu - Juliovy mnoZiny
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Priloha ¢. 6 - Zdrojovy kéd programu na vytvaieni IFS a L-systémii

def make file(axiom, rule, title):

library = '"from turtle import *'

setup = 'setup (700,700); shape("circle"); shapesize(0.2); speed("fastest"),; pensize (2)"'
position = 'penup(); goto(-100,-300); pendown () #start position'

heading = 'seth(90) #direction of view: 0 = right, 90 = up, 180 = left, 270 = down'
settings = ['size = 10', 'scale = 1', 'angle = 22.5', 'iteration = 4', |

file = open(title, 'wt')

file.write (library+'\n\n'+setup+'\n'+position+'\n'+heading+'\n\n")
for i in range (4):
file.write(settings[i] + '\n")

file.write('\ndef fractal (size,scale,angle,iteration) :\n if iteration==0:\n")
axiom = list (axiom)
aX = axiom.count ('X")
if aX ==
for i in range(len(axiom)) :

parametr = axiom/[1i]

if parametr == '"+': axiom.append('left (angle)')

if parametr == '-':axiom.append('right (angle)'

if parametr =='F': axiom.append('forward(size)"')

1A = int (len(axiom) /2)
if aX == 0:

for i in range (1A4):
file.write (' 'faxiom[1lA+1i]+"\n")
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else:
file.write (' return\n')
file.write (' else:\n'")
rule = list (rule)
rX = rule.count ('X")
for i in range(len(rule)):
parametr = rule[i]
if parametr == '+': rule.append('left (angle)')
if parametr == '-': rule.append('right (angle) ')
if parametr == '[': rule.append('x = xcor(); y = ycor(); h = heading()"')
if parametr == ']': rule.append('up(); goto(x,y); seth(h); down()")
if rX == 0:
if parametr =='F': rule.append('fractal (size*scale,scale,angle,iteration-1)")
else:
if parametr == 'F': rule.append('forward(size*scale)"')
if parametr == 'X': rule.append('fractal(size*scale,scale,angle,iteration-1)")

1R = int (len(rule)/2)
for i in range (1R):
file.write (' '+rule[lR+1]+'"\n")

file.write('\n\n'+'fractal (size,scale,angle,iteration) ")
file.write("\n\n'+'ht(); exitonclick()")

file.close()

print ('The file was created successfully.')

axiom = 'F'
rule = "FF-[-F+F+F]+[+F-F-F]"'
title = 'Tree l.py' #title of file

make file(axiom, rule, title)
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