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Kapitola 1

Uvod

René-Louis Baire bol francizsky matematik, ktory sa narodil v roku 1874 v Parizi do
chudobnej rodiny robotnickej triedy. V roku 1886, ked mal 12 rokov, ziskal stipendium,
¢o mu umoznilo nadobudnif kvalitné stredné vzdelanie napriek skromnym pomerom, z
ktorych pochadzal. V roku 1891 nastipil na Ecole Normale Supérieure, kde v roku 1895
ziskal titul B.S.

Po ziskani potrebnej kvalifikdcie bolo jeho prvym profesijnym posobiskom lyceum v
Bar-le-Duc, kde vyucoval medzi rokmi 1895 az 1897. V tomto obdobi sa venoval vyzkumu
nespojitych redlnych funkcii. Zaviedol svoju klasifikdciu funkecif, podla ktorej funkcie 1.
triedy boli tie, ktoré boli limitami postupnosti spojitych funkcii, funkcie 2. triedy boli li-
mitamy funkcii 1. triedy, a obdobne zaviedol aj 3. triedu. Baire svojimi vysledkami zaujal
talianskeho matematika V. Volterru. Vd'aka tomu ziskal stipendium, ktoré mu umoznilo
vydat sa za Volterrom do Turina. Pocas pobytu v Taliansku dokézal vetu, ktora charak-
terizuje funkcie 1. Baireovej triedy. V roku 1898 Baire dokonéil svoju dizertacnu pracu, a
nastipil opét na lyceum. Vyssie spomenuté kategorizacia funkcif bola st¢astou Baireovej
dizertacnej prace, ktorti obhajil v roku 1899.

Cely zivot ho sprevadzali zdravotné komplikacie, ktorych dosledkom bola kratka aka-
demické kariéra. Baire odiSiel v roku 1925 do penzie. V roku 1932 spachal samovrazdu.

Ako napovedd nézov, predmetom tejto prace si primarne funkcie, ktoré sam Baire

oznacoval ako funkcie 1. triedy.



Kapitola 2

Teoretické prerekvizity

Pojmy tykajtice sa topoldgie a metrickych priestorov, ktoré sa v tejto praci vyskytuju,

ale nie su tu definované, mozno najst v [1].

Definicia 1. Metricky priestor (X, p) nazveme separabilnym, ak obsahuje spocitatelni

podmnozinu taku, ze je husta v X.

Lema 2. Nech (X, p) je metricky priestor a M C X . Potom je M hustd v X prdve vtedy,
ak kazdé okolie kaZdého bodu x € X md neprdzdny prientk s M.

Dékaz. (=) Uvazujme z € X Tubovolné. Z predpokladu a zndmeho vztahu vntitra a hranice

uzavretych mnozin mame, ze

X =M= M°UIM.

Ak x € M°, tak dané x lezi v kazdom svojom okolf a zdroveii aj v M, nakolko M° C M, a
tvrdenie pre tento pripad plati. Ak z € OM, tak podla definicie hraniéného bodu plati, Ze
kazdé okolie prislusné x ma neprazdny prienik s M.

(<) Uvazujme fubovolnt mnozinu M C X tak, e spina uvazovany predpoklad. Potom
plati, ze kazdé x € X je hromadnym bodom mnoziny M, a preto aj mnoziny M. Nakolko
je mnozina M uzavretd, obsahuje vSetky svoje hromadné body, a preto X C M. Odtial

plynie, ze M je husta v X. O

Lema 3. Nech (X, p) je separabilng metricky priestor. Potom existuje spocitatelnd mnoZina
okoli M takd, Ze kaZdi otvoreni podmnozinu X je moiné vyjadrit zjednotenim mmnoZin z

M (prislusngm danej otvorenej mnozine).



Dékaz. Uvazujme spocitatelnd mnozinu K C X takd, Ze je hustd v X. Definujme M :=
{Uijn(z) : 2 € K, n € N}. UkazZme, zZe takto definovand mnozina M splila nase poziadavky.

Nakolko obsahuje spoé¢itatelne mnoho okolf prislusnych kazdému prvku z € K, ktorych
je tiez spoéitatelne mnoho, ide o spoéitatelni mnozinu. Dalej uvazujme lubovolni otvorent
mnozinu G, G C X. Potom z otvorenosti G plynie, ze pre kazdé y € G existuje ng € N
také, ze Uy n,(y) C G. Vzhladom k tomu, ze K je hustd v X, existuje podla Lemy 2 z,, € K
také, ze x, € Uy g, (y). Potom Uy o, (2,) € G, a sticasne y € Uy o, (2,). Pre kazdé y € G
teda existuje okolie v M také, ze je podmnozinou GG, a obsahuje dané y. Zjednotenim tychto

okol{ dostaneme G. O

Definicia 4. Metricky priestor (X, p) nazveme iplnym, ak kazdd cauchyovska postupnost

prvkov z X ma limitu v X.

Definicia 5. Nech (X, p) je metricky priestor a M C X. Povieme, Ze mnozina M je riedka

v X, ak vnitro jej uzaveru je prazdne v X.

Definicia 6. Nech (X, p) je metricky priestor a M C X. Povieme, Ze mnozina M je hustd

v X, ak jej uzaver je celé X.



Kapitola 3

Baireova veta

Sucastou Baireovej dizertacnej prace bola taktiez veta, ktord dnes nesie jeho meno.
V tejto kapitole uvedieme jej znenie spolu s dokazom, a nasledneme ukazeme konkrétny

priklad jej aplikacie.

Definicia 7. Nech (X, p) je metricky priestor a M C X. Mnozinu M nazveme mnozinou

1. kategérie v X, ak je spocitatelnym zjednotenim mnozin riedkych v X.

Definicia 8. Nech (X, p) je metricky priestor a M C X. Mnozinu M nazveme mnozinou

2. kategérie v X, pokial nie je mnozinou 1. kategérie v X.

Tlustracia 9. Mnoziny N,Q si mnoziny 1. kategorie v R. Nedegenerovany interval je

mnozinou 2. kategorie v R.

Veta 10 (Baireova o kategériach). Nech (X, p) je uplng metricky priestor a M C X je
mnozina 1. kategorie. Potom je X \ M hustd v X .

Dékaz (podla [0, Theorem 10.1, s. 398]). Nech M = |J7, M, kde M,, je riedka pre kazdé
n € N. Ak by platilo ze Uy N M¢ # () pre Tubovolné okolie Uy, tak by bola mnoZina M¢
podla Lemy 2 hustd v X, a odtial by plynul nami Ziadany vysledok. Uk&zme, Ze to plati.

Nech Uy = Uy(zo, 7o) je Tubovolné okolie. Zkonstruujme postupnost do seba vnorenych

okoli {U,}22, taku, ze U, = U,(z,, ), kde r,, <1/npren € Na

Un+1 C Un \ Mn+1-

Nakolko je M, riedka, je riedka aj M, a teda U, \ M, # (). Odtial plynie Ze mozme

zvolit z,.1 € U, \ M,,,. Vzhladom k uzavretosti M, plati, Ze dist(z,1, M,41) > O.
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Polozime 7,11 = min{dist(z,1, Mni1), #2}7 a ziskame U,,; s nami ziadanymi vlast-
nostami. Zvolme ¢ > 0 Tubovolne. Potom pre postupnost {z,}°°, existuje ng € N také, 7e
pre vsetky m,n > ng plati

2

p(l’n,l‘m) < p(xnvxn0> + p(xﬂ%xno) < n_ <g,
0

kde sme vyuzili fakt, ze x,,,z, € Uy, a 1, < n—lo Postupnost {z,,}°°, je teda cauchyovska,
a vzhladom k tdplnosti X m4 limitu x € X. Nakolko z,41 € U, pre n € N a (2, U, je

uzavreta, plati ze
v € (UaCUNM,
n=1
¢o je ziadany vysledok. O
Poznamka 11. Predchadzajica veta sa niekedy uvadza v slabsej forme, a to ze uplny
metricky priestor je mnozina 2. kategorie. To je jednoduchy dosledok naseho znenia vety.

Plynie z toho, ze ak predpokladdme Ze X je mnozinou 1.kategérie, potom podla Vety 10 je
X \ X =0 hustd v X, ¢o neplati. Je teda 2. kategérie.

Ukazme si priklad, v ktorom pouzijeme Baireovu vetu o kategoriach.

Priklad 12 (prebraté z [, Ex. 1.16., s. 2]). Nech f: R — R je spojita funkcia, pre ktoru

plati lim, . f(nz) = 0 pre kazdé pevné x > 0. Dokazme, ze plati lim,_,, f(x) = 0.

RieSenie: Definujme F, := {& > 0 : |f(kz)| < € pre vSetky k > n}, kde e > 0. Z
predpokladu a definicie mnozin F), plynie, ze pre vsetky x > 0 plati

Ve >03dng e NVk >ng: |f(ka)| <e,

a teda pre kazdé x > 0 existuje n € N také, ze x € F,. Dostdvame, ze (0,00) = J;=, F;.
Podla Vety 10 musi existovat ng také, ze F,, nie je riedka mnozina. Definujme f(z) :=
|f(kz)| pre k € N. Potom zo spojitosti f plynie, Ze aj fi je spojita. Z vlastnosti spojitych
funkcif, podla ktorej vzorom kazdej uzavretej mnoziny je uzavretd mmnozina, plynie, Ze

fk_l((—oo, g]) je uzavretd. Pretoze

Foy= ) fi'((=0,é]),

=nyg

11



je F,, prienikom uzavretych mnozin, a teda tiez uzavretd. Nakolko F,, nie je riedka a
sticasne je uzavretd, musi existovaf nedegenerovany interval [a, b] taky, ze [a,b] C F,,. To

spolu s definicou mnoziny F;,, dava, ze

Vo € [ka,kb], k>no:|f(z)| <e.

Zistujeme, 7ze F,, obsahuje nekoneéne mnoho intervalov v tvare [ka, kb], ktorych dizka s
rasticim k rastie. Ak by sa od urcitého kg zacali prekryvat, platila by nerovnost |f(z)| < e
na nejakom okoli nekoneéna. Z toho by plynul nami Ziadany vysledok, nakolko by takéto
okolie existovalo pre kazdé € > 0. Ako vyplyva z nasledujiceho sledu nerovnosti, takéto kg
najdeme vzdy:
bk > a(k + 1),
(b—a)k > a,

a

k> .
“b—a

Staci teda polozit kg = [7%-1. O

12



Kapitola 4

Co su to funkcie 1. Baireovej triedy a
preco se nimi zaoberat

Ako je zndme z matematickej analyzy, limita rovnomerne konvergentnej postupnosti
spojitych funkcii je taktiez spojita funkcia. Pre bodovi konvergenciu to vsak neplati. Exis-
tuju postupnosti spojitych funkcii, ktorych limity spojité nie si. Demonstrujme takyto

pripad.
Priklad 13. Postupnost spojitych funkeii {f,}%2,, kde

—1, prez < —%,
fn(l'> = nx, pre — % S x S %7
1, pre x > %,

konverguje ku funkcii sgn(zx), ktora spojita nie je.

Riesenie: Uvazujme x < 0. Potom najdeme ng € N také, ze x < —% pre n > ng, a teda
lim,, o fn(z) = —1.

Ak z =0, tak f,(0) =n -0 =0 pre vSetky n, a lim,_,o f,(0) = 0.

Nakoniec, ak x > 0, tak obdobne ako v prvom pripade najdeme nyg € N také, ze z > %
pre n > ng, a teda lim,,_, fn(x) = 1. O

Mohlo by nds teda zaujimat, ako sa spojitost ¢lenov danej postupnosti podpise na

vlastnostiach vyslednej limity. To nds motivuje zaviest nasledujicu definiciu.

Definicia 14. Nech X je metricky priestor a f : X — R. Povieme, ze f je 1. Baireovej

triedy, ak je bodovou limitou postupnosti spojitych funkcii.

13



Nasleduje veta o stabilite priestoru funkcii 1. Baireovej triedy.

Veta 15. Nech X je metricky priestor, a f,g: X — R, kde f, g su funkciami 1. Baireovej

triedy, a u: X — X, v:R — R su spojité zobrazenia. Potom
1. \fl,f£ag,f g9,f/g, kde g(x) # 0 pre vsetky x € X v poslednom pripade,
2. fou,vof,
3. max{f(x), g(x)}, min{ f(z), g(x)}

st funkciami 1. Baireovej triedy.

Doékaz. Nech lim, o0 fr(z) = f(2),lim, 00 gn(x) = g(z) pre x € X, kde f,, g, st spojité
pre vsetky n € N.

1. Pre pripad f/g plati

oy fo@)gal@)
T 1n = f(2)/g(2),

kde Lzl&)gn(®) je spojita pre vsetky n € N. Zvysné pripady plynu priamo z definicie.

gn(z)+1/n
2. Plati
Jim fulu(a)) = f(u(2))
Jim o(fa(@) = o(limfa(@) = o(f (@)

kde sme v druhom pripade pouzili Heineho vetu a spojitost v.

3. Mozme vyuzif vztahy

e 0),g(2)) = ) =901 £10)  0l0)

—1f(@) —g(@)| + f(2) + g(x)
2

min{ f(z),g(x)} =

Z predpokladov a predchadzajicich vysledkov vyplyva, ze zicastnenymi funkciami a

pritomnymi operdciami sa zachové prislusnost 1. Baireovej triede.

14



Lema 16. Nech X je metricky priestor, a {f,}5°, , kde fn : X — R pre kazdé n € N, je
postupnost funkcii 1. Baireovej triedy. Ak existuje konvergentny rad kladnych cisel > - | ay,
taky, ze oy, > | fo(x)| pre vietky x € X an € N, tak f(x) =", fu(x) je tiez funkciou 1.

Baireovej triedy.

Dékaz (podla [2, Lemma 5.10, s. 74]). Pretoze je {f.}>, postupnostou funkcii 1. Baire-
ovej triedy, pre kazdé n € N existuje postupnost spojitych funkeif {g, 4}, takd, ze konver-
guje bodovo ku f,,. Mozme predpokladat, ze |g, x(z)| < o, (inak by postacilo predefinovat
na —a,, resp. a,, v bodoch, kde je funkcia mensia nez —a,,, resp. vicsia nez «,,) pre vietky

k € N. Pre kazdé m € N polozme

b (2) 7= g1m(T) + g2,m(T) + - . + Gm,m(T).

Ukdzme, 7Ze {h,, }>_, konverguje bodovo ku f. Zafixujme z € X a zvolme ¢ > 0 Tubovolne.
Potom plati, ze existuje N € N také, ze 3~ ., o, < e. Pre kazdé n € N existuje M,, > N
také, ze |gn.m(z) — fu(x)| < e/N pre vsetky m > M,,. Definujme M := max{M, : 1 <n <
N}. Potom pre kazdé m > M plati

(@) = f@)] = | D gnm(@) = Y ful2)

+| D fulw)

IA
<
S
S
=

|
=
=

< égn,m(x)—fn(x)) + n_ijwl@n,m(x)—fn(x))h H;Ifn(x)

< i () — ful)] + i ()] + i ()] + 2 (o)
< i () — ful)] + i ()] + i e

< i% +2 i o

D
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Odtial plynie, Ze {h,,(z)}2°_, koverguje bodovo ku f(z). Nakolko je h,, pre kazdé m € N

suctom konecéného poctu spojitych funkcii, je tiez spojita. O

Z nasledujiicej vety vyplynie, Ze priestor funkcif 1. Baireovej triedy je uzavrety vzhladom

k rovnomernej konvergenci. To je obdoba tvrdenia, ktoré plati pre prietor spojitych funkcii.

Veta 17. Nech X je metricky priestor, a {fn,}>>, , kde f, : X — R pre kazdé n € N, je
postupnost funkcii 1. Baireovej triedy. Ak {f,}5%, konverguje rovnomerne ku f, potom je

f tiez 1. Baireovej triedy.

Dékaz (podla [2, Theorem 5.11, s. 74/). Z predpokladu plynie, ze existuje podpostupnost
{fa 122y takd, ze [fo,(z) — f(z)| < 2%, k € N, pre vsetky z € X. Uvazujme rozdiel
| fr(x) = fr,._, (z)]. Plati pren

@) = Fr s < V) = F@)+17(@) ~ fop s (0] < o + 55 =
Zéaroven vsak
ki: Fua) = (@) = Jim é(fn,x ) = o) = Jn (o) = o)) = (@)~ fu, ),
a teda
9= [ Do) = o ) )] < 3 5+

Z Lemy 16 plynie, ze > 7 o (fn, () — fn,_,) je 1. Baireovej triedy, to ze f,, (z) je 1. Baireovej
triedy plynie z predpokladu, a teda aj ich stcet, tzn. f(z) je podla Vety 15 funkciou 1.
Baireovej triedy. O

16



Kapitola 5

Funkcie 1. Baireovej triedy a vzory
otvorenych mnozin

Obsah tejto kapitoly vychddza z [7, Chapter 1, Section 10]. Uvedme najprv niekolko

pomocnych tvrdeni.

Lema 18. Nech (X,p) je metricky priestor a G C X je otvorend mnozina. Potom je G
typu F,.

Dékaz. Polozme F,, = {x € G : infyex\gp(z,y) > 1/n} pre n € N. Potom zrejme
U~ F. = G a F, je uzavreta pre vsetky n. Naozaj, predpokladajme ze existuje n € N
také, ze F,, nie je uzavretd. Potom musi existovat z € OF), také, Ze nepatri do tohto F,.
Uvazujme bod z € OF,, ktory je zaroven hromadnym bodom F;, takym, ze nepatri
do F,, teda inf,ex\¢ p(z,y) < 1/n. Vdaka hustote Q v R ndjdeme m prirodzené také, ze

infycx\q p(2,y) < 1/m < 1/n. Pre kazdé & € Umn-n(2) potom plati

m
inf < inf — inf p(z,y) <
yg(\ap(x,y) _yelg}\a(p(x,Z)er(z,y)) p(x,Z)erelg}\Gp(z Y) =

a teda Um-n(2) N F, =0, a z by nebol hromadnym bodom F,,.

mn

Ak by mal byt z € 9F), izolovanym bodom F),, tak inf,cx\¢ d(z,y) = 0, a z by nepatril
do F,, ¢o je v spore s izolovanostou z.

Mnozina F;, teda obsahuje svoju hranicu, a ide o uzavretii mnozinu. O

Lema 19. Nech X je metricky priestor a A, B su F, mnoZiny. Potom existuji F, mnoziny

A*C A a B*C B také, e AUB = A*U B* a A*N B* = ().

17



Dokaz. Nech A= )", Ay, B =2, By st pevné rozklady A a B na spocitatelne mnoho

uzavretych mnozin. Definujme

n—1
A=A\ | B,
i=1

n—1
B; =B, \ | J A
i=1

n—1

pre n € N. Povsimnime si, ze A% = A, N (P, By)¢, kde (J!Z] B;)® je otvorens mnozina.

Z Lemy 18 méame

n—1 00

JBr=U~r.

i=1 i=1
kde je F; uzavreta pre vsetky 7. Potom

A, =A4.N (U FZ> = U(An mFi)»
i=1 i=1

kde A, N F; je uzavretd pre vsetky ¢ € N, a mnozina A’ je teda F,. Obdobné tvrdenie plati

pre B}, Polozme A* = ;2 A} = U, (U2, An N F) = U, o (AN Fy) a B = U, By

n,i=1

Tym sme nasli A* a B* s nami ziadanymi vlastnosfami. O
Lema 20 (Urysohnova). Nech X je metricky priestor. Potom pre kazdi dvojicu disjunktnijch
a uzavretych mnozin A, B C X existuje spojitd funkcia f : X — [0,1] takd, Ze f(x) = 0
prex € A a f(x) =1 prez € B.

Dokaz. [, 1.5.11 Theorem, s. 41]. O

Lema 21. Nech X je metricky priestor a A C X je sucasne F, a Gs mnoZina. Potom je
x4 funkciou 1. Baireovej triedy.

Dokaz. Podla predpokladu existuji rozklady A = (o2, A% a A = (2, B:, kde A su
uzavreté a B otvorené mnoziny. Z druhého rozkladu dostavame X \ A = |J—, (X \ B}),

kde (X \ B?) je uzavretd. Mozme definovat

A, = LHJIA;*,



Plati, ze A,,, B, su konecnymi zjednoteniami uzavretych mnozin, a preto si samé uzavreté.
Zaroven A, N B, = () pre kazdé n € N. Z Lemy 20 plynie, ze pre kazdé n € N existuje
spojita f, : X — [0,1] taka, Ze f,|a, = 1 a f,|z, = 0. Nakolko

X=AU(X\4) = UA (GBn),

pre kazdé z € X ndjdeme ng € N také, Ze x bude patrit do prave jednej z mnozin A,,,
B, To spolu s vlastnostou A4, C A,,1,B, C B, a disjunktnostou A,, B, zaisti, ze
fn(x) = xa(x) pre vietky n > ngy. Nakolko mnoziny A, B,, s rastiicim n postupne pokryji

cely priestor X, dostavame, ze lim,, .o f,, = Xxa4. O

Lema 22. Nech X je metricky priestor a f : X — R. Pokial pre kaZdé raciondlne ¢&islo
q plati, ze f~1(—o0,q) je F, mnoZina, potom je f~*(—oo,r) tie F, pre kazdé redlne r.
Obdobne, ak [~1(q, ) je F, mnoZina pre kazdé raciondlne éislo q, potom je f~Y(r,o00) tieZ

F, pre kazdé redlne r.

Dékaz. Vezmime f~!(—oo,r) pre Tubovolné, ale pevné realne r. Uvazujme rastiicu po-

stupnst raciondlnych ¢fsel {q,}°, taki, Ze lim,, ;o ¢, = r. Potom plati

7 Uf 00, n).

Nakolko f~!(—o0,q,) je F, pre vietky n, dokdzeme f~!(—oo,r) vyjadrit ako spocitatelné
zjednotenie F, mnozin, a ide teda o F, mnozinu.
Pre f~1(r,o0) by sme uvazovali klesajicu postupnost raciondlnych éfsel, a dostali by

sme rovnaky vysledok. O

Lema 23. Nech X je metricky priestor a f : X — R. Pokial pre kazdé raciondlne ¢islo q
plati, ze f~1(—o00,q), f1(q,00) si F, mnoZiny, potom je f funkciou 1. Baireovej triedy.
Dékaz. Uvazujme spojitti rasticu funkciu g : R — (0,1) (napr. X arctan(z) + 1) . Potom
plati, pre ¢ € Q,
(gof)H(=o0.q) = fH g7 (—00,q) = f (00,97 (a)),
(gof)Ha,00) = f g™ (a.00)) = fH (g7 (a), 00).
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Nakolko ¢g71(¢) € R, z Lemy 22 dostavame, Ze (g o f)~1(—00,q), (g o f)"1(q,00) st F,
mnozinami pre kazdé ¢ € Q. Ozna¢me F' := go f. Potom F spfﬁa predpoklady vety, kde
F:X —(0,1).

Pre kazdé n >2, neNai=0,1,...,n — 2 polozme

Ay (i) ={z e X : F(x) € (i/n,(i+2)/n)}.
Pretoze A, (i) mozme vyjadrit ako F~!(—o0, (i +2)/n) N F~1(i/n,0), je typu F,. Uzitim

Lemy 19 vyberme F, mnoziny A% (i) C A, (i) také, ze A% (i)NA%(j) prei # ja|Jl— A%(i) =
X pre vsetky n > 2. Polozme

F, = Z( /”)XA*(Z)

=0

Potom {F},}>°, konverguje rovnomerne ku F. Naozaj, zvolme ¢ > 0 Tubovolne. V§imnime
si, ze pre vSetky x € X a kazdé n plati xa:(;)(x) = 1 vzdy pre prave jedno . To plynie z
disjunktnosti mnozin A* (i) (vzhladom k i) a toho, ze X = |J/= > A%(i). Nakolko A*(i) C
A, (1), plati pre vsetky x € X

. . 2
F(z) € (i/n,(i+2)/n) = |F,(z) — F(x)| < —
To znamena, ze pre kazdé € > 0 najdeme ng nezavislé na x také, ze
2
Vn > ngo: |Fu(z) — F(z)] < — <e.
n
Podla Lemy 21 je F, funkciou 1. Baireovej triedy pre kazdé n > 2. Nakolko {F,}>,
rovnomerne konverguje ku F', z Vety 17 plynie, ze F je tiez 1. Baireovej triedy. Konecne,

f=gtoF, kde ¢! je spojita funkcia, a teda podla Vety 15 je f funkciou 1. Baireovej
triedy. O

Nasleduje zaverecna veta tejto kapitoly, ktora charakterizuje funkcie 1. Baireovej triedy

pomocou vzorov otvorenych mnozin.

Veta 24. Nech X je separabilny metricky priestor a f : X — R. Funkcia f je 1. Baireovej
triedy prdve vtedy, ak pre kaZdi otvoreni mnoZinu G C R plati, ze f~1(G) je typu F,.
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Doékaz. (=) Najprv dokdzme, ze pre kazdé ¢ € Qstu{r € X : f(z) <q}la{r e X : f(z) >
q} typu F,. Nech lim,_,, f, = f, kde f, je spojita pre kazdé n € N. Potom

frex:f@) <q=J U N{eeX: fule) <p)
peQ m=1n=m

fre X f@>ar=J U NizeX:fule) 2 ph

peEQ m=1n=m
p>q

Zo spojitosti f, plynie, ze {z € X : f,(z) < p}, resp{zx € X : f.(x) > p} je uzav-
retd, a spocitatelny prienik uzavretych mnozin je taktiez uzavretd mnozina. Vzhladom k
spocitatelnosti QQ mame na pravej strane spocitatelné zjednotenie F, mnozin, a to je F,
mnozina. Rovnost uvedenych mnozin plynie z konvergencie {f,,}5°; a uvazovanych p € Q.
7 Lemy 22 plynie, Ze ¢ € Q moézme nahradif r € R. Pretoze f!(a,b) = {z € X :
flx) < a}n{zx € X : f(x) > b} kde a,b si redlne, ide o prienik dvoch F, mnozin
a teda tiez F, mnozinu. Nakolko kazdd otvoreni mmnozinu G C R moézme vyjadrit v
tvare G = (U, (an,by), kde a,,b, € R, dostavame ze [~H(G) = U, en [ ((an, b)), €o
je spocitatelné zjednotenie F, mnozin a teda tiez F, mnozina.

(<) Pre kazdé ¢ € Q su (—o0,q), (¢, 00) otvorenymi mnozinami a z predpokladu teda
mame, Ze f~1(—o0,q), f(q,0) si F, mnozinami. Z Lemy 23 potom dostavame, Ze [ je

funkciou 1. Bairevej triedy. O

Poznamka 25. Veta 24 pontka zaujimavé porovnanie funkcii 1. Baireovej triedy so spo-
jitymi funkciami. O spojitych funkcidach vieme, Ze vzorom otvorenej mnoziny je taktiez

otvorena mnozina. Z Lemy 18 vSak tiez vieme, ze kazda otvorena mnozina je typu F,.
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Kapitola 6

Funkcie 1. Baireovej triedy a
kategorie

Primarny cielom tejto kapitoly je dozvedief sa nie¢o o mmnoZine bodov nespojitosti
funkcii 1. Baireovej kategorie. Pri ceste ku takému vysledku viackrat vyuzijeme pojem

oscilacie. Kapitola vychadza z [5, 7. Functions of First Class].

Definicia 26. Nech X je metricky priestor a f: X — R. Oscildciu f na M, kde M C X,

definujeme vyrazom

w(M) :=sup f(x) — in]fv[f(x).
xzeM z€

Oscildciu f v bode z, kde x € X a § > 0, definujeme ako

w(x) =1 Ow(U(;(x)) = %I;EW(U(;(I’)).

60—

Lema 27. Nech X je metricky priestor a f : X — R. Funkcia f je spojita v bode xq prdve
vtedy, ak w(zq) = 0.

Dékaz. (=) Zvolme £ > 0 lubovolne. Potom vd aka spojitosti f existuje § > 0 také, ze pre

vietky x € Us(zo) je |f(z) — f(20)| < 5, a preto

z€Us(x0) z€Us(x0)

w(zo) < w(Us(xo)) < ( sup f(r) — f(l’o)) + (f(xo) — inf f(x)) < % + % =c.

Odtial plynie, Ze w(zy) = 0.
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(<) Zvolme € > 0 Tubovolne. Potom existuje d > 0 také, ze plati w(Us(xg)) < €. Pre

x € Us(xg) mame odhad

[f(2) = f(zo)| < sup f(z)— inf f(z)=w(Us(xo)) <e,

xe€Us(xo) z€Us(wo0)
a teda f je spojita v xo. O

Veta 28. Nech X je metricky priestor a f : X — R. Potom je mnozina bodov nespojitosti
funkcie f typu F,.

Dékaz. Najprv si ukdzme ze ak w(xg) < &, potom tato nerovnost plati na nejakom okolf
xo. To plynie z toho, ze pre kazdé € > 0 existuje &y > 0 také, ze pre vsetky 0 € (0,d) plati

lw(Us(xo)) — w(zo)| < €. Polozme € = (£ — w(xg))/2. Potom néjdeme 0* také, ze plati
w(Us(z0)) —w(zp) < € < & —w(wo)

w(Us (o)) < €.

Odtial plynie Ze mnozina {z € X : w(z) < €} je otvorend, nakolko s kazdym jej bodom do
nej patri aj nejaké jeho okolie.

Z Lemy 27 vyplyva ze mnozinu bodov nespojitosti, ktori ozna¢ime D, mozme vyjadrit
ako

D:G{xGX:w(l’)Z

n=1

}.

S|

Mnoziny {z € X : w(z) > 1} st uzavreté (pretoze ich doplnok je otvoreny), a D je teda

. 0J

Veta 29. Pre lubovolni F, mnoZinu E C R existuje ohranicend funkcia f : R — R takd,

ze E je jej mnozZinou bodov nespojitosti.

Dokaz. Nech E = |J7 | F,, kde F, st uzavreté. Mozme predpokladat, ze F,, C F,;; pre
vsetky n € N. Ozna¢me A,, mnozinu racionalnych cisel, ktoré si vntutornymi bodmi F,.
Definujme f, := Xp,\4,. Funkcia f, ma oscildciu rovni 1 pre vSetky z € F, a 0 inak.
Naozaj, uvazujme vsetky mozné pripady vyskytu bodov.

Ak by bol bod x z F¢, tak by vzhladom k otvorenosti F¢ existovalo nejaké jeho okolie

obsahujuce vylucne body z tejto mnoziny, a oscildcia v tomto bode by bola nulova. Ak by
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bol bod z vnttornym bodom F,,, tak by bol prvkom nejakého podintervalu F), a vzhladom
k hustote Q a I v R by kazdé jeho okolie obsahovalo sucasne prvok F, aj A, a oscilacia by
bola rovna 1. Ak by bol bod z hraniénym bodom Fj,, tak by kazdé jeho okolie obsahovalo
bod z F¢, a oscildcia by bola v tomto bode opét rovnd 1. Iné pripady nemézu nastat.

Z Lemy 27 teda vyplyva, ze f, st spojité na R \ E. Polozme
— 1
F@) =3 L fule)
n=1

Z definicie f,, plynie, ze

=1 =1

pre vietky z € X, a teda podla Weierstrassovho kritéria, pozri [3, Véta 7.10, s. 179], rad
funkeif > 7 # fn konverguje rovnomerne ku nejakej funkcii f, ktord je spojita na R\ F,
a vd'aka odhadu vyssie je taktiez ohranicena.

Teraz uvazujme lubovolné x € E. Ak je z hranicnym bodom mnoziny E, tak f(z) > 0, a
zaroven v kazdom jeho okoli sa nachddza bod y € E*, pricom f(y) = 0, a teda w(z) > 0. Ak
je x vnutornym bodom mnoziny FE, tak v kazdom jehom okoli sa nachadzaju g € Q,7 € I
také, ze su tiez vnutornymi bodmi E. Z definicie f,, plynie, Ze pre raciondlne vnutorné
body mnoziny F existuje iba kone¢ne mnoho n € N takych, ze f,(q) = 1. Pre iraciondlne
ich vsak musi byf takych n € N nekoneéne mnoho, a teda vzhladom k definicii f plat{
f(q) # f(i) (vidief napr. z toho, ze & > > -L). Aj v tomto pripade teda w(zo) > 0.
Z Lemy 27 a predchadzajucich vysledkov plynie, Ze mnozina bodov nespojitosti f je prave
E. O

Zaujimavym dosledkom predoslej vety je, ze existuje funkcia, ktorej mnozina bodov
nespojitosti je prave Q. Konkrétnym prikladom takejto funkcie je napr. Riemannova funkcia

,anglicky znamejsia ako ,,Thomae’s function®, pozri [9]. Nasleduje hlavna veta kapitoly.

Veta 30. Nech X je uplny metricky priestor a f : X — R je funkciou 1. Baireovej triedy.

Potom je mnozina bodov nespojitosti f 1. kategorie.

Dokaz. Pretoze mnozina bodov nespojitosti funkcie f je

{xGX:w(z)>O}:U{1’€X:w(z)Z 1

neN

S|
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postaéi dokézat, ze pre kazdé € > 0 je mnozina F = {z € X : w(z) > 5e} riedka. Z
vlastnosti w plynie, Ze F je uzavretd mnozina, a staci teda ukézat, Ze ma prazdne vnitro.
Nech f(z) = lim, 00 fu(2), kde f, je spojitd. Zvolme € > 0 lubovolne a definujme
E,:= [({z e X :[fiz) — fi(x)| <&}
i

Potom je E,, uzavretd, E, C E,; a |-, E, = X, kde posledna rovnost plynie z cau-
chyovskosti postupnosti {f,(z)}>2, pre kazdé pevné x € X. Uvazujme lubovolni uzav-
retd mnozinu G C X s neprazdnym vnutrom. Nakolko G = |2 (E, N G) a G modzme
uvazovatf ako tplny metricky priestor, podla Poznamky 11 musi existovat n € N také, ze
(E,NG)° # (. Pre toto n ozna¢me H = (E,NG)°. Méme, ze | f;(z) — f;(z)| < e pre vietky
x € H; 1,7 > n. Ak polozime j = n a nechdme i — oo, dostavame, ze |f(z) — fu.(z)] < ¢
pre vietky x € H. Vdaka spojitosti f, existuje pre lubovolné xy € H okolie U(xy) C H
také, ze | f,,(x) — fu(wo)| < € pre vietky x € U(zg). Odtial

[f (@) = fulzo)| < [f(2) = ful2)[ + [fulz) = fulzo)| < 2¢
pre vietky = € U(zy). Preto

w(zg) <w(U(zg)) = sup f(z)— inf f(x)

z€U(z0) z€U (o)
= sup (f(z) = f(zo)) = inf (f(z) = f(xo)) < 4e,
z€U(z0) zeU(zo)

a z toho plynie, ze ziaden bod z H nepatri do F.
Teda pre kazdu uzavreti mnozinu G s neprazdnym vnutrom, existuje jej neprazdna
otvorend podmnozina H C (G \ F). Nakolko je F uzavretd, dostavame, ze F' m4 prazdne

vnutro, a preto je riedka. O

Lema 31. Nech X je uplny metricky priestor a M je F, mnozina. Potom plati, Ze M je
mnoZinou prvej kategdrie prave vtedy, ked X \ M je hustd v X .

Doékaz. (=) Su splnené predpoklady Vety 10, a X \ M je teda hustd v X.

(<) Nech M =, Fn, kde F,, C X s uzavreté mnoziny. Predpokladajme, Ze existuje

neN
no € N také, ze F,, ma neprazdne vnutro. Potom X \ M nie je hustd v F,,, a preto nie je

hustd ani v X. Odtial plynie, Ze M je mnoZinou prvej kategdrie. O
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Veta 32. Nech X je uplny metricky priestor a f : X — R. Potom je mnozZina bodov
nespojitosti funkcie f 1. kategdrie prdve vtedy, ked mmoZina bodov spojitosti f je hustd v

X.

Dékaz. 7 Vety 28 plynie, ze mnozina bodov nespojitosti je F,. Nakolko mnoZina bodov,
v ktorych je f spojita je jej doplnkom, Ziadany vzfah medzi tymito mnozinami plynie z

Lemy 31. O

Predchédzajiice vety hovoria, ze funkcie 1. Baireovej triedy majui vela bodov spojitosti.
Uvedme priklad vsade diferencovatelnej funkcie, ktora nema spojiti derivaciu. Pretoze je
derivdcia funkciou 1. Baireovej triedy (ukdzeme v Kapitole 8), musi viak maf podla Viet

30 a 32 hustd mnozinu bodov spojitosti.

Priklad 33. Funkcia

2?sin (1), pre x #0,
@)= { G
0, pre z =0,

mé derivaciu f” definovani na R. Funkcia f’ v8ak nie je spojitd v bode z = 0.
Riesenie: Pre x # 0 plati

f'(x) = 2zsin (é) + 2% cos (é) (—%) — 2 sin (i) — cos (i) .

Pre = 0 dostavame
F(0) =1 | = lim hsin 1Y) 0
5o h 50 h)

kde sme vyuzili to, ze h — 0 a sin (%) je ohranic¢ena funkcia. Z predpisu f’ vyplyva, ze je

spojitd pre x # 0. Spojitost v z = 0 vySetrime samostatne.

glgig(l) f(z) = 91612% <2xsin (%) — €O (é)) = ilil(l) (— cos (%)) #0

Zaver je taky, ze f’ je definovana na celom R a ma jeden bod, v ktorom nie je spojita. [
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Kapitola 7

Funkcie 1. Baireovej triedy a body
spojitosti

Predmetom tejto kapitoly je veta, o ktorej bola zmienka v tivode. Z tejto vety vyplynie
charakterizacia funkcii 1. Baireovej triedy pomocou bodov spojitosti vzhladom k uzavretym

mnozinam.

Veta 34. Nech X je separabilny tuplny metricky priestor a f : X — R. Potom je funkcia
f 1. Baireovej triedy prdve vtedy, ked jej restrikcia na lubovolni (neprdzdnu) uzavreti

podmnozinu F' C X md bod spojitosti.

Doékaz. (=) Z predpokladu plynie, ze f ‘ »» Je taktiez funkciou 1. Baireovej triedy pre kazdi
uzavretd (neprdzdnu) mnozinu F' C X. Ak povazujeme F' za uplny metricky priestor, tak

potom podla Vety 30 mé f ‘ » mnozinu bodov spojitosti 2. kategorie v F, a teda neprazdnu.

(<) (podla [7, Lemma 6, s. 42]) Podla Lemy 23 postaci dokazat, Ze pre kazdé ¢ € Q st
Ay ={reX: fx)<q},By:={x e X: f(z) >q}
F, mnozinami. Definujme F, := {# € X : f(z) < p}. Ak by pre kazdé p < ¢, p €
Q existovala F, mnozina F takd, ze F, C F; C A,, A; by sa rovnala spocitatelnému
zjednoteniu F, mnozin, a bola by sama F, mnozinou.

Pre dokaz existencie takychto F, mnozin uvazujme pre kazdé p systém otvorenych

mnozin O, taky, ze O € O, prave ked existuje F, mnozina Cp taka, ze

ONF,CCoC A,
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Polozme G = |JO,. Nakolko je G zjednotenim otvorenych mnozin, je sama otvorenou
mnozinou. Z Lemy 3 vyplyva, Ze existuje spocitatelnd mnozina M, ktorej prvky si okolia,
pomocou ktorych mdézme vyjadrif kazdi mnozinu O € O,. Uvazujme mnozinu M’ C M,
ktord bude obsahovat len tie okolia, ktoré su pouzité pri vyjadreni prvkov O,. Kazdé okolie
z M’ patri taktiez do O,. To plynie z toho, Ze je otvorend, a existencie Cp prislusne;j

mnozZine, na vyjadreni ktorej sa dané okolie podiela. Zarovei plati

GnF,=|J©OnFE)=|JWnF)c |J cvcA,
0ec0, UeM’ UeM’
kde Upenr Cu je spocitatelné zjednotenie Fi, mnozin, a G teda patri do O,.
Ak by sa G rovnalo X, tak by sme mohli pre kazdi mnozinu F, polozit Fy = Cg.
Predpokladajme, ze G # X. Potom je G¢ uzavretd, a teda podla predpokladu existuje
y € G° také, ze je bodom spojitosti f

oo+ Potom vdaka spojitosti f

oo VY existuje otvorena
mnozina O taka, ze y € O NG* a
F(ONG) C (p,00) alebo f(ONG) C (—00,q)

v zavislosti na tom, ¢i f(y) > p alebo f(y) < ¢. Plynie to z definicie spojitosti f‘ o VY
kde zoberieme € = || f(y)| — |p||, resp. € = || f(y) — |q|| & 0 = diamO.
V prvom pripade dostdvame, ze O N G°N F, = (), pricom sme vyuzili ze F, = {z € X :
f(x) < p}. Potom plati
ONE,=0N(GUG)NEF,=(ONGNE)UONGNE,)=0NGNE,,

kde sme vyuzili vyssie uvedent rovnost. Nakolko je mnozina ONG otvorend a (ONG)NE, C
GNF, C Cg, kde Cg je F,, plati ze ONG € O,. To spolu s rovnostou ONFE, = (ONG)NF,
dava, ze aj O € O,,. To vsak znamend, ze y € G, ¢o diva spor.
V druhom pripade mame
ONE,=0N(G°UG)NF,=(0NG°NE)U(ONGNE,) C
CONGHYU(ONGNE, CA,

kde poslednd inkluzia vyplyva z uvazovaného pripadu a definicie mnoziny F},. Z predoslého
pripadu vieme, ze O NG € O,. Ukédzme, ze O N G je F,. Mnozina O je otvorend, a podla
Lemy 18 teda F,. Potom plati

onNnG®= ([] 0,) NG = D(OHOGC),
n=1 n=1
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kde G° je uzavreta, O, N G je teda taktiez uzavreta, a O N G¢ skutocne je F,. Spolu teda

dostavame

ONF,C(0NG)UONGNFE,)C(0ONG)UCC A,

kde (O N G°) U Cg¢ je zjednotenie dvoch F, mnozin, ¢o je tiez F, mnozina, a to vedie ku

rovnakému sporu ako v predoslom pripade. O

Definicia 35. Cantorovo diskontinuum definujeme ako mnozinu, ktora vznikne opako-
vanym vynatim prostrednej tretiny kazdého podintervalu mnoziny ziskanej v predchadzajicom
kroku, pri¢om pociatoény interval je [0,1]. Formdlne C = (), Cy, kde C; = [0,1],C, =
[0,1/3]U[2/3,1],..., kde C je Cantorovo diskontinuum.

V nasledujicom priklade demonstrujeme, ze Veta 30 nedava charakterizaciu funkcif 1.

Baireovej triedy, tzn.

Priklad 36 (prebraté z [3, Priklad 12.8, s. 96]). Existuje funkcia f s mnozinou bodov

nespojitosti, ktora je 1. kategorie, ale f nie je funkciou 1. Baireovej triedy.

Riesenie: Uvazujme funkciu f : [0, 1] — R, ktord nadobiida hodnotu 1 v krajnych bodoch
odstranovanych intervalov pri konstrukcii Cantorovho diskontinua, pre z = 0,z = 1, a
hodnotu 0 vo zvy$nych bodoch intervalu [0, 1].

Ukazme, ze [ je spojita v kazdom bode [0,1] \ C. Cantorovo diskontinuum vzniké ako
prienik uzavretych mnozin, a teda je uzavretou mnozinou. Plati [0,1]\ C = (0,1) NC¢, kde
st obe mnoziny na pravej strane otvorené, a teda [0,1] \ C je otvorenou mnoZinou. Vdaka
otvorenosti pre kazdé = € [0,1] \ C existuje okolie Us(z) C [0,1]\ C, pricom f je rovnd nule
na tomto okoli. Pre kazdé ¢ > 0 také okolie spffla podmineku pre spojitost f v z, a f teda
skutocne je spojitd v kazdom bode [0, 1] \ C.

Ukazme, ze f ‘ o hie je spojita v ziadnom bode C. Vyuzijeme to na dokaz toho, ze f nie

je 1. Baireovej triedy, a navyse z toho vyplynie, ze ani f nema bod spojitosti v C.

(i) Nech zq € C je také, ze f(xg) = 0. Potom vzhladom k definicii C existuje postupnost
{lan, bu]}ory : o € [an, by] YN € N,

kde ay, b, si krajné body intervalov vyuzivanych pri konstrukeii C a diam([ay, b,]) —

0. Nech ¢ < 1. Potom pre kazdé § > 0 existuje ng také, ze diam([an,,bn,]) < d, teda
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|an, — x| < 0 a plati

flo(any) — f‘c(l’o)‘ =1 > ¢. Funkcia f|, teda nie je spojita v

bode xg.

(ii) Nech x € C je také, ze f(x¢) = 1. Potom je x¢ krajnym bodom otvoreného intervalu
odstranovaného pri konstrukcii C. Je preto tiez krajnym bodom lubovolne malého
uzavretého intervalu F, ktory je sicastou mnoziny C,, z konstrukcie C. Pretoze je
Cantorova mnozina nespocitatelnd (pozri napr. [5, s. 4]), musi byt s ohladom na
iteracnt konstrukciu Cantorovej mnoZiny nespocitatelna tiez mnozina F N C. Bodov
naleziacich F'NC, ktoré su krajnymi bodmi intervalov odstranovanych pri konstrukci
C, je spocitatelne mnoho (v kazdom zo spocetne mnoho krokov konstrukcie vznikne
koneéne mnoho takych bodov). Preto musi existovat y € F NC také, ze f(y) = 0.

Preto f|c nie je spojita v .

Kedze je C uzavretou mnozinou, z Vety 34 teda plynie, ze f nie je 1. Baireovej triedy. Na
to, ze C je mnozinou 1. kategérie postaci podla Lemy 31 ukazat, ze [0,1] \ C je hustd v
[0,1]. Nakolko [0,1] \ C je hustd sama v sebe a kazdé okolie kazdého z € C m4d neprazdny
prienik s nejakymi intervalmi odstrafovanymi pri konstrukeii C, tak podla Lemy 2 to plati.
O

Definicia 37. Nech X je uplny metricky priestor a F' C X. Povieme, zZe mnozina H je
relativne otvorend vzhladom ku mnozine F', ak existuje otvorend mnozina G (vzhladom ku

X) taka, ze H =GN F.

Veta 38 (prebraté z [7, Exercise 1, s. 43]). Nech X je metricky priestor. Funkcia f je 1.
Baireovej triedy prdve vtedy, ak pre kazZdiu uzavretu mnozinu F C X plati, Ze pre kazdé

e > 0 existuje neprdzdna relativne otvorend mnoZinu H vzhladom ku F takd, Ze

sup f(H) —inf f(H) < e.

Doékaz. (=) Z Vety 34 plynie, ze pre kazdi uzavreti mnozinu F existuje bod zy € F
taky, ze f|, v fiom je spojitd. Zvolme ¢ > 0 Tubovolne. Potom zo spojitosti v zo mame,
ze existuje ¢ > 0 také, ze pre vsetky x € Us(xo) N F plati f(x) € U.s3(f(x0)). Polozme
H :=Us(zo) N F. Potom

3

sup f(H) —inf f(H) < f(xo) + % — (f(zo) — §) <e.
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Nasli sme teda relativne otvoreni mnoZinu vzhladom ku F s nami Ziadanou vlastnostou.
(<) (indpirované podla [7, Theorem 2, s. 43]) DokaZzme obmenent implikdciu, tj. Ze ak

f nie je 1. Baireovej triedy, potom existuju uzavreta mnozina F' C X a ¢ > 0 také, ze pre

kazdu neprazdnu relativne otevrend mnozinu H v F plati sup f(H) —inf f(H) > «.
Podla Vety 34 existuje uzavretd Fy C X taka, ze f|r, nemd bod spojitosti. Pre ra-

cionédlne p < g polozme

F,, ={x € F: limsup f(y) > ¢a liminf f(y) < p}.
y—a,yEFy y—z,yeko

Mnoziny F},, st uzavreté (plynie z definicie limsup a lim inf). Vd'aka nespojitosti f|g, lez
kazdy bod Fy v nejakom F),, pre vhodnu volbu raciondlnych p < ¢. Mnozina Fj je teda
pokryta spocetne mnoho uzavretymi £}, ,. Z Vety 10 plynie, Ze existuju racionalné py < qo
také, Ze Fj, 4, ma neprazdne vnutro v Fp, teda obsahuje mnozinu G, ktord je otvorend v
Fy.

Nijdime a, 3 € R také, ze py < a < 8 < qp. Polozme € := f — a a F := G. Potom
kazda neprazdna relativne otevorend mnozina H C F' obsahuje body z,y také, ze f(x) >

a f(y) < a. Teda
sup f(H) —inf f(H) > f(z) = f(y) =2 B —a =¢,

¢o sme cheeli dokézaf. O
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Kapitola 8

Prislusnost roznych funkcii k 1.
Baireovej triede

V tejto kapitole si ukdzeme rozne druhy funkcii, pripadne konkrétne funkcie, ktoré patria
¢i nepatria do 1. Baireovej triedy. Uvazujeme pre lubovolny separabilny tplny metricky

priestor X, ak nie je uvedené inak.
Tlustracia 39. Spojité funkcie si 1. Baireovej triedy.

Dokaz. Ak f je spojitd, tak f,(x) := f(x) je tiez spojita pre kazdé n € N, a lim,, oo fn(z) =
f(). =

Ilustracia 40. Funkcie so spocitatelne mnoho bodmi nespojitosti st 1. Baireovej triedy.

Dékaz. Nech f : X — R m4 spocitatelni mnozinu bodov nespojitosti D a F C X je
neprazdna uzavretda mnozina. Ak F' obasahuje izolovany bod, tak f ‘ - Je spojitd v tomto
bode. Ak F' nemd izolovany bod, tak uvazujme F' ako tuplny metricky priestor. Potom
mozme DNF vyjadrif ako spoéitatelné zjednotenie bodov nespojitosti, ¢o st riedke mnoziny
v uvazovanom F' (pretoze ziadny bod D N F nie je izolovany v F'). Mnozina D N F je teda
1. kategérie v F', a mnozina bodov spojitosti je podla Vety 10 hustd v F, a teda neprazdna.

7 Vety 34 potom plynie, ze f je 1. Baireovej triedy. O
Tlustracia 41. Monoténne funkcie si 1. Baireovej triedy pre X = R.

Dékaz. Nakolko maji monoténne funkcie spocitatelne mnoho bodov nespojitosti, pozri [5,

Theorem 7.8, s. 35|, podla predchddzajticeho tvrdenia sii 1. Baireovej triedy. O

32



Ilustracia 42. Derivacie diferencovatelnych funkcif s 1. Baireovej triedy pre X = R.

Dékaz. Nech f : R — R ma derivaciu. Potom je f spojitd, a mozme definovat

fla+1/n) - f(x)

fn(x> = 1/n )

kde f, je spojita pre kazdé n € N. To, ze lim, . f.(z) = f'(x), kde z € R, plynie z

existencie derivacie. O
Tlustracia 43. Dirichletova funkcia nie je 1. Baireovej triedy.

Dokaz. Z hustoty Q alvintervale (0, 1), az Lemy 2 plynie, ze v kazdom okoli kazdého bodu
tohto intervalu sa nachédza ako bod z Q, tak i z I. Pre kazdé = € (0,1) teda w(z) =1, a
podla Lemy 27 je Dirichletova funkcia nespojitd v kazdom bode svojoho definiéného oboru.
Pretoze je interval (0,1) mnozinou 2. kategérie v R a Dirichletova funkcia nie je spojitd v

ziadnom bode tohto intervalu, podla Vety 30 nie je funkciou 1. Baireovej triedy. O
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Kapitola 9

Z.aver

Uvod préce je venovany francizskemu matematikovi René-Louisovi Bairovy, podla
ktorého su funckie 1. Baireovej triedy pomenované. V Kapitole 2 si uvedené definicie a
lemy, ktoré sa v praci vyskytujui, resp. vyuzivaju opakovane. Tretia kapitola sa venuje Bai-
reovej vete o kategoriach, ktord neskor posliuzi ako uzitocny nastroj pri praci s kategériami
mnozin. Kapitola 4 zoznamuje s funkciami 1. Baireovej triedy, taktiez popisuje, ze ,,beznou
manipuldciou” s nimi sa prislusnost 1. Baireovej triede zachovéva. V d'alsej kapitole je
po sérii krokov dokazané tvrdenie, ktoré charakterizuje funkcie 1. Baireovej triedy pomo-
cou vzorov otvorenych mnozin. Nasleduje Kapitola 6, ktora prinasa poznatok o mnozinach
bodov nespojitosti nami skimanych funkcii. Siedma kapitola obsahuje centralne tvrdenie
prace, ktoré charakterizuje Baireovské funkcie 1. triedy pomocou existencie bodov spoji-
tosti restrikcif tychto funkcii vzhladom k uzavretym mnozindm. V poslednej kapitole je
ilustrované, ako funkcie 1. Baireovej triedy mozu vyzerat, no taktiez je uvedny priklad
funkcie, ktora 1. Baireovej triedy nie je.

Pri tvorbe tejto prace som vyuzil viacero zdrojov, ktoré mozno najst zozname literattry.
Vicsina dokazov je prevzata, su vSak doplené o chybajice argumenty ¢i komentare. Kapi-
tola 6 bola oproti [5] zovseobecnend do metrickych priestorov. Riesenia vsetkych prikladov
su vlastné, plati to tiez pre dokazy Lem 2, 3, 18, 22 a 27, ¢i dokazy Viet 15 a 38. Ilustracie,
a ich pripadné dokazy, su tiez vlastné.

Difam, Ze naplnif primdrny ciel tejto prace, a to popisat funkcie 1. Baireovej triedy sa

podarilo, a Ze tdto praca predstavuje prijatelni formu pre zozndmenie sa s nimi.
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