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Anotace

Bakalarska prace se zabyva praktickymi ptiklady na kvadratické plochy. Je
rozdélena na Uvod a 11 kapitol. Kazda kapitola obsahuje zakladni pojmy dané
problematiky, nésleduje nékolik feSenych ptikladii a v zavéru kapitoly jsou uvedeny
nefeSené piiklady vcetné vysledki. Prace tak mize napomoci ke zvladnuti pfedmétu
Geometrie 1., ve které se probiraji kuzelosecky a kvadriky. Cilem prace je shromazdit
piiklady k jednotlivym tématim teorie kvadratickych ploch, nasledné typické ptiklady
vyfesit a podat tak navod k feSeni ostatnich piikladii k procviceni, které jsou uvedeny

pouze s vysledky.

Annotation

Bachelor thesis deals with practical examples on quadratic surfaces. It is divided
into an Introduction and 11 chapters. Each chapter includes basic concepts of the issue,
followed by several solved examples and at the end of chapter unsolved examples are
listed, including results. The thesis can help to manage the course Geometry I., in which
conics and quadrics are discussed. Aim of this thesis is to collect examples for each
topic of the theory of quadratic surfaces, subsequently typical examples resolve and in
this way give the instructions for solving other examples, which are listed only with

results, to practice.
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Uvod

V bakalaifské praci se zabyvam piiklady na kvadratické plochy. Prace je
rozdélena do 11 kapitol tykajicich se kvadratickych ploch a jejich vlastnosti. Jednotlivé
kapitoly jsou: Kvadriky; Asymptotické sméry; Vzajemna poloha piimky a kvadriky;
Vzajemnd poloha roviny a kvadriky; Stfed kvadriky, stiedové a nestfedové kvadriky;
Singularni bod, singularni kvadriky a regularni kvadriky; Tecna a te¢na rovina; Pdl a
poléarni rovina; Klasifikace kvadrik; Kulova plocha; Kuzelova plocha. Kazd4 kapitola,
kromé kapitoly Kvadriky, obsahuje v ivodu zakladni definice a véty k danému tématu,
nasleduji piiklady s uvedenym postupem feSeni a kapitolu uzaviraji neteSené piiklady
s vysledky. V kapitole Kvadriky jsou uvedeny zdkladni definice a pojmy, na které
navazuji ptiklady nékterych kvadrik doplnéné o obrazky.

Myslim, Ze tato bakalafské prace by mohla byt pfinosem piedev§im pro studenty
pfedmétu Geometrie I. na PF JihoCeské univerzity. Muze jim ukazat, jak postupovat pii
feSeni typickych ptikladu, a zaroven si diky ptikladim k procviceni mohou tyto postupy

0svojit a upevnit.

Obrazky v této praci jsem vytvofila v programu Maple 9.5 a GeoGebra 4.2.
K pomocnym vypoctim byly pouzity matematické softwary Derive 6 a Maple 9.5.

Nebude-li uvedeno jinak, pak jsou vSechny uvedené definice a véty pievzaty
z knihy Kvadratické plochy a jejich reprezentace v programu Maple — v seznamu

literatury oznacené [1].



1. Kvadriky

1.1 Kvadrika

Definice: Necht je ddna rovnice ve tvaru:

11X + ay2y% + a332% 4 2a45xy + 2a13%Z + 20a53VZ + 204X + 2054V + 2034 + A4y = 0,
¢Y)

kde koeficienty a;; jsou redlna Cisla a alespon jeden z koeficientii u kvadratickych Clent

je ruzny od nuly, tj. (aq1,a22, @33, 12,13, a23) # (0,0,0,0,0,0). Potom se mnozina

viech bodii euklidovského prostoru E3, jejichZ soufadnice v n&jaké kartézské soustavé

soufadnic vyhovuji rovnici (1), nazyva plocha 2. stupné, piesnéji plocha 2. stupné

ur¢ena rovnici (1). Misto plocha 2. stupné uzivame téz nazev kvadraticka plocha, nebo

struéné kvadrika. Body, které této rovnici vyhovuji, jsou body kvadriky.

Maticovy tvar kvadriky:
Rovnici kvadriky (1) mizeme uvadét i v maticovém tvaru:
ai1 Q12 Q13 Q14 X
dz1 Qzp 23 Qs | Y —0
- ]
Z
1

x,v,z,1) -
(ry,2,1) az; (Q3z dz3z dzg

Qg1 Qgp QAg3 Ay
kdy plati a;; = aj;, proi,j = 1,2,3,4.

Maly determinant:
Maly determinant oznaCujeme A,4 a je ve tvaru:

a1 A12 dg3

Ayyi= Q21 Q22 Azs).
az; dzz dass
(2)
Velky determinant:
Velky determinant oznacujeme A a je ve tvaru:
ai1 Q12 Q13 QAq4
Ar = Qz1 dzz Q23 Q4
a3; dzz 0433 034
Qg1 QAgp Qg3 Qg
3



1.2 Priklady nékterych kvadrik
e jediny bod [2; —1; —2]:
(x—2)2+@+1)%?+(=Z+2)?% =0
e dvé rizné roviny:

(x+2y+4z)-Bx—y+z+8)=0

]
- [u]
O (] O
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Obr. 1 Dve riizné roviny

e dvojnasobna rovina:

2x—y+3z—1)2=0

Obr. 2 Dvojnadsobna rovina
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e kulova plocha se sttedem v bodé S = [1, —3, 2] a polomérem 6:

(x—1D2+(@y+3)2+(z—-2)?2*-36=0

—
=
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=
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-104

Obr. 3: Kulova plocha

e valcova plocha:

{[x,v,z]; x> + y> — 25 =0}

rd
—
= ] =

'
oy}

L
[
11

10

Obr. 4: Vilcova plocha
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e kuzelova plocha s vrcholem v pocatku:

x*4+y2—2z2=0

Obr. 5: Kuzelova plocha

e clipsoid:

4x% + 49y2 + 1622 — 225 =0

10

Obr. 6: Elipsoid
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e hyperboloid:
6x% + 15y — 722 -78 =0

10
5
L0
5
10 = -0
10 0y

Obr. 7 Jednodilny hyperboloid

e hyperbolicky paraboloid:
x2—y2—-10z=0

Obr. 8 Hyperbolicky paraboloid

e mnoZina prazdna:

x2+y2+z2+1=0
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2. Asymptotické sméry

Definice: Smérem danym nenulovym vektorem U rozumime jednorozmérny

vektorovy prostor {k - U; k € R}.

Definice: Smér dany nenulovym vektorem U = (u,v,w) se nazyva

asymptotickym smérem kvadriky (1), jestlize plati:

2.1

2.3

a11u2 + azzvz + a33W2 + zalzuv + 2a13uW + 2a23vW = O.

Resené priklady

Priklad: Urcete asymptotické sméry nésledujicich kvadrik:
a) {[x,y,z]; x* +y* = 13

Rovnice asymptotickych smérti je v tomto piipadé:

1w +1-v240-w?+20ruv+2-0cuw+2-0-vw =0
u? +v?2 =0,

rovnici fesi jediny asymptoticky smér # = (0; 0; 1).

b)x? +y2—-2z2=1
Rovnici asymptotickych sméri udava rovnice:
u?+v2—w?=0.

Tato rovnice je zaroven obecnou rovnici kuzelové plochy, feSeni této rovnice tak
odpovidd smérim povrchovych ptfimek kuzelové plochy.

Priklady k procvi¢eni

Priklad: Urcete rovnici asymptotickych smérti v nasledujicich ptipadech:
a) 10x? — 6y% — 1222 —4xy + 7xz+ 17yz —9x +y—2z+2 =0
b) 6x? + 15y% —7z2 —1 =0

¢)3x>+y2+18yz+80=0

14



d)bxy —4yz+xz+6y—2=0
e x’+y>—2z2—8x—14y+4z4+69=0

2.3 Vysledky

Priklad:

a) 10u? — 6v? — 1222 — 4uv + 7uw + 17vw = 0
b) 6u? + 15v% — 7w? =0

¢) 3u? + v? + 18vw =0

d) 6uv —4vw +uw =0

eu’+v2+w?=0

15



3. Vzajemna poloha primky a kvadriky

M¢éjme kvadriku (1) a dale pfimku p zadanou parametricky:

pX=M+t-iu kdeM =[m,n,r], U= (u,v,w):
x=m+t-u
y=n+t-v

Z=r+t-w.

Dosazenim x,y,z do rovnice kvadriky (1) ziskdme pro parametr t rovnici:

At? + Bt + C = 0, kde:

A = agu? + azv? + azsw? + 2a,uw + 2a3uw + 2a,3vw,
B =u(ayym+ a;pn + a3r + aqy) + via;ym + azn + asr + ayy)
+w(as; + as; + azsr +asy),
C = a;ym? + azn? + azsr? + 2a,mn + 2a,3mr + 2a,3nr + 2a,,m + 2a4n

+ 2a347 + Qyy.

Pak muze dojit k nasledujicim ptipadim:

rovnice plati pro vSechna t => cela pfimka

A =0, B =0, C=0 lezi na kvadrice (kazdy bod pfimky je i
bodem kvadriky)
A=0 B=0 C+0 rovnice nema zadny kofen => pfimka nema

s kvadrikou Zadny spole¢ny bod

w oo S a1 —C
feSenim rovnice je jeden linearni koten t = o5

=> pfimka ma s kvadrikou jeden spole¢ny
bod

feSenim rovnice jsou 2 rizné realné koreny =>
2 o . . .

A#0, B*—-AC>0 primka m4 s kvadrikou spole¢né 2 body —

je jeji seCnou

feSenim rovnice je 1 dvojnasobny koten =>
A#+0, BZ—-AC=0 piimka ma s kvadrikou spole¢ny 1
dvojnasobny bod — je jeji te¢nou

rovnice nema realné kofeny => primka nema
A#0, B*—AC <0 s kvadrikou Zadny spoleény bod — je jeji
nesecnou
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3.1

Resené priklady

Priklad: Urcete vzajemnou polohu pfimky p a kvadriky k:
a)r:x?+y*+z2—6x+4y—2z—22=0;
pix=2t+3;y=2t+4,z=2t+1

Ke zjisténi vzajemné polohy piimky p a kvadriky k¥ dosadime hodnoty x,y, z

z parametrického zadéani pfimky p do rovnice kvadriky «:

t+3)2+Q2t+4)?*+Q2t+1)?2 -6t +3)+4Qt+4)—-2Qt+1) -
22 =0.

Po umocnéni, vyndsobeni a nasledné Gpravé ziskame rovnici:

12¢24+24t+0=0
12t(t +2) = 0.

ReSenim této rovnice jsou dva rizné realné koteny: t; =0 a t, = =2, to

znamena, ze ptimka kvadriku protind.

Po dosazeni t; a t, do piimky p ziskdme 2 body priniku pfimky p a kvadriky x
—pro t; bod M; = [3;4;1] apro t, bod M, = [—1;0; —3].

b) k: 9x% + 16y? — 3622 = 144; p:x = 4t;y = —3t;z = 4t — 2. [2]

Hodnoty x,y,z z parametrické rovnice pfimky p opét dosadime do rovnice

kvadriky k:

9-16t% + 16 -9t* — 36(16t% — 16t + 4) = 144
144t% + 144t% — 576t% + 576t — 144 = 144.

Nyni uz jen upravime a zjistime hodnoty parametru t:

1
— 2 — = R
288t° + 576t~ 288 =0 /. —

t2—-2t+1=0
(t—1?%=0.

17



3.2

ReSenim této rovnice je jeden dvojndsobny kotfen t =1, tudiz se piimka

kvadriky dotyka — je jeji teCnou.

Po dosazeni t = 1 do rovnice ptimky p ziskdme soufadnice bodu dotyku tecny,

tedy bod M = [4,—3,2].

O Kk:x?+y*+2z>+2xy+2xz+6yz—4x+8y—10z+ 1= 0;
pix=t+1,y=3,z=t+2.

Hodnoty pro x,y, z z parametrické rovnice ptimky p opét dosadime do rovnice

kvadriky k:

(t+1D?+32+({t+2)2*+2-t+1)-34+2-(t+1D)-(t+2)+6-3-
(t+2)—4-(t+1)+8:3—-10-(t+2)+1=0.

Po tprave tedy dostaneme:
4t2 + 22t + 61 = 0,

diskriminant D:
D = b? — 4ac
D= 22?2—-4-4-61= 484 —976 = —492.

Jelikoz je diskriminant D zaporny, neexistuje zadny realny kofen a kvadrika tak

nema s pfimkou zadny spolecny bod — pfimka je tedy nese¢nou kvadriky.

Priklady k procvi¢eni

Priklad 1: Rozhodnéte o vzajemné poloze dané piimky p a kvadriky k:

a)k:x>+y2+z2—6x+4y+4z—5=0;
pix=2t+1,y=t+5z=t+1.

b)k:x?+y? +2z2 —4xy+2xz—6yz—x+ 2y +3z— 24 =0;
pix=t+1,y=3t,z=t+3.

©) k:2x% +4y? +z2 —xy+4xz+2yz—x+y—2z+ 16 = 0;

18



3.3

pix=ty=t+1,z=2t+3.

dDr:x?+y>+2z2—-2x—4y—2z+2=0;
pix=1+t,y=0,z=1+ 3t.

e) Kk:2x% + 4y? + 2xy + 4xz — 4yz — 2x + 6y — z — 25 = 0;
pix=t+1l,y=t+2,z=3.

f)Kk:2x? +y2 — 22+ 2xy+xz—3yz+ 6x — 4y +3z— 12 = 0;
pix=ty=2,z=t+1.

g)Kk:3x2+4y> +z2 —xy+2xz+6yz—x+3y+4z+10=0;
pix=t+1ly=tz=t+2.

h) k: x? + 2y? + 4z% + 6xy — 2xz — 2yz + 4x + 2y — 8z + 3 = 0;
pix=—-1+4+2t,y=2-2t,z=2t.

Piiklad 2: Urcete pruseciky pifimky p:x=t+3,y=t+1,z=3t+6

2 2
s dvojdilnym hyperboloidem x: + y?% — % +1=0. [3]

Piiklad 3: Urcete praseCiky pfimky p:x =3 +3t,y =4 —6t,z= -2+ 4t

2 2 2
s elipsoidem — 4+ 2=+ Z = 1, [3]
81 36 9

Vysledky

Priklad 1:

a) D < 0 (D = —204); nemaji zadny spolecny bod => pfimka je nese¢nou
kvadriky

b) D > 0 (D = 1764); maji spole¢né dva rizné body => pfimka je se¢nou
kvadriky:
t; = 0 => prisecik v bodé¢ M; = [1,0,3]

42 o ., . 25
—— => prusec¢ik v bod¢ M, = [_F’_

126 9
t, = -2 —]
2 17

17 ’ 17

¢) D < 0 (D = —1151); nemaji zadny spole¢ny bod => pifimka je nesecnou

19



kvadriky

d) D = 0; maji jeden spolec¢ny bod => piimka je tecnou kvadriky:
t =0=>boddotyku T = [1;0; 1]

e) D > 0 (D = 34); maji spole¢né dva rizné body => ptimka je se¢nou
kvadriky:
t; = —4 => prisecik v bod¢ My = [—3; —2; 3]
t, = 3 => prisetik v bode M, = [2;2; 3]

f) D > 0 (D = 49); maji spole¢né dva rizné body => piimka je secnou
kvadriky:
t; = 2 => prisecik v bodé M; = [2;2; 3]
t, = —5 => prusecik v bodé M, = [—5; 2; —4]

g) D < 0 (D = —591); nemaji zadny spole¢ny bod => piimka je nese¢nou
kvadriky

h) D = 0; maji jeden spolec¢ny bod => ptimka je tecnou kvadriky:

t = 0=>boddotyku T = [-1;2;0]

Priklad 2:
D = 0; pfimka se jednodilného hyperboloidu dotykd => piimka je te¢nou
kvadriky:

t =1 =>bod dotyku T = [4;2; 9]

Priklad 3:
D > 0; ptimka kvadriku protind ve dvou riznych bodech => ptimka je se¢nou
kvadriky:

t; = 0 => prisecik v bodé M; = [3;4 — 2]

t, = 1 => pruseéik v bodé M, = [6; —2; 2]

20



4. Vzajemna poloha roviny a kvadriky

Pti feseni vzajemné polohy roviny a kvadriky provedeme transformaci souradnic
tak, ze z = 0. Z rovnice kvadriky (1) tak vymizi vSechny ¢leny obsahujici z a vznikne

rovnice kuzelosecky:
a11x2 + 2a12xy + azzyz + 2a14x + 2a24y + a44 == 0.

Opét mohou nastat nasledujici piipady:

alespon jeden z koeficientl a1, a5, a,5 je
. rovina protina kvadriku v kuZelosecce
rtzny od nuly

a1 = A2 = Az = 0; . L . ..
' o rovina protina kvadriku v pfimce
alespon jedno z Cisel a4, a4 je rizné od nuly

A1 = Q13 = Qyy = Aqy = 0gq = Agq =0 rovina protina kvadriku v celé roviné
A1 = Q13 = Qyy = Qg = Ay = 0; rovina kvadriku neprotina (prinikem je
agq =0 prazdna mnozina)

4.1 ReSené priklady

Priklad 1: Urcete vzdjemnou polohu roviny p a kvadriky k:

a)Kk:x?+y*+z2+4x—6y—8z+4=0; p:x =3.
Rovinu p dosadime do kvadriky k:

32+y24+2z2+4-3—-6y—8z+4=0
y? +z2 -6y —8z+ 25 =0.

Ziskanou kuzelosecku jiZ umime analyzovat:

1 0 =3
A=10 1 —4|=25-25=0 - singularni kuzelosecka
-3 -4 25

10 e
6= | 0 1| =1 - elipticky ptipad

jedna se o singularni kuzelosecku eliptického typu, tedy o bod.
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Jeho soutradnice ziskdme ze soustavy rovnic:

Resenim je bod M = [m,n,r], to znamena, Ze rovina se kvadriky dotyka.

JelikoZ je x = 3, pak bodu dotyku odpovida bod M = [3,3,4].

Obr. 9 Vzajemnda poloha kulové plochy a roviny

b)k:x?+y?>+z2+4x—6y—8z+4=0; p:y =0.
Op¢ét dosadime rovnici roviny p do rovnice kvadriky k:

x*+72+4x—-8z+4=0.
Po tpravé ziskame rovnici:

(x+2)2-4+(z—-4)?%-16+4=0
(x+2)?2+(z—-4)?=16 /=

(x42)2 " (z—4)? _
16 16

1.

Jedna se o rovnoosou elipsu, tudiz dand rovina p kvadriku x protina.
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Obr. 10 Vzajemna poloha kulové plochy a roviny

OK:x2+y*+z>+4x—6y—8z+4=0; p:z=-2.
Po dosazeni rovnice roviny p do rovnice kvadriky k ziskdme rovnici:

x2+y?+4+4x—6y+16+4=0
x2+y?+4x — 6y = —24.

Po uprave:

(x+2)2—-4+(y—-3)2%-9=-24
(x+2)2+ (y—3)2=-11.

V tomto ptipadé jde o prazdnou mnozinu, a proto rovina kvadriku neprotina.
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Obr. 11 Vzdjemna poloha kulové plochy a roviny

2 2
Priklad 2: Ukazte, ze elipticky paraboloid % + ZZ = 2y ma s rovinou
2x — 2y — z — 10 = 0 jeden spole¢ny bod. Ur¢ete jeho soufadnice. [2]
Ur¢ime prunik paraboloidu s danou rovinou tak, Ze z rovnice roviny si nejprve
vyjadiime z:
2x—2y—z—-10=0
z =2x—2y—10.

Dosadime do rovnice kvadriky:

x?  (2x-2y-10)?
o= T =
9 4

4x2 +9-(2x — 2y — 10)2 = 72y
40x2 + 36y — 72xy — 360x + 288y + 900 = 0.

2y /-36

Nyni ur¢ime, o jakou kuzelosecku se jedna:

40 —-36 -—-180
A= |-36 36 144 (=0 — singularni kuzelosecka
—180 144 900

140 -36

0= —-36 40

= 144  —elipticky piipad.
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Singularni kuzeloseckou eliptického typu je bod, tudiz je ukazano, ze dana

rovina ma opravdu s eliptickym paraboloidem spole¢ny jen jeden bod.
Nyni uz zbyva pouze urcit jeho soufadnice ze soustavy rovnic:

40 x — 36y = 180
—36x + 36y = —144
4x = 36

x=09,
dosazenim do prvni rovnice: 40 - 9 — 36y = 180 ziskame y = 5.
Tteti soutadnici z udava rovnice:

z=2x—-2y—z—-10
z=2-9-2-5-10=18-20=-2.

Rovina ma skutec¢né s kvadrikou spolecny pouze jeden bod, a to bod dotyku

T =1[9;5;-2].

Obr. 12 Vzajemna poloha paraboloidu a roviny

Piiklad 3: Dokazte, Zze rovina 4x — 5y — 10z — 20 = 0 protind jednodilny
2 2 2
hyperboloid ;—5 + % - Z: = 1 ve dvou piimkach. Urcete rovnice téchto piimek. [2]
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Z rovnice roviny p si vyjadiime z:

20+5y—4x
z ="
-10

Dosadime do rovnice jednodilného hyperboloidu:

2 2 _ 2
x_+y__(20+5y 4x) —1 / 400
25 ' 16 400
16x% + 25y% — 16x% — 25y% + 40xy + 160x — 200y — 800 = 0

xy +4x —5y—20=0.

Urc¢ime kuzelosecku:

0o I 2
2
A=|> 0 —2|=0 - singulamikuzelosetka
2 —= =20
0 L
6 — E — 1 h . 4 4
=1, = —-  —hyperbolicky pfipad.
200 4
2

Singularni kuzeloseCkou hyperbolického typu jsou 2 rtiznobezky.

Nyni nalezneme jejich prisecik P:

1 5
- = — e d =
2T T
P = [5,—4]
Asymptotické sméry uy, uy:
u-v=0,

u; = (1,0),u;, = (0; 1).

Rovnice ptimek:

x=5+t¢t
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4.2

y=—4

g = —20-5-(—4)+4-(5+¢t) — 24 Et
10 5

p:X=P+s-u,

x=5

y=—4+s

;= —20-5(—4+5s)+4'5 _9_ ls.
10 2

Obr. 13 Prinik jednodilného hyperboloidu a roviny

Priklady k procviceni

Priklad 1: Urcete vzdjemnou polohu kvadriky k a roviny p:

a)k:x?+y*+z2—4x+6y—6z2+3=0; p:x =3

b)rk:x?+y>+z2—4x+6y—6z+21=0; p:x =3

OK:x>+y?+z2—4x+6y—6z+36=0; p:x =3

d) k:x? +2y%2 + 22 —4xy + 4xz + 4yz — 6x — 2y + 4z + 31 = 0;
p:5x +5y—7z—-22=0

e Kk:x>+3y*+z>+4x—2y+4z+4=0; p:6x+3y—32z+9

Dr:x?+y?+2z2—4xy—12x+7y+z+61=0; p:2x+y—2z=0

g k:x?+3y +z2—6xy+12z—8=0; p:7x —15y+2z—-38=0
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4.3

Wy S+l -2 =1, p9x—6y+2z-28=0 [3]
)K.4 9 36_ )p' X y z -

. x2  y? 2
1)K:E+T+?=1;p:2x—3y+4z—11=0 [3]

Priklad 2:

Ukazte, Ze nasledujici kvadrika k mé s rovinou p pouze jeden spolecny bod:
NESRIE G S P _

a)lc.3+4 25—1,p.5x+22+5—0 [2]

xZ y2 ZZ
by —+Z+5 =1 pidx -3y +12z-54=0 [2]

2 2
Qr:ix?+2——4+1=0; p:10x +5y =3z +5=0 [3]

Priklad 3:

Dokazte, Ze rovina 2x — 12y — z + 16 = 0 protina hyperbolicky paraboloid
x% — 4y? = 2z v pfimkach. Napiste rovnice téchto piimek.  [2]
Vysledky

Piiklad 1:

a) rovina kvadriku protina v rovnoosé elipse se sttedem S = [3; —3; 3]

b) rovina se kvadriky dotykd v bodé T = [3; —3; 3]

¢) rovina kvadriku neprotind (po dosazeni z z roviny do kvadriky ziskdme
prazdnou mnozinu)

d) rovina se kvadriky dotyka v bodé T = [2; 1; —1]

. : . RT y 12 14
e) rovina kvadriku protind v rovnoosé elipse se sttedem S = [— — L= ?]

f) rovina kvadriku neprotina (po dosazeni z z roviny p do kvadriky k ziskame
prazdnou mnozinu)

g) rovina se kvadriky dotyka v bod¢ T = [4; —1; —5]

h) rovina kvadriku protina v hyperbole se sttedem S = [2; —3; —4]

i) rovina kvadriku protina v elipse se sttedem S = [2; —1; 1]
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Priklad 2:

a) bod dotyku T = [3; 0; —10]
b) bod dotyku T = [6; —2; 2]
¢) bod dotyku T = [2; 4; 15]

Priklad 3:
Prisecik piimek je v bodé P = [2; 3; —16].
Asymptotické sméry: U, = (2;1) au, = (—2;1).

Rovnice piimek: p:X=P+t U
x=2+72t
y=3+t
z=-16—-12t

p:X=P+s-U,
x=2-2t
y=3+t
z=—-16—16t
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5. Stred kvadriky, stfredové a nestredové kvadriky

5.1 Stred kvadriky

Definice: Bod M nazveme stied kvadriky (1), jestlize pro libovolny bod
X kvadriky existuje bod X, kvadriky takovy, ze M je sttedem tsecky X; X,

Véta: Bod M = [m, n, p] je sttedem kvadriky (1), pravé kdyz plati soustava:
allm + alzn + a13p + a14 = 0
a, m + a;,n + a;3p + Ayy = 0

a31m + a327’l + a33p + a34 == 0.

5.2 Stfedové a nestiedové kvadriky
Definice: Kvadrika, ktera ma jediny stfed, se nazyva stfedova kvadrika.

Véta: Kvadrika je sttedova, praveé kdyz A,, # 0.

53 ReSené priklady

Priklad: Rozhodnéte, zda jsou nasledujici kvadriky stiedové, nebo nestiedové.
Ptipadné urCete soutadnice stiedu.

a)yx?+y?+z2—8x—14y+4z+69=0

Nejdiive vypocteme maly determinant A4, (2), tedy v nasem ptipadeé:

100
Ay =10 1 0/|=14+0+0-0-0-0=1.
00 1

Zjistili jsme, ze A4y # 0, tudiZ se jedna o kvadriku sttedovou.
K vypoctu stiedu potfebujeme velky determinant (3).

Dosadime-li uvedenou kvadriku, bude A:
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-7
69
Z matice plyne soustava:

x+0y+0z—-4=0
Ox+y+0z—-7=0
Ox+0y+z+2=0
—4x -7y +2z+69=0

Vyftesenim soustavy dostaneme:

Hledanym stfedem je tedy S = [4; 7; —2].

b) 10x? — 6y? — 1222 —4xy + 7xz+ 17yz—9x +y—2z+2 =0

Nejdiive vypocteme maly determinant A,,:

7
10 -2
p 17 | _ o 476 _476 588 5780
S L 8 8 8 8
7o
2 2

Vidime, Ze tentokrat A,, = 0 a jedna se tedy o kvadriku nestfedovou.

Miizeme rozhodnout, zda stfed neexistuje, nebo zda je stiedit nekonecné¢ mnoho.

K vypoctu potiebujeme A:

9

7
10 -2 32 /10 -2 % g\
2 -6 | 1] [0 -32 43|
A= , 4 ? 2~ 529 | 23 |~
9 1 _1 _2 0 _8 E l
> 5 2 | 2
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5.4

10 -2 2|2
0 =32 46| 2 |=>h(4) = h(4roz) <n
00 o010
00 o010

Frobeniova podminka tika, Ze pokud je hodnost matice rozsifené¢ rovna hodnosti
matice nerozsifené, pak ma soustava feSeni. Je-li tato hodnost mensi nez pocet

neznamych, potom existuje nekonecné mnoho feseni.

V nasem piipadé tedy existuje nekonecné¢ mnoho feseni stieda.

Priklady k procvi¢eni

Priklad: Rozhodnéte, zda jsou nasledujici kvadriky sttedové, nebo nestfedové.

Ptipadné urcete souradnice stiedu.

5.5

a) 9x2 + 4y? + 2522 — 12xy — 30xz + 20yz + 42x — 28y — 70z + 49 =0
b) 6x%+ 15y2—-722—-1=0

) x*+y*+z2—6x+16y—20z+173=0

d) 3x2+y2+2z2+12xy—8y+80=0

e) 25x%+36y%+9z% — 60xy +30xz —36yz—10x + 12y —6z+1 =10
f) 3x%—2y?+4z?>+5xy+13xz—2yz+8x + 16y +32z=0

g) x’+y?—2z2—8x+4y+2z+19=0

h) 6xy —4yz+xz+6y—2=0

i) 2x2+4y>+2xy+4xz—4yz—2x+6y—2z—12=0

Vysledky

a) nestiedova kvadrika (A4, = 0) — nekone¢né mnoho stiedu
b) stiedova kvadrika (A, # 0,44, = 630); S = [0,;0; 0]
¢) stfedova kvadrika (A4, # 0,44, = 1); S = [3; —8; 10]
d) stiedova kvadrika (A4 # 0); S = [=; —=; 0]

e) nestiedova kvadrika (A4, = 0) — nekone¢né mnoho stiedu

f) nestiedova kvadrika (A4, = 0) — nekoneéné mnoho stiedu
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g) stfedova kvadrika (A4, # 0, Ayy = —1); S = [4; —2; 1]
h) stiedova kvadrika (Asq # 0, Agy = —6); S = [2;2; 4

i) stiedova kvadrika (Ag, # 0, Ay = —32); S = [;—2‘3—121%
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6. Singularni bod, singularni a regularni kvadriky
6.1 Singularni bod

Definice: Bod M = [m,n, p] je singularnim bodem kvadriky (1), jestlize jeho

soutfadnice vyhovuji soustaveé rovnic:

allm + alzn + a13p + a14 == 0
a217’n + azzn + a23p + a24 == 0
a31m + a327’l + a33p + a34 == 0

am + AyoN + (2¥%Y% + Auq = 0.

Véta: Bod M je singularnim bodem kvadriky, pravé kdyz je jejim stiedem a

zaroven na kvadrice lezi.

6.2 Singularni a regularni kvadriky

Definice: Kvadrika se nazyva singulérni, jestlize A= 0. Jestlize A+ 0, potom se

kvadrika nazyva regularni.
Véta: Obsahuje-li kvadrika singularni bod, pak je to kvadrika singularni.

Definice: Bod kvadriky, ktery neni singularni, se nazyva regularni.

6.3 ReSené priklady

Priklad: Urcete, zda se v nasledujicich ptipadech jedna o kvadriky singularni,
nebo reguldrni.

a) x2+y>+2z2—-8x—14y+4z+69=0

Vypocteme A:
1 0 0 -4
10 1 0 -7|_
A= 0 0 1 2 = 0.
-4 -7 2 69



Zjistili jsme, ze A= 0, a proto se jedna o singularni kvadriku.

Soutadnice ptipadného singularniho bodu musi dle definice vyhovovat soustaveé

rovnic:
m+4=0
n+7=0
p—2=0

—4m—-7n+2p—69 = 0.
Z prvnich tfech rovnic ziskame soufadnice stfedu kvadriky, tedy bodu M =
[—4,-7,2].

Dosazenim téchto soufadnic do posledni rovnice ovéiime, zda bod M na

kvadrice 1 lezi:

—4-(—4)—7-(=7)+2:2-69=0
16+49+4—69 =0
0=0.

Bod M je stfedem kvadriky a zaroveinl na ni lezi, a proto je i singuldrnim bodem

kvadriky.
Rozkladem na soucet ctvercti Ize urcit, o jakou kvadriku se jedna:

(x—4)?2-16+(y—-7)?—-49+(z+2)?-4+69=0
(x—4)?2+ @y -72%+(z+2)?=0.

Jedinym feSenim této rovnice je bod [4; 7; —2].

b) 6x%+15y2—-722—-1=0

Opét vypocteme A:

6 0 0 0

_lo 15 0o of_

=10 o —7 ol =630
00 0 -1
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6.4

6.5

A+ 0, a proto jde o kvadriku regularni.

Priklady k procviceni

Priklad: Rozhodnéte, zda jde o kvadriku singularni, nebo regularni. V ptipadé
singularnich kvadrik uréete singularni bod (pokud existuje):

a) 10x2—6y2—12z2 —4xy+7xz+17yz—9x+y—2z+2=0

b) 9x? + 4y? + 25z% — 12xy — 30xz + 20yz + 42x — 28y — 70z + 49 = 0
&) x%+y2+22—6x+ 16y — 20z + 173 = 0

d) 3x2+y2+2z°+12xy—8y+80=0

e) 25x%+36y%+9z2 —60xy +30xz —36yz—10x+ 12y —62z+1=0
f) 3x2—2y?+4z°>+5xy +13xz—2yz+8x+ 16y + 32z =0

g) x2+y?—2z2—-8x+4y+2z+19=0

h) 6xy—4yz+xz+6y—2=0

i) 2x2+4y2+2xy—4yz+4xz—2x+6y—2z—12=0

Vysledky

a) singularni kvadrika (A= 0), neobsahuje singularni bod

b) singularni kvadrika (A= 0), neobsahuje singularni bod

¢) singularni kvadrika (A= 0), singularni bod M = [3; —8; 10]
d) regularni kvadrika (A# 0, A= —2688)

e) singularni kvadrika (A= 0), neobsahuje singularni bod

f) singularni kvadrika (A= 0), neobsahuje singularni bod

g) singularni kvadrika (A= 0), singularni bod M = [4,; —2; 1]
h) regularni kvadrika (Aqt 0, A= %)

i) regularni kvadrika (A# 0, A= %05)
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7. Teéna a te€na rovina

7.1 Tecna a tefna rovina

Definice: Tecna kvadriky je piimka, kterA ma v bod¢ dotyku s kvadrikou

dvojnasobny prisecik.

Véta: Pfimka t:X =M +t-u je teCnou kvadriky (1) vregularnim bodé

M = [m,n, p], pravé kdyz vektor 4 = (u, v, w) spliuje:

u(agym+ a;pn + agsp + agy) +v(azm+ azn + azsp + azs)

+ W(a31m + a32n + a33p + a34_) = 0
Definice: Rovina T o rovnici

T:(agam+ agpn + agsp + age)x + (azm + an + azp + az)y

+ (azym+ azon + assp + aza)z + agym + agpn + agsp + ag =0

se nazyva tena rovina kvadriky (1) vbodé M. Bod M = [m,n,p]se nazyva bod
dotyku.

Pro ptehlednéjsi vypocet se pouziva maticovy tvar te¢né roviny t:

Aj1 Q412 A13  Qq4

X
(mnp1)-| 821 %22 %23 G2a ), 321 = 0.
1

7.2 Resené priklady

Priklad 1: Napiste rovnici te¢né roviny ke kvadrice 4x2 — 2y%2 +3z2 -2 =0

vbodé T = [1; —=2; ?].

Nejprve zjistime dosazenim do kvadriky z-tovou soufadnici bodu dotyku T tak,

aby lezel na dané kvadrice:

4:12-2-(=2)24+322—-2=0
3z2=6
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z =12

Ziskali jsme tedy dva body dotyku tecné roviny: T; = [1 ; —2; \/E] a
T, = [1; —=2; —V2].

Nyni spocitame rovnici tecné roviny v bodé T; podle definice:

4 0 0 0\ sx
(1 —2:v2-1)-[0 =2 0 0} [V]_
w(L -2V )5 5 3 ollz]=0
o 0 o0 -2/ \1

4x + 4y + 332z -2 =0.

Stejny zplisobem zjistime rovnici tecné roviny 1 v bodé Ts.

4 0 0 0\ /x
A1 —9. 7. 1).[0 —2 0 0 v\ _
(L -2V 1) |g 5 3 ollz|=0
0o 0 o0 -2/ \1

4x +4y —3V2z—-2=0.

Hledané te¢né roviny maji rovnice 4x + 4y +3vV2z—2=0 a 4x + 4y —
3v2z—-2=0.

Priklad 2: Dokazte, ze rovina 2x — 6y + 3z — 49 = 0 je tecnou rovinou ke

kulové plose x? + y% + z? = 49, UrCete soufadnice bodu dotyku.  [2]

I. zpisob — pies vzorec pro te€nou rovinu:

mx+ny+pz—49 =0
2x—6y+3z2—49=0=>m=2n=-6,p=3
T =1[2;-6;3]
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I1. zpisob — pies normalovy vektor roviny:

Nalezneme ptimku jdouci sttedem kulové plochy a kolmou k roviné:

n = (2; —6; 3), stied kulové plochy: S = [0,0,0]
p:x = 2t,y = —6t,z = 3t.

Nyni zjistime priasecik ptimky p a kulové plochy tak, ze pfimku p dosadime do

rovnice kulové plochy:

4t% + 36t% +9t%2 = 49
49t2% = 49
t =+1.

Ziskali jsme dva pruseciky — 2 mozné body dotyku te¢né roviny:

Dosazenim do rovnice roviny zjistime, ktery z prisecikti je bodem dotyku tecné

roviny:

T, =[2,-6,3]=>2-2—-6-(—6)+3-3—-49 =0

0=0,
T,=[-2;6;-3]=>2-(-2)—6-64+3-(-3)—49=0
—98 = 0.

Bodem dotyku je bod T; = [2; —6; 3].

Priklad 3: Urcete, pfi kterych hodnotach a se rovina x + y + z — a = 0 dotyka

kulové plochy x? + y? + z2 = 12.  [2]

Opét vyuzijeme vzorec pro urceni te€né roviny:

(m,n,p,1)-

S OO
el )
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mx+ny+pz—12=0

mx +my + mz —ma = 0,
Ze soustavy téchto dvou rovnic pak plyne:
12
m=mm=n,p=mm=—.
Dosadime do rovnice kulové plochy:

m? +m? +m? = 12

3m? =12
m? =4
m=+2.

Body dotyku jsou Ty = [2;2;2]aT, = [-2; —2; —2].

, 1 , 12
Hledanou hodnotu a ziskame dosazenim m do a = —

m1=2=>a1=7=6
12
m2=_2=>a2=_7=_6.

Rovina se kulové plochy dotyka pti hodnotach a = +6.

Priklad 4: Kelipsoidu 4x? + 16y? +8z2 —1 = 0 ved'te tenou rovinu

rovnobéZnou s rovinou x — 2y + 2z + 17. [2]

K vypoctu vyuzijeme vzorec pro te¢nou rovinu:

4 0 00 X
0 16 0 0\ (v)|_
mnpD-"y o g o z|=0

0 0 0 -1 1
4mx + 16ny + 8pz—1 = 0.

Ziskanou te¢nou rovinu porovname s rovinou ze zadani:

4mx +16ny +8pz—1=0
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7.3

mx —2my +2mz+mk =0 /-4

4mx +16ny +8pz—1=0
4mx — 8my + 8mz + 4mk = 0

1
16n = —8m =>n=—§m
8p=8m=>p=m
1 =4mk=>k=——.

im

Dosadime do rovnice elipsoidu:

1
4m2+16-<zm2)+8m2—1=0
16m? =1

mzii=>k=i1

Tecné roviny jsoux — 2y +2z—1=0ax—2y+2z+1=0.

Priklady k procviceni

Priklad 1: NapiSte rovnici te¢né roviny t ke kvadrice k v bodé T:
a)k:x?+y>+2z2—16x+32y—8z+43=0; T =[2;0;?]
b) k:3x% —4y? + 2z +5xy —4xz+x — 2y +4z+58=0;T = [-3;2;?]
) Kk:2x®+ 4y +2xy+4xz—4yz—2x+6y—2z—10=0;T = [1; —-1;7]
dDr:x?+y>+2z2 —dxy—4xz+4yz+x—2y+2z+42=0;

T =[-4;7;2]
e) k:2x% + 2y +2z> —4xy +5yz—6xz+4x —5z—6=0;T = [0;3;?]

Priklad 2:
a) Pro jakou hodnotu k se rovina x — 2y — 2z + k = 0 dotyka elipsoidu
x%+4y? +162z% — 144 = 0. [2]
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b) Pro jakou hodnotu k se rovina 2x —y — 2z + k = 0 dotyka eliptického
paraboloidu 4x? + 3y? — 24z =0. [2]

Priklad 3: Urcete rovnici te¢né roviny kulové plochy x? + y? + z? = 9, ktera

je rovnobézna s rovinou x + 2y — 2z + 15 = 0. [2]

7.4

Vysledky

Priklad 1:
a)T; =[2;0;5] => t:6x—16y—2z—7 =0

T, =[2;0;3] => 7,:6x — 16y +z—15=0
b)T = [~3;2; —4] => 1:9x — 33y + 93 = 0
)T =[1;-1;2]=> 1:8x—8y+7z—30=0
)T, = [-4;-6,2] => 7,:9x + 10y + 2+ 94 = 0

T, = [-4;—16;2] => 7,:49x — 10y — 39z + 114 = 0
)T, =[0;3;-3]=> 1:10x -3y —2z+3 =0

T, =[0;3;-2]=>1,:2x+y+2z—-1=0

Priklad 2:
a) k = +18; body dotyku: Ty = [8; —4; —1]a T, = [—8;4; 1]
b) k = —4; bod dotyku T = [3; —2; 2]

Priklad 3:
T:x+2y—2z+9=0at,:x+2y—2z2—9=0.
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8. Pol a polarni rovina

8.1 Pol a polarni rovina
Definice: Rovina m:

(a7 + aq35 + ajzu + agy)x + (ayr + azys + azsu + azy)y

+ (az,7 + a325 + Az3U + A34)Z + Agq7 + AgpS + AuzU +Agy =0

se nazyva polarni rovina bodu R = [r, s, u] vzhledem ke kvadrice (1). Bod R
nazyvame pol polarni roviny. Pokud R je bodem kvadriky (1), pak je polarni rovina

rovinou te¢nou. Tedy polarni rovina je zobecnénim pojmu tend rovina.

Pro vypocet je vhodnéjsi pouzivat maticovy zéapis polarni roviny 7:

X
Q1 Qzz dz3 dpg
(r,s,u,1) - . }z] =0.
1

8.2 ReSené priklady

Priklad: Najdéte polarni rovinu m v bodé R = [2;1; 4] vzhledem ke kvadrice
x2+y?+z2+6x—4y—4z+5=0.

Dosadime do maticového zapisu polarni roviny:

10 0 3\
4D 0 5 L 5L )=
3 -2 -2 5/ \1

tak ziskdme rovnici poldrni roviny m:5x —y + 2z + 1 = 0.

8.3 Priklady k procvi¢eni

Priklad: Najdéte polarni rovinu r v zadaném bodé R vzhledem ke kvadrice k:

a)k:9x2 + 4y% + 522 — 2xy —4xz+ 20yz+ 2x — 4y —z+ 4 = 0;
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8.4

R =[-1;0;4];

b) k:3x? — 2y% + 4z% 4+ 5xy + 13xz — 2yz + 8x + 16y + 32z = 0;
R =12;-2;1];

©) k:2x% +4y? +2xy+4xz—4yz—2x+ 6y —2z—12 = 0;

R =[1;-1;6];
dDr:x?+y*+2z2—-8x+4y+2z+19 =0;
R =[3;4-2];
e) k:3x% +2z%2 —6xy +4xz+3yz—x—y+2z—7=0;
R =[0;3;5];

f)Kk:16x% —4y% + 322 + 8xy + 8xz —4yz+6x — 2y +2z+1 = 0;
R=1[1;-1;1];

Vysledky

Priklad:

a)m:32x —78y—43z—-2=0
b)m:23x +32y +70z+ 16 =0
c)m:24x — 24y +7z—-38=0
d)m-x+6y—2z+13=0
emx+26y+11z—7=0
)m:19x+5y+10z+6 =0
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9. Klasifikace kvadrik

9.1 Charakteristicka rovnice

Definice: Charakteristickou rovnici kvadriky nazyvame rovnici:

a;; — A a2 a3
azy Ay — A ass =0
as; as; asz — A

A0 0 0
0 A, 0 0
A-K-AT = A3 0
0 8 0 A
Ay
Kanonick4 rovnice kvadriky: A, x% + 1,y% + A3z2 + AA =0.
44
vSechna vlastni ¢isla maji stejna
X2 y? 72
—t—+—+1=0 znaménka => mnoZina prazdna,
a?  b% 2
imaginarni elipsoid
Regularni kvadriky: vsechna vlastni ¢isla maji stejna
2 2,2
A, 45,45 # 0, x_z + 21_2 + Z_Z —1= znaménka => trojosy elipsoid, kulova
a c
A44 * O,Arf: 0 plocha
x2 y?  Z2 vlastni ¢isla maji riizna znaménka =>
2t ztl= iny i
a b c dvoudilny hyperboloid
x2 y? z2 vlastni ¢isla maji rizna znaménka =>
—ti5-—5-1=0 : - .
a? b? ¢ jednodilny hyperboloid
Singularni kvadriky: x2 N y? N 72 _o jediny bod [0; O; 0],
A, 45,43 # 0, a? b2 ¢z imaginarni kuZelova plocha
A4_4_ * 0, A=0 2 2 2
*r + Yy _Z _ 0 kuZelova plocha
a?  b%? c?
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9.3 Kilasifikace kvadrik — nestfedové kvadriky

4 r . . 2 2
Regularni kvadriky: 4 0 0 0 x_z + y—z +2mz=0 elipticky paraboloid
alespon jedno 0 A 0 0 a* b
z vlastnich ¢isel = 0, 0 0 0 m L,
0O0m 0 0 x2  y? hyperbolicky
A#:O,A4_4_:0 _2__2+2mz=0 .
m=0 a b paraboloid
A4 0 0 0 x2 2 elipticka valcova
—+=-1=0
% gz 8 8 a’?  b? plocha
0 0 0 m 2z g2 hyperbolicka valcova
——-=+1=0
m=#0 a? b? plocha
Al O O O x2 yZ vr
0 A4, 0 0 = + i 0 primky
00 0 O
2 2
00 0 m xz — 21_2 =0 2 riznobézné roviny
m=20 a
Singularni kvadriky: 7, 0 0 0
alespon jedno 0 0 0 O 5
f o oxr 1 0 0 00 x =0 dvojnasobna rovina
z vlastnich ¢isel = 0, 00 0 0 a2
A= 0, A4_4_ =0 m = O
4 0 0 0 x? v o
0 0 0 0 = +1=0 mnoZina prazdna
0 0 0O
0 0 0O x? . .
0 prie 1=0 rovnobézné roviny
4 0 0 O
(()) (? % Tg) x2 parabolicka valcova
—+2my =0
0m 0 0 az plocha
m=*0

+

9.4 Refené piiklady

Priklad: Vysetiete kvadriku:
a)x?+y’+z2—8x—14y+4z+69=0
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Nejprve uréime, zda se jedna o singularni, ¢i regularni kvadriku:

1 0O 0 —4
A= 8 (1) q _27 = 0 — singularni kvadrika.
-4 =7 2 69

Dale zjistime, zda jde o kvadriku stfedovou, nebo nestiedovou:

1 0 0
Auy:=1(0 1 0] =1-sttedova kvadrika.
0 0 1

Z charakteristické rovnice nasledné vypocteme vlastni ¢isla:

1-2 0 0

0 1-2 0 |=0

0 0 1-2
(1-2)*=0

/11 = 1,/12 = 1,/13 =1.

Nyni dosadime vlastni ¢isla do kanonického tvaru rovnice kvadriky a ur¢ime, o

jakou kvadriku se jedna:

A
/11x2 +/12yz +/13Zz +— = 0
A4—4

0
1-x2+1-y2+1-22+6=0

x2+y?+2z2=0.

Resenim je stiedova singularni kvadrika o rovnici x? + y? + z? = 0, tedy bod.

Priklady k procviceni

Priklad: Vysetiete kvadriku:

a) 6x% +15y2 —7x2—-1=0

b) 10x? — 6y? — 122> —4xy + 7xz+ 17yz—9x +y—2z+2 =0
O)x?+y?—2z2—-8x+4y+2z+19=0

d)x?+y2 +22 —6x+4y —22—22 =0
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9.6

e) 4x% +49y2 +16z2 -9 =0

f) 9x2 + 4y? + 25z% — 12xy — 30xz + 20yz + 42x — 28y — 70z + 49 = 0
g)x?+y?+z2—6x+16y—20z+173 =0

h) 3x? — 2y% + 422 + 5xy + 13xz — 2yz + 8x + 16y + 32z = 0

Vysledky

Priklad:

=
N

2 2
a) jednodilny hyperboloid: —— + yT - ZT =1; A= 630; Ay, = —630
7

oim|
&l
w1

5+/34

2

b) 2 riiznobené roviny: (=% — 4) 2 + (252~ 4) y? = 0; A= 0; Ayy = 0

¢) kuzelova plocha: x? + y2 —z2 = 0; A= 0; Ay = —1

2 2 2
d) kulova plocha: — 4+ 2+ Z — 1 = 0; A= —36; A,y =1
36 36 36

2 2

_|_

x2

e) elipsoid: 5 +
4

<

—1=0; A= —28224; A,, = 3136

l|

N
SER

9

2
s s , . X

f) dvojnasobnd rovina: =—; A= 0; Ay, =0
31

g)bod: x2 +y2 +2z2=0;A=0; Ay, =1

h) 2 riiznobézné roviny: (3 +22) 22 + (3= Y20) y2 = 0; A= 0; Ayy = 0
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10. Kulova plocha

Definice: Kvadriku o rovnici x% + y2 + z% = r? nazveme kulovou plochou se

sttedem S v pocatku a polomérem 7.

<

Pro tfadu zajimavych vlastnosti byva kulova plocha také nazyvana , kralovnou
mezi plochami. Jednou z nejvyznamnéjSich vlastnosti je izoperimetrickd vlastnost —

mezi vS§emi konvexnimi plochami o daném povrchu ma kulova plocha nejvétsi objem.

10.1 ReSené p¥iklady

Priklad 1: Napiste rovnici kulové plochy, znate-li:

a) stted S = [2; —1; 3] a polomér r = 4:
V tomto piipad¢ pouze dosadime do obecné rovnice kulové plochy:

(x=2)22+(@y+1?+(z—3)?=16.

b) stted S = [1; —1; 2] abod K = [3;2; —1], ktery leZi na kvadrice:
Soufadnice stiedu dosadime do obecné rovnice kulové plochy:

x—1D2+@+1D%2+(@=z-2)?%=r2
Nasledné¢ spocitame polomér r dosazenim bodu K:

B-12?+Q+1D*+(-1-2)?2=1r?
4+9+9=r?
22 =r?

Rovnice této kulové plochy tedy bude ve tvaru:

(x—1D2+(@y+1)2+(z—-2)?* =22
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¢) stted S = [—2;2; 1] arovinu p: 5x — 2y — 6z + 7 = 0, ktera se dotyka
kulové plochy:

Dosazenim stfedu S do obecné rovnice kulové plochy ziskame:
x+2)P2+@-2)*+@Z-1D*=r2
Polomér r kulové plochy odpovida vzdalenosti stiedu S od roviny p:

_|5:(=2)-22-6-1+10] _ 10

r=|Sp|

V52422462 V65
2 100 _ 20
T 65 13
Rovnice hledané kulové plochy je tedy (x + 2)2 + (y — 2)? + (z — 1)% = %.

d) 4 body, kterymi kulova plocha prochdzi: M; =[1;-2;—-1],M, =
[-5;10; 1], M5 = [4; 1, 11], M, = [-8;-2;2].  [2]

I. zpisob:

Najdeme 3 roviny, které prochazi sttedem seCky mezi 2 body ze zadéani a jsou

na danou usecku kolmé:

Swym, = T = (=2 451], MyM; = (=6;12; 0)~(1;—2; 0);

p1:x—2y+d=0
dosadime Sy, y,: =2 —-8+d =0=>d =10
p1:x —2y +10=0.

Stejnym zplisobem ziskame 1 dal§i dvé roviny:

Swmy = MZJZ'M3 = [—%;%; 5], M,M; = (9; —9; 12)~(3; —3; 4);
p2:3x—3y+4z—2=0
M3+M, 1 13 FrvEYE
Swg, = ot = |=2,= 52|, MM, = (—125-3;-9)~(4;1;3);

p3:dx+y+3z—11=0.

Stied kulové plochy je prisecikem téchto tii rovin:
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p1:x—2y+10=0

p2:3x—3y+4z—-2=0

p3:4x+y+3z—11=0
—7x — 13y = —38

x—2y=-10
y=4
x—8=-10=>x=-2
=6+12+2=5.

4

Stred kulové plochy je tedy v bodé S = [—2; 4; 5].

Obecna rovnice kulové plochy po dosazeni stfedu S:
(x+2)2+(W—-4)?*+(z-5)?2=r2

Dosadime naptiklad bod M;:

94+36+36=1r2
r? =81.

Rovnice hledané kulové plochy je (x + 2)% + (y — 4)? + (z — 5)? = 81.

I1. zpisob:

Kazdy bod dosadime do obecné rovnice roviny a ze soustavy 4 rovnic o 3

neznamych pak vypocteme soutadnice stfedu — jediné feSeni soustavy rovnic.

(x—1)?2+@+2)2+EZ+1)%2=0
(x+5?%+(y—-102+(z+1)?=0
(x—4)2+@H-1D2+(z—-11)%2=0

(x+8)2+(y+2)* +(z=2)2=0

x2—2x+14+y* +4y+4+2z2+2z+1=0

x2+10x +25+y2—20y+100+2z2+2z+1=0
x2—8x+64+y*—2y+1+22-222+121=0
x> +16x+64+y* +4y+4+2>2—4744=0
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2)-() 12x — 24y = —120

3)—-(@1) —-6x—6y—24z=-132
(4) — (1) 18x — 6z = —66
(2) —403) —78x — 6y = 132
12x — 24y = =120
4(1) - (2) — 324x = 648
x=-2

12-(=2) =24y =—120=>y =4
18- (=2) — 6z = —66 => z = 5.

Obecna rovnice kulové plochy je (x + 2)? + (y — 4)* + (z — 5)* =12,

Polomér vypocitame dosazenim nekterého z bodit M;, M,, M5 nebo M,:

M;:3% + 6% + 6% =12
81 =r2.

Hledana kulova plocha ma tedy rovnici (x + 2)? 4+ (y — 4)? 4+ (z — 5)* = 81.

Piiklad 2: Urcete rovnici kulové plochy se sttedem v bodé S = [2; 3; —1], ktera

vytind na pfimce p:x = =14 —t,y = —54—0 — %t,z = t tétivu délky 16. [2]

K vypoctu poloméru r potfebujeme nejprve urcit

Obr. 14 Priklad 2

vzdalenost pfimky p od stfedu S. Tu zjistime tak,
ze sttedem S vedeme rovinu p kolmou na piimku
p. Prisecik roviny p a piimky p oznacime
P. Vzdalenost pfimky p od stfedu S se pak rovna

vzdalenosti pruseciku P od stiedu S.

Protoze je rovina p kolma na ptimku p, smérovy

2

vektor piimky p s = (—1 ;—=; 1) je zaroveil normalovym vektorem 7 hledané

roviny p:

4
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p: —x—%y+z+d=0.

Hodnotu d vypocteme dosazenim stfedu S do roviny p:

9

—2-%-14+d=0=>d=
4 2

Rovina p: —x—%y+z+§=0.

K urceni priseciku roviny p a ptimky p dosadime parametrickou rovnici ptimky

p do rovnice p:

100
16

224+ 16t + 100+ 4t +16t+72=0
36t = —396
t=-11
P =1[-3;,-7,-11].

+t+—=+2t4t+2=0 /16
16 2

Vzdalenost stfedu S od priuseciku P:

SP = (—5; —10; —10)
|SP| = \/(=5)2 + (=10)? + (=10)? = v225 = 15,

Polomér r ur¢ime pomoci Pythagorovy véty:

152 + 82 =12
289 =12,

Rovnice hledané kulové plochy:

(x—2)2+ (@ —-3)?+(z+1)? = 289.

Piiklad 3: Urcete rovnici kulové plochy, ktera se dotyka roviny p;: 2x — 4y +
2z + 10 = 0 a roviny p,:2x — 4y + 2z — 12 = 0. Roviny p; se kulovéa plocha dotyka
v bodé M; = [3;1;—6].
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Z normalovych vektorti rovin p; a p, je patrné, Ze jsou tyto roviny rovnobézné,

proto je vzdalenost mezi nimi rovna priméru hledané kvadriky. Ur¢ime tedy

vzdalenost mezi bodem M; a rovinou p,:

[2:3—4-1+2:(-6)—-12| |6—4—12-12| 22
|M1p2| = = = 9
V22442422 V24 V24
22 1 11

=TV
Sted hledané kulové plochy je prisecikem roviny ps, kterd je rovnobézna s p; a

s p, a ktera lezi uprostfed mezi nimi, a pfimky p, ktera je kolméa na p; ana p, a
ktera prochéazi bodem M;:

-

S, =1, =1, =(2;—42)

p:X:M1+t'§p

x =342t
y=1-—4t
z=—-6+2t

p3:2x —4y+2z—1=0.
Dosadime parametrickou rovnici pfimky p do rovnice roviny ps:

6+4t—4+16t—-12+4t—-1=0

24t = 11
t=—.
24

PriseCik roviny p; a piimky p a tedy 1 stied S kulové plochy:

47 10 61
P AT
12 12 12

Nyni sestavime rovnici kulové plochy se stiedem S a polomérem r, které jsme si
Jiz vySe vypocitali:

(-2 4+ 4 (o -2

12 24
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10.2 Priklady k procviceni

Priklad 1: Urcete stied S a polomér r kulové plochy:
a)x?+y’+z2—4x+6y—4z—2=0
b)x?+y%+2z°2—2x+y+3z—-6=0
Ox?+y+z2—x+6y—12z+5=0
dx?+y2+2z2—4x+10y—5z—1=0

Priklad 2: Napiste rovnici kulové plochy, pokud znate:

a) stted S = [2;0; 3] abod M = [3; 1; —2], kterym kulova plocha prochazi
b) stied S = [3; —3; 5] abod M = [—4; 0; 3], kterym kulova plocha prochazi
¢) stted S = [0; 0; 0] arovinu p: 16x — 15y — 122+ 75=0  [2]
d)stted S = [3; —5; —2] arovinup:2x —y —3z+11=0 [2]

e) body M; = [3;-2;3],M, = [1; -2;1], M3 = [3;0; 1], M, = [5; —2; 1]

Priklad 3: Urcete rovnici kulové plochy, pokud:

a) jeji stied lezi na piimce p:x =2 —9t,y =1+ 6t,z =1+ 6t a dotykd se
rovinp:x +2y—2z—-2=0,p:x+2y—-2z+4=0. [2]

b) jeji stfed lezi na pfimce p:x = 5+ 6t,y = —1 — 3t,z = —1 — 2t a dotyka se
rovin p;:6x +3y —2z—35=0,p,:6x+ 3y —2z+ 63 = 0. [2]

10.3 Vysledky

Priklad 1:
a)S =[2;-3;2],r =v19

|

05=[-3-36|r

<

[ 1
b)S =|1;—3;—

N w

" |
IS
o [
] o le

[ 5 1
d)s = _2,—5,5],r_T
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Piiklad 2:

a)(x —2)2+y*+(z—3)* =27

b) (x —3)2+(y+3)2+ (z—5)? =62
c)(x+2)2+(y—1)2+zz=%

d) x> +y2+22=9
e)(x—3)+(y+57?%+(z+2)2=56

Nx—-3)2+@+2)2+(z-1)2%=4

Priklad 3:
aA)(x+ 1D+ (y—-3)2+(=-3)?=1
b)(x+1)?+(y—2)2%+(z—1)2 =49
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11. KuzZelova plocha

Definice: Kuzelova plocha je singularni kvadrika, pro kterou plati a,, = 0.

Kvadrika, kterda ma ve vhodné zvolené kartézské soustavé souradnic rovnici:

se nazyva kuzelova plocha. Bod V = [0; 0; 0] je vrchol kuzelové plochy.

Jestlize a = b, potom tuto kuZelovou plochu nazyvame rota¢ni kuzelovou
plochou. Rota¢ni kuZelovou plochu dostaneme rotaci piimky, kterda je rtiznobézna

S osou rotace Z.

11.1 ReSené p¥iklady

Priklad 1: Dokazte, Ze rovnice z2 = xy je rovnici kuzelové plochy s vrcholem

v pocatku soustavy soufadnic. [2]

Pti feseni tohoto ptikladu postupujeme stejné jako pti vySetfovani kvadriky:

1
0 2 00
1
A= |3 0o 0 0| 0 — singulédrni kvadrika
0 0 -1 0
0 0 O
0 - 0
Aw=|1 o o = — = —stfedova kvadrika => § = [0; 0; 0].
0 0 -1
Charakteristické rovnice:
-1 - 0
2
-2 o0 [=0
2
0 0 -1-2
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A nyni jiz pouze dosadime do rovnice pro kanonicky tvar:

1 1
2 N2 2_020'
2% T2V 77

po uprave pak ziskame rovnici:
—x%+y2 4222 =0.

Tato kanonicka rovnice je rovnici kuzelové plochy, ¢imz jsme dokazali, ze

rovnice z? = xy je rovnici kuzelové plochy.

Priklad 2: Osa z je osou rota¢ni kuzelové plochy s vrcholem v pocatku. Bod

M = [3; —4; 7] lezi na kuzelové plose. Uréete rovnici kuzelové plochy. [2]

Ze zadani plyne, Ze se jedna o rotacni kuzelovou plochu rotujici kolem osy z,

proto bude obecna rovnice rota¢ni kuzelové plochy vypadat nasledovné:

Celou rovnici vynasobime a? a ziskame:

2

2 2_4a” . 2 _ a’ _
x+y _C_ZZ_O' C_Z_k>0

x?+y?—kz?=0.
Hodnotu k zjistime po dosazeni bodu M:

9+16—-49% =0

2

k=2=% —>a=45c=47b=a=15.
49 c

Hledanou rovnici rota¢ni kuzelové plochy je tedy rovnice:
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Priklad 3: Osa y je osou rotacni kuzelové plochy s vrcholem v pocatku, jejiz

tvotici pfimky sviraji s osou y thel 60°. Urcete jeji rovnici. [2]

Obecna rovnice rotac¢ni kuzelové plochy rotujici kolem osy y ma tvar:

po Upravé:

Pomoci goniometrické funkce tangens ur¢ime soutfadnice bodu M, ktery lezi na

tvofici pfimce:

z M ° tg600=%
:\/:i
| M = [0;1;+/3].
a60°
v ¥

Obr. 15 Priklad 3

Dosadime bod M do upravené obecné rovnice kuzelové plochy:

—k+3=0
k =3.

Hledana rovnice rota¢ni kuzelové plochy je x? — 3y? + z2 = 0.

11.2 Priklady k procviceni

Priklad 1:
a) Osa z je osou rotani kuzelové plochy s vrcholem v pocatku, bod M =

[0; 6; 3] lezi na kuzelové plose. Urcete rovnici rota¢ni kuzelové plochy.
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b) Osa y je osou rotatni kuzelové plochy s vrcholem v pocatku, bod M =
[4; 3; 0] lezi na kuzelové plose. Urcete rovnici rotaéni kuzelové plochy.
¢) Osa x je osou rotacni kuzelové plochy s vrcholem v bodé V = [2; 1; 0], bod

M = [4;1; 2] lezi na kuZelové plose. Urcete rovnici rotacni kuzelové plochy.

Priklad 2:

a) Osa z je osou rotacni kuzelové plochy s vrcholem v pocatku. Jeji tvofici
pfimky sviraji s osou z tthel 45°. Urcete rovnici kuzelové plochy.

b) Osa y je osou rotacni kuzelové plochy s vrcholem v pocatku. Jeji tvorici

piimky sviraji s osou y thel 30°. Urcete rovnici kuzelové plochy.

11.3 Vysledky

Priklad 1:

x? 2z
A)—+>-==0
36 36 9

2 2 2
b)=-L+Z=0
16 9 16

O(x—2)+(@y—-12-22=0

Priklad 2:

a)x2+y?—2z2=0;M =1[0;1;1]
2 1 5 2 _ Q. —r1n.1..L

b)x 3y +z —O,M—[O,l,ﬁ]
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Z.avér

Ve své bakalarské praci jsem se vénovala piikladim na kvadratické plochy.
Snazila jsem se podat srozumitelny navod k feSeni typickych ptikladi a napomoci tak

pfipadnym zdjemctim v pochopeni této problematiky.

I pro mé& byla prace na tomto tématu velmi piinosnd. Rozsifila jsem si své
znalosti o kvadratickych plochach a Iépe porozuméla souvislostem tykajicich se
nekterych piikladi. Zaroven jsem se naucila pracovat s matematickymi softwary Maple

9.5 a Derive 6.

V této bakalaiské praci jsou zpracovany pouze typické a zakladni piiklady

odpovidajici rozsahu vyuky predmétu Geometrie I. Do budoucna tak ziistava prostor

vvvvvv
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