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1.Uvod a cile prace

Prace se vénuje teorii diferencialniho a integralniho poctu a dale jeho aplikaci v eko-
nomickych problémech. Hlavnim cile prace je vytvofit uceleny soubor piikladu a ukazat

Siroké spektrum uplatnéni diferencialnich a integralnich rovnic v ekonomii.

Vétsina lidi vyuziva matematiku v bézném zivoté jen v omezené mire, tieba jedno-
duchou aritmetiku pfi manipulaci s penézi. Mnoho problému vsak v ekonomii, biologii
a zahrnuje rychlost zmény zavislé na vzajemném pusobeni dalSich prvka — aktiv, popu-

lace, naboju, sil atd. na sebe. (Zhang, 2005)

Matematické modely, které popisuji bézné kazdodenni problémy, vétSinou obsahuji apli-
kace diferencialnich rovnic. Tato prace ukazuje vyznamné ukazky pouziti matematickych

modeld z riznych oblasti ekonomie.

Ekonomické modely lze rozd¢lit do dvou hlavnich skupin: statické a dynamické. Za-
timco ve statickych modelech se predpoklada, Ze s Casem vSe zastava stejné, v dynamic-
kych modelech se s ¢asem méni dalsi rizné veliCiny. Navic rychlost zmény muze byt
nekdy vyjadiena jako funkce ostatnich zahrnutych veli¢in neboli dynamické modely lze
popsat pfimo diferencialnimi rovnicemi. Nelinearni dynamika se zabyva systémy, jejichz
rovnice casového vyvoje jsou nelinearni. Pokud se zméni parametr, ktery popisuje line-
arni systém, kvalitativni povaha chovani zistane zpravidla stejna. Naopak u nelinearnich
systémil mize mala zména parametru vést k nahlym a dramatickym zménam v kvantita-
tivnim 1 kvalitativnim chovani systému. Moderni pocita¢ umoziuje prozkoumat mnohem
§irsi troven jevu, nez jaké by bylo mozné si predstavit. Nové techniky poskytuji vykonné
metody pro modelovani a simulaci trajektorii nahlych a nevratnych zmén i v ekonomic-

kych systémech. (Zhang, 2005)

Obycejné diferencialni rovnice jsou ve fyzikalnich védach vSudypfitomné a jsou za-
sadni pro pochopeni i dalSich slozitych inzenyrskych systémi. V ekonomii se pouzivaji
k modelovani naptiklad ekonomického ristu, hrubého domaciho produktu, spotieby, pfi-
jmu a investic. Ve financich jsou stochastické diferencidlni rovnice nepostradatelné pti
modelovani dynamiky cen aktiv a ocefiovani opci. Diferencni rovnice se zdaji byt pfiro-

zengj$i volbou pii modelovani ekonomickych procesu, jelikoz klicové ekonomické pro-



meénné jsou sledovany v diskrétnich ¢asovych jednotkach, na druhou stranu mohou pred-
stavovat komplikace v jejich asymptotickém chovani a byva obtiznéjsi je analyzovat. Di-
ferencialni rovnice tak mohou byt pfistupnéjsi analyze asymptotické stability. Parcialni
diferencialni rovnice, obvykle druhého fadu pro funkce alesponi dvou proménnych,
se hojné€ vyuzivaji v moderni makroekonomii pro feSeni optimaliza¢niho problému for-

mulovaného ve stochastickém prostiedi. (Tsoularis, 2021)

Nelinearni dynamicka teorie nasla Siroké uplatnéni v riznych oblastech ekonomiky.
Aplikace zahrnuji katastrofy, bifurkace, obchodni cykly, ekonomicky chaos, ekonomicky
rast, rychlé a pomalé socioekonomické procesy anebo vztahy mezi mikroskopickymi
a makroskopickymi strukturami. V§echna tato témata nelze efektivné zkoumat tradicnimi
analytickymi metodami zabyvajici se linearitou, stabilitou a statickymi rovnovahami. Ne-
linearni teorie ukazuje, jak komplikovana chovani mohou vzniknout z jednoduchych pra-
videl. A prestoze ekonomické vztahy v téchto modelech byvaji komplikované, ukazuje
se, ze dynamika vSech téchto modeld je urCena pohybem jednorozmeérnych diferencial-
nich rovnic. Aplikace diferencidlnich rovnic se v dneSni dobé pouzivaji pfi modelovani
zmén ve vSech oblastech védy. Studium teorii byla rozsifena zejména s vyvojem techniky
a teorie diferencialnich rovnic se stala zakladnim nastrojem ekonomické analyzy.

(Zhang, 2005)

Cilem prace je zahrnout a ukéazat aplikaci vy$§i matematiky v praxi a ilustrovat proble-
matiku na praktickych piikladech. Cast piikladd v této praci je simulovana pomoci soft-
waru Maple. Grafické schopnosti Maple umoziiuji prozkoumat ekonomické jevy mno-
hem podrobnéji, nez by bylo mozné jen na papitre. Pouziti Maple umoziuje nahradit ne-
zajimavé symboly matematickych manipulaci v ekonomickych vzorcich tak, aby uzivatel
mohl travit vice ¢asu pfemyslenim o problému a pochopit ekonomické pozadi feseného
problému. Pouziti nastroji Maple k feseni matematickych modeld ekonomickych pro-
blému je skvélym nastrojem, jak umoznit ekonomim zalit zkoumat §irsi Skalu funkci

a dalSich matematickych modeld ekonomickych jevi. (Chvatolova, Hiebicek, 2022)

Na rozdil od vétsiny standardnich ucebnic matematické ekonomie pouzivame pocitaco-
vou simulaci k demonstraci ekonomickych jevii. Tato prace poskytuje nejen komplexni

uvod do aplikace teorie linedrnich a linearizovanych diferencialnich rovnic v ekonomické



analyze, ale zminuje také nelinearni dynamické systémy, které byly Siroce aplikovany

na ekonomickou analyzu teprve v poslednich par desitkach let. (Baronti a kol., 2016)
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2.Prehled reSené problematiky

Témeét kazdy ekonomicky ukol ma dvé odlisna hlediska problému: stranku kvantita-
tivni a stranku kvalitativni. Pi feSeni kvantitativnich otazek mohou byt matematické me-
tody ekonomovi velmi ndpomocné. Ovsem na kvantitativni rozbor musi navazat kvalita-
tivni zhodnoceni, jez je koneénou a rozhodujici fazi rozboru. Uloha ekonoma je rozhodu-
jici pii prevadeéni ekonomickych problémt do matematické symboliky, tj. ureni mezi
a hranic pouzitelnosti matematiky na ekonomické problémy. Ekonom muze byt tak spo-
lehlivym strazcem, aby uloha matematiky pro feSeni ekonomickych problému nebyla na-
piiklad pfecenéna, nebo aby matematické metody zistaly jen tak napomocné, jak maji

byt. (Bojarskij, 1959)

Makroekonomie se zabyva studiem velkych ekonomickych systému, nejcastéji eko-
nomikou statu ¢i zemé€. MizZe se ale jednat i o slozitéj$i systém napt. svét jako jeden celek,
slozeny z velkého mnozstvi interagujicich mensich geografickych regionti. Makroekono-
micka teorie se tradi¢né zamétrovala na systémy diferen¢nich nebo obycejnych diferenci-
alnich rovnic popisujici n&jaky vyvoj. Modely heterogennich ciniteld jsou obvykle nasta-
veny v diskrétnim Case. Aby se dosahlo pokroku, nékteré teorie shrnuji verze t€chto mo-
dell v kontinualnim case. Makroekonomické modely tak s heterogennimi Ciniteli sdileji
spoleCnou matematickou strukturu, kterou lze v nepfetrzitém Case popsat systémem sdru-

zenych nelinearnich diferencialnich rovnic. (Achdou et al., 20114)

Ekonomika obvykle kolisa kolem své trendové drahy s nepravidelnymi vykyvy.
Casto jsou tyto vykyvy cyklické a trend je vysledkem faktort odpovédnych za dlouho-
doby rust ekonomiky, naptiklad pfirastek kapitalu, narist pracovni sily, nebo védecky
a technicky pokrok. Hospodarské cykly predstavuji odchylky realného agregatniho pro-
duktu od jeho dlouhodobého trendu zptsobené distribuovanymi nahodnymi nabidkovymi
Soky v ¢ase. V 50. letech 20. stoleti byly vyvinuty nékteré elegantni matematické modely
cykla vcetné neoklasické teorie rustu vyuzivajici produkcni funkce. Staly se vychozim
bodem pro vSechny nasledujici vyzkumy v ustfednich otazkach makroekonomické dyna-
miky. Hlavni nevyhodou téchto modelt bylo izolované zohlednéni rastu a cyklickych

fluktuaci. (Akaev, 2018)

Diferencialni rovnice vyjadiuje rychlost zmény stavu pomoci funkce aktualniho

stavu. VétSina modelt v makroekonomii je formulovana v diskrétnim ¢ase. To znamena,

11



Ze existuji Casové useky t = 0,1, 2, ..., kde jednotka Casu je obecné libovolna a muze
odkazovat na den, mésic nebo dekadu. Tato libovolnost naznacuje, ze muze byt zadouci,
zejména pii pohledu na dynamiku modelu, aby &asova jednotka byla co nejmensi. Rada
model v makroekonomii je tedy formulovana v nepfetrzitém Case. Spojité systémy maji
fadu vyhod. Umoziuji flexibilngj$i analyzu dynamiky a poskytuji explicitni feseni v §ir-
$im souboru okolnosti. To plati zeyména pro heterogenni modely. (Margues, 2014)

V této Casti jsou uvedeny nékteré z nejdialezitéjSich diferencialnich rovnic vyvinuté
ekonomy béhem poslednich desitkach let, zminime Solowoviv model ristu, ktery byl
CasteCné motivovan autory dél Harroda a Domara a mnoho dalsich. Ekonomicky rust je
dilezitym tématem v ekonomii a Solowlv rustovy model je prvnim tématem vyucova-
nym v ekonomii kvili jeho zakladni jednoduchosti a dulezitosti. Mnoho dalsich praci
zahrnuje diferencialni rovnice s ¢asovymi prodlevami, které jsou neodmyslitelné pfi-
tomny ve vyrobé a akumulaci kapitalu, avsak volba diferencialnich rovnic uvedenych
v této kapitole mé poskytnout jen letmy pohled na to, jak matematické mysleni nékterych

slavnych ekonomu ovlivnilo moderni védu. (Tsoularis, 2021)

Ekonomicky rust soucasné doby

Jestlize se v industridlnim obdobi zmény projevovaly v fadech desetileti, u mnohych
soucasnych technologii se progrese sleduji v fadech jednotek let. V soudobé ekonomice
neni pfili§ velky problém manévrovat s produkénimi kapacitami. Jejich existence je ale
zavisla na celé radé faktortu a produk¢énich podminek, souvisejicich predevsim s dostup-
nosti informaci a koncentraci kapitalu, ktera umoziuje budovat a provozovat celosvétové
sit€. (Varadzin et., 2004)

Predmétem teorie rustu je sledovat ekonomickou dynamiku z hlediska jejich kvanti-
tativnich zmén. Pro soucasné ekonomické teorie je charakteristické, ze pracuji jen
s exaktnimi modely, pii kterych dochazi k silnému procesu redukce komplexity. Existuje
totiz nepsané pravidlo, ze dobra teorie je teorie jednoducha. Mnohdy tato teze byva na-
hrazena primitivnimi ivahami nad komplexnimi problémy, nebot’ do pfedchozich inter-
pretaci nejsou zahrnuty nepostradatelné vlivy. Klade-li naptiklad makroekonomicka teo-
rie dnesni doby velky diraz na makroekonomické agregaty, aniz by brala v uvahu vnitini

strukturu ekonomiky, zptsobi tak uspokojeni potieb v odli§nych socialnich vrstvach a vy-
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tvaii tak zcela nespravné zavéry vzhledem k realité. Ugel redukce vliva a vytvaieni kri-
térii meéfeni v modelu je tedy potfeba popsat a interpretovat realitu z urcitého zorného
uhlu a nelze pfizptsobovat realitu potfebam teorie. Je tfeba pristupovat k teorii ristu a jeji
aplikaci na zaklad¢ dalSich dodate¢nych podminek a chépat tento pfistup jako myslen-
kovy néavod a zéklad pro hospodatskou a socialni politiku. (Varadzin et., 2004)

V potaz berme 1 problémy tykajici se ¢asoprostorovych uspotadani, historickych
a socialnich podminek. Odlisné pochopeni a interpretace vytvari znacnou variantnost
predstav u jednotlivych autord. Vliv na charakter modelu maji vlastnosti objektu, zptsoby
modelovani i cile, tj. za jakym ucelem model konstruujeme. (Varadzin et., 2004)

V poloving 20. stoleti se zformovalo hned nékolik zakladnich ekonomicko-historic-
kych modelt vyvoje. Na evropském uzemi prevladal marxisticko-schumpeterovsky mo-
del zalozeny na syntéze socialnich vztaht na zaklad€ tvarci schopnosti jedince. Novy
podnét pro rozvoj ekonomicko-historickych myslenek ptedstavil ve druhé poloviné
20. stoleti W. Rostow, ktery svou praci ,,Nekomunisticky manifest” o stadiich ekonomic-
kého rustu pfimo zalozil jako polemiku s marxistickym pojetim. Rostow souhlasil s mys-
lenkou, ze hlavnim hybnym momentem ¢lovéka jsou jeho zajmy ovliviiyjici formy spo-
lecenského zivota. Obdobné uznaval existenci tfid, ale nedomnival se, ze by tfidy byly
rozhodujicim faktorem. Stejné€ jako Marx, 1 Rostow akceptoval vyznam prace, nicméné
vétsi vahu piisuzoval podminkam existence individua nez jeho samotné aktivité. V 70. le-
tech 20. stoleti se zacal prosazovat novy pfistup k ekonomickému vyvoji. Tato nova kon-
cepce ekonomického vyvoje reinterpretovala v neoinstitucionalnim pojeti problematiku
zmén ekonomiky. Jeho novost spocivala v aplikaci transakcnich nakladi, procest uceni
a rozhodovani za nejistoty aj. na ekonomické procesy velmi explicitné. Tyto mySlenky
uznavaly platnost neoklasickych principt trzniho a konkurenéniho principu a taktéz pred-
pokladala individua jako zékladni jednotky analyzy. Koncem 20. stoleti se oblast ekono-
mickych modelt ristu zménila ve dvou zakladnich rysech. Doslo k vypracovani piedstav
na zakladé syntézy institucionalismu a neoklasického sméru mysleni a zarovei jako pro-
tiklad k marxistickému pojeti socialn€ ekonomickych formaci byla zformovana predstava
o stadiich ekonomického ristu. SpoleCnym jmenovatelem modela bylo piesvédéeni o za-
konitosti probihajicich zmén a odmitani univerzalnich zavéri. Panovaly vSak nadale mezi
nimi rozdilné predstavy o metodologickych vychodiscich a zpisobu spojeni jednotlivych

prvka ekonomického mechanismu. (Varadzin et., 2004)
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Obecna problematika matematicko-ekonomickych modelu rustu

V matematickém modelovani ekonomickych procest je nutné, aby zakladni faktory,
které ovliviiuji pfedpoklady pro formulaci ekonomickych procest, byly vyjadieny v ja-

zyce matematiky.

Ekonomické modely v zasade rozliSujeme na dvou trovnich, makro- a mikroekono-
mické modely. Mikroekonomické modely predstavuji modely dil¢ich ¢asti ekonomic-
kého systému, napt. podniku. A zakladem je analyza izolovaného prvku a jeho chovani
v zavislosti na zmeéné jinych veli¢in. Makroekonomické modely oproti tomu skytaji roz-

bor fungovani ekonomiky v celé jeji celistvosti. (Varadzin et., 2004)

Rozhodnuti spotiebiteld, vlady a firem o poptavce a nabidce urcuji troven ekono-
mické aktivity, a protoze tato rozhodnuti hraji zasadni roli v obchodnich a spotiebitel-
skych aktivitach, je dilezité mit matematické nastroje, které nam umozni je analyzovat.
Vztah mezi finan¢nim sektorem, podnikanim a ekonomickym ristem je dalezitou otaz-
kou, ktera byla zkoumana v celé fad¢ vyzkumnych praci, jak teoretickych, tak empiric-
kych. Mnoho z nich se zaméfilo na dopad finan¢niho sektoru prostiednictvim derivati
na ekonomicky rust. Existuje nékolik proménnych, které ovliviuji poptavku po produktu.

Nejjednodussi model pro funkci poptavky lze zapsat jako

D =f(p)

kde pozadované mnozstvi zavisi pouze na cen€, ostatni promeénné, na kterych zavisi
poptavka, zlstavaji konstantni. Funkci poptavky, D = f(p), 1ze modelovat jednoduchou

linearni rovnici
D =a+ (=b)p,

kde a a b jsou realné konstanty. Jedna se o rovnici piimky, kladna konstanta a urcuje
vertikalni prasecik funkce poptavky se svislou osou soustavy soufadnic, zaporny koefi-
cient (—b) urcuje sklon funkce poptavky. Zaporna hodnota koeficientu (—b) znamena,
ze cena klesa o b jednotek za kazdy jednotkovy nartst mnozstvi. (Bradley & Patton,

2002)

Rovnice popisuje zadkon poptavky, zakladni ekonomickou hypotézu, kterd fika,

Ze existuje negativni vztah mezi poptavanym mnozstvim s cenou. To znamena, ze kdyz
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se cena zbozi zvysi, poptavané mnozstvi se snizi a vSechny ostatni proménné ztstanou
stale konstantni. Kfivka poptavky je tedy klesajici, mize mit linearni ¢i nelinearni tvar.
Nelinearni funkce znamena vztah mezi poptavanym mnozstvim a cenovymi formami jiny
nez piimka, pokud ji vykreslime. Jeji matematicka rovnice mize byt kvadraticka, expo-

nencialni nebo i jina. Nejjednodussi model funkce nabidky 1ze zapsat jako

S =n(p),

kdy opét dodavané mnozstvi zavisi pouze na cen€, pokud ostatni proménné, na kte-
rych zavisi nabidka, zistavaji konstantni. Rovnici nabidky S = n(p) 1ze modelovat jed-

noduchou linearni rovnici
S=c+dp,

kde ¢ a d jsou realné konstanty. Konstanta ¢ urcuje vertikalni prisecik a je vzdy
kladna. Stejné tak konstanta d je vzdy kladna a vyjadiuje strmost funkce nabidky. Cena
se tak zvySuje o d jednotek za kazdé jednotkové zvySeni dodaného mnozstvi. Rovnice
popisuje zakon nabidky, dal§i ekonomickou hypotézu, ktera tika, ze existuje pozitivni
vztah mezi dodanym mnozstvim a cenou neboli to znamena, ze kdyz se cena zbozi zvysi,
zvysi se i nabizené mnozstvi, pfiCemz vSechny ostatni proménné zistanou konstantni.

(Bradley & Patton, 2002)

A protoze se cena komodity a dodavané mnozstvi nemusi ménit ve stejném pomeru,
existuji tak 1 funkce nabidky, které jsou nelinearni. Jinymi slovy, pokud se sklon kiivky
nabidky méni po celé délce kiivky, tvori pak nelinearni kiivku funkce nabidky. Takovou
nelinearni funkci nabidky lze vyjadfit pomoci kvadratické, exponencidlni aj. funkce.

(Bradley & Patton, 2002)
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2.1 Zakladni predstava ekonomického rustu

K definovani obecné predstavy ekonomického rustu existuje fada nazora, které jsou
jen konecnou vyslednici urcitych uvah. Zpravidla se vychazi z predpokladu, ze ekono-
mika roste, jestlize roste vystup na zakladé zvySeni mnozstvi vyrobnich faktort, eventu-
alné vystup roste na jednotku vstupu. Rust 1ze nejobecnéji definovat jako zménu realného

dichodu Y, na osobu mezi jednotlivymi ¢asovymi intervaly (t,t + 1,t + 2, ...,t + n).
Miru realného rastu G,, tak mizeme vyjadfit jako

Vern Yo
C = Npie+1) Ny 100%
" Yro ' ’

Ny

kde Np znaci celkovy pocet osob. (Varadzin et., 2004)

Vzorec udava procentualni zménu vici predchozimu obdobi, pifi aplikaci vzorce
v praxi ale mizeme nalézt nékolik probléma. Vliv ristu obyvatelstva maze vést k nulové
mife rastu, jestlize celkovy rast Y, se rovna rustu poctu obyvatel. JelikoZz vzorec ukazuje
rast realné ekonomiky, dalsi nedostatek tkvi v tom, Ze je zde nutné provést vypocty zmén
cenové hladiny. A v pfipadé, ze bychom porovnavali rist mezi zemémi, vysledek by za-
visel na pfedchozich dvou faktorech; na obyvatelstvu a cenové hlading. (Varad-

zin et., 2004)

Pro zjednoduseni nasledujicich poznatkl zavedeme nékolik predpokladu.

1) Cenova hladina je konstantni neboli dichod Y; je totozny s nominalnim a s real-

nym diichodem tj.

2) Hospodafstvi je zcela uzaviené, bez zahrani¢niho vlivu na obchod, a bez jakych-

koliv statnich aktivit, tj.

Y=C+S$
Y=C+1
[=85=Y-C

kde C je spotteba, S uspory a I investice.
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3) Existuje makroekonomicka rovnovaha, kdy se agregatni nabidka realného pro-

duktu rovna agregatni poptavce realného produktu

A proto muzeme zapsat
I, =S =Y, —C,.
4) Existuje plna zaméstnanost.
5) Investice maji duchodotvorny a kapitalotvorny efekt, tj. s ristem investic roste
realny kapital K i dichod

dK

I:E.

Za téchto pét predpokladu se riustové modely skladaji ze tii zakladnich funkci.

Mezi né patii funkce nabidky pracovni sily, ktera se meni v Case a spolu s kapitalem
K vytvari vystup. Druhé funkce dava do souvislosti vstup a vystup, mluvime tedy o pro-
dukéni funkcei. Produkéni funkce modeld rastu vyjadiuji hospodarské souvislosti mezi

nezavisle proménnymi vstupy kapitalu K; a prace L, a zavisle promeénnou vystupu Y;, tj.
Y, = t(Ky, Lp).

Treti funkce propojuje vztah mezi usporami a investicemi. Funkci Uspor a investic

1ze nejjednodussi formu zapsat jako
St :S.Yt = (1_C)Yt,

kde s vyjadiuje sklon k usporam, ¢ vyjadiuje sklon ke spotiebe (Varadzin et., 2004).

Nejjednoduseji ekonomicky rust 1ze zapsat rovnici
Y=Af(L,K,HN),

kde A je proménna zavisla na efektiviteé a irovni produkénich technologii, L mnozstvi
prace, K mnozstvi kapitalu, H mnozstvi lidského kapitalu a N velikost dostupnych pfi-
rodnich zdroju. V makroekonomickych modelech obvykle produk¢ni funkce zahrnuje
konstantni vynosy z rozsahu. Tato vlastnost implikuje, Ze zvySeni vSech faktora o naso-

bek zméni ve stejném pomeéru 1 vystup, tj.

AY = A f(AL,AK, A H, A N).
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Je-lid= % , pak rovnici pfepiSeme do tvaru

Y_A 1KHN
L f('L'L'L)

Rovnice tika, ze celospoleCenska produktivita prace, méfena mnozstvim produktu

W r /4 . 4 o . /4 ro. . K o . 4 4 H

na 1 zaméstnaného, zavisi na ristu kapitalové intenzity —, ristu kvality pracovni sily —,
L L

T , o . 4N . C <

na velikosti pfirodnich zdroji na jednoho pracovnika — ana ristu technologické urovné

A. Od této interpretace veli¢in postupuje de facto vétsina rustovych modela.
Pro interpretaci veli¢in rastu plati vztah
Y, =Y. (1+G)t

z kterého vyplyva, ze

Neboli prumérné ro¢ni tempo rastu produktu predstavuje stiedni geometrické tempo
rastu béhem t let. (Varadzin et., 2004) V prubéhu 20. a 30. let minulého stoleti silily
pochyby o uziteCnosti neoklasického pfistupu k analyze ekonomickych jeviim a tyto mys-
lenky se nevyhnuly ani mikroekonomii. Zpochybtiovaly se predpoklady dokonalé konku-
rence a postupné dochazelo ke vzniku teorie nedokonalé a monopolistické konkurence.
Zaroven silily snahy ekonomU o nalezeni alternativniho teoretického ramce pro vyklad
cyklického vyvoje trzni ekonomiky. Novd makroekonomicka teorie pochybovala
o schopnostech samoregulacnich trznich sil stabilizovat trzni ekonomiku na tehdej§im
stupni vyvoje. A ackoliv se timto smérem ubiralo mnoho vyznamnych ekonomu té doby,
za zakladatele nové makroekonomické teorie je povazovan anglicky ekonom a politik
J. M. Keynes. Tento novy makroekonomicky smér dostal oznaCeni keynesianstvi a pre-
chod k tomuto pfistupu byl nazvan keynesovskou revoluci. Keynes je nesporné teoreti-
kem, jehoz mysSlenky ovlivnily nejvice vyvoj ekonomie 20. stoleti, pficemz keynesovska
makroekonomie se stala teoretickym zakladem hospodarské politiky u vyspélych trznich
ekonomik, s malymi vyjimkami, az do poloviny 70. let. Prvni snahou o dynamizaci Key-
nesovy teorie byl model ekonomického ristu ekonoma R. F. Harroda, jehoz model je

zalozen na principu akceleratoru, ktery vyjadiuje vliv pfirdstku narodniho dichodu na
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poptavku po investicich. Pfitom Harrod rozliSoval tii typy temp rustu. Skute¢né tempo
rastu, které definoval jako tempo rustu, které zkoumané hospodarstvi v daném obdobi
skutecné dosahuje, pfirozené tempo rustu, které odpovida tempu rastu jeho obyvatel a za-
ruCené tempo rustu neboli rovnovazné tempo rastu. (Sojka, 2000)

Tzv. keynesianska revoluce znamenala minimalné ve tfech zasadnich zménach po-
krok v dosavadnim pojeti ekonomie. Do popiedi se dostala aktivni role penéz, princip
efektivni poptavky a nové pojeti uspor. Tyto proménné spojuje mechanismus multiplika-
toru, ktery objasiuje, jakym zpisobem mohou vykyvy v rozsahu investic ovlivnit vykyvy
celkové nezaméstnanosti a dichodu ve zna¢né vétsim rozsahu. (Varadzin et., 2004) Zkou-
mani vztaht mezi jednotlivymi tempy rastu ¢ini z Harrodovych teorii ristu i dynamickou

teorii krizi. (Sojka, 2000)
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2.2 Harroduv model

Harrodtiv model se nasledné stal vychodiskem keynesovskych a postkeynesovskych
teorii ekonomického rastu. Nejblize se tomuto modelu pfiblizoval model E. D. Domara
a jelikoz Domar ve svych teorii dospiva v podstaté ke stejnym zaveérim, ¢asto se v litera-
tufe setkame s pojmem Harrod-Domariv model ekonomického rustu. Formalni shodou
model je idea, Ze tempo ristu investic se rovna tempu rustu dichodu. Hlavni rozdil spo-
¢iva v tom, ze Domartv model je zaloZen na principu multiplikatoru, kdezto Harrodtv
na principu akceleratoru. (Sojka, 2000)

Investice, jako soucast efektivni poptavky, zvetsuji dichod prostiednictvim multipli-
katoru a pro nastoleni stavu dynamické rovnovahy musi platit, ze S = I. A protoze podil
uspor, nebo sklon k tsporam, se povazuje za stalou velicinu, je Gstfednim zajmem objas-
nit faktory, které urcuji velikost o¢ekavanych investic. Domarovy myslenky zahrnuji ne-
jen dichodotvorny, ale i kapacitutvorny efekt investic. Velikost Cisté vyroby, kterou je
mozné docilit pii plné zaméstnanosti, definujeme vyrobni kapacitou X a zarover prirtstek
poptavky dD se musi rovnat prirastku nabidky dS. Takového stavu je mozné docilit urci-
tym tempem rustu kapitalu, nebot jediné investice vytvareji prirastek kapacit a souCasné

prirastek dichodu. Prirastek nabidky pak definujeme jako

ds=1.¢,

% , ktera urCuje, kolik nového produktu se vy-

kde & zastupuje produktivitu investic
tvoti na jednotku investice. Tento ukazatel zahrnuje 1 technicky pokrok, ktery 1ze zapsat
jako % a ukazuje, kolik dichodu vytvorime na jednotku kapitalu. (Varadzin et., 2004)

Prirtstek poptavky zapiSeme rovnici
1
dD =dl.—,
a

, , , , ds v v R ,
kde mezni sklon k isporam «a se rovna -7z cehoz vyplyva, ze prevracenou hodnotu

= vyjadivje multiplikator ﬁ .
dy

. . dc | ds
Jestlize plati vztah —t

. 1e1 s o v 1
i 1, pak multiplikator miizeme zapsat ve tvaru .

ay
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Pak
1
dl.—=1.0
a

a rovnice vyjadfujici hledanou miru investic je
dl
T =a.0.
To znamena, Ze rovnovazné tempo rastu investic se rovna soucinu mezniho sklonu
k usporam a produktivity investic o. Pfi tomto tempu ristu investic a pfi plné zaméstna-
nosti podle Domara poptavka D zabezpeCuje vyuziti vyrobni kapacity X a pfirtustek in-
vestic musi byt tak velky, aby multiplikacni efekt vyvolal takovy rist poptavky, aby za-
bezpecil plné vyuziti neustale se roz§irujici vyrobni moznosti spole¢nosti. Zjednodusené
feCeno, pouze akumulace miize udrzet dynamickou rovnovahu mezi agregatni nabidkou

a poptavkou.
R. Harrod vychazel ze dvou predpokladt. Podle néj Gspory tvorily stabilni ¢ast da-
chodu, tj. plati
S =s.Y;
kde s je sklon k usporam. Neboli objem tispor v daném Case t je dan dichody v tomto

obdobi.

Akceleracni princip investic dava do vztahu dY a dI. Harrod vychézel z Aftalionova
tvrzeni, tzn. prirastek investic je funkci priristku dichodu a jestlize multiplikator vyja-
droval zavislost dichodu na investicich, akcelerator predstavuje zavislost investic na da-
chodu. (Varadzin et., 2004)

Harrod zvazoval indukované investice, tj. investice vyvolané zménou dichodu dY,

které predstavuji extenzivni rozsifeni kapitalu. Lze tedy zapsat rovnici
dl =A.dY,

kde A je akcelerator, ktery zavisi na technickém pokroku. Je-li A > 1, technicky po-

krok je investi¢né narocny, pro A < 1 jde o investi¢n€ usporny typ technického pokroku.

Autonomni investice v Harrodové modelu vznikaji na zakladé ristu obyvatelstva a

obmeény kapitalu.
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Velikost investic 1ze urcit podle
Iy =C.(Yi41 — 1),

kde C je spotieba. Podle rovnovahy uspor a investic, I = S, rovnici mizeme piepsat

do tvaru
S. Yf = C. (Yf+1 - Yf)'

Posledni rovnici upravime podle sklonu k tsporam s a sklonu ke spottebé ¢ do rov-

nice

Yivi — Y
c L TN
Y,

S =

r /4 s v W /4 r o
a ziskame vztah == G, coz je podle Harroda tzv. skutecnd mira rastu.

V tomto jsou modely Harroda a Domara podobné, i kdyz Domar fesil rovnovaznou

miru rustu investic a Harrod rovnovaznou miru rustu dachodu Y.
Predpokladame-li rovnost dY = dI, pak

dr_dy _ . _
1_ Y =ao =s.

Al

Proto se ¢asto hovoii o tzv. Harrod-Domarové modelu.

Tento model ukazuje nutnost udrzovat urcitou miru investic, jinak by nastala nerov-
novaha zpusobujici inflaci a nezaméstnanost. Zasadnim nedostatkem Harrod-Domarova
modelu tkvi v tom, ze nezahrnuje mechanismus, pomoci kterého by dochazelo k vyse
zminéné rovnovaze. Nékdy byva tento model nazyvan modelem s rovnovahou na ostfi
noze. Na dalsim zkoumani mechanismu dosazeni rovnovahy v Harrodové modelu se po-
dilelo mnoho postkeynesianskych ekonomt. Nejznaméjsim pokracovanim je v§ak model

spjaty s jménem pana N. Kaldora. (Varadzin et., 2004)
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2.3 Kaldorav model

Kaldoriv model je popsan v mnoha ucebnicich ekonomické dynamiky. Na kaldorov-
sky model lze velmi Casto narazit v kapitolach nelinearni ekonomické dynamiky,
kde se tento model stal jadrem vsSech nelinearnich modelti uzavienych ekonomik. (Ko-

dera_ & Vosvrda, 2005)

Kaldortiv model predstavuje nelinearni investi¢ni a spotici funkce, které se v Case
v reakci na akumulaci nebo dekumulaci kapitalu posouvaji tak, ze systém prechéazi ze
stabilni rovnovahy pfes nestabilni stav do dalsi rovnovahy. Kaldor pouzil systém diferen-
cialnich rovnic s obecnymi nelinearnimi tvary, kde funkce investic I a uspor S jsou neli-

nearni s ohledem na uroveri aktivity a méfené z hlediska zaméstnanosti.

Cista investice I a Gspory S jsou funkce narodniho diichodu Y a kapitalu K takové,

I1=1(Y,K)
S =S(Y,K)

a1>065>0 61<065<0
oy~ oy~ oK - oK '

a1 < S
0K 0K’

kde Y, K zavisi na Case. Investice urcuji rust kapitalu tak, ze

K _ I(Y,K)
ac
a v rovnovaze, plati
dK
at

(Tsoularis, 2021)
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Tradi¢ni podoba Kaldorova modelu

Jelikoz dichod roste, pokud jsou investice vétsi nez aspory, dynamika narodniho du-

chodu je zachycena diferencialni rovnici

dY

- = all(Y,K) —S(Y,K)],

proa > 0.

Rovnice popisuje dynamiku produkce, ktera je vyjadiena jako dasledek nerovnovahy
mezi investicemi a usporami. (Tsoularis, 2021)

Prirastek kapitalu K se rovna rozdilu investic a spotieby kapitalu. Predpoklada se,
ze spotreba kapitalu je rostouci funkci kapitalovych zasob Z (K). Rovnice vyjadiujici dy-
namiku kapitalu ma nasledujici tvar

K=I1Y,K)—Z(K).
Nezbytnym a dostateCnym predpokladem pro generovani trvale cyklického pohybu
pro normalni uroven piijmu je
ol S aS
oy = oy’
Naopak pro extrémni urover piijmu plati nerovnice
ol < 0S
oY "oy’

(Tsoularis, 2021)
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2.4 Cobb-Douglasova funkce
Nejznaméj§i produkéni funkce tzv. Cobb-Douglasova funkce, kterou matematik

Ch. W. Cobb a P. H. Douglas zformulovali do zapisu
Q =A.L*.KF,

kde Q vyjadiuje hodnotu produkce , L a K jsou jiz znamé symboly, koeficient A za-
stupuje vliv nezméfitelnych faktort, napt. technicky pokrok, organizace, kvalifikace aj.,
koeficienty a a 8 zastupuji elasticity vydaju na praci a kapitalu. Fakt, ze « + f = 1 uka-
zuje na pruznost, sjakou je mozné navzajem substituovat praci kapitalem a naopak.

(Varadzin et., 2004)

Nejznamgjs§im neoklasickym modelem rustu je Solowtv-Swantv model, nékdy
se udava jen jako Solowtiv model. Tento model pojmenovany po nositeli Nobelovy ceny
Roberta Solowa a ekonoma Trevora Swana se zaméfuje na riistovou tlohu uspor, kapita-

lové akumulace, populacni expanze a také na technicky pokrok.
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2.5. Solowuv model
Solowtiv model vychazi z predpokladu, ze ekonomika v kazdém Casovém okamziku
disponuje urcitym poctem pracujiciho obyvatelstva L, které roste stabilnim tempem n
a plati, ze
Leyr = (L+n)Ly.
V daném casovém okamziku mé ekonomika k dispozici 1 urcitou kapitalovou zasobu
K; a's témito zdroji ekonomika vyrabi realny dichod Y;. Ve stavu, kdy je ekonomika uza-
viena a neexistuje statni sektor, plati makroekonomicka identita
Cf + St = Cf + If
a zaroven Cast realného duchodu, ktera neni investovana, je spotfebovana:
Cf = Yf - If .
(Fuente, 2000)
Solow se ve svém modelu nezaméfuje na rust celkového realného diachodu Y, ale na
o 4 7 o Y . o v o . , o
rast realného diichodu na osobu n neboli na primérnou produktivitu prace. Solowiiv mo-
del zejména studuje, jak se realny dichod na osobu, spotfeba na osobu a pomér kapitalu
a prace vyvijeji v Case.
Zakladem Solowova modelu je produkcni funkce
Y. = F(Ky, Ap Le),
kde Y je dichod, K kapital, L prace a A troven technologie.
Pro funkci Y; musi platit nékolik podminek. Tyto predpoklady jsou téz znamé jako
podminky Inada. (Fuente, 2000)

Prvni dulezitou podminkou modelu je, aby produkéni funkce Y (t) byla dvakrat dife-

rencovatelna podle kapitalu K a prace L a plati, ze

oF oF 0%F 0%F
—>0,—/>0, <0,=—<0.

0K oL dK? d12
a
LOF L OF . OF _  OF
Ig—%ﬁ_w'ﬁgﬁ_wk%ﬁ_ 'L1—>n;)a_ '
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V disledku Inadovych podminek se % méni od nekonecna k nule podle toho, jak se K

meéni od nuly do nekonec¢na. (Fuente, 2000)

Mezni produkt faktoru, jehoz mnozstvi se blizi nule, roste nade vSechny meze a
mezni produkt faktoru, jehoz mnozstvi se blizi nekonecnu je nulovy. Podminky Inada
zajistuji, ze funkce F je konkavni se sklonem klesajicim z nekonecna na nulu. Z ekono-
mického hlediska to 1ze interpretovat jako konstantni vynosy z rozsahu, kdy zvyseni ka-

pitalu a prace o urCité mnozstvi, povedou k proporcionalnimu ristu vyroby.
Za podminky konstantnich vynosti mizeme produkéni funkci vyjadrit ve tvaru

y =f(k)

K

kdey:ﬁak:AL

Tedy v produk¢ni funkei je dichod na jednotku efektivni prace vztazen ke kapitalu
na efektivni jednotku prace.

Zakon klesajicich meznich vynosu zajisti, ze se Casem vyCerpa moznost zvySovat
zivotni uroveni pomoci akumulace kapitalu a v tomto okamziku se ekonomika dostane

do ustaleného stavu, kdy

dK
dt

v coo1.. AK P
Pro zménu kapitalu - plati, ze

dK
= 5[l —(n+g+2)

kde s je mira rastu uspor, n mira rastu populace, g mira ristu technologie a z mira

znehodnoceni kapitalu. V ustaleném stavu musi platit rovnost
sf(lk)=(n+g+2)k.
Solowtiv model 1ze na zaveér shrnout do nékolika poznatku.

Podle modelu, celkovy realny dichod Y roste tempem, které odpovida mife rustu
populace a mife ristu technického pokroku (n + g). Samotny realny dichod na osobu %

roste tempem odpovidajici mife technického pokroku g. (Varadzin et., 2004)
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V uspésné rozvijejici se ekonomice, kde je mira rGstu kapitalu (n + z)k vyssi,
nez mira rustu ¢lenu (n + g), bude mira ristu realného diichodu na osobu vyssi, nez mira
rastu odpovidajici dlouhodobému ristu. U stagnujicich ekonomik bude tempo rastu real-
ného dichodu na osobu stejné nebo nizsi, nez tempo odpovidajici dlouhodobému ristu.
Diky ale technickému pokroku bude stale pozitivni. (Varadzin et., 2004)

Dale se neoklasicka teorie ristu rozvijela v ramci pozornosti zkoumani podminek
stability, vlivu statniho dluhu na hospodaisky rust, zavadéni heterogenniho kapitalu,
¢i vytvareni generaCnich modelt, které berou v uvahu stafi vyrobnich zafizeni a snazila
se diferencovat vliv riznych kapitalovych statkti na ekonomicky rust. Prvni, kdo se touto

problematikou zabyval byl P. A Samuelson. (Sojka, 2000)
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2.6 Samuelsonuv model

I pan Paul Samuelson pouzil ve svém ¢lanku jednoduché diferencialni rovnice
ke zkoumani stability rovnovahy poptavky a nabidky. Samuelsonova analyza stability
byla zavedena na zakladé Walrasovych a Marshalliovych predpokladi. Nadmérna po-
ptavka vyjadiuje rozdil mezi mnozstvim, které jsou kupujici ochotni koupit, a mnozstvim,
které jsou dodavatelé ochotni dodat za stejnou cenu. Cena nadmérné poptavky je rozdil
mezi cenou, kterou jsou kupujici ochotni zaplatit za dané mnozstvi, a cenou pozadovanou
dodavateli. Walrastv predpoklad popisuje, jak se cena zvysuje, resp. klesa, pokud je nad-
meérna poptavka kladna, resp. zaporna, zatimco Marshalliav predpoklad udava, jak se
mnozstvi zvysuje, resp. snizuje, pokud je cena nadmérné poptavky kladna, resp. nega-

tivni. (Tsoularis, 2021)

Necht D(p,a) a S(p) oznacuji poptavkovou a nabidkovou funkci ceny p, s @ parame-
trem predstavujici sklon k nakupovani. Dynamickou formulaci Walrasova predpokladu

lze zapsat ve tvaru

dp

i f(D() - S®)
f(0)=0,
£(0) > 0.

Marshalliovy podminky lze zapsat diferencialni rovnici

d

— = g(po (@ — Ps(D),
g(0) =0,
g'(0) > 0.

V rovnovaze jsou cena p*,a mnozstvi q*, dany vztahem
q =D’ a) =S5(p")

a plati, ze
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Zachovanim ¢lenu prvniho tadu v rozvoji Taylorovy fady blizko rovnovazného bodu
p*,ziskame nasledujici linearni diferencialni rovnici
dp (dD ds ) ( 9
— a — o — — )
ac ~ “\ap “ap) PP
s feSenim s pocatecni podminkou p,

oo (2-5)
p(t) =p*+ (p*— pple ‘¥ @

Jestlize poptavka roste, cena musi byt také rostouci a nasledné nastane rovnovazny

@) <)

stav v bodé p*, kdyz plati

(Tsoularis, 2021)
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2.7 Evansuv model

Smysl trzni rovnovahy je v nastoleni urcité trzni konjunktury, tedy urcité stabilni
vzajemné vazby poptavky a nabidky neboli trznich , ntizek”. Vnimani zpisobu nastoleni
trzni rovnovahy umoziuje realizovat tkoly ekonomického planovani a prognézovani.
Protoze existuje jista funkCni zavislost a poptavky na cené produkce, odpovida bod kii-
zeni kiivek poptavky a nabidky bodu rovnovéhy, pficemz cena produkce v tomto bodé
vyrovnava nabidku a poptavku. Proces modelovani trzni rovnovahy neboli stanoveni rov-
novazné ceny formuluje predmeét zkoumani. Evanstiv model je jednim z modeld pro sta-
noveni rovnovazné ceny. (Zabolotnii, S. & Mogilei, S.)

Necht S(p) = S[p(t)] aD(p) = D[p(t)] jsou funkcemi ceny p = p(t). Hlavnim
predpokladem modelu je, Ze rychlost zmény ceny, jeji prvni derivace podle Casu, se rovna
soucinu rozdilu mezi nabidkou a poptavkou vynasobeného koeficientem k € R oznacuje
pocet jednotek komodity dodavané na trh za jednotkovou cenu p K¢ a necht D(p) odpo-
vida poctu jednotek poptavanych trhem za tu stejnou cenu p. Za okolnosti, kdy se nabidka
rovna poptavce nastava trzni rovnovaha za cenu p. Nekteré pokrocilejsi modely berou
v potaz i to, ze se cena, nabidka, poptavka v Case méni. Jeden takovy model, Evansiav

model, predpoklada, Ze rychlost zmény ceny v ¢ase t je tmérny rozdilu (D — §), takze

b _ k(D —$)
dt ’

pro k > 0. (Hoffmann & Bradley, 2010)
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3.Metodika

Prace rozsifuje pohled na matematicko-ekonomické problémy a uziva vhodné algoritmy
projejich feSeni z teoretické Casti prace. Prakticka ¢ast pojednava o typech ekonomickych
uloh fesitelné prostiednictvim derivaci a integrali, a to vCetné rozboru jak a pro¢ se v da-

ném typu ulohy tyto matematické postupy uplatni.

V ekonomické praxi veliciny jako nabidka, poptavka, cena nebo stav zasob byva zvy-
kem uvazovat jako funkce zavislé na case. Proménné je mozné rozd€lit na ménici se po-
malu veli¢iny, jako zasoba kapitalu, populace, pfirodni zdroje a na ty, které se meéni
rychle, napf. nezamé&stnanost, zasoba zbozi, platebni bilance atd. V ekonomice se Casto
setkavame s pfipady, kdy proménna y je zavisla na vice proménnych, zejména u dlouho-

dobych jevt. Produkéni funkce je typickym piikladem tohoto chovani.

V mnoha prikladech jevi ma dilezity vyznam spolu s hodnotou funkce i jeji rychlost
zmeény funkce v zavislosti na zméné argumentu. Pti konecné velikosti intervalu, v némz
se argument méni, je mirou této rychlosti pomérna diference. Smysl takové uvahy je
zvlast nazorny, je-li argumentem Cas. V takovém pripadé zmena pripadajici na jednotku
zmeény argumentu znamena zmeénu za jednotku ¢asu — rok, mésic, den, hodina. K dosazeni
nejpresnéjsiho mozného vysledku musime uvazovat, pokud mozno, nejmensi interval.
Obecng, mirou rychlosti zmény funkce f(x) v okamziku x je veli¢ina, ktera se nazyva
derivace funkce f(x). Rovnéz u samotné derivace se muzeme ptat na rychlost jeji
zmeény. Odpovéd’ dostaneme jejim dalS$im derivovanim. Zatimco prvni derivace je mirou
rychlosti zmény funkce, druha derivace vyjadiuje miru rychlosti zmény rychlosti neboli
zrychleni funkce. I derivace vyssich fadi mohou mit realny vyznam v oblasti ekonomic-
kych jevu. (Bojarskij, 1959)

Pfi zkoumani pribéhu funkce vice proménnych je pfirozené vySetfovat zménu
funkce v zavislosti na kazdém argumentu samostatné za predpokladu, zZe se ostatni argu-
menty meénit nebudou a jsou fixni. Parcialni derivace funkce vice proménnych nazyvame
derivace podle jednoho z argumentt, za stanovenych predpokladu, Ze ostatni argumenty

jsou nemeénng, tj. povazujeme je za konstanty. (Bojarskij, 1959)

Ve vétsiné uloh statické optimalizace existuje ucelova funkce f(xq,...,x,) = f(x),
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realna funkce n proménnych, jejiz hodnota ma byt optimalizovana. Existuje také mnozina
omezeni nebo pfipustna mnozina, ktera je podmnozinou R", euklidovského n rozmeér-

ného prostoru (n > 1) . (Baronti a kol., 2016)

Funkci f(x) = f (x4, x5, ..., X, ) muzeme chapat jako specialni piipad zobrazeni
D; € R™ do R. Grafem funkce f(x)je mnozina bodii [x, f(x)] € R™ X R. (Skra-
Sek, 1989)

Ma-li funkce f(x) na intervalu I v bodé€ ¢ druhou derivaci f"’(c), ma v bodé c i prvni

derivaci definovanou v jistém okoli (c — §,¢ + §), § > 0.
Symbolem f ™ (c) rozumime hodnotu n — té derivace funkce f v bodé c, n > 1.

Existuje-li obecn& f™(c), kde n > 1, pak f®D(x), f®D(x), ..., f'(x), f(x) jsou
definovany v jistém okoli (¢ — §,¢ + &), § > 0. (Karika, Henzel, 1997)

Nejjednodussim zpasobem analyzy funkce n proménnych je povazovat tuto funkci jako
funkci jedné proménné x;, a ostatnich n — 1 proménnych pokladat za fixni a zkoumat

zmény funkce y = f (x4, %5, ..., X, ), n > 1, podle toho, jak se méni proménné x, = t,

k=12..,n.
Tuto formulaci lze taktéz zapsat jako

Y = he(t) = (X1, X2, s Xpem1, b Xie1s oee) X) (D

Jestlize funkce hy (t) ma derivaci h, "(t) v bod€ x;, tuto derivaci nazveme parcialni de-

rivaci funkce f v bodé€ x podle proménné xj, neboli

of(x)
ka(x) = Toxs = h,(x), k=12 ..,n (2)
Xk
Zderivujeme-li funkci fxl.(xl, le__,xn),, i =1,2,..,n, podruhé podle proménnéx;, do-

staneme druhou parcialni derivaci funkce f podle proménnych x;, x; neboli

0’f(x) _ d <df(x)> J <0f(x)>

0x;0x, dx;\ dx; - 0x;

axk

(3)

(Kanka, Henzel, 1997)

Ma-li spojita funkce f v kazdém vnitinim bodé intervalu I ma druhou derivaci f"'(¢), pak

pro
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f7(x) >0,resp.f"(x) <0 4

je funkce f konvexni, resp. konkéavni na intervalu I.Neboli, funkce f je konvexni, resp.
konkévni na intervalu I, je-li f~ rostouci, resp. klesajici funkci na intervalu I. (Karika,

Henzel, 1997)

Podstata sestaveni diferencialni rovnice spociva ve vySetfovani nekone¢né malych
zmén danych veliCin, pfiCemz zanedbame nekonec¢né malé veliCiny vysSich fadu. (Bojar-
skij, 1959)

Obycejné diferencialni rovnice jsou diferencialni rovnice, jejichz fesSenim jsou funkce
jedné nezavisle proménné, kterou obvykle oznacujeme x. Proménna x ¢asto znamena ¢as
a teSeni y(x), které hledame, obvykle znamena néjakou ekonomickou velicinu, ktera
se méni s Casem. Proto povazujeme y(x) za zavisle proménnou. Pokud rovnice zahrnuje
az i — tou derivaci, je nazyvana jako diferencialni rovnice i — tého fadu (i > 1). (Ba-
ronti a kol., 2016)

Obycejnou diferencialni rovnici rozumime rovnici, v niz vystupuje neznama funkce y(x)
s proménnou x a jeji derivaci y'(x),y” (%), ...,y ™ (x). Radem diferencialni rovnice

se rozumi fad nejvyssi derivace neznamé funkce y(x) v rovnici.

Diferencialni rovnice prvniho radu

Spojita redlna funkce f(x,y) dvou redlnych proménnych definovand na mnoziné

(a,b) X (c,d). Resenim diferencialni rovnice prvniho fadu

y =1y )

rozumime kazdou realnou funkci jedné realné proménné ¢(x) definovanou na intervalu

I € (a, b) takovou, Ze pro kazdé x € I plati

¢’ () = f(x, (). (6)

Necht I; a I, jsou oteviené intervaly, feSeni rovnice (2.1) jsou urena pocateni podmin-

kou ¢(xy) = y, jednoznacné, jestlize jsou ¢4:1; = R a ¢p,: I, — R feSeni a existuje

Xo € I; NI, takové, ze ¢, (xg) = P, (x0), pak ¢p1(x) = ¢,(x) pro kazdé x € I; N .
(Kanka, 1996)
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Resit diferencialni rovnice znamen4 najit vztah mezi samotnymi promé&nnymi, tj. vy-
jadrit nékteré jako funkce ostatnich. Za vyfesenou diferencialni rovnici pokladame 1 ta-
kovou, kdy jednu proménnou vyjadiime pomoci integrali obsahujici dal$i proménnou
jako integrand. Pricemz vypocet samotného integralu pokladame za jinou ulohu, tlohu

integrovani. (Bojarskij, 1959)

Vime, Ze je-li spojita funkce f(x) na intervalu (a, b), pak takovych funkci na (a, b) spl-

fiyjicich podminku y” = f(x), existuje nekone¢né mnoho.

Obycejnou diferencialni rovnici n — tého fadu s nezavisle proménnou x a neznamou

funkci y zapiSeme ve tvaru

¢y, y" .., y(m)) = 0, (7

kde ¢ je funkce (n + 2) proménnych. Resit diferencialni rovnici (4.1), znamena nalézt

vSechny funkce

y = o),

které vyhovuji dané diferencialni rovnici. Takovou rovnici lze psat obecné ve tvaru

¢(x,y,y) = 0. (®)

Dokazeme-li z rovnice (8) vypocitat y' jako funkci proménnych x, y, dostaneme rovnici

ve tvaru
v = f®y.
Nejjednodussi typ této rovnice miizeme zapsat ve tvaru
y' = f. 9)

Dokazeme-li nalézt k funkei f(x) funkci primitivni, zvladneme jiz také vyftesit diferen-

cialni rovnici (9).
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Funkce

y(x) = f f()dx + ¢ (10)

je obecnym fesenim diferencialni rovnice prvniho fadu y” = f(x) naintervalu (a, b). Re-
Seni ve tvaru (10), které obsahuje libovolnou konstantu ¢, nazyvame obecné reseni dife-
rencialni rovnice 1. Fadu. Mame-li y;(x) a y,(x) dvé feSeni rovnice y” = f(x), pak pro

kazdé x € (a, b) se y;(x) a y,(x) lisi o integraéni konstantu.

Partikularni feseni diferencialni rovnice je prave to feseni, které dostaneme, kdyz z mno-
ziny vSech feSeni vybereme to feSeni, které prochazi pevné zvolenym bo-
dem [xy, o] € (a,b) X R. Takové feSeni rovnice y" = f(x) vyhovuje pocatecni pod-

mince Y(xy) = Yo.

Nekteré diferencialni rovnice lze formalné prepsat tak, ze vSechny ¢leny obsahujici neza-
visle proménnou bude na jedné strané rovnice a vSechny Cleny se zavisle proménnou bu-
dou na druhé strané. Takové diferencialni rovnice se nazyvaji separovatelné a lze je vy-

fesit metodou dvoji integraci.
Resenim diferencialni rovnice se rozumi realna funkce jedné realné proménné
y=¢(x) (11)
definované na otevieném intervalu I € (a; b) takova, aby platilo, Ze
$P@ = (x,$(0), ¢ @), ., ")) (12)

pro kazdé x € I, kde I je defini¢ni obor feSeni ¢. (Karika, 1996)

Reseni diferencialni rovnice s po¢atecni podminkou.
Necht' I; a I, jsou oteviené intervaly, feSeni ¢, ¢, rovnice

y® = f(x,y,y', ...,y(”_l)) (13)

jsou urCena jednoznacéné pocateCnimi podminkami, jestlize plati, ze ¢:; > Ra

¢,: I, = R jsou feSenim a zaroven existuje xo € I; N I, takové, ze plati

b1(x0) = P2(x0), B1 (x0) = P2 (x0), s d1 WP (x0) = P ().
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Pak plati
$1(x) = (%)
prokazdé x € I; N I,.
Pocatecni uloha rovnice (13) je feSeni ¢p(x) diferencialni rovnice takové, aby platilo
$(x0) = Yo
¢ (x0) = y1, " (x0) = Y2, —» PP D (x0) = Y1,

kde (xo, Y0, V1 +»VYn-1) €1 X (aq,by) X (az, by) X ... X (ay, by,) jsou realné kon-
stanty. (Karka, 1996)

Separace proménnych
Diferencialni rovnice y” = f(x,y) zapsané ve tvaru

969
h(y)

nazveme rovnicemi se separovatelnymi proménnymi, kde g(x) je spojita funkce na in-

y=fxy = (14)

tervalu (a, b) a funkce h(y) je spojita na intervalu (c, d), za podminky, ze pro kazdé y €
(c,d) se h(y) # 0.

Rovnici (14) pak 1ze zapsat ve tvaru

h(y)y” = g(x). (15)
Oznacime-li funkci y = ¢(x) teSeni rovnice (4.3) na intervalu (a, ) € (a, b), pak pro

kazdé x € (a, B) je (x, p(x)) € (a, B) X (¢, d) a plati, Ze

h(p(x).¢"(x) = g(x). (16)

Integraci obou stran rovnice dostaneme

[ re@). 0w = [ 9w

a z véty o integraci metodou substituce plyne vztah

| hoay = [ g, (17)
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Mame-li feSeni rovnice na intervalu (a, f) € (a, b) funkci ¢, pak plati

H(¢(x))=6(x)+C, (18)

kde H(y) je primitivni funkce k funkci h(y) a G(x) je primitivni funkce k funkci g(x) na

tomto intervalu.

Je-li funkce ¢(x) feSeni rovnice (9) na intervalu (a, 8), které vyhovuje pocatecni pod-

mince ¢(xy) = yo pro (xq, ¥o) € (a,B) X (¢, d), pak 1ze (12) lze zapsat
¢ =H(¢(x0)) — G(xo) = H(yo) — G (x0). (19)

(Kanka, 1996)
ReSeni linearni diferencizlni rovnice prvniho ¥adu
Necht' h a g jsou realné spojité funkce jedné redlné proménné na intervalu (a, b).
Pti feSeni diferencialni rovnice ve tvaru

y+hy=g (20)
rovnici vyfesime pro piipad, kdy g je na intervalu (a, b) nulova funkce:

y +hy=0. (21)

Je-1i P primitivni funkce k funkci p a existuje-li feSeni y = y(x) na intervalu (a, b), pak

plati
(v +hy)ef =0

Ze vztahu (y'e” + hye?) = (ye?)’ plyne, ze

(ve") =0
yeP = ¢
y=c.e P, (22)

kde c je libovolna realna konstanta.

Existuje-li pravé jedno feSeni rovnice y  + hy = 0 vyhovuyjici pocatecni podmince

¢(x0) = yO,kde xO € (a) b),
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pak plati, ze

P(x) = ce_f;o h()dt (23)

je feSenim rovnice (16) na intervalu (a, b). Z pocate¢ni podminky ¢(xy) = yg plyne, ze

yo = c. Reseni vyhovujici této pocateéni podmince pak lze zapsat ve tvaru

¢ = yoe . (24)

(Stepanov, 1950)

Reseni linearnich rovnic 1. Fadu se pomoci integracniho faktoru

Resent linearnich rovnic 1. fadu se pomoci integracniho faktoru redukuji na vypocet
2 primitivnich funkci, kdy integracni faktor je vhodné zvolena funkce, kterou nasobime
studovanou rovnici tak aby se stala zobecnénou linearni diferencialni rovnici 1. fadu, tzv.

rovnici ve tvaru totalniho diferencialu.
Linearni diferencialni rovnici 1. fadu rozumime rovnici
y = gx) —h(x)y. (25)

Rovnice je linearni, protoze zavislost na pravé strané jé linearni na neznamé funkci

y = y(x), koeficienty rovnice h(x) a g(x) jsou obecné nelinearni funkce x.
Pro rovnici (25) a pro h(x) a g(x) spojité na I plati
G(x) = [ g(x)et'®dx,
H(x) = [ h(x)dx.
Necht ¢ € R je libovolné, potom
y(x) = e MG (x) + ] (26)

je fedeni rovnice (25) na I a vyraz F(x) = e”® se nazyva integradni faktor. (Stepa-

nov, 1950)
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Software Maple

Matematicky software Maple vyvinula kanadska spole¢nost Maplesoft2 beéhem tfi-
ceti let §pickového vyzkumu pocitacové algebry. Tento software predstavuje uzivatelsky
privétivé prostedi pro provadéni matematického modelovani a matematickych vypoctl,
vcetné propoctt ekonomickych problému. Ekonomie je spoleCenska véda, jejiz predmé-
tem je zkoumani chovani spolecnosti, instituci a jednotlivci, ze kterych se sklada. Nazyva
se védou, protoze odrazi skutecnost a jako v kazdé védni disciplin€ se znalosti buduji
prostfednictvim védeckych metod. To jednoduse znamena, ze poznatky v ekonomické
oblasti jsou podrobeny zkoumani, které je logické a zaroven empirické. Ekonomové jsou
tak Casto vyzyvani témi, kdo zastavaji rozhodovaci pozice, ve vladé a soukromém sek-
toru, aby poskytli ekonomicky vhled do rozhodovaciho procesu. Zaklad pro ekonomické
analyzy na Grovni rozhodovani je zamétfen na matematické modelovani realnych ekono-
mickych jevt, které mize mit rizné rysy vyplyvajici z odlisSného piistupu, metod nebo
dostupnosti prostiedkti. Maple pomaha analyzovat, zkoumat, vizualizovat a fesit mate-
matické problémy v ekonomii a finan¢nim inzenyrstvi. Maple poskytuje také rizné ba-
licky, napriklad bali¢ek Finance obsahujici mnoho nastrojli pro pokrocilé finan¢ni mode-
lovani a také dostupné nastroje pro osobni finance. Na strané osobnich financi existuji
nastroje, které 1ze pouzit pro vypocet hypoték nebo penzijnich balicka. Balicek financ-
niho modelovani podporuje Sirokou Skalu stochastickych procest pouzivanych ve financ-
nim inZenyrstvi, v€etné procest pro modelovani cen akcii. VSechny vypocty v Maplu jsou
provadény vypocetni technikou, na zakladé principu piikazového procesoru, ktery
se sklada ze dvou casti, jadra a matematické knihovny. Jadro je vypocetni podstatou
Maple a obsahuje zakladni vybaveni potfebné pro provoz a funkci programu Maple.
Maple se také sklada z rozsifeni jadra, kolekci externich zkompilovanych knihoven, které
jsou soucasti, aby poskytovaly nizkouroviiové programovaci funkce. Nacez matematicka
knihovna obsahuje vétsinu piikazti a obsahuje funkce pro mnohé matematické oblasti,
vcetné poctu, linearni algebry, teorie Cisel a kombinatoriky. (Chvatolova, Hrebicek, 2022)

Vsechny piikazy knihovny jsou implementovany v programovacim jazyce Maple
na vysoké urovni, takze je mohou uzivatelé prohlizet a upravovat. NauCenim se progra-
movaciho jazyka Maple mohou uzivatelé vytvaret vlastni programy a balicky a roz§ifovat

knihovnu Maple. Vétsina tamnich matematickych algoritma je napsana v programovacim
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jazyce Maple. Uzivatelé Maple mohou psat programy pomoci stejnych zakladnich na-
stroju, které pouzivaji sami vyvojaii Maple. Zakladni grafické uzivatelské rozhrani Maple
se sklada z pracovnich list, coz jsou soubory, které dokumentuji, jak fesit matematické
problémy z oblasti matematiky, védy a techniky. Maple poskytuje pracovni listy, které
jsou interaktivni a opakované pouzitelné. Mohou byt pouzity misto kalkulacek, tabulko-
vych aplikacnich programi a misto programu psané v jazycich jako C, Java, Visual Basic
atd. Konkrétné v pracovnich listech mohou uzivatelé Maple provadét vypocty, manipu-
lovat s matematickymi vyrazy a popsat proces feSeni problémi. Béhem procesu feSeni
problému muze Maple vzit vysledek jednoho vypoCtu a pouzit jej jako vstup pro dalsi
vypocet. Maple tak muze fesit velmi komplikované matematické problémy v ekonomii.

(Chvatolova, Hiebicek, 2022)
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4.Praktickeé priklady s vyuzitim softwaru

Maple

4.1 Produkeni funkce
Produkéni funkce popisuje technologii vyrobniho procesu a ukazuje, jak produkce
komodity zavisi na vyrobnich inputech - praci, kapitalu a piipadn€ ptidé. Obecné muzeme

ptiklad produkéni funkce zapsat jako

Q = f(K,L),

kde Q je produkce, tj. poCet jednotek na jednotku Casu, K je kapital a L je prace,

tj. poCet zaméstnanct nebo pocet hodin prace.

Mezi produkéni funkce, které jsou Siroce vyuzivany v ekonomické analyze, patfi

Cobb-Douglasova funkce, kterou 1ze obecné zapsat jako
Q = AL*KP,

kde A > 0je konstanta dostupné urovné technologie, 0 < @ < 1 znaci vystupni
elasticitu prace, 0 < f < 1znali vystupni elasticitu kapitalu a zaroven plati, ze L >

0,K > 0.

Pokud @ + f = 1, navraty z rozsahu jsou konstantni. To znamena, ze zdvojnaso-
beni mnozstvi kapitalu i prace by vedlo k dvojnasobnému vystupu. Vystupni elasticita je
citlivost celkového mnozstvi produkce na zmény mnozstvi vyrobniho faktoru. Je to pro-
centni zména celkové produkce vyplyvajici z procentni zmény faktoru. Cim vice kapitalu
nebo prace pouzijeme, tim vice zbozi ziskame. Kazda z té€chto hodnot je kladna konstanta,
a ne vetsi nez 1 a jsou zavislé na urovni dostupné technologie. V praxi musi byt mensi
nez 1, protoze dokonaly vyrobni proces neexistuje, dochazi k neefektivité prace a kapi-

talu, tedy

Q = AL*KP = AL*K'~“

Parcialni derivace Cobb-Douglasovy funkce vyjadiuji mezni funkce, oznacované

jako mezni produkty. (Bradley & Patton, 2002)
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Mezni produkt kapitalu je definovan jako derivace produktu podle kapitalu s kon-

stantnimi dal§imi vstupy (prace), tedy

0Q
MPy = —
K™ ok
Podobné, mezni produkt prace lze zapsat
a0
MP, = —.
Lol

Jeli

MP —aQ—A LFIKIe = 4 (L)“‘1>0
L =g = A =Aalg '

pak pro konstantni kapital K, produkce Q vzroste s tim, jak roste vstup prace L, jeli

MP, —aQ—Al L*K~% = A(1 (L)a>0

pak pro konstantni vstup prace L, produkce Q vzroste s tim, jak roste kapital K. (Bra-

dley & Patton, 2002)

Dvouvstupovou Cobb-Douglasovu produkéni funkei 1ze graficky znazornit ve forme
izokvant, to je kombinaci obou vstupi, pro které je vystup konstantni. Izokvanta vyjadiuje
implicitni vztah mezi K a L davajici kombinace, které vedou k rastu v dané arovni vy-

stupu. Typicka izokvanta ma rovnici
QK,L)=Q,

kde Qje kladni konstanta predstavujici konkrétni vystupni urovei. Vzhledem
k tomu, ze mezni produkty jsou kladné, bude tato izokvanta klesajici kfivka v soutfadni-
cich os K a L. Pokud se kapitalovy vstup zvysi, zatimco vystup Q ziistane nezménén,

vstup prace musi byt pro kompenzaci snizen. (Bradley & Patton, 2002)

Izokvanty vyjadfuji implicitni vztah mezi K a L davajici kombinace (K, L), které ve-

dou k rtstu v dané urovni vystupu.
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Typicka izokvanta ma rovnici
F(K,L)=Q,
kde Qje kladni konstanta predstavujici konkrétni vystupni urovei. Vzhledem
k tomu, ze mezni produkty jsou kladné, bude tato izokvanta klesajici kfivka v soutfadni-
cich os K a L. Pokud se kapitalovy vstup zvysi, zatimco vystup Q ziistane nezménén,
vstup prace musi byt pro kompenzaci snizen. (Bradley & Patton, 2002)
Izokvanty dvouvstupové Cobb-Douglasovy produk¢ni funkce pro dvé rizné hodnoty

technické urovné, A, = 1a A, =9, je znazornén na Obrazku 1.

Obrazek 1: Izokvanty produkéni funkce
Situaci snadno namodelovat pro pfipad, kdy firma zvysi stav presné o p pracovniku
(p > 0), cozimplicitn€ znamena, ze jeji kapital se snizi o k jednotek pfi zachovani mnoz-
stvi produkci Q , neboli

Q = ALy +p)*(Ko — k)¢

e
A(Ly +p)©

e[ @
k= «/A(LO‘FP)“_KO.

= (Ko — )™
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Pravé funkce k vyjadiuje kompenzaci neboli snizeni kapitalu pro zachovani stejné
produkce v zavislosti na proménné p, napiiklad v pfipadé zvySeni stavu pravé o p pra-

covniki s puvodnimi vstupy kapitalu K, prace Ly a konstantou technické urovne A.

Cobb-Douglasova funkce vykazuje klesajici vynosy z kazdého faktoru, coz je potvr-

zeno zapornymi druhymi derivacemi

d(MP,) Aal®KP

Qu =—757 =(a—1)L——(a—1)—<0
d(MP ABL*K#

KK = (aKK):(ﬁ—l)—ﬁK —(ﬁ_l)ﬁ_Q<0

Zakon klesajicich vynost z prace pro Q; < 0 fika, ze pfi konstantnim kapitalu K,
se produkce Q zvysuje, ale zpomalujicim se tempem, protoze M P; klesa, kdyz se zvySuje

vstup prace L.

Naopak zakon klesajicich vynost z kapitalu Qxx < 0 vyjadiuje situaci, kdy pii kon-
stantni praci L, se produkce Q zvySuje, ale zpomalujicim se tempem, protoze M Py klesa,

kdyz se zvySuje vstup kapitalu K. (Bradley & Patton, 2002)
Pro nazornost, predpokladejme, ze mame funkci
Q =1 Kl—a

kde a € [0,1], konstanta A = 1. Pro prvni piipad si predstavme Cobb-Douglasovu
produk¢ni funkei s vystupem jako funkci kapitalu, pficemz mnozstvi prace je konstantni

na L.

Obrazek 2. zobrazuje nahoru se svazujici konkavni kfivku funkce Q s rostoucim ka-

pitalem pro L = 0,5:

Q = 0,5%4K 08,
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—— Q=0504 596

Obrazek 2: Cobb-Douglasova funkce s ohledem na kapital K

Funkece je rostouct, tedy vykazuje rostouci navratnost kapitalu, kde jakékoli zvySeni
kapitalu povede ke zvySeni vystupu za predpokladu, ze prace zistane konstantni. Navic
funkce je konkavni a zvysuje se tedy klesajici rychlosti. To dokazuje klesajici mezni vy-
nosy z kapitalu, pficemz jakéakoli dalsi jednotka kapitdlu povede k mensimu a mensimu

narustu kapitalu.
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Pro lep$i predstavu si vezméme parcialni derivaci Cobb-Douglasovy funkce s ohle-
dem na kapital. Obrazek 3. ukazuje konvexni klesajici kiivku M Py pro konstantni praci

L=0,5:

9
MPy = % =0,6.0,5%* K04

—— MP;=06-05"% k%4

Obrazek 3: Mezni vynosy z kapitalu K

M Py monotonné klesa, konverguje k asymptoté piit MPx = 0. To znamena, ze mira
rastu vystupu v diasledku narastu kapitalu bude nulova, coz znamena, ze mnozstvi vy-
stupu piidaného na jednotku dodate¢ného kapitalu bude konstantni. Proménna K je zde
umocnéna na zaporny exponent, de facto je ve jmenovateli, takze derivace produkce je
klesajici funkci této promeénné a tato produkcni funkce spliiuje zdkon klesajiciho pro-
duktu, takze pro ostatni fixni proménné, rostouci objem kapitalu K piinese mensi doda-

teCnou produkeci.

Nyni piejdeme k pouziti Cobb-Douglasovy funkce pro vystup jako funkci prace, pfi-

¢emz mnozstvi kapitalu zistane konstantni na K.
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Na obrazku 4. 1ze vidét konkavni kfivku produk¢éni funkce Q pro K = 0,5:

Q = 0,5%6L%%,

0 T T T T
0 1 2 3 -

T T T T 1

6 7 8 9 10

[

t

04

— Q=05%61

Obrazek 4: Cobb-Douglasova funkce s ohledem na praci L

Vlastnosti pracovni funkce jsou podobné jako u kapitalové funkce.

Vezméme parcialni derivaci Cobb-Douglasovy funkce s ohledem na praci, nasledu-
jici Obrazek 5. ukazuje konvexni klesajici kiivku s M Py, klesajici s praci a K = 0,5:

aQ

— =0,4.0,5%6, 1706
oL

MPL:
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Obrazek 5: Mezni vynosy z prace L

Podobné jako M Pg, M P, monotonné klesa a konverguje k asymptoté piti MP; = 0.
To znamena, Ze mira rastu vystupu v disledku zvySeni prace bude nulova. Podle zakona
klesajiciho produktu plati, ze je-1i kapital jako vyrobni faktor povazovan za fixni, derivace
produkce podle prace L je, nad urCity minimalni rozsah uziti faktoru préace, klesajici

funkci objemu faktoru prace.

Implicitni diferenciaci, sklon kiivky izokvanty je

d

B d_g B Aal® 1K1-« _aK

- dQ  A(l-a)l*K-* (1-a)l
dK

MRS

kde vyraz v Citateli méfi miru, kterou musi byt prace nahrazena kapitalem, aby se
zachoval stejny celkovy vystup, a je znam jako mezni mira substituce prace kapitalem,

zkracené MRS.
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Produkéni funkce Q ma vlastnost zmensSujici se mezni miry substituce. Pokud MRS
klesa, kdyz se kapital zvySuje a prace snizuje podél izokvanty, snizeni MRS znamena, ze
sklon izokvanty se stdva mirnéj§im, kdyz se po ni pohybujeme doprava. MRS je tedy
pomér mezniho produktu prace k meznimu produktu kapitalu. (Bradley & Patton, 2002)

Definice MRS jako kladného ¢isla ndm napiiklad umoziuje fici, ze MRS je vyssi
v bodech, kde je indiferencni kiivka strméjsi, zatimco sklon indiferencni kiivky je v ta-

kovych bodech zapornéjsi.

Grafy funkci MRS;,3 skonstantnim kapitdlem K = 1a rlznymi hodnotami

a;, = 09,a, =0,75,a3 = 0,1 je na nasledujicim Obrazku 6:

MRS
104
0
S_.
6_
54
4
14
O T T 1 T T T T 1 1 1
0 1 2 3 - 5 6 7 8 9 10
L
0,9 0,75 0,1
—_— MRS,=—— = MRS, = — MRS, = ——
RS-‘ 0,1L [RS- 0,25L = N9L

. Obrazek 6: Mezni mira substituce prace kapitalem
Je dulezité poznamenat, ze MRS je funkce a ukazuje strmost kiivky v bodé.

Derivace

dMRS K
da (1—a)’L

ukazuje, o kolik strméjsi bude indiferen¢ni kiivka prochéazejici v bod¢, pokud zme-

nime parametr o. Pokud a stoupa, pak vstup na ose x pokladame za vice vazeny.

50



4.2 Evansiv model

Model je popsan pomoci diferencialni rovnice prvniho fadu s konstantnimi koefi-
cienty. Model piipousti, ze cena produktu je znama a vlastni cenova funkce souvisi s Ca-
sem. Vysledkem feSeni problému v jeho soucasné podobé je tedy zmena ceny souvisejici
s ¢asem. Klasicky Evanstiv model predpoklada linearni vztah nabidky a poptavky k cené

produktu. (Zabolotnii, S. & Mogilei, S.)

Evansuv model FeSeny pomoci integra¢niho faktoru

Mg¢jme linearni funkce poptavky D a nabidky S dané piedpisem D = 100 — 2p a
S = 40+ 2p.

Ukolem je najit cenu P(t), jestlize v ¢ase t = 0 je cena 50 K¢ a v Sase t = 2 komo-

dita stoji 48 K¢ za kazdou jednotku. Co by s cenou stalo v dlouhodobém horizontu?

Rychlost zmény ceny P(t) je dana diferencialni rovnici

d
d—?z = k(D — S) = k[(100 — 2p) — (40 + 2p)] = k(60 — 4p)
P _ 60k — 4pk)
dt P
9P | 4k = 60k
gt PR

Integracni faktor F(t) je
F(t) = ef 4kdt — 4kt
a podle rovnice (26) dostaneme

60kekt

1 _
P(t) = W([ e*ft(60k)dt + C) =e 4’“( Y

+ C) = 15+ Ce~*kt,

Pro P;(0) = 50 dostaneme rovnici
P;(0) =50 =15+C,

tedy
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P;(t) = 15 + 35e~ 4k,
Pro uplnost dopocteme konstantu k ze vztahu p = 48, kdyz t = 2:

48 = p(2) = 15 + 35 *k(2) = 15 + 35¢78k

8

Osamostatnénim e ~8¥ a zlogaritmovanim rovnice dostaneme

ok _ 33

€ 35

8k = 1 (33) 0,059
~M35) %

k =~ 0,007.

Podle konstanty k se kazdém okamziku cena méni rychlosti 0,7 % rozdilu D(p) —

S(p), v dlouhodobém horizontu se cena P; (t) blizi limité
tlim P(t) = tlim 15 + 3579028t — 15 4+ 0 = 15 K.

Jak ¢as t neomezené roste, hodnota e ~%028¢

se blizi k nule a cena P;(t) se limitné
blizi k 15 K¢, coz je cena, pii které se nabidka rovna poptavce, viz Obrazek 7.. To zna-
men4, ze v dlouhodobém horizontu se P;(t) blizi rovnovazné cené komodity 15 K¢ tak,

jako ze ukazano na Obrazku 8..
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D(p) /S(p)
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140 4
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0
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i

0

[ D=100-2p S=40+2p]

Obrazek 7: Graf linearnich funkci poptavky D(p) a nabidky S(p)
By

331

50 1

431

40

0 100 200 300 400 3500 600 700 300 900 1000
f

-0.028 ¢

—— P, =15+ 35

Obrazek 8: Graf ceny Pi(t)
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Evansiv model nelinearni nabidky reSeny separaci proménnych

M¢jme lineéarni funkci poptavky D a nelinearni funkci nabidky S dané predpisem

D =100 —2pa$S =40 + 2p2.

Ukolem je najit cenu P(t), jestlize v ¢ase t = 0 je cena 50 K¢ a v Sase t = 2 komo-

dita stoji 48 K¢. Opét se ptame, co by s cenou stalo v dlouhodobém horizontu?
Rychlost zmény ceny P(t) je dana diferencialni rovnici

Z—f = k(D — S) = k[(100 — 2p) — (40 + 2p?)] = k(60 — 2p — 2p?).

Separaci proménnych obdrzime rovnici

dp
—2(=30+p +p?)

/

= [kdt.

Upravou zlomku na parcialni zlomky a integraci dostaneme

22 22
J [(p+6)‘(p—5)

]dp:fkdt

22 In|P(¢) + 6] — 22 In|P(t) — 5| = kt + G,

Py(t) + 6
P, (D) —5|

P,()+6] kt+C
" =5l " 22

221n

P,(t) +6  ki+C  kt C
P,(t) =5

kt
= (Ce2 ,

N
N

= e 22 = e22e2

Cc
kde C = ez je libovolna konstanta.

Dale algebraickymi upravami vyjadiime z rovnice funkci ceny tak, ze

kt
6 + 5Ce22
P,(t) =—
-1+ Ce22

54



Pro vypocet konstanty C, dosadime vztah p(0) = 50:

ko
6+ 5Ce22  6+5C

k0 — __
14 Cez “1FC

50 = P,(0) =

56

CZE.

Tedy

kt
6+%eﬁ
Pz(t) - W

-1 +E622

Pro uplnost dopocteme konstantu k ze vztahu p = 48, kdyz t = 2:

k2 k
6+%eﬁ 6+%eﬁ

P,(2) = e =& = 48,
_1+E622 —1+Eell

Opét algebraickymi upravami obdrzime

1215

k:111n1204

k =~ 0,1.
Tedy v kazdém okamziku se cena méni rychlosti 10 % rozdilu D(p) — S(p).

Rovnice ceny P, v Case t je

0,1t
6+%eﬁ

P8 = ——g¢ o
-1 +Ee 11

V dlouhodobém horizontu se cena P (t) blizi limité

0,1t
_ _ 6+%eﬁ
PO = T e S
5°

cena P, (t) se limitné blizi k 5 K¢, coz je cena, pii které se nabidka rovna poptavce,
cenu zobrazuje prusecik kiivek D(p) a S(p) na Obrazku 9.. Prabéh funkce ceny P, (t) je

znazornén na Obrazku 10..
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Obrizek 9: Graf kvadratické funkce poptavky D(p) a linearni nabidky S(p)
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Obrazek 10: Graf funkce ceny P2(t)



5.Diskuse

V néavaznosti na téma feSeni ekonomickych problému jsme zkoumali nastroj feSeni
linearnich 1 nelinearnich diferencialnich rovnic pokryvajici homogenni a nehomogenni
ptipady. Abychom vidéli aplikace téchto rovnic na ekonomické problémy, byla uvedena
Casova cesta makroekonomické proménné, narodniho dichodu, v ptipade jednoduchého
keynesianského multiplikaéniho modelu a Samuelsonova modelu byla zminéna interakce

multiplikator - akcelerator.

Pti zkoumani realného svéta miazeme sledovat dvoji zamér. Chtéli bychom jevy ob-
sahnout v jejich celku, sledujeme jakysi makrosvét, a naopak, sledujeme-li prabéh urci-
tého jevu, je snahou proniknout do jeho nejnepatrnéjSich casti, jde naopak o jakysi mi-
krosvét. V obou piipadech, okamzity stav a celkovy prubéh jevu je spjat toutéz zakoni-
tosti. V idealnim pripadé se podati souvislost veli¢in urcujici jev pfimo zapsat, napt. rov-
nici platnou pro tyto veli¢iny. Mnohem castéji ale 1ze matematickymi postupy zapsat
pouze okamzity stav jevu, z néjz se snazime popsat celkovy obraz jevu. V integralnim
poctu jsme hledali zakonitost, ktera ze zavislosti nekone¢né malé zmeény funkcnich hod-
not na nekonecné malé¢ zméne proménné odvodi obecnou funkéni zavislost. Tato mys-
lenka je v souladu s pfedstavou malych intervalt jevu, u kterého se domnivame, ze ma
spojity prubéh a infinitezimalni pocet tuto myslenku prevysSuje tim, Zze zmensovani inter-
vali a zvétSovani jejich mnozstvi lze provést neomezené. (Kadefabkova, Kopackova,
1997)

Prakticka cast obsahuje grafy Cobb-Douglasovy produkéni funkce pro konkrétnich
hodnoty vstupt prace L a kapitalu K. Dale se zabyvame parcialnimi derivacemi funkce
neboli meznimi produkty M P, a MP; pro dané hodnoty. Na Obrazku 1 je zobrazena dvou-
vstupova Cobb-Douglasova funkce pro dvé rizné hodnoty technické trovné. Jednim kon-
traintuitivnim aspektem izokvant je skuteCnost, ze zvySeni technické tirovné vede k po-
sunu izokvant k pocatku souradnic. Je to proto, zZe lepsi technologie znamena, ze muzete
vyrobit dané mnozstvi s mensim pocétem vstupa (méné kapitalu a prace), takze izokvanta
pro jakékoli dané mnozstvi se posouva smérem k pocatku, kdyz se technologie zvySuje.
Cim vice kapitalu v poméru k praci pouzijeme, tim strm&jsi je izokvanta. Jednim ze zpi-
sobu, jak o tom premyslet, je uvédomit si, ze prace posiluje kapital: hodnota M P, roste

s L. Takze pridat trochu prace je extrémné cenné, pokud mate hodné kapitalu v poméru

57



k praci, a méné hodnotné, pokud mate hodné prace a velmi malo kapitalu. Vizualné to

znamena, ze izokvanty jsou sklonény vice smérem k pocatku.

Produkeni funkce spliiuje zakon klesajiciho produktu, takze pro ostatni fixni pro-
meénné, rostouci objem kapitalu K, nebo prace L pfinese mensi dodateCnou produkci. Na-
priklad feknéme, ze pekar ma 1 pec a 5 zaméstnanci. Existuje pevny limit na to, kolik
chleba lze upéct za dané casové obdobi. Pokud vsak pekar pofidi druhou pec, najednou
mohou zaméstnanci upéct vic chlebli najednou, ¢imz se zvysi pocet, které lze upéct
za stejnou dobu. V tomto ptfipadeé by M Py byla velmi vysoka, protoze produkce vyrazné
vzrostla pouze mirmym piidanim do zékladniho kapitalu spolecnosti. V piipadé ale, kdy
ma pekarna 100 peci a 5 zaméstnanct, pfidani dalsi pece by zvysilo vykon jen malo,
protoze 5 zaméstnanci muze udélat jen néjaké omezené mnozstvi. V tomto piipadé by
M Py byla velmi nizka, protoze produkce se ptili§ nezvysila, ani kdyz se kapital spolec-
nosti zvysil.

Naopak, feknéme, ze pekarna ma 5 peci a 5 zaméstnanci. Jedna pec na zaméstnance
se zda byt prehnana, ale poskytuje vyznamnou dodate¢nou kapacitu z hlediska kapitalu,
coz by spolecnosti poskytlo velkou flexibilitu pii vyrobé chleba. Pokud vSak spolecnost
najme 1 dalSiho pracovnika, mize byt kazda trouba vyuzita efektivnéji, protoze dalsi za-
meéstnanec muze jit na pripravu chleba pred peCenim. To znaéné€ zvySuje pocet chleba
upecenych za danou jednotku casu. MP; by byla velmi vysoka, protoze vykon vyrazné
vzroste s pfidanim jednoho dalSiho pracovnika. Na vyse uvedeném grafu bychom se na-

chazeli na strmé ¢asti funkce.

Opét, v piipadé, kdy ma spolecnost 5 peci, ale 20 zameéstnanct, najmuti dal§iho pra-
covnika by ke zvySeni vykonu jen malo pfispélo. M P, by byla velmi nizk4, jelikoz vystup
se prilis nezvysil, i kdyz se zvyS§ilo mnozstvi pracovni sily pekarny. Byli bychom v oblasti
ploché ¢asti grafu, kdy MP; se blizi 0.

MRS lze interpretovat i tak, ze se pfiblizn€ rovna produktu navic ziskanému z jedné
jednotky volného ¢asu navic, vydélenému extra produktem kapitalu ziskanym z dalsi jed-
notky. Jak se pohybujeme po izokvanté doprava, Citatel ve vyrazu MRS snizuje a jmeno-
vatel roste. VSimnéte si, ze ¢im vySsi a je, tim produktivné)si je kazda jednotka prace. Je-
li prace produktivnéj§i, MRS je vétsi (t). izokvanta je strméjsi), protoze by bylo zapotiebi

vice kapitalu k doplnéni produkce ztracené snizenim daného vstupu prace.
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Problém trzni rovnovahy a modelovani zakladani rovnovazné ceny na trhu vyrobku
je predmétem védeckého zaymu pro védecka studia a aplikované specializace v mnoha
pobockach. Existuje cela fada modelu trzni rovnovahy a také metod a zptisobu jejich po-
pisu. V téchto studiich védcu i praktickych pracovnici kromé uplatiiovani popularnich
piistupti nejvice ocenuji zasadni omezeni modelt a ta souvisi s jejich aplikovanym cha-
rakterem. Tato studie se vénuje a analyzuje mozné zpusoby modifikace klasického mo-
delu trzni rovnovahy, kterym je Evansiv model.

Zkoumali jsme Casovou drahu pfizpisobeni cenové proménné a zkoumali jsme pod-
minky dynamické stability riznych systému, tedy zda v Case ekonomické proménné cena
konverguje ke stabilni rovnovaze. Bylo ukazano feSeni pro linearni funkce nabidky a po-
ptavky pomoci integracniho faktoru, ale i feSeni modelu nelinearni funkce nabidky po-
moci separace proménnych. Ukazan je zde ptiklad na Evanstiv model diferencialni rov-
nici typu

dy
— —r(E —v),
T r(E—y)

ve které proporcionalni zmény ceny zastupuje konstantni libovolna konstanta r a E
zastupuje absolutni realny Clen. Diferencialni rovnice tohoto typu popisuji systém, ktery
z pocatku rychle klesa, ale nasledné se zmény vyrovnavaji t€sné nad hranici hodnoty y =
E. Obecné, feSenim rovnice je funkce, jejiz kfivka je dana

y=E+Ce™
Pro C € R.
U Evansonova modelu cena s ¢asem klesa a postupné se dostava do bodu, kdy

prestane klesat a dostane se na limitni hodnotu E.

V druhém modelu vystupuje nabidka jako kvadraticka funkce proménné ceny, tedy
v pripadé€, kdy napfiiklad nabidka prodejct a jejich zajem prodat v zavislosti na rostouci
cen€ roste rychleji nez linearn€. Tak jako napf. rist populace byva limitné omezen, tak

i v tomto modelu se jednalo o limitni rast kiivky ceny v Case.

Pro porovnani priabéhu funkce ceny P; a P, lze zobrazit do jednoho spolecného
grafu, viz Obrazek 11. V pfipadé€, kdy nabidka byla linearni, cena P; se limitné blizi hod-
noté 15 K¢, v pripad¢ ale kdyz nabidka byla kvadratickou funkci ceny, cena P, klesne az

na hodnotu 5 K¢.
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Obrazek 11: Graf funkci cen P1(t) a P2(t)

Jelikoz neni znam univerzalni postup pro feSeni diferencialnich rovnic, je potieba
vzdy zvazit tvar zadané funkce a podle toho se rozhodnout pro vhodny postup feseni.
V prvnim ptipadé Evansonova modelu se jednalo o diferencialni rovnici linearniho tvaru
a postupem pro feseni takové rovnice se hodilo zvolit postup za pomoci integrac¢niho fak-
toru. Naopak v druhém ptipadé, derivace funkce ceny p v diferencialni rovnici vystupo-
vala v kvadratickém tvaru, zvolen byl postup pomoci separace proménnych za soucasné

upravy na parcialni zlomky.

Co to tedy znamena resit diferencialni rovnice? Odpovéd se zda zfejma; znamena to,
e viechny vysledné funkce jsou uspokojivé ptivodni zadané rovnici. Casto v nich vystu-
puje jako nezavisla proménna Cas. Funkce je, zhruba feceno, pravidlo, které ke kazdému
t ptifadi hodnotu x(t), a jeji feSeni bude specifikovat toto pravidlo. Funkce vét§inou zna-

menaji vzorec, do kterého kdyz zapojime ¢, ziskame x. Pro obvyklé diferencialni rovnice
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tento vzorec neexistuje — pfinejmensim nezname zpusob, jak jej najit. A kdyz existuje,

tak je Casto nevyhovujici.

Ekonomie pojednava o lidském chovani, a pravé principy takového chovani nejlépe
pochopime na jednoduchych ptikladech. Pti praci s grafy pak jiz jen zobrazime veliciny
do kiivek a 2D modeld. Priklady vSak nejsou zadnymi pfipadovymi studiemi, jejich jedi-
nym smyslem je ukazat logiku véci a zékladni principy v nazornych piikladech. Priklady
uvadéji Ctenare do problému a pomize mu k jeho snadnéjsimu pochopeni a propojeni
souvislosti. Metoda vykladu s demonstraci na grafickych modelech €ini problematiku

méné abstraktni a 1épe pristupnou.
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6.Zaver
Obsahem prace byl vybér ekonomickych problému s vykladem urCenym pro kaz-
dého, kdo se chce seznamit se zakladni podstatou hospodaiskych jevii. Ctenaf se nejdiive

seznami s modely vyuzivajici diferencialni rovnice v teoriich moderni ekonomie a na za-

klad¢ je schopen porozumét praktické strance hospodatského zivota.

Prakticka ¢ast zahrnuje vizualizaci dvouvstupové Cobb-Douglasovy produkéni funkce
pro konkrétnich hodnoty vstupt prace L a kapitalu K a zabyvame se parcialnimi deriva-
cemi funkce neboli meznimi produkty M P, a MP; pro dané hodnoty. Dale prace zahrnuje
par vybranych uloh ekonomickych situaci Evansonova modelu s vyuzitim vhodného zpt-
sobu feseni diferencialnich rovnic v€etné demonstrace modeld pomoci softwaru Maple.
Prace ukazuje, ze pti studiu by mél mit kazdy na paméti, ze ekonomie neni exaktni véda
a k provéreni hypotéz tak nelze v hospodarstvi provést experimenty. V ekonomii pracu-
jeme s abstrakcemi a s vyroky vyjadiujici urcité modelové situace, se kterymi se v tak
Cisté podobé v realném zivoté pravdépodobné nesetkame. Piesto jejich prostiednictvim
dokazeme rozpoznat povahu konkrétnich hospodarskych jevii, uvédomit si jejich vyznam

ve fungovani ekonomického mechanismu s dusledky jejich pusobeni.

Tato je prace je vénovana vSem zajemcim o rozsifeni znalosti vy$si matematiky a je-
jim uziti v ekonomické praxi. Uroveii prace odpovida znalostem studentu vysoké skoly,
popf. vefejnosti znalejsi ekonomickych zakonitosti. Pouziti matematickych modelt
pro studium zékonitosti narodniho hospodafstvi a pfi hledani optimalniho rozhodnuti
slouzi tak ucelim spise ilustracnim, nez aby zcela odpovidaly realité a byly zcela pouzi-

telné v praxi. (Holman, 1999)
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7.Summary

The topic of this bachelor's thesis is Differential and integral calculus in economic

problem.

The theoretical part focuses and presents practical use of differential and integral
calculus in economic problems. The theoretical part represents the theoretical base for the

practical part. This part includes concerned economic theories, etc.

The theoretical knowledge is further applied to economic problems that can be solved
by means of derivatives and integrals, including analysis of how and why are these mathe-
matical procedures applied to a given type of problem. This subsection contain brief cha-
racteristics of concerned theories, relevant methods, characteristics of applied models,

etc.

The aim of practical part is the use of software named Maple for graphing economic
models. This mathematical software can simplify work with functions created from real
data. The most important part of the methodology is the use of graphics, such as graphs,
for a clear display of data. Maple allows to model various economic situations and see

immediately how changes of conditions affect the output.

Thesis shows examples of how Maple can be used in calculus in economic problems.
The study of mathematical-economic problems results in their solution, comparison of

results in economic contexts, discussion, and formulation of conclusions.
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