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1 Uvod

Nelinearni termodynamika je jednim z rychle se vyvijejicich obora v sou-
casnosti. Jedna se o Sirokou problematiku, ktera ma spoustu aplikaci. Neline-
arni termodynamika ma Siroky teoreticky repertoar, ktery muize vybérové pou-
Zivat na resené problémy. I kdyz se jedna o pomérné starou disciplinu s pocat-
ky v devatenactém stoleti, novy pohled na véc prinesl rozvoj poc¢ita¢d. V neline-
arni termodynamice nasly uplatnéni jak prisné diskrétni systémy typu ce-
lularni automaty, tak i topologie s obsahlou teorii spojitych premén.

Cilem prace je objasnéni zakladnich pojmut a ukazka reseni zakladnich dyna-
mickych systémi.

Druha kapitola struéné priblizuje historii nelinearni termodynamiky a pokousi
se o nastin a zarazeni metod. Obsahuje i ukazku zpusobu analyzy systému z
fazového portrétu sestaveného ze zakladnich poznatkia matematické analyzy.
Treti kapitola ukazuje sestaveni fazového portrétu jednodimenzionalniho sys-
tému a ukazuje zptsob jeho reSeni, linearizaci a jeji podminky kolem stacio-
narnich treSeni diferencidlnich rovnic. Zahrnuje vysvétleni bifurkace a jeji
ukazku na prikladé rotatoru v odporujicim prostiedi.

Ctvrta kapitola pridava dalsi rozmér k piedchozi kapitole a tyka se FeSeni
dvourozmérnych systémi. Ma stejnou strukturu: Klasifikace fazovych por-
trétu, linearizace v okoli rovnovaznych bodt a typy bifurkaci. Priklad ukazuje
ekologicky model soutéze o omezené mnozstvi potravy dvou konkurujicich si
druht.

Pata kapitola ukazuje na analogii v dynamickych systémech. Je zde predve-
deno odvozeni dynamickych rovnic z pohybu chaotického vodniho kola (nékdy
téz Lorentzova) a zaména proménnych, ktera vede ke klasickému tvaru rovnic
Lorentzova systému. Je zde provedena linearizace v okoli stacionarnich bodu
pro dané hodnoty parametru.

Sesta kapitola predstavuje modelovani turbulence z celuldrnich automati. Je
zde novy aspekt rovnovahy dynamickych systémut z pohledu rtstu entropie.

Dale jsou zde uvedeny termodynamické potencialy rovnovaznych systému. Pro
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nerovnovazné systémy je definovana Ljapunovova funkce a jeji tvar pro Lo-
rentziv systém.
Prace zcela jisté nepostihuje celou problematiku. Neobsahuje mapovani, teorii

limitnich cykld ani nékteré typy bifurkaci.



2 Statistika a klasicka dynamika
Pri popisu systému s velkym poctem casti se spoléhame na statistiku.

Mame-li napt. uzavienou nadobu s plynem, nedokazeme popisovat pohyb kaz-
dé molekuly. Mtizeme si vSak vymezit, o jaké vlastnosti systému se budeme za-
jimat. Musime najit takové vlastnosti, které budou pro uréeni vyvoje a stavu
systému optimalni. U uzaviené nadoby s plynem muZeme jako ,optimaéalni
vlastnosti“ sledovat tlak (p), objem (V), a termodynamickou teplotu (7). Jinymi
slovy, vytvorili jsme projekci mikroskopickych vlastnosti molekul do
makroskopickych veli¢in. Navic mezi témito makroskopickymi veli¢éinami exis-
tuje zavislost, proto je 1ze definovat jako dynamické proménné systému.
Zasadni problém tohoto pristupu je urceni dynamickych proménnych. Je otaz-
ka, jak zvolit ,priblizné“ proménné, aby skutecné vystihovaly stav systému.
Zkusme si nyni polozit jednoduchou otazku, co se stane, budeme-li uvazovat
systém slozeny pouze ze dvou ,castic* (napt. systém Zemé — Slunce). Dyna-
miku takového systému popisuji linearni diferencialni rovnice s klasickym a
znamym pribéhem potencialu, ktery ukazuje na ¢étyii mozna reseni: pohyb po
kruznici, elipse, parabole a hyperbole. Situace se dramaticky zméni, zvySime-li
pocet ¢astic na tri. V takovém pripadé uz neni mozné pribéh jednotlivych drah

jednoduse stanovit.



Earth Captures a Minimoon

Obr. 1: Pohyb asteroidu docCasné zachyceného Zemi.
Ukadzka problému tri téles pro soustavu Slunce, Zemé,
asteroid. (NASA).Dostupné z:
http://lunarscience.nasa.gov/wp-
content/uploads/2012/03/Uhifa_EarthMinimoonSm.jpg

Tento problém v klasické mechanice je oznacovan jako ,problém tri téles.“ Na
konci devatenactého a na zacatku dvacatého stoleti francouzsky matematik
Henri Poincaré studoval problém tii téles a dosel k zavéru, Ze se nemohou tato
télesa pohybovat po drahach, které lze matematicky vyjadrit elementarnimi
funkcemi.

Problém tii téles se stal hranici, ktera vymezovala pole ptsobnosti Newto-

novych diferencialnich linearnich rovnic. (Gaspard, 2000, s. 1)

2.1 Determinismus a predpovéditelnost jevi v prirodé

V roce 1687 Newton vybudoval silny matematicky aparat diferencialni-
ho poctu, ktery umoznoval tehdejsi poznatky klasické fyziky shrnout do jedi-
ného systému. Ocekavalo se, ze jista mira pravdépodobnosti, se kterou se lze
setkat u fyzikalnich experimentt, je dana pouze nedostatecnou presnosti mé-
feni. Jinymi slovy, predvidatelnost fyzikalniho systému je dana znalosti poca-
te¢nich podminek.

Pristup, ktery rika, Ze o prubéhu procesd v prirodé mizeme rozhodnout, jakym
zpusobem probihaji v libovolné chvili, zname-li podminky jejich vzniku, na-
zyvame determinismus.

Francouzsky matematik Simon Pierre de Laplace v roce 1841 piivedl
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determinismus do krajnosti myslenkou, znamou jako Laplacetiv Démon:
Inteligence, kterd by byla schopnd v kaZdém okamZzZiku rozpoznat a urcit sily,
které ptisobi v prirodé, a souc¢asné byla schopnd vSechna takovdto data podrobit
analyze, by dokdzala popsat pohyb vesmiru jako celku i pohyb jeho nejmensi
mozné c¢dsti. Pro takovou inteligenci by nebylo nic nezndmé, v jejim pohledu by
probihala budoucnost stejné jako minulost v jediném pritomném okamZiku.
(Korneck, 2006, s.287)

Takovy mechanicky pohled na svét byl napaden dvéma novymi fyzikalnimi
teoriemi: Kvantovou mechanikou a nelinearni dynamikou.

V roce 1927 formuloval Heisenberg relace neurcitosti, ve kterych je zachycena
nejistota ohledné stavu velmi malé ¢astice: v daném okamziku nejsme schopni
soucasné urcit jeji hybnost i pozici.

V roce 1963 Lorenz sestavil aproximaci Navier — Stokesovy rovnice pro Bénar-
dovu bunku, ktera slouzila jako testovaci model k predpovédi pocasi. Ukazalo
se, ze malé pocateéni vychylky stacily k tomu, aby se pribéh pocasi uplné
zménil. Casovy horizont, do jakého mélo smysl predpovidat poéasi, se vyrazné

priblizil. (Korneck, s. 287)
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3 Fazovy portrét jednodimenzionalniho systému

Analytické reSeni diferencialnich rovnic nemusi byt snadné, zvlast v pri-
padé nelinearnich diferencialnich rovnic. Predstavu o reseni muZeme ziskat
pfimo z grafu x=f(x). Fazovy portrét piedstavuje vyhodné znazornéni dyna-
miky bez nutnosti analytického reSeni. Pro bliz§i nazornost budeme pokra-

covat prikladem.

3.1 Priklad analyzy systému z fazového portrétu

Pokusime se najit feSeni jednorozmeérné nelinearni diferencialni rovnice

x=sin(x) (3.1)
Provedeme separaci proménnych

g 3.2)

sin(x)

integrujeme, za pravou stranu dosadime pocateéni podminku ¢, = 0

[ —[q . (3.3)

sin(x)

Pravou stranu vyiesime snadno
[dt=t+C, C=t,=0= [ dt=t . (3.4)
sin(2 o )=sin (o) cos (at) (3.5)

a ziskat integral

2da do
= 3.6
f sin(2a) '[ sin (o) cos (o) (36)
poté vyuZijeme vzorec
sin’(at)+cos’(a)=1 (3.7)
dosadime, ziskame
. 2 2
f(sm ('oc)+cos (a))da ’ 3.9)
sin (o) cos( o)
zkratime
J~ sm(oa)doc_l_f cos(o)da , (3.9)

cos (o) sin (o)

a protoze plati
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fi%égk=hﬂf@ﬂ+c , (3.10)

dostaneme
—In(cos(a))+In(sin (at))+C (3.11)
upravime a vratime se ze substituce
sin(a), . B X
ln(COS(G))+C—ln(tan((x))+C_ln(tan(2))+C , (3.12)

coz je hledané reSeni levé strany diferencidlni rovnice. Nyni dosadime poca-

tecni podminky x = x, v ¢ase t = 0.

ln(tan(g))—ln(tan(%)):t—O , (3.13)

z rozdilu logaritmt udélame podil logaritmu

tan

In =t , (3.14)
Xo

tan

a zbyva stanovit defini¢ni obor reseni. Ted ale opustime cestu klasické mate-

matické analyzy a podivame se, jestli bychom nenasli snazsi zptisob zptisob re-

Seni, neZ poditani limity funkce. TakZe, co bude vysledkem lim x(t) , kdyz

t>

Y _x
polozime X=" ?

Zakresleme pfimo zavislost x=sin(x) , kde X pFedstavuje smér a ve-
likost rychlosti na ose x . Z obrazku 2 je patrno, Ze existuji body, ve kterych se
pomyslné castice, pohybujici se ve sméru Sipek po ose x , ,zastavuji“. Kdyby se
¢astice mezi dvéma body vyznadenymi cervené, dostala mezi jiné dva body, byl
by porusen smér pohybu dany Sipkami. Nap¥. pohyb z intervalu (0;x) do in-
tervalu (m;2m) po ose x neni moZny. Body, které splhuji

x=0 (3.15)
nazyvame staciondrni, zna¢ime je X . V naSem piipadé, zndzornéném na ob-
razku 2, se jedna o body

Xs1,s52,53,5455 — —27,—m,0,w,27w . (3.16)
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Je-li pohyb dan tak, Ze sméruje do bodu, nazveme takovy stacionarni bod sta-
bilni. Je-li smér pohybu dan ze staciondrniho bodu, nazveme jej nestabilni. V
nasem pripadé jsou stacionarni body
Xgy,Xg,=— T, T (3.17)

stabilni a stacionarni body

Xg15Xg3 Xs5=—27,0,27 (3.18)
nestabilni. Zbyva uréit podminku, za které je dany stacionarni bod stabilni
nebo nestabilni. K tomu pouzijeme vétu:
Je-li derivace funkce kladnd, je funkce rostouci. Je-li derivace funkce zdpornd,
Jje funkce klesajici.

Z niz okamzité plyne smér rychlosti na ose x .

Obr. 2: Fazovy portrét jednodimenzionadlniho
fdzového prostoru. Cervené je vyznacena poloha
staciondrnich bodii. Fdzovd trajektorie probihd v
ose x.(Autor)

7 fazového portrétu miuzeme ziskat alespon kvalitativni predstavu o tom, jak
se méni rychlost pri pohybu v ose x v zavislosti na ¢ase . Bohuzel, nemtizeme
rict presné, v kterych okamzicich se rychlost bude ménit. Mizeme ale od-
hadnout tvar krivky z odhadu pribéhu funkce. Vime totiz, Ze sklon krivky je
dan jeji derivaci. Proto bychom mohli odhadnout

sin(x)=f"(x)~tan(o)=o=arctan(f '(x)) , (3.19)

v nasem pripadé

~35° | (3.20)

sin(n/4)=%=>oc=arctan

takZe muzZeme fici, Ze v bodé x=n/4 ma integralni kiivka sklon 35°. Postup
bychom opakovali pro nékolik riznych pozic x, az k nasi spokojenosti. My mu-
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Zeme vyuzit analytické reSeni, vypocitané v uvodu prikladu a zjistime, Ze v
bodé x=mn/4 je t = 0. Z dostatecného mnozstvi takto vypocitanych primek

bychom sestavili naért podobny grafu nize. Pro sestrojeni grafu byl vyuzit

analyticky predpis.

25F T

a0f

Lok

05F

O0B o v e e e

0 1 2 3 4 5 -
= |og| cot| tan|

Obr. 3: Zavislost pozice x na case t na intervalu (0, m ). V bodé x =
nt  leZi asymptota. (Autor)

Graf mizZeme interpretovat tak, ze rychlost pomyslné ¢astice na fazové trajek-

torii roste na intervalu (0;n) . Céstice se dostane do pozice x=m v fase

t> . (Strogatz, 2014, podle 1)

3.2 Linearizace v okoli stacionarnich bodi jednodimenzionalnich
systému
Zabyvejme se nyni dynamikou blizko pevného bodu x,. Necht

x(t)=xs+n(t), (3.21)

kde |n|<1 a zaroven plati
x=f(x) . (3.22)

Blizko pevného bodu muzeme provést dx/dt

linearizaci pomoci Taylorova rozvoje:

f(x) = flxs+m) = /F\‘/\I{r
) -

=

X
Obr. 4: Ndcrt funkce vyjadrujici zavislost

rychlosti na souradnici.(Autor)

Protoze z grafu vidime, zZe f (x5)=0 , zanedbame prvni ¢len. Zajimavy bude dalsi
14



¢len s prvni derivaci. Dosadime-li hodnotu x; do vyrazu f'(x)a tento vyraz je
nenulovy, mizeme zde zanedbat derivace vyssich radt pro dostate¢né malé n .
Potom plati n=rm , kde

r=f"(xs) . (3.23)
Vysledek (3.23) pro nas bude zajimavy z hlediska posouzeni stability fazového

portrétu, spolecné s kritériem (3.19).

3.2.1 Typy fazovych portrétl jednodimenzionalnich systémti

[ r_{, 0)

il

(0,0)

[ n,. u)

A A
Obr. 5: Fdzovy portrét vybranych jednodimenziondlnich systémtu. Na svislé ose
leZi rychlost X , na vodorovné x. Jde tedy o zavislost rychlosti na souradnici.
Pocatek souradnic oznacuje Cerveny bod, ktery je zaroveri pevnym bodem vsech
jednodimenziondlnich systémti vyse. (Autor)

Na obrazku vlevo nahote je znazornéna fazova trajektorie vychazejici z nesta-
bilniho uzlu. V okoli bodu je rychlost mala, ale s postupujici ¢asem se zvySuje.
Systém je dan rovnici x=x> . Stabilitu stacionarniho bodu lze snadno zjistit,
funkce je v celém oboru neklesajici.

2 v . 4 . . . . -, 2
Na obrazku vpravo nahoie je fazova trajektorie dana rovnici x=x" .
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Vzhledem k tomu, Ze kfivka ma zapornou derivaci zleva a kladnou zprava v
okoli svého pocatku, ve kterém lezi pevny bod, je tento bod polostabilni. Stabi-
Ini je zleva, odkud do néj sméruje fazova trajektorie, majici v ném soucasné
svou asymptotu. Zprava ze stacionarniho bodu vychazi nestabilni fazova
trajektorie.

Na obrazku vlevo dole je situace presné opacna oproti predchozimu piipadu.
Systém je d4n rovnici x=—x" . Stacionarni bod je stabilni zprava a nestabilni
zleva.

Na poslednim obrazku je situace opaéna oproti prvnimu fazovému portrétu.
Jedna se o systém s predpisem x=—x" . Funkce je na celém svém oboru ne-

rostouci, takze v poéatku lezi stabilni uzel. (Strogatz, 2014, podle 2)

3.3 Bifurkace v jednodimenzionalnim systému

Bifurkace je proces, pii kterém se dramaticky méni vlastnosti systému.
Typicky dochazi ke zméné pevného bodu ze stabilniho na nestabilni (a
naopak), nebo k jeho zaniku. Prikladem mtze byt vypocéet pohybu kyvadla
s pevnym zavésem pri velké rychlosti rotace uvedeny dale, nebo velké zatiZeni
nosniku, pri kterém dochazi k jeho deformaci. Koncept ,,vétvicich se reseni“ byl
zaveden matematikem C. Jacobim. Prvni studie bifurkaci se tykaly zejména
bodii rovnovahy, ve kterych nastava déleni, vétveni nebo separace
rovnovaznych stavli na nékolik casti. Tento obor bifurkaci se stal hlavnim
predmétem vyzkumu soucasné matematiky a aplikovanych véd. Pod sou-
¢asnym terminem bifurkace se rozumi dvé ponékud odlisné véci. Za prvé — stu-
dium rovnovaznych stavi, ve kterych se méni pocet stacionarnich bodui, kdyz
se méni hodnota parametru. A za druhé — dynamika, v jejimz prabéhu se méni
topologie fazového portrétu. V nasem pripadé se vyhneme topologii.

Méné technicky, zato vSak fyzikalné nazornéjsi popis predstavuje dynamika
fdzovych prechodii, které jsou diusledkem ménicich se ridicich parametra.
Jedna se zejména o skupenské zmény, zmény v krystalické a biologické struk-
ture aj. (Jackson, 1992, s. 82)

Pro konkrétnéjsi predstavu pristupme k jednotlivym typtam bifurkaci.
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3.3.1 Bifurkace sedlo - uzel

Bifurkace sedlo — uzel (saddle — node) je charakteristicka pro diferencialni rovnici ve
tvaru

. (324

o —_—

X X X

Obr. 6: VLEVO: Poloha stabilniho uzlu (vlevo) a nestabilniho uzlu (vpravo). Hodnota
parametrur = - 0,4. UPROSTRED:polostabilni uzel (stabilni zleva), r = 0. VPRAVO:zanikly
uzel (r > 0).(Autor)

V prvnim ptipadé charakteristick4 fazova trajektorie vede zleva ve sméru ristu casu do sta-
bilniho bodu. Zprava vchazi do téhoZ stabilniho uzlu jinad fazova trajektorie, ktera vede z
nestabilniho uzlu v z4porném sméru. V druhém piipadé fazova trajektorie vchazi
(asymptoticky) i vychazi ze stejného polostabilniho uzlu. Fazova trajektorie ma kladny
smér. V poslednim pripadé uzel zanik4, protoZe parabola osu x neprotina. Dale si miZeme
tuto situaci znazornit na bifurkacnim diagramu xs v zavislosti na hodnoté parametru r.

PoloZime-li X=0 , ziskdme rovnici, odkud mtiZzeme vyjadfit xs=x(r)

-z 1% -1 05 ]

Obr. 7: Bifurkacni diagram se stabilni a
nestabilni vétvi staciondrnich reSeni. (Autor)

Podle priibéhu kiivky xs = x(r)miZeme snadno urcit stabilitu bodu: zaporna ¢ast kiivky
ukazuje, kdy derivace nebude kladnd, a tudiZz bod, ktery protind osu ve sméru ristu

souradnice, bude stabilni.
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3.3.2 Transkriticka bifurkace
Transkriticka bifurkace (transcritical bifurcation) je charakteristickd pro diferencialni

rovnici ve tvaru

X=rx—x’ (3.25)

— 0 1
Obr. 8: VLEV(%: Poloha nestabilniho uzlu (xg,x)=(—1,0) (vlevo) a stabilniho uzlu
(xs,%)=(0,0) (vpravo). Hodnota parametru r = - 1. UPROSTRED:polostabilni uzel, zprava
stabilni. Poloha (xg,%)=(0,0) , hodnota parametru r = 0. VPRAVO:Poloha nestabilniho uzlu
(xs,%)=(0,0) (vlevo) a stabilniho uzlu (xg,%)=(1,0) (vpravo). Hodnota parametrur = 1.
(Autor)

[ =

Smér fazovych trajektorii nemusi byt tak jasny jako v prvnim pripadé, pouZijeme kritéria
linearizace jednodimenzionalniho systému ((3,23), (3.19). PouZijeme vztah
f'(x):d—(i(rx—xz) , (3.26)
zderivujeme, tim ziskame
frix)=r-2x , (3.27)
kam staéi dosadit hodnoty x < 0 a x > 0. V pripadé, ze x < 0 vyjde f'(x) > 0, z ce-
hoz vyplyva, Ze fazova trajektorie sméruje z nestabilniho bodu. Analogicky po-
stupujeme i pro x > 0, kde nam vyjde znaménko derivace f'(x) < 0, takze uzel o
souradnici x > 0 je stabilni. Stabilita bodu x = 0 zleva nam vyplyne z nestabili-
ty bodu x < 0 zprava (Obrazek 8, VLEVO). Druhy pripad (Obrazek 8, UPRO-
STRED) je zfejmy a v tfetim piipadé (Obrazek 8, VPRAVO) postupujeme podle
znaménka derivace zcela analogicky s pripadem prvnim. Pro hodnotu r > 0 se
zaméni poradi nestabilniho a stabilniho uzlu oproti prvnimu pripadu. U

transkritické bifurkace nemuze dojit k zaniku uzlu, na rozdil od bifurkace
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sedlo — uzel.

Cely postup analyzy stability fazového por-
trétu pro rizné hodnoty parametru r si opét
muzeme graficky znazornit na

bifurka¢nim diagramu.

Obr. 9: Stabilni a nestabilni vétev
fazové trajektorie. Reseni s bifurkaci
pror = 0. (Autor)

3.3.3 Bifurkace vidle
Bifurkace vidle (pitchfork) je charakteristicka pro diferencialni rovnici ve tvaru
x=rx—x’ (3.28)

Obr. 10: VLEVO: stabilni uzel (r = -1). UPROSTRED: stabilni uzel (r = 0). VPRAVO: bifurkace: ze

stabilniho uzlu se stdvd nestabilni, vznikaji dva nové stabilni uzly. (Autor)

Tento typ bifurkace je charakteristicky

X
pro systémy se symetrii. J/ ¢
Je-li r < 0, je fazova trajektorie stabilni J’ ¢

s jednim pevnym (stacionarnim)

bodem v x5 = 0. Je-li r > 0, je fazova ? ? 0 r

trajektorie rozdélena tfemi body:

x,=0 (nestabilni), x,,=—vVr a 1‘ ?
x5, =Vr  (stabilni). Obr. 11: Bifurkace vidle v bodé r = 0.
V prvnim pripadé charakteristickd fazova (Autor)

trajektorie vede zleva ve sméru rtstu ¢asu do stabilniho uzlu. Zprava vchazi do téhoz stabi-
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Iniho uzlu jina fazova trajektorie, ktera vede po ose x=0 v zaporném sméru. V druhém
piipadé se neméni stabilita uzlu, ale méni se rychlost na fazové trajektorii (moZno odecist
ze zmény sklonu kiivky). V poslednim p¥ipad€ se ze stabilniho uzlu (x,,%)=(0,0) stdva
nestabilni a vznikaji dva nové stabilni uzly (xg, X)=(—vr,0) a (xg, x)=(+/r,0) . Déle
si mlizeme tuto situaci znazornit na bifurkacnim diagramu xs v zavislosti na parametru r.
PoloZime-li x=0 , ziskdme rovnici, odkud mfiZeme vyjadfit x,=x(r) . (Strogatz,

2014, podle 2)

3.3.4 Matematické kyvadlo jako volny rotator v odporujicim prostredi
V tomto prikladé se pokusime najit podminky, kdy dochézi k bifurkaci v systému.

Méjme matematické kyvadlo s pevnym zavésem o zanedbatelné hmotnosti délky r se zava-
Zim o hmotnosti m. Kyvadlo se pohybuje v roviné tthlu ¢ (v roviné papiru). Zaveés je
uchycen na ty¢i, kterd je kolma ke sméru pohybu (ty¢ ,,prochazi“ kolmo rovinou papiru).
Pohyb kyvadla ma jeden stupeni volnosti, proto vektory budeme vyjadfovat pouze jedinou
sloZzkou ve sméru pohybu. Jeji orientace bude dana znaménky. UkaZeme si nyni moZny
zpusob sestaveni pohybovych rovnic a jejich feSeni.
Stanovime pisobici sily a rozloZime je do jednotlivych sméri:

Fop=mpw’,Fo=mg , (3.29)

kde Fyp je odstfediva sila a F; gravitacni sila. Slozky téchto sil ve sméru pohybu

kyvadla jsou:
Fopy=mpw’cos(¢),Fg,=mgsin(¢p) . (3.30)
ProtoZe uvaZujeme pohyb kyvadla v odporuji-
cim prostredi, ziska pohybova rovnice tvar: h ., _
P mpea” coslog)
Fg=—F(v)£Fop,FFg, ,(3.31) KN
=N T
kde F(v) je odporova sila proti sméru po- ! L )
hybu kyvadla. V naSem pripadé jsme si kladny - \\\ W
1 F:I y -
smér zvolili nahoru, takZe rovnice prechazi na ——>
mygsn|op) [ —— m g
tvar L
.. Mg
Yo T
Fg=—F(v)+Fop,—Fg, (3.32) |
v/
coZ je explicitné Obr. 12: Rozklad sil piisobicich na
pohyb kyvadla.(Autor)
mr¢=—br{+mrw’sin(¢)cos(p)—mgsin(¢) , (3.33)

kde b je koeficient tlumeni ve visk6znim prostfedi, r délka zavésu kyvadla, p=rsin(q)

je vzdalenost volného konce kyvadla od svislice; ® predstavuje tihlovou rychlost otaceni
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kyvadla.
Nyni pfedpokladejme situaci, Ze pusobici sily jsou v rovnovaze, tedy F,4=0 a pohy-
bova rovnice prechazi na tvar

brg=mro’sin(¢p)cos(¢p)—mgsin(gp) , (3.34)
odkud ziskame tpravou

brcpzmgsin(cp)(goozcos(cp)—l) . (3.35)
Rovnice v tomto tvaru je zajimava, protoze uz muzeme zkoumat stacionarni re-
Seni a jejich stabilitu z grafu x=f(x) .
Stanovime podminku ¢=0 a dostaneme:
mgsin((p)(goo2 cos()—1)=0esin(¢ps)=0V cos(cps):%uf2 . (3.36)
¥s predstavuje hodnotu dhlu, ve kterém se kyvadlo nepohybuje. Reseni pod-

minky vySe jsou dvé: @s=0Vm . Stacionarni feSeni pro pripad

cos(cps):%uf2 existuje jen tehdy, nélezi-li vyraz %ofz intervalu (—1;1) .

Podminka rovnovahy pro cos(qs) je zajimava, protoZe se muZe objevovat jen

pro urcité hodnoty. Je otazka, jaké

jeji  hodnoty jakym zptsobem —i.- -1
o ) i 1
ovlivni rovnovahu kyvadla. Zave = ;=1
2 -"'. Y
deme proto novy parametr / ! 1 _y
................. T 5 =
|II.l Il'l
ro o vy v v P .I".
y=—w . Dalsi smér nasich avah \
g / P
. o v v . . , f I'.I
si mUZeme ozi'ejmit na obrazku. /
cnslom) / y
-"z." 0 x “.\\

Obr. 13: Riznd FeSeni pro cos(¢) v zdvislosti

na hodnoté parametru % .(Autor)
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S E E

b ’ \ ™

p =0 r.p_=|:l

0 Obr. 15:Fazova trajektorie
¥ . o .
vykreslend v souradnicich
rotujiciho kyvadla. VLEVO:
Fdzovd trajektorie pro

pomalé otdceni (%>1) .
VPRAVO: Fazova trajektorie

Obr. 14: Bifurkacni diagram kyvadla 1
pohybujiciho se jako volny rotator. (Autor) pro rychlou rotaci (75 1)
(Autor)

Celou situaci si muzeme priblizit schématem na Obrazku 15. Prazdny krouzek

zastupuje nestabilni uzel, plny stabilni. Fazova trajektorie je vykreslena v

souradnicich rotujiciho kyvadla. V pripadé, Ze %:1 , vystupuji z =0 dvé
nové fazové trajektorie, jez vstupuji asymptoticky do stabilnich wuzla
>+

Ps1. 52 pro maximalni rychlost otaceni.

N |a

Mohli bychom pokracovat dale reSenim systému. Sice vime, co se bude dit oko-
lo bifurkaéniho bodu, ale to k postihnuti dynamiky celého systému nestac¢i. K
tomu, abychom ziskali celkovy fazovy portrét, potrebovali bychom srovnat
ucinky jednotlivych sil: provedli bychom linearizaci pomoci vhodné volenych
sobé iumérnych veli¢in. Nicméné, tento priklad byl dan pro ukazku bifurkace, a
proto se s bifurka¢nim diagramem spokojime jako s vysledkem. (Strogatz,

2014, podle 3)
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4 Fazové portréty dvoudimenzionalnich systéml
Abychom mohli blize prozkoumat nékteré vlastnosti déja v prirodé, trochu

nahlédneme do teorie diferencidlnich rovnic, které casto presné popisuji
prirodni déje. Uz diive jsme se zastavili u funkce jedné proménné, ted budeme

pokracovat funkcemi dvou proménnych.

Budeme se zabyvat analyzou fazového portrétu rovnic typu

x=f(xy) (4.1)

Nejprve si feknéme néco k jejich resitelnosti. Rovnice v tvaru (4.1) predstavuji
vektorové pole, jehoz feSenim jsou trajektorie. Trajektorie znazornuji vSechny
mozné stavy, ve kterych se systém muze nachazet, prochazi-li (nami) uréenymi
body — pocateénimi podminkami. Ve fazovém portrétu je znazornéno nékolik

trajektorii s riznymi pocateénimi podminkami soucasné.

Podminka resitelnosti je jednoducha. Staci, aby prava strana rovnic (4.1) byla
spojité diferencovatelna. Potom resSeni existuje, a je pro danou pocatecéni
podminku jedinec¢né. Tato podminka aplikovana ve fazovém portrétu znamena,
Ze zadné dvé trajektorie z riznych pocateénich podminek se nesmi protnout,
ale mohou (a nemusi) dosdhnout stejného stacionarniho bodu. Stacionarni bod

nazveme takovy, ktery splnuje podminku x=0, y=0

4.1 Redeni soustavy dvou linearnich diferencialnich rovnic
pomoci matice

K TeSeni soustavy rovnic lze vyuZit maticového formalismu. Z tvaru matice lze rychle
spocitat, o jaky typ stacionarniho feSeni jde.

Soustavu (4.1) lze maticové zapsat

a b
c d

-

=Ax,A=

>4

, (4.2)

kde A je matice realnych Cisel. O podobé feSeni miiZeme rozhodnout z vlastnich hodnot

A avlastnich vektorii v matice A. Odvodime tvar fesen:
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=>'.'x:A(\7eM) (4.3)

Pokud ziskame feSeni ve tvaru (4.3), feSeni soustavy existuje. Navic, z diskuze (4.3)
vyplyvaji i feSeni soustavy (4.1). Necht je vlastni ¢islo dano rovnici

a—»a b

det(A—ht)= o o

‘:o , (4.4)

b

d =ad—bc=A je determinant matice A.

kde t=a+d je stopa matice a ‘z
Vyjadrenim determinantu (4.4) ziskame charakteristickou rovnici matice A:
AN —TA+A=0 (4.5)

s koreny

_ ti\/r2—4A

5 (4.6)

)\‘ 1,2

Koreny lze ziskat také z analogie s Vietovym vzorcem ze vztahti

T=A+A, 47
A=h )\, 4.7)

(Strogatz, 2014, podle 5)

4.2 Sestaveni fazového portrétu dvoudimenzionalnich
systému z linearizace

V predchozi kapitole jsme zavedli zptisob analyzy linearnich systému dvou
nezavislych proménnych. Nyni se pokusime prozkoumat okoli pevnych bodi
dvoudimenzionalnich nelinearnich systémt. Na konkrétnich prikladech si

ukazeme, kdy je mozné provést linearizaci, a ziskat fazovy portrét systému.

x=f(x,y)

} . Pro
y=g(x,y)

Predpokladejme existenci staciondrniho FeSeni (x,,y,) rovnic

klasifikaci typu stability uvazujme malé odchylky v jejich okoli
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u=x(t)=xs,v=y(t)=ys , (4.8)

pro jejichz ¢asovou derivaci plati

af(XSJYS)_'_Vaf(XS:yS)

u=x=f(xg,ys)+u +Vvy$si mocniny

0 x oy
4.9
v=y=g(xs,ys)+u 29(%s: 7 v af(xs’y“g)+vy§svl'mocniny @
-—J) S»)S ax 6_)/
Maticovym zdpisem muZeme napsat s prihlédnutim, Zze f (xs, ys)=0,g(xs,ys)=0
of of
)| Ox 0Oy Y 4+vyssi mocniny (4.10)
v/ |29 9g v
0x  0Y|x.y)
nebo-li
w(u,v)=AWw(u,v)+vyssi mocniny | (4.11)

kde w je vektorova funkce, jejiz slozky predstavuji funkce u a v, A je
jakobidn.

Chceme-li ziskat linearizaci v okoli bodu (xs,ys) , zanedbame ostatni
¢leny Taylorova rozvoje (oznacéeno vyssi mocniny). Je nasnadé otazka, kdy je
linearizace mozn4, aby rovnice popisujici systém neztratily kontakt s realitou.
Linearizace je mozna, jestlize je stacionarni bod typu sedlo, uzel, nebo spirdla.
V pripadé, Ze se jednd o hraniéni typ stacionarniho bodu (plati t°—4A=0 )
napr. degenerovany uzel, hvézda, stred, neuzavieny stacionarni bod, nemusi

linearizace podat spravnou informaci o vyvoji systému.
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4.3 Typy fazovych portrétti dvoudimenzionalnich systémii

4.3.1 Sedlo

Podminka: A<0 (4.12)
Z podminky plyne, Ze existuji dvé navzajem opacna | ST YIIITITITEYCCTL e
v |'|||| _II||||I '|I~-,'.|_
vlastni Cisla, tedy i dva linearné nezavislé vlastni : , /Y ;g{ ey “ M HRRRARAN
s . o i . ) |.[]E / ,."lr .I'IJI; II| I|II HII |II I'.. '-,_' ".,“\
vektory. Tvar FeSeni odpovida obecnému vyjadreni ST ER I IRRANRNN
05 7 AN —
%(0)=C e aC e, . @1y ) AN
I T i B
Vpravo miizeme vidét fazovy portrét sedla. Jedna I o N
N s %‘S\i\\t\ '“/'/P’/g
se o nestabilni pevny bod systému, i kdyZ ne v ab- : \\:\\?\\H' | | /
R \ f. / [
solutnim smyslu, protoZze do néj dvé trajektorie -t :‘ﬁ"x\.\u" i,l 4 'fl+ W l ”.'J axa 4 /;
RERRRARRIY III,I',-.' Iy,
sméfuji. Kladné vlastni ¢islo odpovida nestabilni —!'=L.. ARBAAAR AT AR
—-1.5 —-1.0 =05 00 0.5 1.0 1.5

trajektorii, zaporné stabilni, sméfujici do pevného .

bodu. Obr. 16: Fdzqu portrét typu
sedlo s predpisem dx/dt = x,
dy/dt = -2y. Staciondrni bod

4-3-2 Uzel (XS, ys) = (0, 0) (Autor)

Podminka: t°—4A>0,\,,:redIné,se stejnym znaménkem (4.14)

Dalsi typy fazovych trajektorii maji kladny determinant. Zaporny determinant
maji pouze sedla. V ¢em se odlisuji zbyvajici typy fazovych portrétt, kterymi se
zde zabyvame, jsou znaménka stopy matice t . Je-li 1<0 , pevné body ,pfi-
tahuji“ reseni (fazové trajektorie). Je-li hodnota stopy matice t©>0 , trajekto-
rie ,obihaji“(nemusi obihat presné po kruznici, resp. po uzavienych drahach,
miuze se jednat také napt. o spiralu). Nyni se zminime o samotnych uzlech.

Vlastni vektory jsou opét linearné nezavislé, vlastni c¢isla maji stejné
znaménko, ale nejsou stejné velka. Ani velikost vlastnich vektort neni stejné
velka. Proto mizeme rozlisit, podél které osy jsou fazové trajektorie ,rychlejsi“
a podél které ,pomalejsi“. Matematicky receno, z rychlého sméru jsou fazové
trajektorie paralelni k ose ,rychlého sméru“ v éase t>—o a v Case t>w se
blizi k uzlu pod velkym thlem. Na obrazcich nizZe je rychly smér podél osy y.
Muzeme se o tom presvédcit podle tvaru diferencialnich rovnic uvedenych v po-

piscich k obrazkitm.
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~15 —1.0 =05 00 0.5 1.0 1.5 —-1.5 10 =05 00 05 1.0 1.5
Obr. 17: Fazovy portrét nestabilniho Obr 18: Fazovy portrét stabilniho uzlu
uzlu s predpisem S predpisem
dx/dt = x , dy/dt = 2y. Staciondrni bod dx/dt = - x, dy/dt = - 2y. Staciondrni
(xs, ys) = (0, 0). (Autor) bod (xs, ys) = (0, 0). (Autor)

4.3.3 Spirala
Podminka: t°—4A<0, Ay, komplexni , A #\, (4.15)

Z podminky vyplyva, vlastni c¢isla nemohou byt realna. Jejich tvar je v komplexnim
Cisle zapsan
A=uztio , (4.16)
kde u<0OvVu>0 je redlna ¢ast komplexniho €isla, kterd urcuje miru, s jakou se spirala
priblizuje k pevnému bodu nebo se od néj vzdaluje. Imaginarni ¢ast komplexniho cisla
udava =*iw smér arychlost otaceni spiraly. V obecném tvaru Ize feSeni napsat

x=C,e"" cos(wt)Vv,+C,e""sin(wt)V, . (4.17)

7
4 - /f/ﬂf_{;{"?’/’%/g///z?
e

05¢
= 00r /

05T

AN

E\?“*

N\

N

R

= W&
_]'[]-k\q_"—..;j"/ﬂ// // ] -Lo ﬁ// "J:
S =2
_'; _I5I _';[] _[;5 I []I[] I []Ilg . :|:[]I . I'| II; —1] .I5I I—I'| [] I—l[].l.'il I E].[:; I []'5 N 1 .[]I - I'I 5
Obr. 19: Fdzovy portrét nestabilni Obr. 20: Fazovy portrét stabilni
spirdly s predpisem dx/dt = -0,5x + y, spiraly s predpisem dx/dt = 0,5x
dy/dt = -x + 0,5 y. Staciondrni bod -y, dy/dt = x - 0,5 y. Staciondrni
(xs,ys) = (0, 0). (Autor) bod (xs, ys) = (0,0). (Autor)
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4.3.4 Stied
Podminka: t°—4A<0, A1, komplexni ,h,= M, (4.18)
Jako posledni z hlavnich typt fazového portrétu uvedeme stred, pro néjz plati A>0 .
MiiZeme Tict, Ze jde o limitni pfipad spiral, které ale nemaji redlnou slozku komplexniho
Cisla. V komplexnich ¢islech jej zapiSeme
A=xio , (4.19)
kde znaménko opét udava smeér rotace fazové trajektorie. Velikost vlastniho Cisla A je
stejna pro smér v ose X i v ose y.

x=C,e" cos(wt)V,+C,e" sin(wt)V, (4.20)

777200\ / //'7;”;*3*“\%\\\
- ool ({11

- W=

N
7
Z
el

s —0.5 | "%“\
N7/,
—1o ;\?:::L—_:' / SUIRN \\“\\‘:—_’ig/ /,

L5 -10 =05 0005 10 L3 Z15 -10 05 00 05 10 15
L v

Obr. 21: Fazovy portrét typu Obr. 22: Fdzovy portrét typu

stred s predpisem dx/dt = -y,
dy/dt = x. Staciondrni bod
(xs , ys)= (0, 0). (Autor)

4.3.5 Shrnuti

stfed s predpisem dx/dt =y,
dy/dt = -x. Staciondrni bod
(Xs ,ys) = (0, 0) (Autor)

Uvedli jsme si nékolik typti fazovych portrét pro hodnoty determinantu a stopy

A<0: sedlo

A>0, t>0, ©°—=4A>0: nestabilni uzel

A>0, t<0, ©°—4A<0: stabilni uzel

A>0, t=0: stred

A>0, t>0, ©'—4A<0: nestabilni spirala

A>0, t<0, ©'—4A>0: stabilni spirala

Pro tplnost nam chybi pouze ptipady

A=0: piimka pevnych bodt



1°—4A=0: degenerované uzly.
Jimi se zabyvat nebudeme. Jedna se o pfipady, kdy v nékterém sméru osy chybi vlastni

vektor.

1.5F nestabilni wel 144 =(

1.0

sedlo 0s nestabilni spirda
S sed T A
sedlo —0.5 \ stabilni spirdla
—-1.0 ~
~13E sabilni uzel

Obr. 23: Shrnuti Typizace fazovych
portréti dvoudimenziondlnich systémii
podle determinantu a stopy matice.
(Autor)

(Strogatz, 2014, podle 5)

4.3.6 Fazovy portrét v kanonickych souradnicich
Méjme soustavu rovnic
x=—y+ax(x*+y’)
y=x+ay(xX’+y°)

kde a je parametr. Nejprve zjistime stacionarni body tak, Ze poloZime x=0,y=0 . Zis-

(4.21)

kame jedno reSeni
(xs,y5)=(0,0) . (4.22)

Dale vypocitame jakobian:

of Of 0k 0x
Ao A A, A 2 2

A= ox 0y _ 8>‘< 8¥ _ 3ax“+ay 1+202xy :(0 —1) @423
dg 0g oy 0y 1+2axy 3ay” Jioo |1 0

0x 0Y|ny) 10X 0Y|o0
ProtoZe t=0,A=1 , je stacionarni bod typu stfed. Nyni se podivame, zda jsme pri linea-
rizaci postupovali spravné. Miize se zdat podezrelé, Ze jsme pri vypoctu zcela opomenuli

hodnoty parametru a.
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x=—y+ax(x’+y’)
y=x+ay(x'+y’)

byla vhodna transformace do jinych soufadnic. Vime, Ze r’=x’+y° a pro jakobidn nam

Vezméme opét soustavu . Z jejiho tvaru mizZeme vidét, Ze by

vysla kruhova fazova trajektorie. Proved'me tedy transformaci
(x,y)=(rcos(0),rsin(0))

P¥i pfevodu do novych soutadnic vyhodné pouZijeme vztah

%(rz):%(x2+y2):>2rf:2xx+2yy:>rf=x>'<+yy , (4.24)
Dosadime pravé strany pohybovych rovnic, postupnymi pravami dostaneme
ri=x(—y+axr’)+y(x+ayr’)=a(x’+y*)r’=ar® . (4.25)
Z toho plyne, Ze
r=ar’ . (4.26)

Ted dopocitame souradnici 6 . VyuZijme vztahu tan(e):% , odkud ziskame

0 =arctan . ProtoZe se nachazime v okoli stacionarniho bodu, mtiZeme pro malé

hodnoty thlu 0 derivovat pfimo argument funkce:

g=XY =Xy

4.27
o (4.27)
Opét dosadime pravé strany pohybovych rovnic
2 _ (L 2 2, 2
e:x(x+ayr) gz( y+axr):x +2y _1 4.28)
r r
Ziskali jsme soustavu rovnic v soufadnicich (r,0)
. 3
r=ar
: , 4.29
0=1 (4.29)

ve které se nam pri upravach ,neztratil“ parametr a. Nyni jeho hodnoty miZeme disku-
tovat.

MiZeme pozorovat zménu typu stacionarniho bodu i jeho stability v zavislosti na hodnoté
parametru a. Pro a < 0 je fazovy portrét stabilni spirdla, pro a = 0 stfed, pro a > 0 nestabi-
Ini spirala.

(Strogatz, 2014, podle 6)

4.3.7 Aplikace v ekologii — Model soutéZe o potravu (Lotka — Voltera)
Méjme dva druhy ZivocCichu, ktefi se Zivi stejnou potravou. Zdroje potravy jsou omezené.

V tomto prikladu uZijeme ovce a kraliky na spolecné pastviné. Zaved'me oznaCeni x pro
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populaci kralikt a y pro populaci ovci. Z konvence ziejmé vyplyva, ze x,y=0 . Logis-

tické rovnice rozSifené o ,,mezidruhovou soutéz“ maji tvar
x=x(3—-x)-2xy
y=y(2-y)-xy

Srovname-li obé rovnice, mtizeme videét, Ze kralici jsou rychlejsi v reprodukci (Clen 3 x

(4.30)

oproti 2y u ovci), zato vSak pri nedostatku potravy rychleji vymiraji nezZ ovce ( clen
—2xy oproti —xy ).
Prvni stanovime stacionarni body:
(X51,YS1):(0’0)’()‘52,)752):(3’0)’("53’}’53):(0’2)’()‘54’YS4>:(1’1) ) (4.31)

sestavime jakobian, do kterého budeme dosazovat hodnoty stacionarnich bodt

ok ox
ox 0y _(3—2x—2y —2x
. = . 4.32
9y 9oy Y 27X 26 432
ox 0y
Nyni mtizeme klasifikovat stacionarni body.
(XSI,y51)=(0,0):A:(S’ (2))=>r=5,A=6:>nestabilm'uzel (4.33)

Trajektorie z (0,0) se primykaji k ose y, protoZe vlastni vektory vychazi

_|1
o

— —

V= pro odpovidajici vlastni ¢isla A;=3,A,=2 . Systém se bude vyvijet

1
pomaleji ve sméru osy y. Pro dal3i stacionarni bod (X5, ¥s2)=(3,0) je jakobidn

-3 -6

o _1 =>1=—4,A=3=stabilni uzel . (4.34)

(st,ysz)=(3,0):A:(

1
A=—3h,=—1 . (4.35)

» Vo=

Vlastni vektory vychazi \71:((1) ) pro odpovidajici vlastni Cisla

Dale stacionarni bod  (xs3, ys3)=(0,2)

-1 0
(Xs3,YS3):(052):>A:(_2 _2)
(4.36)
=>t=—3,A=2=stabilni uzel
] - - _[0] > _[—1 . e
Vlastni vektory vychazi v,= 1 ,V,= 5 pro odpovidajici vlastni cisla

M==2,h,=—1 . Pro posledni stacionarni bod (x4 ys4)=(1,1) vychazi
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-1

(X54,y54)=(1,1):A=( :f):r:—z,A:—bsedlo, (4.37)

Vlastni vektory Matice A ze vztahu (4.37) jsou

.

_ﬁ) (4.38)

pro odpovidajici vlastni ¢isla
M=—V2—1,0,=—1+/2 . (4.39)

Tim jsme dokoncili analyzu jednotlivych stacio- o™ Py
/ 2

narnich bodd, z nichZz miZeme sestavit fazovy por- +'| f,(f,/ / / / ‘r// - //
trét. Na fazovém portrétu si mtizeme vSimnout ,,sta- jf " ";; f ’4/ ’/;/ e gl
o W
2.0 \r‘zy /gﬁ/ﬁ;

bilnih le* sedl S fipadé jedna .
ilntho pole“ se a(vnasemprlpaese]enao. _:|1H:%// 7
kiivku). Kfivka sméfuje z nestabilniho pocatku do = '3 {14 QQ{ /ﬁ;’f/fff’f i

I | ]

nestabilniho bodu sedla, odkud se dal systém vyvijiv 1o} 4[4/ s
’ R S o
Wz ==

neprospéch kralikd nebo ovci do té doby, dokud je- ]| ,""/"/:_ T S A A

| e — A

o v - e ——

den z druhti na spolecné louce nevyhyne. Pripad, kte- ol e —t
ry ukazuje vyhynuti jednoho z druhti, znazoriuji sta- 00 05 10 15 20 25 30

v

bilni uzly. V pripadé stabilniho uzlu (3,0) by doslo k Obr. 24: Fézovy-portrét soutdse

vyhynuti ovci, v pipadé (0,2) k vyhynuti kralika. ~ dvou druhti o potravu.
g . . ) Staciondrni body (xs, ys): (0, 0)
Zajimava okolnost pro odhadnuti toho, ktery druh nestabilni uzel, (1, 1) sedlo,

vyhraje soutéZ o potravu v budoucnosti, je to, ze v (3, 0) stabilni uzel, (2,0) stabilni
i i ) L uzel. Osy vyjadruji populaci jako
okoli sedlového bodu jde velmi obtiZné rozhodnout, miru (napF. v tisicich), ne jako
ktery druh vitézi. Oba druhy pfi priblizovani se k  absolutni pocet v jedincich.
(Autor)

sedlu ztraci populaci, a o tom, ktery druh zvitézi,
rozhodne maly pocet jedinct, ktery vstupuje do hry jako pocatecni podminky.

(Strogatz, 2014, podle 6)
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4.4 Bifurkace v dvoudimenzionalnich systémech

Uz drive jsme zminovali bifurkaci v jednodimenzionalnim systému. Nyni, po
analyze raznych typa stability fazovych portrétd, se zastavime u toho, jak vy-
pada bifurkace u dvoudimenzionalniho systému. Polozme si otazku, jestli se
muze zménit Feseni kvili parametru. Odpovéd je nasnadé: uz diive jsme vidéli
dulezitost diskuze vysledku s ohledem na hodnoty parametru.

Prvni si zminime nejjednodussi pripady, které muzZou nastat pri reSeni
jednodussich diferencialnich rovnic. Zakladnim typem bifurkaci, kterym se bu-

deme zabyvat jsou bifurkace staciondrnich bodii.

4.4.1 Bifurkace pevnych bodu
Podle hodnoty vlastniho ¢isla A rozliSujeme piipady

a)A=0, bifurkace:
i) sedlo—uzel,
ii) transkritickd,
iii) vidle
b)h==xiw, Hopfovabifurkace
Uvedeme si oznaceni pro nasledujici pripady bifurkaci: x, y jsou kanonické
souradnice (neni-li uvedeno jinak), a je parametr. Jako typicky pripad byl vy-
bran y=—y , v pripadé proménné y vSak muZeme zménit znaménko i na
opacné.

a)h=0
i) bifurkace sedlo—uzel

Nastava pro systémy dané soustavou

x=a-x" (4.40)
y==y
Nalezneme stacionarni body
(X51:YS1)=(\/E:0): (XSZ:YS2)=<_\/EJO) . (4.41)
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1.5-'/, ' ' \ .f 15f o o, ' '
8 NNN\E ki
NS V=il 2

N7 NSNS

SN0 RIS

SNz RTINS
Qo 25 Flsoyporttea =i, Ob26: Ko porvds a0
(xs1,ys)) = (-1, 0) (sedlo) a (xs ys) = (0, 0) ([J)olostabilm’
(Xs2,ys2) = (1, 0) (uzel). uzel). (Autor)

(Autor)

Polozime podminku a > 0 pro existenci stacionarniho bodu. Na fazovém por-
trétu jde ukazat, jak se zménou parametru a v soustavé (v zaporném smyslu)
se k sobé priblizuji stabilni a nestabilni body. V misté a = 0 oba body splynou v

jediny. Jakmile a < 0, stacionarni bod zanika.
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a)r=0
ii ) transkritickd bifurkace

Nastava pro systémy dané soustavou
. 2
X=ax—=x (4.42)
y=-y
Nalezneme stacionarni body

(X51’YS1):(‘/E’O): (st:YSz):(_\/E:O): (XS3’.YS3):(0’O) .

7 &l&jf{//fg’g E'WJJJJL U{///%ﬁ
2 2l Z
LENZEE =Dl
NS SSHEE NS
~\ N RN N ——
| &;\\l NS X ﬂ\?\‘-&g;
ETHINNSSHIENIIINS
Obr. 27: Fazovy por;rét, Obr. 28: Fazovy portr-;’t,
a = -1. Staciondrni body jsou a = 0. Staciondrni bod je
(xs1,ys1) = (-1, 0) (sedlo) a (xs ,ys) = (0, 0) (polostabilni uzel).
(Xs2 ,ys2) = (-1, 0) (uzel). (Autor) (Autor)
ranskriticka bifurkace je presné analogicka | f::f/ I | |
Transkritickd bifurkace je p logick M/}M\\U%fé

k svému protéjsku v jednodimenziondlnim | :-i;_ﬂ‘f,;‘// ’// J L\\\ku
-—

systtmu. V pripadé vlevo nahore, fazové i :4 L \\”‘H'j
/

trajektorie sméfuji do stabilniho bodu a vybi- = o} =——=——a " ="/ |
=\
haji z nestabilniho sedla. V druhém pripadé — N \I [ \\x\?\t ]

(C.)br.‘ 27) sedlo a u‘zel splynou, .a stane se .z -1 _fi;\\‘\{\ 1” / / f n\ih\\‘%
nich jeden polostabilni bod. Zde je polostabi- ;‘“\‘N ,\

—-2r
Ini bod stabilni zprava a nestabilni zleva. T

,»Rychlejsi smér“ probiha ve sméru trajektorii *
o ) ) Obr. 29: Fazovy portrét, a = 1.
do -x. Posledni pripad je posunuti sedla z Staciondrni body jsou (xsi ,ys1) =

_ (0, 0) (sedlo) a (xs2 ,ys2) = (1, 0)
(\/ _\/5,0) na (0,00 a bodu (0,0) na (e, (Autor)
(Va,o0) .
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a)h=0
iii ) vidle

Nastava pro systémy dané soustavou

J

\Wzzz= I =2\lwzz
N\ Z= S\ Z=
W= S
e = — == s ——
= INEE =IIINS=
= NSRS
B /IINSS B /NS
=INSS =ZZAUIINS

I
%]
|

Obr. 30: Fazové trajektorie smérujici
do stabilniho uzlu. Hodnota

parametru a = -1. Rychly smér je dan
podél osy x (viz také predpis). (Autor)

Na Obrazku 30 je znazornén stabilni

x=ax-x"
y==y

¥

Obr. 31: Fazovy portrét pro

hodnotu

parametru a = 0. Staciondrni bod je
stabilni uzel (0, 0). Na jeho okoli
dochazi ke kritickému zpomaleni.

uzel. P1i pribliZovani se hodnoty para-
metru a zleva k nule dochazi k zpo-
malovani trajektorii v okoli stacio-
narniho reseni (Obr. 31). Jakmile je a
> 0, ze stabilniho uzlu v pocéatku (0,0),
se stava bod sedla. v nestabilnich
fazovych trajektoriich sedla vznikaji

symetricky na ose x dva stabilni uzly.
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Obr. 32: Fazovy portrét pro hodnotu
parametru a = 1. V pocdtku (0, 0) se
nachdazi sedlo, na jehoz trajektorii v
ose x leZi symetricky stabilni uzly.
(Autor)

(4.43)



b)A==+iw, Hopfovabifurkace

Hopfova bifurkace nastava pro systémy s fazovym portrétem typu stied. V

kanonickych proménnych jej vyjadrujeme

A=) (4.44)
0=g(r,0)
kde r je délka privodice a 6 uhel otoceni. Hopfova bifurkace Casto nastava v hydro-

dynamice a aerodynamice (napf. pri pohybu konvekcnich bunék v kapaliné, pfi obtékani

kiidla letadla).

-

V souvislosti s Hopfovou bifurkaci je tie- =~ . [ yd
U Y /
ba zminit limitni cyklus. Jedna se sice o~ "| / <
. .. . 1 AN W [ o
uzavienou fazovou trajektorii, ale do je- | ( ® | /| A,

jiho okoli mohou vstupovat (nebo vystu-

povat) jiné fazové trajektorie, obvykle ve Obr. 33: VLEVO: subkriticka
Hopfova bifurkace pro awi . Pro

tvaru spiral. konkrétni systémy neni univerzdlni

hodnota. VPRAVO: stabilni limitni

cyklus.Hopfova bifurkace se tykd

tickym chaosem. Limitni cyklus je p¥i-  zejménazmeény stability limitnich
cyklii. (Autor)

Limitni cykly souvisi také s determinis-

pad, kdy se reSeni soustavy diferenci-

alnich rovnic blizi periodickému nebo kvaziperiodickému pohybu. Ve dvou di-
menzich neni mozné, aby néjaka fazova trajektorie vstoupila dovniti limitniho
cyklu zvnéjsku, protoze jinak by doslo k priniku trajektorii, a tim by byl poru-
Sen pozadavek na jedinecnost reSeni. Ve trech dimenzich je situace odliSna.
Fazova trajektorie se muze dostat dovnitt limitniho cyklu, aniz by doslo k pri-
niku trajektorii, a také jej muze opustit. V takovém pripadé muze byt
dlouhodoba predpovéd systému znacné ztiZena, protoze nevime, ktera trajekto-
rie muze ,odnést stav systému“ od jeho oéekavanych hodnot v blizkosti limitni-
ho cyklu.

(Strogatz, 2014, podle 12)
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5 Lorentzovy rovnice a Bénardova bunka
Roku 1901 byl proveden experiment Henri Bénardem, pfi kterém doSlo pfi ohfivani

kapaliny k vytvoreni struktury.

Henri Bénard nalil do nadoby kapalinu, kterou uzavtel, a poté pomalu rovnomeérné ohrival.
Dokud sily povrchového napéti byly vétsi nez sily vyvolané nartistajicim teplotnim gradi-
entem, v kapaliné nedochazelo k vzniku konvekce. Pozdéji doSlo u jedné casti ohfivaného
dna k pohybu kapaliny smérem k povrchu. Na povrchu dosSlo k vytvoreni konvektivni
buriky. Kolem této buriky zacaly vznikat nové, s tvarem Sestisténu, podobné jako u prvni
buiiky. Postupné byla cel4 hladina tvofena ze sobé podobnych Sestitihelniki. ,,Sestithelni-
kova struktura® byla pojmenovana podle svého objevitele — Bénardovy buriky.

PFi pozorné€jsSim sledovani lze pozorovat, Ze proudéni uvnitf buiiky je uzaviené: Stredem
stoupa kapalina nahoru, u povrchu se ochlazuje a klesa podél stén zpét ke dnu. U dna se
kapalina opét ohfeje a zase stoupa stfedem burky.

Mnohem pozdéji se Bénardova burika dostala na popredi védeckého zajmu. E. Lorentz
provadél vypocty na numerickém modelu, vytvoreném z fyzikalni podstaty jako Bénar-
dova burika. Nejednalo se o klasické Navier — Stokesovy rovnice popisujici pohyb konti-
nua s pritomnosti vazkych sil, ale o soustavu tfi nelinearnich diferencialnich rovnic s tfemi
parametry.

V roce 1963 provadél E. Lorentz vypocty na numerickém modelu Bénardovy buiiky. Pro-
toZe musel odejit, zaznamenal si vysledek na tfi desetinna mista a vypocet prerusil. Pozdéji
zaznamenané vysledky opét vloZil do pocitace, aby dokoncil vypocet. KdyZ doslo k po-
rovnani s kontinudlnim vypoctem (ktery pracuje se Sesti desetinnymi misty), ukazalo se, Ze
vysledky si viibec neodpovidaji. Lorentz upozornil na zajimavou dynamiku tohoto systému
a stal se prikopnikem v novém oboru. Jak mtiZe z deterministickych rovnic vyvstat chaos?
Odpovéd na tuto otazku priSla diky rozsahlé analyze nejen dynamickych, ale i topolo-
gickych kritérii. Bénardova burika nasla matematiku, ktera ji vysvétlovala, a s novym po-
hledem pfiSlo i nové pojmenovani: Fidici rovnice Bénardovy buiiky se staly znamé jako
Lorentziiv systém.

Pokusme se provést pribliznou analyzu Lorentzova systému. Lorentzliv systém je zjedno-
duseny fyzikalni model, ktery slouZil pro testovani statistickych modeli pro predpovéd’ po-
casi. Diky tomu, Ze Lorentz dobfe rozpoznal podstatnou podobnost s dynamikou pocasi,
stal se z pivodné testovaci metody novy pristup k vytvareni nejlepSich dostupnych predpo-
védi pomoci numerickych modeld.

Vytvoreni pocitacového modelu popsaném nelinearnimi diferencialnimi rovnicemi pred-
38



stavovalo velky krok vpred. Dfive mohla byt k pfedpovédi pocasi pouZita pouze statistika.

Lorentzovy rovnice popisuji tepelnou konvekci vzduchu, ktery se u zemského povrchu

ohriva, stoupa a ve vétsi vysce nad zemskym povrchem se ochlazuje, potom zpatky klesa k

povrchu, kde se opét ohfiva. Je ziejmé, Ze takovyto model je oproti skutecnosti dost

zjednoduSeny, presto poskytuje prekvapivé bohatou dynamiku.

Rovnice miZeme ziskat odvozenim z pohybovych rovnic chaotického pohybu vodniho

kola, které sice neni ptivodni, ale je nazorné.

Navic si tim predvedeme, jak provést spravné fy-

zikalni analogii mezi dvéma systémy.

Kratce se miZeme zastavit u odvozeni rovnic

chaotického vodniho kola.

Prvni si uvédomime proménné a puisobici sily.

Proménné v systému jsou voda v nadrzkach:
m=m(0,t) , dale vtok vody do kola:
Q=Q(0) . Pro pohyb vodniho kola plati za-

kon zachovani hmotnosti ve tvaru Vodni

loupec
om _ om S1OUp
E—Q_Km—(ﬂ% (5.1)

prvni Clen vpravo predstavuje
pritékajici vodu, druhy odtékajici otvorem na

dné nadrzky, tfeti vodu, ktera se transportuje

Obr. 34: Lorentzovo chaotické vodni
kolo. Moyerman, s. 2. Dostupné z:

se kolo otaci, bude mit i moment setrvacnosti a  https://www.math.hmc.edu/~dyong/math164/2
006/moyerman/finalreport.pdf)

v soufadnicovém systému vodniho kola. Protoze

ze zéakona sily vyplyva vysledny moment

%(I(D):—VU)+’C (5.2)

kde I je moment setrvacnosti, ® uhlova rychlost, prvni ¢len vpravo brzdny moment vy-
volavajici kmitani kola, T moment sily v disledku gravitace. Vzhledem k tomu, Ze po-
hyb kola mé jeden stupenl volnosti, miizeme z vektorovych veli¢in vzit jedinou slozku, o
jejiz vysledné orientaci rozhodne znaménko. V dtisledku nerovnomérného rozloZeni vody

po obvodu kola je moment sily T dan

2n

t=gry [ m(0,t)sin(6)do , (5.3)

kde rx je polomér kola. Rovnice ziskava tvar
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2w

d

Eﬂjw)=—vw+ngf0nﬂG,ﬂﬂn&ﬂdG (5.4)
a ziskali jsme soustavu
om om
aT = Q —Km—w 6_6
d - _ (5.5)
E(Ioo) =—vo+gr, fo m(0,t)sin(0)do
Tato soustava neni snadnd k vyreSeni kvili nelinedrnimu ¢lenu o g_rg , v druhé diferen-

cialni rovnici se vyskytuje integral. Druhou rovnici miZeme zjednodusit, uvazime-li, Ze po
dostatecné dlouhé dobé se celkova hmotnost M ve vSech nadrZzkach po obvodu kola nemé-

ni a bliZi se stalému poméru

M-)@,t>>i . (5.6)
K K

Nebude-li se ménit celkova hmotnost vody, zachova se i celkovy moment setrvacnosti kola

s vodou, tak ziskame

om _ om
o QTRmTogy . .7)
To=—vw+gr [ m(8,t)sin(6)do

ProtoZe u proménné m=m(0,t) se soufadnice opakuji po jednom otoceni dokola

( 2w ), miZeme k FeSeni pouzit Fourierovu analyzu. Jako feSeni dosazujeme

n

m=m(0,t)=>_ (a,sin(n6)+b,cos(no))

n (5.8)
Q=Q(0)=>_ q,cos(nb)
Po dosazeni do rovnic dostaneme soustavu
d,=nob —Ka,
b,=—nwa,+q,~Kb, (5.9)
h=—Yo 9" a,
1 I

Pohyb molekul tekutiny miiZe nabyvat konecného mnozstvi forem. Tyto formy pohybu na-
zyvame mody. Mezi moZznymi mody jasné prevlada pouze jeden z nich. ZvySovanim
amplitudy prevladajiciho médu se snizuji amplitudy ostatnich moznych moda. Takze vy-
slednd forma pohybu v makroskopickém méfitku je déana jistou prevladajici formou.
(Korneck, 2006, s. 311). Vzhledem k tomu, Ze pro tiplné oddéleni pohybii staci pouze prvni

Clen z kaZdé sumy, miZeme psat:
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b=-0wa+q,~Kb, ) (5.10)
_—vo 9k
I I
Substituci proménnych
_ Kv
Ymgry
_ 5.11
b,= KVz+i (>-11)
ngry K
w=Kx
dostaneme
x=0(y—x)
Yy=rx—y—xz (5.12)
z=xy—bz

o=—Y . o _Tgrgq, . o _ .
kde K ] Je Prandtlovo Cislo, r_T Rayleighovo ¢islo, b=1 v pfipadé
v

konvektivni buniky (obvykle, ne nutné). Proménné x, y, z nemaji s prostorovymi souradni-
cemi nic spolecného. (Jackson, 1993, s. 138; Moyerman, 2006, s. 5)

Vidime, Ze v soustavé diferencialnich rovnic se nachazi dva nelinedrni ¢leny. MtiZeme se
také presvédcit o stabilité stacionarnich bodti a mozné linearizaci v jejich okoli.

(Strogatz, 2014, podle 16)

5.1 Linearizace Lorentzovych rovnic
K tomu, abychom zajistili, Ze se nedopustime velké chyby, je dilezité zjistit, o jaky
typ stacionarniho feSeni jde a pro jaky rozsah hodnot parametrii je linearizace mozna.
MiiZeme si vS§imnout, Ze Lorentzovy rovnice jsou tfirozmérné, zatimco my jsme se za-
byvali analyzou pouze dvourozmérného fazového prostoru. NaStésti v tomto pripadé (i
kdyZ ne obecné) lze vystacit pouze s analyzou dvou dimenzi. Urc¢ime body, které jsou fe-
Senim pro derivace poloZené nule

x=o(y—x),x=0=>0(y—x)=0
y=rx—y—xz,y=0=>rx—y—xz=0 . (5.13)
z=xy—bz,z2=0=>xy—-bz=0

Pro stacionarni body dostaneme

(x5, ¥s,2)=(Vb(r—1),—Vb(r—1),r—1) . (5.14)

V literatufe se miZeme setkat s oznaCenim x,=C",y,=C~ . PoloZime-li r=>1,r#1 ,

stacionarni body se bliZi hodnoté

(xs,ys,25)2(0,0,0) . (5.15)
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Vypocitame jakobian:

x=0c(y—x) -0 o 0 x| |[-o o 0|[x
y=rx—y—xz =A=|r—x -1 —x =lyl=l r -1 0|y (5.16)
Z:X)/—bZ y X _b (0)0’0) Z 0 O _b V/

proménna z se exponencialné bliZi nule, proto miiZeme prepsat soustavu
X X
y y

a klasifikaci provedeme pouze pro proménné x, y. Hodnoty parametri jsou

-0 O
r -1

, i=—bz (5.17)

0=10,b=8/3 .Stopa T adeterminant A jakobidnu vychazi
t=—0—1,A=0(1-r) . (5.18)
Z toho vyplyva pro stacionarni feSeni soustavy, Ze je-1i hodnota parametru
, (5.19)

je stacionarni bod typu sedlo v poc¢atku zobecnénych souradnic fazového portrétu. Do sta-

r>1

cionarniho bodu sméruji dvé trajektorie a jedna z néj vychazi. Je-li hodnota parametru

r<i , (5.20)
stacionarni bod je typu stabilni uzel. Pro tiplnost dodejme, Ze v piipadé

r=1 (5.21)
dochazi v systému k bifurkaci vidle.

(Strogatz, 2014, podle 16)
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6 Nerovnovazna termodynamika - tok jako velké

mnozstvi ¢astic

Tradic¢ni véda s matematickym popisem proudéni nedava priliS presvédcivé vysvétleni
k vzniku chaosu. Diferencialni rovnice, které popisuji pohyb tekutiny, uZ v pripadé kon-
vekce (viz Lorentzovy rovnice — Bénardova burika) se stavaji natolik sloZitymi, Ze o jejich
analytickém FeSeni nemtiZe byt feC. K jejich feSeni se pouZivaji modely vytvorené pocita-
¢em a pomérné efektivni analyza fazovych portréti. Kdybychom vsak chtéli proniknout do
vétsi hloubky, zahy bychom se dostali do topologickych obtiZi. Vyvstava otazka, zda nee-
xistuje jednodussi zptisob modelovani (a FeSeni) jevii, které v sobé zahrnuji i prvky nahody
a chaosu, mezi néz urcité patii i turbulentni proudéni, Bénardova buiilka nebo pocasi.
Pokud by vytvoreni chaosu bylo tak naroc¢né, proc je v prirodé tak casté?
Odpovéd’ na tuto otazku nabizi pravé nelinearni termodynamika. Nabizi novy pohled na
problematiku toku jako na soubor spolu reagujicich bunék, fidicich se jednoduchymi
pravidly. Na mikroskopické trovni realné tekutiny predstavuji ohromné mnoZstvi molekul
narazejicich jedna na druhou. TakZe bychom mohli v prvnim pfibliZeni uvaZovat, Ze mole-
kuly jsou castice, které se pohybuji na pevné miiZce a naraZeji na sebe ve vymezeném
prostoru. Tento pohled mutZe vyhodné aplikovat simulaci pomoci celuldrni automatiky
(cellular automaton). (Wolfram, 2001, s. 376).
Podivame se na model tekutiny obtékajici prekazku. Molekuly do sebe narazi a mohou se

pohybovat vZdycky po jednom ze Sesti moznych smért.

1+ =+ wte o 22
‘-.-#,-r -:"?'d ot | e P Jr’*t * g
ﬁ:t. {:" |l @ 1 P P o db
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Obr. 35: Molekuly nardZejici na sebe a na prekazku. Ukdzka celuldrniho automatu.
(Wolfram, s. 378). Dostupné z:
http://www.wolframscience.com/nksonline/page-378

1'_.....1'.._..,* ‘.._.Jg.".._.}.,""_.a.,,

\ N . ’ aw

Obr. 36: Pravidla pro pohyb molekul. (Wolfram,
s.378). Dostupné z:
http://www.wolframscience.com/nksonline/page-378

Narazi-li molekuly do sebe navzajem, odrazi se podle definovanych pravidel (viz Obr. 36).
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Na Obrazku 35 (prvni zleva) mizZeme vidét molekuly narazejici do sebe. Pocate¢ni pod-

minky (ptivodni mista a sméry pohybu) jsou dany nahodné. Pfi tomto pfibliZeni nejsme

schopni uvnitt kapaliny pozorovat strukturu. Mtzeme ale odhlédnout od mikroskopického

meéritka a podivat se na cely jev po delSi dobé (po vétSim poctu probéhlych iteract).

)
PR

ot E"!y-.

B
S

N

Obr. 37: Kapalina obtékajici prekdzku. 1) jednotlivé buriky ; 2) Priimérny smér
pohybu z bunék o velikosti 5*5 ; 3) Priimérny smér pohybu z bunék o velikosti
25*25 (Wolfram, s. 378). Dostupné z:
http://www.wolframscience.com/nksonline/page-378

Z posledniho Obrazku 38 mtizeme vidét, Ze aproximace obtékani na kontinudlni pohyb je

jiZ moznd. Pro blizsi predstavu aplikace celularnich automati miiZeme jeSté porovnat ilu-

strace skuteCné Karmanovy virové cesty a jeji model vytvoreny pomoci celularnich auto-

mata.

Obr. 38: Kdarmanova virova cesta (vlevo nahore). Model
40 000 iteraci (vpravo nahore). Model 70 000 iteraci
(dole). ( Wolfram, 2001, s. 380).

Dostupné z:
http://www.wolframscience.com/nksonline/page-380
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6.1 Stabilita termodynamickych systémii

V predchozich kapitolach jsme se zabyvali posouzenim stability systémi spiSe z
dynamického hlediska. MiiZeme si ale predvést, Ze existuje alternativni posouzeni stability
systému z hlediska entropie.
Z matematického hlediska je nemoZné vytvareni makroskopickych struktur v
rovnovaznych systémech, protoZe v rovnovaze, kam tyto systémy smeéruji, dosahnou maxi-
ma entropie. (ProkSova)
U nerovnovaznych struktur dochazi k zesilovani fluktuaci pozitivni zpétnou vazbou a tim k
procesiim, které vzdaluji systém od rovnovahy ve smyslu rovnovaznych systémi. Navic
nemiiZeme Fict, Ze ve stavu daném pocatec¢nimi podminkami nedojde k Zadnému vytvareni
struktur, nebo pouze k procestim, které systém povedou monoténné k maximalni nahodi-
losti, protoZe nerovnovazné systémy se od rovnovaznych lisi zasadnim zptisobem.

Uvedeme si charakteristické vlastnosti nerovnovazného systému:

1. Systém je tvoren z mnoha casti.

2. Vyvoj systému je nelinearni (popsany nelinearnimi diferencialnimi rovni-

cemi).

3. Systém je otevieny (dochazi k vyméné hmoty nebo energie s okolim, v
pripadé Bénardovy buriky k ohfivani a ochlazovani kapaliny) a disipa-
tivni (Cast pohybové energie se méni na teplo). Jiné priklady otevienych

disipativnich systémii:

e Plamen svicky: Struktura plamene se neméni, spotfe-

bovava se energie a hmota (vosk) pri horeni

e Zivé organismy: Nachazi se ve stavu dynamické
rovnovahy s okolim. V pripadé preruSeni transportu ener-
gie a hmoty (kyslik, Ziviny) umiraji.

(Korneck, 2006, s. 305)

6.1.1 Stabilita rovnovazZnych systému
Entropie u rovnovaznych systému predstavuje nejen stacionarni bod z termodynamického
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hlediska, ale jeji riist (nebo pokles) je i ukazatelem samovolnosti procesti.
V dynamickych systémech je vyznamna funkce, kterd zachycuje potencial uvazovaného
systému. V klasické termodynamice existuji Ctyfi termodynamické potencialy, které se od-
vozuji Legendrovou transformaci z prvni véty termodynamiky. Prvni véta termodynamicka
ma tvar:

dU =TdS— pdVvV (6.1)
Prirozené proménné termodynamickych potenciald zachycuje nasledujici tabulka:

Tab. 1: Termodynamické potencialy v rovnovaziné termodynamice

Uvedeme si znaceni potenciali a jejich proménnych:

F... Helmholtzova volnd energie, F = F(V,T), kde V je objem, T termodynamicka teplota
G... Gibbsova energie, G = G(p,T), kde p je tlak

H... entalpie, H = H(S,p) kde S je entropie

U... vnitini energie, U = U(S,V)

Uved'me si priklad transformace z vnitini energie na entalpii. Vime, Ze

H=H(S.p) (6.2)
dU =TdS— pdVvV
takZe musime vyloucCit clen pdV . Dosdhneme toho tak, Ze zderivujeme vyraz (pV)'.
dX=TdS— pdV +(pV )’
dX=TdS— pdV+pdV+Vdp=>X=X(S,p)=>X=H ~’ 6.3)
protoZe
dU=TdS—-pdV A(pV)'=pdV +Vdp , (6.4)
miZeme vyraz
dH=dU+(pV)’ (6.5)
zinegrovat, ¢cimZ dostaneme vztah pro entalpii
H=U+pV . (6.6)

Stejné postupujeme i v pripadé dalSich potenciald.

6.1.2 Stabilita nerovnovaznych systémi
Nerovnovazna termodynamika se zabyva systémy vzdalenymi od termodynamické

rovnovahy. Takové systémy blizko termodynamické rovnovahy ani nemohou existovat, jak
je uvedeno vySe pfi srovnani rovnovazného a nerovnovazného systému.

V nerovnovaznych systémech existuje pozitivni zpétna vazba, ktera zesiluje fluktuace vy-
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volané vnéjsSimi silami, a tak se systém vzdaluje od termodynamické rovnovahy, ktery je
statisticky nejpravdépodobnéjsi pro rovnovazné systémy. Ale ani tento proces neni zadar-
mo. Systémy se pohybuji kolem stavu dynamické rovnovahy. Aby udrZely usporadanost,
disipuji energii do okoli, ¢cimz zvySuji jeho entropii.

V dynamice nerovnovaznych systémt je tézké zjistit, zda spéji k néjakému bodu
rovnovahy. Proto je také obtizné zjistit, jaky pribéh ma jejich funkce vyjadfujici potencial.
Zatimco v pripadé rovnovaznych systému Ize pfi transformaci potencialt postupovat algo-
ritmicky, v pripadé nerovnovaznych systému lze pribéh potencialu ziskat pouze z pohy-
bovych rovnic. Funkce, kterd zastupuje ulohu potencidlu u nerovnovaznych systémt, se
nazyva Ljapunovova funkce. Ljapunovova funkce (pouZijeme oznaceni V) musi spliiovat
tyto poZadavky:

1.V(x,y,z)=0

av .
Z.Is 0 naceléemoboru hodnot (6.7)

3. ZTV: 0 pouze v pocdtku

(Jackson, 1993, s. 228)

6.1.3 Ljapunovova funkce Lorentzova systému

Jak uZ bylo predeslano, Ljapunovova funkce zastupuje v otevienych systémech tlohu po-
tencialu. Vzhledem k tomu, Ze jsou kladeny naro¢né poZadavky na jeji vlastnosti, a pritom
neni Zadny navod na to, jak ji sestrojit, zdaleka nebyla objevena u vSech dynamickych sys-

téma. Nastésti, pro Lorentzovy rovnice byla sestavena Ljapunovova funkce:

V(x,y,z)Zéx2+yz+z2 (6.8)
O jejich vlastnostech (6.7) se mlizeme presvédcit. MiZeme zacCit hledat. TakZe ,staci si
vSimnout“, Ze

a(yy+zz)=a(rxy-y’—bz’) (6.9)
Vyjadifime x a dosadime do vyrazu

XX=—0Xx'+oxy . (6.10)
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Potom poloZzime o=0 , obdrZime

——(x’+0y’+02z’)=

2.dt

o(—=x’+xy(1+r)— y’—bz’)=

2

—0((x—%(1+r)y) +(1—i—(1+r)2)y2+bzz)

Za podminky r < 1 ziskame Ljapunovovu funkci
V(x,y,z):éx2+y2+z2 :

(Jackson, 1993, s. 229)
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7 Zaveér

Prace se zabyva popisem a feSenim nelinearnich systémi. Ukazuje, kdy je moZné po-
uzit linearizaci nelinearnich diferencialnich rovnic a zptisob kvalitativni analyzy fazovych
portrétli. Teoreticka ¢ast se zabyva analyzou fazového portrétu jedné diferencialni rovnice
a podminkami bifurkace, tatdZ problematika je rozsifena pro soustavu dvou diferencialnich
rovnic. Regené piiklady jsou kyvadlo v odporujicim prostfedi (bifurkace jednorozmérmnych
systémil), soutéZ o potravu (fazovy portrét dvourozmérného systému). Je predvedeno fe-
Seni Lorentzovych rovnic pomoci linearizace a ukazana analogie s chaotickym vodnim ko-
lem. V Casti zabyvajici se termodynamikou je odvozeni Ljapunovovy funkce a transforma-
ce termodynamickych potenciali pomoci Legendrovy transformace. Jako alternativni me-
toda modelovani nelinearnich systému jsou zde zminény celularni automaty.

Pfinos prace spociva ve zpracovani pomérné obtiZzné latky. Matematicky formalismus
byl omezen na minimalni miru. Problematika nelinearnich systémt na této trovni miZze

byt pouzita i pro zakladni kurz fyziky.
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