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Uvod

Tato prace se zabyva kruhovou inverzi v roviné. Kruhova inverze je zdkladni kruhové zo-
brazeni, tj. zobrazuje piimky a kruZnice na pfimky a kruZnice, ale ne nutné pfimky na pirimky
a kruZnice na kruZnice. Pfimky a kruZnice se proto souhrnné nazyvaji kruhové kiivky. Kruhova
inverze spole¢né s podobnostmi generuje vzhledem k operaci sklddani zobrazeni grupu vSech
kruhovych zobrazeni. Kruhové zobrazeni zobrazuje piimky na kruZznice a naopak, pokud je
sloZenim kruhovych zobrazeni a alespon jedno z nich je kruhové inverze. Kruhova zobrazeni
hraji vyznamnou roli ve stfedoSkolské matematice, kde Z4ci zkoumaji zdkladni shodnosti
a podobnosti, tato zobrazeni sklddaji a néktefi se dostanou az k nepovinné kruhové inverzi.
Grupy geometrickych zobrazeni véetné grupy kruhovych zobrazeni se také pouZivaji v teorii
geometrickych algeber a maji aplikace naptiklad v robotice.

V této praci kombinujeme analytické a konstrukéni metody ke studiu kruhové inverze
a posléze pouzivame tyto metody k feSeni geometrickych tloh. V prvni kapitole definujeme
kruhovou inverzi a zabyvame se jejim plisobenim na pfimkach a kruznicich. V druhé Casti
odvozujeme jeji analyticky popis v Euklidovské, Gaussové a Mobiové rovingé. Ve treti Casti
se zabyvame odchylkami kruhovych kiivek. Ve Ctvrté Casti se zabyvame grupami shodnosti,
podobnosti a kruhovych zobrazeni. Zamétujeme se hlavné na skladani jednotlivych zakladnich
zobrazeni a komutativitu. V pété Casti potom aplikujeme ziskané poznatky na nékteré Apollo-
niovy ulohy, které byvaji soucasti vyuky na stfednich Skoldch. Zde ovSem diskutujeme riizné
vychozi polohy jednotlivych vstupnich prvkd. Posledni ¢ést je vénovand tlohdm v omezené

nakresné, které se daji elegantné fesit pravé pomoci kruhové inverze.



1 Zavedeni kruhové inverze

Kruhové inverze je zobrazeni v roviné [1]. Nestaci ndm vSak obycejnd euklidovska rovina,
ktera je dostaCujici napf. pro osovou ¢i stiedovou soumérnost. Euklidovska rovina je ne-
dostacujici proto, Ze potiebujeme bod v nekonecnu, se kterym lze pracovat stejné, jako s os-
tatnimi body.

Zobrazujeme-li bod v osové soumérnosti, vZzdy najdeme jeho obraz. Stejné tak tomu je u
sttedové soumérnosti. Pro sestrojeni pfimky a jejtho obrazu v osové ¢i sttedové soumérnosti
nam totiZ postaci libovolné dva body piimky a jejich obrazy. U kruhové inverze vSak nelze

v euklidovské roviné presné popsat, kam se zobrazi stfed kruhové inverze.

1.1 Definice kruhové inverze

Mgéjme E? \ {S} a v nf kruZnici w(S; ) se sttedem S, kde r > 0. Kruhovd inverze se zdkladni

kruZnici w je zobrazent, které kazdému bodu X € E?\ {S} pfitadi bod X’ € E?\ {S} vztahem
[SX]-[SX| =%, (1)

kde |SX| udava velikost usecky SX a X' lezi na polopiimce S X . Takto je bod X' dan jednoz-
2
,

naéné. Timto vztahem vSak nelze nalézt obraz bodu S, jelikoZ |SX'| = 5X]

apro X =S je
jmenovatel roven nule.

Rovinu E? tedy doplnime o tzv. nevlastni bod. Nevlastni bod nebo také Mébiiiv bod je
bod M., ktery leZi na kazdé pfimce a vné kazdé kruznice v euklidovské roving 2. Mobiova
rovina je tedy rovina E? U { M.} a znatime ji M.

Méjme kruZnici w(S; 7). Zobrazeni I : M? — M?, X — X’ takové, Ze

e proX #S,X # M, lezi X' napolopiimce SX aplati |SX| - |SX'| = 72,

e S M,, 2)

o My — S,

nazyvame kruhovd inverze.

KruZnice w se nazyva zdkladni kruZnice, ridici kruznice nebo také urcujici kruZnice kru-
hové inverze, bod S je stifed kruhové inverze a &islo r? se nazyva koeficient kruhové inverze.
Podle vztahu (1) mizeme fici, Ze body zevnitf kruznice (kromé jejiho stiedu) se zobrazi ven,

body zvenku se zobrazi dovnitf a body na kruZnici jsou samodruzné.

2



Abychom mohli mluvit jednoduSe o pfimkach a kruznicich, zavedeme pojem kruhova
kfivka. Kruhovd krivka je souhrnny nazev pro pifimky a kruznice. Kazda kruhova kfivka
se v kruhové inverzi zobrazi opét na kruhovou kiivku. To ale neznamend, Ze kruZnice se zo-
brazi na kruznici a pfimka na pfimku. Pfimka se miZe zobrazit na kruZnici a naopak. To proto,

Ze na piimky lze nahliZet jako na kruZnice prochdzejici bodem M.

1.2 Obraz bodu v kruhové inverzi

V zavislosti na poloze bodu vici zdkladni kruZnici w nastdvaji pfipady, které jsou fakticky
popsany vztahem (2)). Jestlize bod X splyvd s bodem S, zobrazi se na nevlastni bod M, a
naopak. Jestlize bod X leZi kdekoliv uvniti kruznice w a X # S, zobrazi se vné kruznice a
jestlize bod X lezi kdekoliv vné kruznice w a X # M, zobrazi se dovnitf kruZnice. Bod X
leZici na kruZnici w se zobrazi sdim na sebe.

Konstrukce obrazu bodu X v kruhové inverzi plyne z Euklidovy véty o odvésné [3]: Ob-
sah Ctverce sestrojeného nad odvésnou pravouhlého trojihelniku se rovna obsahu obdélniku
sestrojeného z prepony a prilehlého useku. Pro pravouhly trojuhelnik ABC' s pravym thlem

pii vrcholu C tedy plati b = ¢ - ¢, kde ¢ = ¢, + ¢, viz (Obr. .

Obr. 1: Euklidova véta o odvésné

Potom pro trojihelnik SX7 s pfeponou SX a pro trojihelnik SX'T s pfeponou SX' plati
r? = |SX]| - |SX'|, viz (Obr. 2).




Obr. 2: Obraz bodu v kruhové inverzi

1.3 Obraz primKky v kruhové inverzi

Obrazem piimky je bud’ pifimka nebo kruZnice. Zavisi to na poloze pifimky vici zdkladn{

kruznici w(S;r).

e Jestlize pfimka p prochazi bodem S, zobrazi se na piimku p/, kterd je s pfimkou p tzv.
slab& samodruzna, viz (Obr. [3)) vlevo. Pfimky p a p’ splyvaji, ale samodruzné jsou pouze

body A a B.

e Jestlize primka p protind kruznici w ve dvou bodech A, B a S & p, zobrazi se na kruZnici
prochazejici tremi body A, B, S. Takovou kruznici sestrojime pomoci mnoziny bodi

dané vlastnosti jako kruZnici opsanou trojihelniku AB.S, viz (Obr. [3) vpravo.

Obr. 3: Obraz seny kruznice

e Jestlize pfimka p je teCnou ke kruZnici w v bodé A, zobrazi se na kruznici, kterd je ddna

primérem |SAJ, viz (Obr. ) vlevo.



e Jestlize je pfimka p vnéjsi pfimkou kruZnice w, zobrazi se na kruZnici leZici uvnitf
kruznice w a prochdzejici bodem S. V takovém piipadé potiebujeme sestrojit obrazy
dvou libovolnych bodd A, B lezicich na pfimce p. Vyslednou kruznici potom sestro-

jime jako kruZnici opsanou trojihelniku A’B’S, viz (Obr. ) vpravo.

Obr. 4: Obraz teCny a vnéjsi pfimky kruZnice

1.4 Obraz kruznice v kruhové inverzi

Obrazem kruZnice je bud’ kruZnice nebo piimka v zdvislosti na poloze kruznice viic¢i zdkladni

kruznici w(S; r), pfi¢emz zdkladni kruZnice w je samodruzna.
e Vnéjsi kruznice k kruZnice w se zobrazi na vnitfni kruznici.
e Vnitini kruznice k kruZnice w, kde S ¢ k, se zobrazi na vnéjsi kruznici, viz (Obr.E[).

Konstrukce obrazu vnéjsi kruZnice je opacnd ke konstrukci obrazu vnitini kruZznice. V obou
pripadech je nutné zvolit na kruznici k libovolné tii body A, B, C'. Potom jejich obrazy urcuji

obraz kruZnice k.



Obr. 5: Obraz kruZnice

vvvvvv

e KruZznice k lezici uvnitf kruznice w, kde A € w a AS je primérem kruZnice k, se zobrazi

na te¢nu k w jdouci bodem A.

e KruZnice k, kterd protind kruznici w v bodech A, B, kde S, A, B € k, se zobrazi na se¢nu

k w jdouci body A, B.

Posledni tii pripady, kde obrazem kruZnice k je primka, se konstruuji opaénym postupem,

neZ obraz piimky, viz kapitola (1.3).

1.5 Ortogonalni kruznice

M¢jme dvé kruZnice, které se protinaji pravé ve dvou rtiznych bodech. Tyto kruznice jsou or-
togondlni, jestliZe v bodech priniku jsou jejich teCny ortogondlni. Vzhledem k osové soumér-
nosti podle osy prochézejici stfedy kruznic je odchylka v obou bodech priiniku stejnd. V kru-
hové inverzi plati, Ze je-li kruznice k ortogonalni k zdkladni kruznici w, pak obraz k' splyva
s kruznici k. AvSak, ne kazdy bod se zobrazi sim na sebe, kruZnice k je slabé samodruzna.

V nékterych konstrukénich dlohach mizeme s vyhodou volit zdkladni kruZnici w tak, aby
byla s kruznici £ ortogondlni a tim zjednodusit dalsi postup. Ke kazdé kruZnici lze najit

nekone¢né mnoho ortogondlnich kruZnic s riznymi stiedy. Mdme-li danu kruznici k(K;r;) a



stted L jeji ortogondlni kruznice I, kde | K L| > ry, tedy stfed kruZnice [ leZ{ vné kruZnice £,
pak kruznice [ existuje pravée jedna.

Méjme kruznici k(K r1), k nizZ chceme zkonstruovat ortogonalni kruznici [, a bod L, ktery
ma byt stfedem kruZnice [(L;ry). Sestrojime dseCku KL a jeji stfed S. Déle sestrojime
Thaletovu kruznici 75 nad primérem KL a jeji prasecCiky s kruznici k& oznacime P, P,.

, viz (Obr. [6).

KruZnice [ je potom ddna stfedem v bodé L a polomérem o = |LP;| = |LP;

Obr. 6: Ortogondlni kruznice

2 Predpis kruhové inverze

2.1 Predpis kruhové inverze

Méjme kartézskou soustavu soufadnic v E? a v nf zdkladni kruznici w(S; ), kde S = [zg, ys]

abod X = [z,y] # [rs,ys|. Podle vztahu (2)) pro kazdy bod X # S a jeho obraz plati

ISX|-|SX'| = »?

Ve —zs)?+ (y—ys)? V(@ —as)+ ( —ys)? = 1%, 3)

pficemz body S, X a X’ lezi na jedné polopiimce s pocateénim bodem S. Potom tedy body X
a X’ jsou stejnolehlé se stiedem stejnolehlosti S a néjakym koeficientem k& > 0, ktery zavis{

na soufadnicich bodu X. Plati tedy také rovnost

SX'| = k-|SX]|

V0 —as)+ (Y —ys) = k(e —xs)+ (y —ys)® )




Pro nalezeni soufadnic bodu X’ je potieba vyjadfit koeficient k. Dosadime-li rovnici (@)

do rovnice (3 dostaneme pro koeficient k vztah

V(e =252+ (y—ys)? - kyv/(x —xs)2+ (y —ys)? = 17

b= (x —x5)?+ (y —ys)? ©)

JelikoZ X a X' jsou stejnolehlé podle bodu S, plati z principu stejnolehlosti

¥ —rs = k(zr—uzxg),
v —ys = k(y—ys)

Po dosazeni za k ze vztahu (5) a Gpravé dostaneme

z Ts + T (x —xg)
- S — 4S5),
(r —25)* + (y — ys)?
/ T2
Yy = yYys+ Y —ys),
(x—25)?+ (y — ys)Q( )
tedy
2 2
X' = |zg 4 r r

)Q(x _'xs)vys +_( )Q(y _'yS) . (6)

(z —25)* +(y—ys r—as)*+ (Y —ys
Tim mdme dén piedpis kruhové inverze pro viechny body X v roving E? kromé bodu S.
Pro zdkladn{ kruZnici w se stfedem v bodé S = [0, 0] a polomérem 7 potom dostaneme

$7“2 y’f‘2
X' = . 7
L”ywx%yz} “

2.2 Analytické vyjadreni primky a kruznice
2.2.1 Primka a kruznice v euklidovské roviné

M¢éjme euklidovskou rovinu [E? s kartézskou soufadnicovou soustavou. Pfipomeiime, Ze pifm-
ka p, prochdzejici bodem A = [x 4, y4] se smérovym vektorem @ = (uq, us), je v roving E?

dand parametrickymi rovnicemi
T = T4+ tuy
Yy = Ya+tuy,

kde t € R je parametr. Obecné rovnice piimky p ma potom tvar
ar + by + c =0,
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kde a,b,c € Rai = (a,b) je normdlovy vektor pfimky p.
KruZnice k(S;r) se sttedem S = [z, ys] a polomérem r > 0 je mnoZina bodd [x, y] € E?,

pro které plati

(z—xs)*+ (y —ys)* =1

Parametrické vyjadieni kruznice £ je ddno predpisem
r = Xgs-+TCcosyp,

Yy = yYs+rsingp,

kde ¢ € (0; 27) je parametr.

2.2.2 Primka a kruzZnice v Gaussové roviné

Gaussova rovina neboli rovina komplexnich ¢isel je rovina, jejiz body povazujeme za obrazy
komplexnich ¢isel [4]. Méjme Gaussovu rovinu a v ni piimku p. Necht' pifimka p prochazi

obrazy komplexnich ¢isel z; = 21 + iy a 20 = 29 + iys, viz (Obr. [7).

Im
u
Z
p z,
(0] Re
Obr. 7:

Smérovy vektor u pfimky p je dan vztahem « = 25 — z;. Potom pfimka p je mnoZina

obrazli komplexnich ¢isel z = x + iy, pro které plati
Z2 =2z + t(ZQ — 21),
kde t € R je parametr. Toto odpovida parametrickému popisu pfimky v roviné tvaru

r = I +t(l’2 — fL’l),

Yy = y1+t(y2—y1),t€R.



Dile pro komplexni ¢isla plati vztahy

z = x+Yi,
zZ = T —Uyi,
a tedy
z+z
r = 7
2=z
YT Ty

Vezméme obecnou rovnici pfimky v roviné

alzc—l—bly—l—cl =0.

Potom po dosazeni x a y dostaneme

Z2+Z Z—7Z
. by - = 0
aq 9 + 1 i +Cl
z2+Z . 22—z
aj - 9 —bll' 9 +c = 0

a;-(z+2)—bii-(z—2)+2¢; = 0
a1z + alz — b11z + bllz + 201 =0

z(a1 — bll) + 7((11 + bll) + 201 = 0
PreznaCenim a = a; + bi a ¢ = 2¢; dostaneme
az+az+c=0, (8)

kde a € C, c € R. Dostali jsme obecnou rovnici piimky v Gaussovée roving.
KruZnice k(zo;7) se stfedem z, a polomérem r > 0 je mnoZzina obrazi komplexnich ¢isel

z = x + 1y, pro které plati

|z — 20| = 1.
Protoze pro komplexni Cisla plati
12> = 27,
21— 2 = Z1 — 22,

10



muiZeme psat

|z — 2> = r?

(z—20)(z —2) =
(—z)E-m) = i

2Z — 2Zy — 202 + 2029 = r?
22— 2% — 22+ |2 -1 = 0
2z — 220 — 2z +c = 0,

coZ je obecnd rovnice kruZnice v Gaussoveé roving, kde ¢ = (|z9| — 72) € R.

2.3 Kruhova inverze v Gaussové roviné

Mezi transformace v roving, které se béZzné uéi na stfednich Skoldch, patii posunuti, stej-
nolehlost a rotace, pfipadné i spirdlni podobnost [4]].

Posunuti 1ze v Gaussové roviné realizovat pfictenim vybraného komplexniho ¢isla k os-
tatnim komplexnim ¢islim. Stejnolehlost se stfedem v pocatku Gaussovy roviny lze reali-
zovat vynasobenim komplexnich cisel redlnym cislem k& (pro £ = —1 se jednd o stfedovou
soumérnost). Rotaci kolem pocatku o uhel ¢ realizujeme vyndsobenim komplexnich isel
komplexni jednotkou s nenulovym argumentem . Spirdlni podobnost se sttedem v pocatku
Gaussovy roviny realizujeme vynasobenim komplexnich ¢isel pevné zvolenym komplexnim
¢islem. Stejnolehlost, rotaci i spirdlni podobnost s libovolnym stiedem 1ze v Gaussové roviné
realizovat sloZzenim danych zobrazeni s vhodnymi posunutimi.

Nyni se zaméfime na kruhovou inverzi v Gaussové roving. Mé&jme nejprve kruznici w(S; )
se stredem v pocatku Gaussovy roviny S = 0 + 0i. Pro kruhovou inverzi se zakladni kruZnici

w a kazdy bod X # S plati

SX|-]1SX'| = r?. V Gaussové roviné miZeme tuto rovnost
napsat ve tvaru |z| - |2/| = r2, kde |z| je vzdalenost obrazu komplexniho &isla z = x + iy, které

odpovidd bodu X = [x,y], od politku S, viz (Obr. .
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O=8 Re

g
N

Obr. 8:

Podle rovnice (7)) plati

N xr? yr?
- 2 27 .2 2|
e +yc xt+y

Necht' X’ je obraz komplexniho &isla 2 = x’ + /i, kde 2’ # 0 + 0i. Potom plati

i = o + yr” i
Y o x2—|—y2 x2—|—y2
x2 492

2
r
7 = — .z
2z
2
T
Z = —. 9)
z

Dostali jsme vyjadreni kruhové inverze v Gaussové roviné se stfedem v pocdtku Gaussovy
roviny pro obraz libovolného komplexniho ¢isla kromé stiedu kruhové inverze.

Kruhovou inverzi se stfedem zakladni kruZnice riznym od pocatku lze realizovat po-
sunutim stfedu zakladni kruznice do pocatku a po provedeni inverze posunutim zpét. Jestlize

stfed zdkladni kruZnice kruhové inverze je obraz komplexniho ¢isla S = xg + ygsi, potom plati

Nejprve tedy posuneme stied S do pocatku Gaussovy roviny, poté realizujeme kruhovou in-
verzi dle pfedpisu (9) a nakonec rovinu posuneme zpét. Takto najdeme obraz libovolného

komplexniho ¢isla z kromé komplexniho Cisla S.

12



3 Odchylky kruhovych krivek

M¢éjme dvé kruhové ktivky, které se protinaji v bodé P, ptfipadné ve dvou bodech P a P.
Odchylka kruhovych kfivek je rovna odchylce tecen ke kiivkam v jejich priseciku P. V pripadé
dvou prusecikt je odchylka v obou dvou stejna kvili osové soumérnosti. Nyni rozebereme

zvl4st odchylky jednotlivych kruhovych kfivek.

3.1 Odchylka dvou primek
M¢éjme piimku p danou smérovym vektorem « a pfimku g danou smérovym vektorem v. Od-
chylka ¢ € <0; g> pifmek p, ¢ v roviné M? je ddna vztahem

| —

u-v

cos = (10)

[l - |o]”

kde | - 9| zna¢i absolutni hodnotu skaldrniho sou¢inu vektori i, ¥’ a |i] je velikost vektoru .

3.2 Odchylka dvou kruznic

M¢éjme kruznice k(K;r1) a l(L;ry), kde kN1 # (). V jejich priseciku P sestrojime tecny
k obéma kruznicim. Odchylka kruznic k, [ je rovna odchylce danych tecen. To lze prevést
na odchylku normalovych pfimek danych tecen, jez jsou v trojihelniku K L P reprezentovany

poloméry 71 a o, viz (Obr.[9).

Obr. 9: Odchylka kruznic
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Podle kosinové véty v trojuhelniku K L P plati
|KL|> =7 + 15— 2rirycos
a tedy

r?+7r3 — |[KL|?
2T1T2 ’

cos ¢ =
Odchylka ¢ € <0; g> kruZnic k, [ je potom ddna vztahem

ri + 73 — |KLP|
2T1T2 ’

(1D

cos p =

3.3 Odchylka primky a kruznice

Mgjme piimku p s obecnou rovnici az+by+c = 0 akruznici k(K; r) se sttedem K = [z, yi].
Pfimka p a kruZnice k se protinaji v bodé P = [z, y,|. V bod¢ P sestrojime te¢nu ¢ ke kruznici
k. Odchylku piimek p a ¢ 1ze ptevést na odchylku normélového vektoru 77 = (a, b) ptimky p a
normalového vektoru ]?.l_)( = (2 — =, Y, — Yp) piimKky ¢, viz (Obr. .

Obr. 10: Odchylka kruznice a pfimky

Odchylka pfimky p a kruZnice k je potom ddna vztahem

—
- PK] |azr = 2p) + blyr — )|
7| - [PK|  Va? + 0 /(wn = ) + (g — )

cos p = (12)

14



4 Zobrazeni v roviné a kruhova inverze

4.1 Vlastnosti kruhové inverze

Mg¢jme mnozinu R. Zobrazeni f : R — R je predpis, ktery kazdému bodu X € R priradi
pravé jeden bod X’ € R. Bod X se nazyva vzor, bod X' se nazyva obraz. Zobrazeni f je
prosté zobrazent, jestlize pro kazdé dvabody X,Y € Rplati X #Y = X' # Y’. Zobrazeni
f je zobrazeni na, jestlize pro kazdé X' € R existuje X € Rtak, ze X' = f(X). Zobrazeni je
vzdjemné jednoznacné, jestlize je zaroven prosté i zobrazeni na.

Zobrazeni f : R — R se nazyva identita, jestlize pro kazdy bod X € R plati f(X) = X,
tedy kazdy bod se zobrazi sim na sebe.

Nakonec méjme zobrazeni f : R — R, které je vzdjemné jednoznacné. Pak existuje
zobrazeni f~! : R — Rtak, ze f~}(f(X)) = f(f~YX)) = X pro kazdé X € R, a nazyvd
se inverzni zobrazeni.

V nésledujicim textu bude mnoZinou R rovina E? & rovina M.

1. Kruhové inverze je vzdjemné jednoznacné zobrazeni M? — M?. Pro kazdé X € M?
existuje pravé jedno X’ € M? tak, ze pro X # S, X # M, plati |SX| - [SX'| = 2,
kde X' lezi na polopiimce SX, a dale plati ' = M, a M = S.

Ukazme, Ze kruhov4 inverze je prosté zobrazeni. M&me dva body X,Y € M2, XY #
S, X,Y # M, ajejich obrazy X', Y’ € M? v kruhové inverzi I, pro které plati |SX| -
|SX'| =12, |SY|-|SY’| = r? a X, Y leZ na stejné polopfimce. Potom X’ = Y” a tedy
|SX'| = |SY’|. Ddle plati |[SX| - |SX'| = |SY]|-|SY’], tedy |SX| = |SX]| a odtud
X =Y.

Nyni ukaZme, Ze kruhovd inverze je zobrazeni na. Pro kazdé X' € M?, X' # S,
X' # M, existuje pravé jedno X € M? takové, ze |SX| - [SX'| = r? a X, X' lezi
na jedné polopiimce. Ddle plati /(S) = M a[(My) = S.

2. Kruhovd inverze je involutorni zobrazeni, tedy pro viechna X € M? plati I (I(X)) =
X. Pro kazdy bod X = [z;x5] € M2, krom& bodi S = [s;; s9] a M, plati |SX]| -
|SX'| = r%. Potom

2

r

X' = .
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V jednotlivych soufadnicich dostaneme

, r
Ty — S
/ r2
T, = + 51
T — S1
2
r
AV
(xl) = ; + 81
2
AV T
(x1)" = 2 + 51
T1 — 51 + 81— 81
AV
(xl) = Iy,
analogicky pro druhou soufadnici
/ T2
To — S2
/ r2
Ty = + S92
Lo — S2
2
1N\/ r
(1'2) = / + 52
1'2 - 02
2
AV T
(z3)" = 2 + 52
Ty — S3 + So — S9
AV
(752) = T2,

tedy (X') = X. Pro body S a M, plati

(S/)/ — M/ — S,

o0

(ML) = S =DM,.

. Kruhové inverze je konformni zobrazeni, tedy zobrazeni, které zachovava dhly. Méjme
piimku p se smérovym vektorem « a piimku g se smérovym vektorem ¢. Necht' Zadna
z téchto piimek neprochazi sttedem S kruhové inverze I a pfimky se protinaji v bodé
P # M. Odchylka pfimek p, ¢ je ddna vztahem (10). Zobrazime-li pfimky p, ¢
v kruhové inverzi I, dostaneme kruZnice, které se protinaji v bodech S a P’, viz kapi-
tola (1.3). Teény ke kruZnicim p/, ¢’ v bodé P’ maji stejnou odchylku jako v bod& S.
Tecny jdouci bodem S jsou vSak rovnobézné s ptivodnimi piimkami p, ¢ a tudiz je i thel
jimi sevieny stejny jako thel sevieny piimkami p, ¢ [5]], viz (Obr. [TI)) vlevo. Stejnym
zplsobem dostaneme odchylku dvou kruZnic, viz kapitola (3.2)), a odchylku pfimky a
kruZnice, viz kapitola (3.3).
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Obr. 11: Konformni zobrazeni

M¢jme nyni dvé rizné piimky p, ¢ se smérovymi vektory u, U, které se protinaji v pra-
seCiku P, a necht’ pfimka p prochazi stredem kruhové inverze S. Predchozi pripad se

pouze zjednodusi tim, Ze pfimka p je samodruznd, viz (Obr. [TT) vpravo.

Prochézi-1i obé pfimky p, ¢ sttedem .S, jsou ob€ samodruzné a zachovéni jejich odchylky

je zfejmé.

4.2 Transformace v roviné

Nyni ze zaméfime na transformace v roviné a roli kruhové inverze [3], [4], [S]. Pfipomeneme
nejprve pojmy z oblasti obecné algebry, které budeme v dal$i ¢asti pouZivat.

M¢éjme neprdzdnou mnozinu M a jeji kartézsky soucin M x M. Bindrni operaci * defi-
nujeme jako zobrazeni x : M x M — M. Dvojice (M, x) tvofi tzv. grupoid. Je-1i operace
asociativni, tedy pro kazdé x,y, z € M plati (z x y) * z = x * (y * z), jednd se o asociativni
grupoid.

JestliZe existuje prvek e € M takovy, Ze pro libovolny prvek x € M plati xxe = exx = x,
nazyvame prvek e jednotkovy prvek. JestliZze ke kazdému prvku x € M existuje prvek y € M
takovy, ze x xy = y * x = e, nazyvame prvek y inverzni prvek k prvku z. Je-li grupoid (M, %)
asociativni, ma jednotkovy prvek a ke kazdému prvku existuje inverzni prvek, nazyvame tento

grupoid grupa.
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Je-li navic bindrni operace * komutativni, tedy pro kazdé z,y € M plati x xy = y * x,
jedna se o komutativni grupu. Aby byla grupa komutativni, musi komutovat kazdé dva prvky
mnoziny M. Pokud grupa neni komutativni, obvykle nekomutuje vétSina prvk.

Méjme grupu M. Kazd4 podmnoZina N grupy M, kterd je sama o sobé grupou se stejnou

operaci, inverznimi prvky a jednotkovym prvkem jako grupa M, je podgrupou grupy M.

4.3 Shodnosti v roviné

Shodné zobrazeni nebo také izometrie v roviné je vzdjemné jednoznaéné zobrazeni E? —
[E2, které zachovava vzdalenosti. Potom obrazem kazdé dsecky AB je usecka A’B’ shodnd
s useCkou AB. Zakladni shodnosti v roving jsou identita, osova soumérnost, stfedova sou-
meérnost, posunuti a otoCeni a kazda shodnost je sloZenim pravé téchto zdkladnich shodnosti.
Shodnost je bud’ pfima nebo nepifimd, kde nepifima shodnost méni orientaci obrazu. Nepfi-
mou shodnosti je osovd soumérnost. Identita, posunuti, sttedovd soumérnost a otoceni jsou
shodnosti pfimé.

Méjme v roviné dvé shodnd zobrazeni Z;, Z,, kde pro kazdy bod X € E? plati Z;(X) =
X', Zo(X') = X”. Potom zobrazeni Z(X) = X" je sloZenim zobrazeni Z;, Z> a piSeme
Z = Zy o Zy, ptiCemz zobrazeni Z je opét shodné zobrazeni.

Shodnd zobrazeni pfi jejich obvyklém skladéani tvoti tzv. grupu shodnosti, kterd neni ko-
mutativni. Jiz jsme fekli, Ze slozenim dvou shodnych zobrazeni je shodné zobrazeni. Jed-
notkovym prvkem grupy shodnosti je identita a pro kazdé shodné zobrazeni existuje inverzni
zobrazent, které je opét shodné. Inverzi k osové soumérnosti podle osy o je osova soumérnost
podle osy o. Inverzi ke stfedové soumérnosti pode stiedu S je stredovd soumérnost podle
stiedu S. Inverzi k posunuti o vektor # je posunuti o vektor —« a nakonec inverzi k otocen{
o uhel ¢ je otoCeni kolem stejného stiedu o thel —¢. Inverzi ke shodnosti, kterd je sloZena
ze zakladnich shodnosti, je sloZeni jejich inverzi v obraceném potadi.

KaZdou vySe zminénou shodnost 1ze rozloZit na osové soumérnosti. Ddle je kazdd shod-
nost dana obrazy vrcholil libovolného trojihelnika a vrcholy trojihelnika s nim shodného.
Proto nasledujici budeme demonstrovat na trojihelnicich. Osova soumérnost je sama o sobé
ddna jedinou osovou soumérnosti. Identita je sloZenim dvou navzdjem inverznich osovych
soumérnosti. Podle osy o sestrojime obraz A’ B’C” trojihelniku ABC' a podle stejné osy ses-

trojime obraz A” B"C", viz (Obr.[12).
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c=C"

Obr. 12: Identita

Stredova soumérnost je sloZenim dvou osovych soumérnosti s navzajem kolmymi osami,
kde prisecikem os musi byt pravé stied soumérnosti S. Podle osy o, sestrojime obraz A’ B'C’
trojihelniku ABC' a podle osy oy sestrojime obraz A” B”C"”. Potom trojihelnik A” B"C" je
stiedové soumérny s trojihelnikem ABC podle stiedu S, viz (Obr. [13).

Obr. 13: Stiedova soumeérnost

Posunuti je sloZeni dvou osovych soumérnosti s navzdjem rovnobé€Znymi osami. Podle
osy o0 sestrojime obraz A’ B'C" trojihelniku ABC' a podle osy o0, sestrojime obraz A” B"C".
Trojuhelniky ABC a A” B”C"” jsou navzdjem posunuté o vektor u, pro ktery plati ¢ = 1?14/ +
m , viz (Obr. . Vektor « je kolmy na osy 07, 02 a jeho velikost je rovna dvojnasobku

vzdalenosti 0os 01 a 0.
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Al

Obr. 14: Posunuti

Otoceni kolem stfedu S je ddno dvéma osovymi soumérnostmi, jejichZ osy jsou rizno-
bézné a protinaji se ve stfedu otdceni S. Podle osy o; sestrojime obraz A’B’C’ trojihelniku
ABC a podle osy oq sestrojime obraz A” B”C", viz (Obr. [13)). Otoceni je potom ddno bodem
S a tdhlem, ktery je dvakrat vétsi nez uihel mezi smérovymi vektory , U 0s 01, 09. Stfedova

soumérnost je potom otoceni o 180°. Z toho diivodu jsou u stfedové soumérnosti osy kolmé.

Obr. 15: OtocCeni

4.4 Podobnosti v roviné

Definujeme nejprve tzv. délici pomér bodli. Méjme kolinedrni body (leZici na jedné piimce)
A, B,C € E% Délici pomér bodl A, B, C je redlné ¢islo d = (C; A, B) takové, Ze 1@ =
d-AB,kded #0 £ 1.
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Afinita v roviné je takové vzdjemné jednoznaéné zobrazeni f : E2 — [E2, kde kolinedrni
body A, B,C se zobrazi na body f(A), f(B), f(C), pro které plati (f(C); f(A), f(B)) =
(C; A, B). Tedy pomér vzdalenosti obrazi libovolnych kolinedrnich bodu A’, B’, C’ je roven
poméru vzdalenosti kolinearnich bodt A, B, C'. Afinity v roviné tedy zachovavaji kolinearitu
bodi a jejich délici pomér. My se zaméfime na afinity, kterym fikame podobnosti.

Podobné zobrazeni nebo také podobnost v roviné je vzdjemné jednoznacné zobrazeni
E? — E?, pro které existuje kladné ¢&islo & tak, Ze pro kazdé dvé dvojice bodt A, A’ a B,

B’ vzoru a obrazu plati |A’B’| = k - |AB| [3]. Koeficient k se nazyva koeficient podobnosti.

Podobnost je bud’ pfima nebo nepfima, kde nepiima podobnost méni orientaci obrazu. Podob-
nost je piimd, je-li sloZena ze stejnolehlosti a pfimé shodnosti. Potom nepfima podobnost je
sloZeni stejnolehlosti a osové soumérnosti.

Mezi podobnosti v roviné patfi vSechna shodnd zobrazeni (s koeficientem £ = 1) a stej-
nolehlost. Mé&me v roviné dvé stejnolehlosti H;(Sh, k1), Ha(S2, ko) a libovolny bod roviny
X, kde H{(X) = X', Hy(X') = X”. Potom zobrazeni H(X) = X" je slozeni dvou stej-
nolehlosti Hy, H, a piSeme H = H, o Hy. Zobrazeni H je identita pro S; = Sy a k1ks = 1,
posunuti pro S; # Sy a kiky = 1 nebo stejnolehlost se stiedem S a koeficientem & pro
k1ky = k, pficemzZ pro S; = Sy plati S = 57 = Sy a pro Sy # S lezi bod S na piimce S1.55.

Kazdou podobnost 1ze rozlozit na shodnost a stejnolehlost. Naopak slozenim libovolné
shodnosti a stejnolehlosti vznikne podobnost (pficemz kazdou shodnost 1ze rozloZit na osové
soumérnosti, viz kapitola (4.3)). Podobné jako u shodnosti plati, Ze kazdd podobnost je dina
obrazy vrcholl libovolného trojihelnika a vrcholy trojihelnika s nim podobného. VSechny
podobnosti pfi jejich obvyklém sklddani tvoii tzv. grupu podobnosti, ktera opét neni komuta-
tivni, a grupa shodnosti je jeji podgrupou. Identita tvori jednotkovy prvek grupy podobnosti a
ke kazdému podobnému zobrazeni existuje inverzni zobrazeni, které je opét podobné. Inverzni
zobrazeni ke stejnolehlosti H; (S, k) je stejnolehlost Ho (S, %) Inverzi k podobnosti, ktera
je sama slozenim podobnosti, je slozeni inverzi dil¢ich podobnosti v obraceném poradi.

Zamérme se nyni na sklddani stejnolehlosti s jednotlivymi shodnostmi a pfipadnou ko-
mutativitu skladani zobrazeni. SloZenim stejnolehlosti a identity vznikne tatdZ stejnolehlost.
SloZenim stejnolehlosti a posunuti vznikne stejnolehlost podle nového stredu. ZaleZzi vSak
na potadi sklddani zobrazent, viz (Obr.[16). Na prvnim obrédzku je trojihelnik ABC' zobrazen

ve stejnolehlosti podle stfedu S, s koeficientem k; > 1 na trojihelnik A’B’C”. Ten je posunut
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o vektor  na trojuhelnik A” B”C"”. Nasledné 1ze najit novy stfed stejnolehlosti S, a piislusny
koeficient k. Na druhém obrazku je nejprve trojihelnik A BC' posunut o vektor @ a nasledné je
provedena tatdZ stejnolehlost podle stfedu S5, jako v predchozim piipadé. Po nalezeni nového
stiredu stejnolehlosti S, je patrné, Ze se 1isi od predeslého pripadu. Vidime tedy, Ze skladani

posunuti a stejnolehlosti neni obecné komutativni.

Obr. 16: SloZeni posunuti a stejnolehlosti

22



Slozenim osové soumérnosti podle osy o a stejnolehlosti se stfedem S, ktery leZi na ose
o, dostaneme nepfimou podobnost, viz (Obr. [I7). Takové skldddni osové soumérnosti a stej-
nolehlosti je komutativni. Na prvnim obrazku je trojihelnik ABC' zobrazen nejprve ve stej-
nolehlosti se sttedem S a koeficientem & > 1 na trojdhelnik A’B’C’. Ten je poté zobrazen
v osové soumérnosti podle osy o na trojihelnik A” B”C"”. Na druhém obrazku je nejprve
trojuhelnik ABC' zobrazen v osové soumérnosti podle osy o a potom ve stejné stejnolehlosti

se sttedem .S jako v predchozim piipadé.

@

Obr. 17: SloZeni osové soumérnosti a stejnolehlosti

Komutativita v§ak neplati, lezi-1i stied stejnolehlosti S mimo osu o. Dostaneme totiZ sloZen{
stejnolehlosti s posunutim, které neni komutativni, viz (Obr.[16).

Slozenim stfedové soumérnosti se stfedem .S a stejnolehlosti se stejnym stiedem S' a koefi-
cientem stejnolehlosti £ vznikne stejnolehlost se stiedem S a koeficientem —k, viz (Obr. [I8).
Na prvnim obrazku je trojihelnik ABC' zobrazen ve stejnolehlosti podle stiedu S' s koeficien-
tem k£ > 1 na trojihelnik A’B’C’. Ten je zobrazen ve stfedové soumérnosti podle stiedu S
na trojihelnik A” B”C"”. Na druhém obrazku je nejprve provedena stfedova soumérnost podle

stfedu S a poté stejnolehlost podle stfedu .S s koeficientem k& > 1. Vidime, Ze sloZen{ stfedové
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soumé&rnosti a stejnolehlosti, jejichz stfedy splyvaji, je komutativni.

c' 7
/
/
-~ - /7
~~__ A" c,
- < /
‘\_S_/__ B —
o - - - A B
B" / A - <
/ - <
/ A T~
/ ~ < _

Obr. 18: Slozeni stfedové soumérnosti a stejnolehlosti

Pokud ale stfedy danych zobrazeni nesplyvaji, jejich skladani neni komutativni a to opét kvuli
posunuti.

Nakonec zbyvd sloZeni otoceni a stejnolehlosti. Splyva-li stfed stejnolehlosti se stfedem
otoceni, je sloZeni téchto dvou zobrazeni komutativni a jedna se o spirdlni podobnost, viz
(Obr. [19). Na prvnim obrazku je nejprve trojihelnik ABC' otocen o thel ¢ > 0 na trojuhel-
nik A’B’C’. Ten je potom zobrazen ve stejnolehlosti podle stfedu S s koeficientem k& > 1
na trojihelnik A” B”C”. Na druhém obrazku je trojihelnik ABC nejprve zobrazen v totozné
stejnolehlosti jako v predchozim piipadé a teprve poté otocen o stejny dhel ¢ > 0. Pokud

stiedy danych zobrazeni nesplyvaji, jejich sklddani neni opé€t kviili posunuti komutativni.
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Obr. 19: SloZeni otoceni a stejnolehlosti

4.5 Kruhova zobrazeni v roviné

NP d .

Doted’ jsme se zabyvali zobrazenimi v roviné E2. Podobnosti a shodnosti roz§ifime z roviny
E? do roviny M? tak, ze bod M, se zobrazi sim na sebe. Potom budou v rozsifené rov-
in¢ veSkeré dosud zminéné vlastnosti shodnosti a podobnosti zachovany. Nyni se zaméfime
na kruhovou inverzi.

Kruhovd inverze neni zobrazeni v roving [E2, ale je vzdjemné jednozna¢né zobrazeni v E? \
{S}. V rovin&€ M2 je kruhov4 inverze vzdjemné jednozna¢né zobrazeni, viz kapitola (4.1).

Kruhova inverze neni obecné€ podobné zobrazeni, protoZe ptivodné kolinearni body (lezici
na Casti pfimky) se mohou zobrazit na nekolinedrni body (leZici na ¢4sti kruznice). AvSak
kaZzdou stejnolehlost 1ze rozlozit na dvé kruhové inverze se stiedy splyvajici se stfedem stej-
nolehlosti [5]. Osové inverze v roviné M? definujeme jako osové soumérnosti a kruhové
inverze. Kruhové zobrazeni definujeme jako zobrazeni slozené z konecného poctu osovych
inverzi. Potom kaZzdé kruhové zobrazeni zobrazi kruhovou kiivku opét na kruhovou kiivku.
V roviné M? tvoff mnozina kruhovych zobrazeni (tedy vSechny podobnosti, kruhové inverze
a jejich sloZeni) prii jejich obvyklém sklddani nekomutativni grupu kruhovych zobrazeni, jejiz
podgrupou je grupa podobnosti [S].

Podobnosti zachovavaji typ kruhovych kfivek, tedy pfimky se zobrazuji na piimky a kruz-

nice se zobrazuji na kruZnice. Kruhova inverze vSak obecné typ kfivky nezachovava a potom
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se pifmky mohou zobrazit na kruZnice a naopak, viz kapitoly (1.3) a (I.4)). Podivejme se tedy
na sklddani kruhové inverze s jednotlivymi shodnostmi a ndsledné se stejnolehlosti (protoze
potom sloZenim stejnolehlosti a shodnosti dostaneme podobnost). Trojuhelnik se v kruhové in-
verzi nezobrazi na trojuihelnik, ale pouze na ttvar, jehoZ strany jsou ¢asti kruZnic nebo pfimek.
Pro demonstraci skldddni zobrazeni v§ak budeme trojuhelnik jakoZto ndzorny piiklad nadéle
pouzivat. SloZzenim kruhové inverze a identity je tataZ kruhovd inverze. SloZenim kruhové
inverze a posunuti dostaneme kruhové zobrazeni, kde sklddani danych zobrazeni neni komu-
tativni, viz (Obr. 20). Na prvnim obrazku je nejprve zobrazen trojihelnik ABC' v kruhové
inverzi se zakladni kruznici w na utvar A’B’'C’, ktery je poté posunut o vektor @ na utvar
A"B"C". Na druhém obrazku je nejprve trojihelnik ABC' posunut o vektor « na trojuhelnik
A'B'C’, ktery je poté zobrazen ve stejné kruhové inverzi jako v pfedchozim pfipadé na ttvar

A//BIICII.

Obr. 20: SlozZeni posunuti a kruhové inverze
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Slozenim kruhové inverze se zdkladni kruznici w(S;7) a osové soumérnosti podle osy o,
kde stied S leZi na ose o, je kruhové zobrazeni, kde skladani danych zobrazeni je komutativni,
viz (Obr. 21). Na prvnim obrdzku je nejprve trojihelnik ABC' zobrazen v kruhové inverzi
se zdakladni kruZznici w na ttvar A’B’C’, ktery je poté zobrazen v osové soumérnosti podle
osy o na dtvar A”B”C"”. Na druhém obrazku je trojuhelnik ABC' zobrazen nejprve v osové

soumérnosti a poté v kruhové inverzi.

Obr. 21: SloZeni osové soumérnosti a kruhové inverze

Pokud vsak stfed S neleZi na ose o, skladani neni komutativni kvili posunuti.
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Slozenim kruhové inverze se zakladni kruZnici w(S; ) a sttedové soumérnosti se stfedem
S je kruhové zobrazent, kde sklddani danych zobrazeni je komutativni, viz (Obr.[22)). Na prv-
nim obrazku je nejprve trojihelnik ABC' zobrazen v kruhové inverzi se zdkladni kruznici w na
ttvar A'B'C’, ktery je poté zobrazen ve stiedové soumérnosti se stiedem S na ttvar A” B"C” .
Na druhém obréazku je trojihelnik ABC' zobrazen nejprve ve stiedové soumérnosti a poté

v kruhové€ inverzi.

Obr. 22: SloZeni sttedové soumérnosti a kruhové inverze
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SloZenim otoceni se stiedem v bodé S a kruhové inverze se zdkladni kruznici w(S;r) je
kruhové zobrazeni, kde sklddani danych zobrazeni je komutativni, viz (Obr. 23). Na prvnim
obrazku je nejprve trojuhelnik ABC' zobrazen v kruhové inverzi se zakladni kruZnici w na tt-
var A'B'C", ktery je poté otoCen podle stiedu S o thel ¢ > 0 na dtvar A” B”C". Na druhém
obrazku je trojihelnik ABC' nejprve otocen podle stfedu S a poté zobrazen ve stejné kruhové

inverzi jako v pfedchozim pfipadé.

Obr. 23: SloZeni otoceni a kruhové inverze

Jsou-li stfed zdkladni kruZnice w a stfed otoceni rdzné, neni sloZeni téchto zobrazeni komuta-

tivni opét kvuli posunuti.
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Nakonec sloZzenim stejnolehlosti se stiedem v bodé S a koeficientem k£ > 1 a kruhové
inverze se zdkladni kruznici w(S;7) je kruhové zobrazeni, kde skldddni danych zobrazeni
neni komutativni, viz (Obr. 24)). Na prvnim obrazku je nejprve trojihelnik ABC' zobrazen
v kruhové inverzi se zédkladni kruznici w na utvar A’B’'C’, ktery je poté zobrazen ve stej-
nolehlosti se sttedem S na ttvar A” B”C"”. Na druhém obrazku je trojihelnik A BC nejprve zo-
brazen ve stejnolehlosti se sttedem S a poté je zobrazen v kruhové inverzi se zdkladni kruZnici

Ww.

Obr. 24: SlozZeni stejnolehlosti a kruhové inverze

Jsou-li rizné stfedy kruhové inverze a stejnolehlosti, opét vznikne kruhové zobrazeni, které

neni komutativni.
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5 Apolloniovy tulohy

Apolloniova tloha mé své jméno podle feckého geometra Apollonia z Pergy (3. st. pf.n.l.).
Jednd se o ulohu, kterd se zabyvd vzajemnym vztahem tii prvki. Prvkem muze byt bod,
piimka & kruznice. Ukolem je najit takovou kruznici, kterd se dotyka danych pfimek a kruZnic
a prochdzi danymi body.

Nejprve zjistime pocet takovych dloh. Tvofime trojice prvki, kterymi miiZe byt kruznice,
bod nebo piimka. NezdleZi na potradi prvki a prvky se mohou opakovat, takZe pocet tiloh

urc¢ime pomoci poctu kombinaci tfeti tfidy ze tif prvkd s opakovanim

C1(3) = Cs(3) = @ 0.

Vypiseme schematicky vSechny pfipady. Pro znaceni B je bod, p je pfimka a % je kruZnice
dostavame ulohy BB B, BBp, BBk, Bpp, Bpk, Bkk, ppp, ppk, pkk, kkk.

Pappovy tlohy jsou specidlnim piipadem Apolloniovych tloh, kde ze tii prvku alespon
jeden je kruhovd kfivka a alespon jeden je bod, pficemz tento bod leZi na dané kruhové ktivce.
Analogicky k Apolloniovym tlohdm miiZeme vypsat v§echny moznosti Bpr, ppr, kpr, Bkr,
pkr, kkr. Znaceni dolniho indexu 7" znamen4, Ze na této kiivce leZi dany bod 7.

Pocet a zplisob feSeni ndsledujicich tloh bude zdviset na vzdjemné poloze vychozich
objektd. Ne vSechny pfipady je vhodné ¢i mozné feSit pomoci kruhové inverz Ulohy
presto rozebereme na vSechny mozné piipady. Vzdy uvedeme nejprve tabulku moznych pii-
padu spolu s poctem feSeni a poté jednotlivé pripady zndzornime (pokud maji smysl). Dale

pro snaz$i orientaci v ndkresech zna¢ime vychozi objekty modfe a cilové objekty Cervené.

Priklad 1. V roviné jsou ddny t¥i ruzné body A, B, C. Sestrojte kruzZnici l, kterd prochdzi

danymi body.

Vychozi rozloZeni Pocet feSeni | Metoda feSeni

1. A, B, C lezi v jedné piimce 0 -

2. A, B, C nelezi v jedné piimce 1 MBDV
Tab. 1: BBB

'"Metoda mnoZiny bodi dané vlastnosti, zkrdcend MBDV.
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1. Lezi-1i vSechny tfi body na jedné pfimce, iloha nema feSeni, protoZe takovymi body nemiize
prochédzet Zadn4 kruZnice.

2. Pokud body A, B, C' neleZi na jedné piimce, ulohu vyfesime pomoci mnoziny bodli dané
vlastnosti. Kazdé tii body A, B, C, které nelezi na jedné piimce, urcuji pravé jednu kruznici a

to kruZnici opsanou trojihelniku ABC'. Uloha m4 pravé jedno feseni, viz (Obr. .

Obr. 25: BBB

Priklad 2. V roviné jsou ddny dva rizné body A, B a primka p. Sestrojte kruznici l, kterd

prochdzi body A, B a dotykd se primky p.

Vychozi rozlozeni Pocet feSeni | Metoda feSeni
1.A,Bep 0 -
2. (Aep)AN(B€p) 1 MBDV
3.AB¢p a. | A, B lezi v opacnych polorovi- 0 -

nich danych pfimkou p

b. | A, B lezi ve stejné poloroviné | 1nebo2 | MBDV, moc-
dané pfimkou p nost bodu ke

kruznici

Tab. 2: Bpk

1. Uloha nemd feSeni, protoZe kazda kruZnice, kterd prochdzi body A, B, protind piimku p.
2. Pokud bod A leZi na pifimce p, je zaroven teCnym bodem kruzZnice [ a pfimky p. Stred
kruznice [ tedy musi leZet na kolmici k pfimce p prochdzejici bodem A a na ose tsecky AB.

Uloha ma pravé jedno FeSeni, viz (Obr. [26).
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Obr. 26: BBp 2.

3.a. Ulohu nelze vyfesit, protoZe kazda kruZnice, kterd prochdzi body A, B, protina piimku p.
3.b. Lezi-li body A, B ve stejné poloroviné dané pfimkou p, ma uloha bud’ jedno nebo dvé
reSeni a to v zdvislosti na poloze pfimky AB vici piimce p. Je-li pfimka AB rovnobézna
s primkou p, dlohu feSime metodou mnoziny bodid dané vlastnosti. Stfed kruznice [ musi leZet
na ose tisetky AB, na které lei také te¢ny bod T'. Ulohu potom prevedeme na kruZnici danou
body A, B, T, tedy kruZnici opsanou trojihelniku ABT. Uloha ma pravé jedno fesenti, viz

(Obr. [27).

Obr. 27: BBp 3. AB || p

Je-li pfimka A B rtiznobézna s piimkou p, ilohu vyfesime pomoci mocnosti bodu ke kruz-

nici [3]. Najdeme bod M jakoZto priise¢ik pifmek p a AB. Potom plati |MT|* = |M A|-|M B,

kde T je te¢ny bod kruZnice k na piimce p. Odtud zjistime, jaky je polomér |MT'| a najdeme
bod T'. Takové body najdeme dva, tiloha mé dvé feseni, viz (Obr. [28).
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Obr. 28: BBp 3. AB |fp
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Priklad 3. V roviné jsou ddny dva riizné body A, B a kruznice k. Sestrojte kruZnici l, kterd

prochdzi body A, B a dotykd se kruznice k.

Vychozi rozlozeni Pocet feSeni | Metoda feSeni
1.A,Bek 0 -
2. (A€ k)N (B¢&k) 1 MBDV
3. AAB¢k a. | Alezi uvnitf k, B lezi vné k 0 -
b. | A, B leZi uvnitf nebo vné k 2 k. inverze
Tab. 3: BBk

1. Uloha nem4 fesent, protoZe kazda kruZnice, ktera prochézi body A, B, protina kruZnici k
nebo s ni splyva.

2. Pokud bod A lezi na kruZnici k, je zaroven tecnym bodem kruZnic k a [. At uz bod B lezi
uvniti nebo vné kruznice k, stied kruznice [ musi lezet na spojnici AS; a na ose usecky AB.

Tato tiloha ma pravé jedno fesenti, viz (Obr. [29).

Obr. 29: BBk 2.

3.a. Uloha nemd fe$eni, protoZe kazd4 kruZnice, kterd prochézi body A, B protind kruZnici k.
3.b. Ulohu budeme fesit pomoci kruhové inverze. Zdkladni kruZnici w zvolime tak, Ze jeji stied
lezi v bod¢ A a polomérem je velikost usecky A B. Pomoci kruhové inverze zobrazime bod A
na nevlastni bod A, bod B je samodruzny, tedy B = B’, a kruznice k se zobrazi na kruZnici
k'. Hleddame te¢nou kruznici ke kruZnici k, Cili te¢né piimky ke kruznici &'. Takové piimky
najdeme dvé, t; a ts. Tyto pfimky zobrazime zpét pomoci kruhové inverze na hledané kruznice

[1,l5. Tato dloha md dvé feSent, viz (Obr. [30).
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Priklad 4. V roviné je ddn bod B a dvé rizné primky p, q. Sestrojte kruZnici l, kterd prochdzi

bodem B a dotykd se primek p, q.

Vychozi rozlozeni Pocet feSeni | Metoda feSeni

L.p|q]a. Bep 1 MBDV

b. | B leZi uvnitf pasu ptimek p, q 2 MBDV

c. B lezi vné pésu piimek p, ¢ 0 -
2.plfq | a Bep 2 MBDV

b. B je prusecik piimek p, g 0 -

c. | B nelezi na zadné z piimek p, q 1 nebo 2 k. inverze

Tab. 4: Bpp

l.a. Pokud bod B lezi na pfimce p, je zdroven teCnym bodem kruznice [. Tecny bod 7'
na primce ¢ najdeme jako prisecik kolmice na pifimku p prochdzejici bodem B s pfimkou q.

Stfed kruznice [ je potom stfed dsecky BT Tato tloha md pravé jedno feSeni, viz (Obr. [31)).

Obr. 31: Bpp l.a.

1.b. Ulohu fedime metodou mnoZiny bodi dané vlastnosti. Stfed kruznice [ musi lezet presné
mezi pfimkami p, q a vzdédlenost bodu S od piimek p, ¢ musi byt rovna vzdélenosti stfedu

kruznice [ od bodu B. Tato tdloha mé dvé feseni, viz (Obr. 32)).
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Obr. 32: Bpp 1.b.

1.c. Uloha nem4 fesent, protoZe kazd4 kruZnice, kterd prochdzi bodem B a dotyka se vzdale-
2.a. Ulohu fe§ime metodou mnoZiny bodi dané vlastnosti. Vzdalenost bodu B a te¢ného bodu
T kruznice [ od priiseCiku piimek p, ¢ musi byt stejnd, nebot’ se jednd o analogii kruznice ve-
psané trojuhelniku. Stfed kruznice [ potom leZi na priseciku kolmice na piimku ¢, prochdzejici

bodem 7', a kolmice na pfimku p, prochdzejici bodem B. Tato tloha mé dvé reSeni, viz

(Obr.[33).

Obr. 33: Bpp 2.a.

2.b. Uloha nem4 feseni, protoZe kruZnice k by musela mit polomér roven nule, aby neprotinala
dané piimky p, q.

2.c. Ulohu budeme fesit pomoci kruhové inverze. Zakladni kruZnici w zvolime tak, Ze jeji stied
lezi v bod€ B s takovym polomérem, aby protinala obé pfimky p, q. Pomoci kruhové inverze

zobrazime bod B na nevlastni bod B’ a pfimKy p, ¢ se zobrazi na kruZnice p’, ¢’. Hleddme tec-
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nou kruznici k pfimkam p, g, ¢ili te¢né piimky spolecné pro obé kruznice p’, ¢’. Takové piimky
najdeme dvé. Tyto pfimky zobrazime zpét pomoci kruhové inverze na hledané kruznice [y, [5.

Tato tloha ma dvé feseni, viz (Obr. [34]).

Obr. 34: Bpp 2.c.

Priklad 5. V roviné je ddn bod B, pFimka p a kruZnice k(S;r). Sestrojte kruZnici l, kterd

prochdzi bodem B a dotykd se primky p a kruznice k.

Vychozi rozlozeni Pocet fesSeni Metoda feseni

1. (Bek)N(Bep)|a pje teCna k 00 MBDV

b. p je secna k 0 -
2. (Bek)A(B€p) 2 MBDV
3.(Bep)AN(B¢k) 2 stejnolehlost
4. (B¢p)N(B k)| a | pjevn&sipiimkak | 0nebo 4 k. inverze

b. pje secna k 2 k. inverze

C. p je teCna k 1nebo3 | MBDV nebo k. inverze

Tab. 5: Bpk

1.a. Lezi-li bod B zéaroven na kruZnici k i na ptfimce p, kde p je teCnou kruznice £, dostdvame
nekone¢né mnoho teénych kruznic [ s bodem dotyku B, kde mnoZinou stiedt kruznic [ je

pfimka BS, viz (Obr. [33).
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Obr. 35: Bpk l.a.

1.b. V pfipadé, Ze pfimka p je seCnou kruznice £ se spolenym bodem B, nema tloha Zadné
feSeni, protoZe takova kruZnice by protinala alespon jednu z kiivek p, k.

2. Lezi-li bod B na kruznici k a zdroven neleZi na piimce p dostdvame dvé feSeni pomoci
metody mnoZiny bodt dané vlastnosti. Vzdalenost bodu B a ptimky p od stfedu S kruznice [
musi byt stejnd. Pro nalezen{ stfedu .S kruZnice [ pouZijeme osu thlu mezi pfimkou p a kolmici

na piimku BS jdouci bodem B. Takové kruznice najdeme dvé, viz (Obr. [36).

Obr. 36: Bpk 2

V ptipadé, Ze bod B lezi presné na odvricené strané kruznice k£ od pfimky p, prejde
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kruznice [; v kruZnici s nekone¢nym polomérem, tedy piimku. Je-li pfimka p teCnou kruZnice
k, dostdvame opét dvé feSeni, avSak kruZnice [5 splyva s kruznici k.

3. LeZzi-li bod B na pfimce p a zdrovein neleZzi na kruZnici k£, mdme 4 moZnosti vychozi polohy
bod B lezi uvnitt kruznice £, nebo je seCnou a bod B lezi vné kruznice k. VSechny moZnosti
1ze vyftesit pomoci stejnolehlosti a dostaneme 2 feSeni. K pfimce p vedeme kolmici a bodem
B a kolmici b bodem S. Priseciky P, P, piimky b a kruznice k jsou stejnolehlé s teCnymi
body kruznic k,l; resp. k,ls T} resp. T, ve stejnolehlosti se stfedem v bodé B. Stiedy 57,
Sy kruZznic [y, 5 najdeme jako prusecik primky a a piimek 715 a T5S. Pouze v pfipadé teCny

prejde jedna z kruznic [y, [ v piimku splyvajici s pfimkou p, viz (Obr. 37 [38).

Obr. 37: Bpk 3
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Obr. 38: Bpk 3

vvvvvv

polorovinach danych pfimkou p, nema uloha Zadné feSeni. Stejné tak nema reSeni, lezi-li bod
B uvnitf kruznice k.

Pokud bod B lezi vné kruZnice k a zéaroven lezi ve shodné poloroviné dané piimkou
p, ulohu feSime pomoci kruhové inverze, kde stredem zdkladni kruZnice w je bod B a jeji
polomér je libovolny. Pfimka p se zobrazi na kruZnici p’ a kruZnice k na kruznici &’. Hleddme
tecnou kruznici k pfimce p a kruZnici k, Cili te¢né pfimky spolecné pro obé kruznice p’, k'
Takové pfimky najdeme Ctyfi. Tyto pfimky zobrazime zpét pomoci kruhové inverze se za-

kladni kruZnici w na hledané kruZnice Iy, I3, [3, l4. Tato dloha ma 4 feSenti, viz (Obr. 39).
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Obr. 39: Bpk 4.a



4.b. Pokud piimka p je seCnou kruZnice k, feSime tlohu pomoci kruhové inverze analogicky

k pfedchozimu ptipadu. Uloha m4 dvé feseni, viz (Obr. @ .

Obr. 40: Bpk 4.b

Obr. 41: Bpk 4.b
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4.c. Pokud je pfimka p te¢nou kruznice k s tecnym bodem 7', mohou nastat tfi mozné vychozi
polohy bodu B. Bod B miiZe leZet v opacné poloroviné dané pfimkou p vzhledem ke kruznici
k, nebo ve stejné poloroving jako kruznice £ a to uvniti nebo vné kruznice k.

Jestlize bod B lezi v opacné poloroviné vzhledem ke kruZnici k nebo uvniti kruZnice £,

fesime dlohu pomoci osy tsecky 7'B a tloha md 1 feSent, viz (Obr. 42)).

Obr. 42: Bpk 4.c

Posledni moznosti je bod B leZici ve stejné poloroviné jako kruZnice k£ ale mimo ni. Tuto
ulohu feSime pomoci kruhové inverze, kde sttedem zédkladni kruZnice w je bod B a jeji polomér
je libovolny. Potom se kruznice k zobrazi na kruznici £” a pfimka p se zobrazi na kruZnici p'.
Poté nalezneme te¢né piimky ke kruznicim &', p’ a zobrazime je v kruhové inverzi na kruZnice

1,5, 5. Uloha ma 3 feSent viz (Obr. §3).
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Obr. 43: Bpk 4.c

Priklad 6. V roviné jsou ddny kruZnice k(K;ry), l(L;re), 11 < 19 a bod B, ktery leZi

na kruZnici k. Sestrojte kruznici m, kterd prochdzi bodem B a dotykd se kruznic k, 1.

Vychozi rozlozeni Pocet feseni Metoda feSeni
LENni=10 a. | klezivnél 2 k. inverze a stejnolehlost
b. | kleZi uvnitt [ 2 k. inverze a stejnolehlost
2. k,l maji 1 spole¢ny bod | a. kNl=D08 00 MBDV
b.| kNl#B 1 k. inverze a MBDV
3. k, [ maji 2 spole¢né body | a. kNnl+#+B 2 k. inverze a stejnolehlost
b.| kNl=18 0 -
Tab. 6: kkg

1.a. KruZnice k na niZ lezi bod B a kruZnice [ se neprotinaji, ani neleZi jedna uvniti druhé.
Ulohu fe$ime pomoci kombinace kruhové inverze a stejnolehlosti. Nejprve sestrojime pfimku
b jakoZto spojnici stfedti K, L kruznic k,[. Prisecik S piimky b s kruzZnici k zvolime jako

stfed zdkladni kruZnice w s polomérem | BS|. Pomoci kruhové inverze se zakladn{ kruznici w
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sestrojime obrazy kruznic k, [. Kruznice k se zobrazi na pfimku £’ na niZ leZi bod B a kruZnice
[ se zobrazi na kruznici [’. Nyni pouzijeme stejnolehlost. K pifimce k&’ vedeme kolmici a bodem
B. Priseciky P, P, ptimky b a kruznice [’ jsou stejnolehlé s tecnymi body kruznic I, m/ resp.
I';mf Ty resp. T» ve stejnolehlosti se sttedem v bodé B. Stiedy M;, M, kruznic my, mo
najdeme jako prtsecik piimky a a pfimek 77L' a T, L' a sestrojime kruznice m}, mi. Ty
pomoci stejné kruhové inverze zobrazime na kruznice m4, moy a dostdvdme dvé feSeni ulohy,

viz (Obr. 44)).

my

Obr. 44: kkg 1.a

Je-li bod B na kruznici k£ umistén tak, Ze jim prochdzi spolecnd te¢na kruZnic k, [, stane se

z jedné z kruZnic my, my pfimka.
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1.b. Lezi-li kruZnice k uvniti kruZnice [, fesime tlohu stejnym zpiisobem jako v prfedchozim

Obr. 45: kkp 1.b

2.a. Jestlize maji kruZnice k, [ jeden bod dotyku B, je feSeni nekone¢né¢ mnoho, at’ uz maji

Obr. 46: kkg 2.a.



2.b. Jestlize maji kruZnice k, [ jeden bod dotyku S rizny od bodu B, je feSeni pravé jedno, at’
mnoziny bodd dané vlastnosti. Za stied zakladni kruZnice w zvolime bod dotyku .S kruznic &, [
a polomér zakladn{ kruZnice je roven vzdalenosti | SB|. V kruhové inverzi se zakladni kruZnic{
w zobrazime kruznice k, [ na dvé rovnobézné piimky k', !’. Bod B, ktery lezi na kruznici w,
je samodruzny. Nyni sestrojime kruZnici m/, jejiz stted M’ leZi na ose pdsu piimek k', 1" a
prochéazi bodem B. KruZnici m’ zobrazime podle stejné kruhové inverze a dostaneme hledanou

kruznici m, viz (Obr. {7).

Obr. 47: kkp 2.b.

3.a. Pokud maji kruznice dva priiseciky a ani jeden z nich neni bod B, fesime ulohu pomoci
kruhové inverze a stejnolehlosti, viz (Obr. 48)). Nezélezi pfitom na poloze bodu B. Pouze,

leZi-1i bod B na spolecné te¢né kruznic k, [, ptejde jedna z kruznic m; mo v pfimku.
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Obr. 48: kkp 3.a

3.b. Pokud maji kruzZnice dva prisec¢iky z nichZ jednim je bod B, tiloha nema zZadné feseni.

Priklad 7. V roviné jsou ddny tFi riizné primky p, q,r. Sestrojte kruznici l, kterd se dotykd

danych primek.
Vychozi rozloZeni Pocet feSeni | Metoda feSen{
Lpllglr 0 -
2.pllqlWr 2 MBDV
3.plfqlfra | Aepngnr 0 -
b.| pNngnrel 4 MBDV

Tab. 7: ppp

1. Uloha nema feSeni, protoZe tecnd kruZnice dvou krajnich pfimek vZdy protina prostfedni
primku.
2. Ulohu fesime metodou mnoZiny bodi dané vlastnosti, kde vzdalenost stiedu kruzZnice [

musi byt stejnd od vSech tfech pfimek. Pomoci osy pasu ur¢ime vzdélenost piimek p, ¢ a poté
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sestrojime rovnobézky s piimkou r pomoci kruznice k(S; |pq|/2). Stfed hledané kruznice [ je

prisecikem osy pasu piimek p, g a sestrojenych rovnobézek s pfimkou . Uloha ma dvé fesent,

viz (Obr. 49).

Obr. 49: ppp 2.

3.a. Uloha nemd feSeni, protoZe kruZnice ! by musela mit nulovy polomér, aby neprotinala
Zadnou z primek p, ¢, r.

3.b. Ulohu fesime metodou mnoZiny bodii dané vlastnosti. Stfed kruZnic leZf na osach thlG
mezi jednotlivymi pfimkami. Jedna se o analogii kruZnice vepsané trojihelniku, kde ndm

pro nalezeni stiedu posta¢i osy dvou dhld. Uloha ma &tyfi feseni, viz (Obr. .
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Obr. 50: ppp 2.
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6 Ulohy v omezené nakresné

V této Casti prace vyreSime nékolik uloh v tzv. omezené ndkresné. Rysovat v omezené
nakresné znamend pracovat s body, které nemusi byt fyzicky dosazitelné (jsou mimo pa-
pir). V nasem pripadé€ nepristupné body v ndkresné uvidime kvili kontrole spravnosti fesent,
nemutzeme je vSak pri konstrukci pouzit. Nésledujici tlohy jsou v dané literatufe feSeny po-

moci stejnolehlosti. My stejné dlohy vyieSime pomoci kruhové inverze.

Priklad 8. Jsou ddny dvé primky a, b, jejichZ prisecik P lezi mimo papir, na kterém rysujeme.
Didle je ddn bod M, ktery neleZi na primkdch a,b. Narysujte primku PM, tj. spojte bod M

s nedostupnym priisecikem primek a, b. [2l]

Narysujeme piimky a, b a libovolny bod M. Pro uZiti kruhové inverze je nutné si uvédomit,
Ze bod M bude leZet na ptimce jdouci bodem P. Proto jako stfed zdkladni kruZnice w zvolime
pravé bod M, pti¢emZ polomér zdkladni kruznice je libovolny.

Pomoci kruhové inverze se zdkladni kruZnici w sestrojime obrazy piimek a, b a jejich
prisecik P’. Obraz S nevlastniho bodu M, splyva s bodem M. Nyni spojime bod S s bodem
P’ ptimkou p/, kterou zobrazime pomoci kruhové inverze na pfimku p. Ta dle zadani prochazi

nepfistupnym bodem P.

Obr. 51: Priklad [§]
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Priklad 9. Je ddn iihel AV B. Vrchol V leZi mimo papir, na kterém rysujeme. Narysujte osu
hlu AV B. [2]

Narysujeme piimky a, b, v jejichZ pruseciku lezi nepfistupny vrchol V. K pfimkam a,
b sestrojime rovnobéZzky, jejichZ vzdalenost od piimek a, b je stejnd. Prisecik rovnobézek
ozna¢ime P. Bod P je stfed zdkladni kruZznice w s libovolnym polomérem. Podle zdkladni
kruZnice w sestrojime v kruhové inverzi obrazy pfimek a, b. Pruse¢iky kruznic a/, b’ jsou body

L, P, jejichz spojnice tvoii osu uhlu AV B.

Obr. 52: Ptiklad [0
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Priklad 10. Je ddn trojiihelnik ABC. Vrchol C' leZi mimo papir, na kterém rysujeme. Narysu-
Jjte kolmici bodem C' na stranu AB. [2]

Narysujeme trojihelnik ABC' a pfimky a, b, ¢, které se kryji s prisluSnymi stranami troj-
uhelniku. Zakladni kruZnici w volime tak, Ze jeji stfed leZi v bodé A a polomér je libovolny.
Sestrojime obrazy piimek a, b, ¢ (b a ¢ jsou samodruzné). ProtoZe bod C' lezi na pruseciku
piimek a, b, najdeme priseciky kiivek a’, v/, kterymi jsou body A a P.

Nyni hleddme kruznici, kterd prochdzi bodem P a je kolma na pfimku ¢’. Bodem P vedeme
kolmici na pfimku ¢’ a jeji prisecik s pfimkou ¢’ ozna¢ime K. KruZnice k je potom Thaletova
kruznice s primérem AK. Déle zobrazime kruznici k v kruhové inverzi se zakladni kruznici

w na pifmku &, coZ je hledand kolmice jdouci nepfistupnym bodem C, viz (Obr. [53).

Obr. 53: Priklad 10
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