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Uvod

Hlavnim namétem této prace jsou specialni typy prvocisel. Prvni cast je
vénovana prvocislim obecné, shrnuje zakladni pojmy a nékolik diileZitych vét
o prvocislech. Zaroven predstavuje znamé matematiky, ktefi podali pro dalsi
studium prvocisel dilezité zaklady. To vSe je zasazeno do historického kontextu.

Druhad c¢ast je zamérena naspecidlni typy prvocisel a ma tii samostatné
podkapitoly. Prvni z nich ptibliZuje Mersennova prvocisla a jejich autora vcetné
domnénky, kterou vyslovil ohledné mnoZiny téchto prvocisel. Zaroven je
predloZena spojitost Mersennovych prvocisel jednak s dokonalymi ¢isly, ale
také soborem kryptografie. Druha podkapitola je zaméfena na Fermatova
prvocisla a jejich autora a dale i na aplikaci Fermatovych prvocisel v geometrii.
Treti ¢ast pak pojednava o Eukleidovych prvocislech.

Prace ma hlavné informacni charakter. Cilem je prehledné usporadat dilezita a
dosud poznana fakta a dostatecné se seznamit s danou problematikou. VétSina
poznatki je doplnéna konkrétnimi priklady, které pomohou lépe pochopit pravé
rozebiranou problematiku.

V celé praci se predpoklada znalost zakladnich pojmi algebry.



Seznam symboli
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celoCiselné jednotky

Halmosiiv symbol oznacujici konec ditkazu



1 Prvocisla napric historii
1.1 Prvnirozdéleni cisel

Historie prvocisel zacina jiZ nékolik stoleti pred nasim letopoctem. Pythagoras
ze Samu je stredovéky matematik Zijici v letech 590-500 pft. n. L. Ve svém mladi
hodné cestuje, coZ mu pomaha poznavat uceni a riizné filozofie jinych narodi.
Pri svych cestach dokonce ziskava pristup i k utajovanym znalostem tehdejSich
knézi. Po navratu zpét na rodny Samos se rozhoduje pravé pro drahu filozofa,
avSak pro nepratelstvi s mistnim tyranem Polykratem, nemiiZe sehnat Zaky.
Kolem svych ¢tyriceti let se tedy stéhuje do fecké osady v jihoitalském Krotonu
a zaklada zde svou proslulou $kolu pythagorejcti. Ackoli je to filozoficka skola,
ma neobvykle Siroky zabér: pres prirodni védy, astronomii, 1ékarstvi, hudbu az
k matematice, které je vénovana nejvétsi pozornost. Pythagorejci jsou doslova
fascinovani ¢isly, ktera povaZzuji za ,stavebni atomy* celého svéta. Hledaji mezi
Cisly rizné vztahy, snazi se je rozkladat, nebo rizné kombinovat a podavaji tak
dobry zaklad pro teorii Cisel. Ukazuji naptiklad, Ze soucet po sobé jdoucich
lichych prirozenych ¢isel je druha mocnina nebo Ze soucet dvou lichych po sobé
jdoucich ptirozenych cisel je délitelny Ctyfmi. Pri svém zkoumani délitelnosti
Cisel, nachazeji takova, ktera maji pravé dva rtizné délitele. Poprvé v historii se
zacina mluvit o prvocislech. Od tietiho stoleti pied nasim letopoctem se zacinaji
prirozena c¢isla délit do nasledujicich tii skupin:

1) Cislo 1 patf{ do samostatné skupiny, protoZe jako jediné neni délitelné
zZadnym jinym c¢islem kromé sebe samotnym.

2) Druhou skupinu tvofi ¢isla, které kromé sebe jsou délitelné uz jen Cislem
jedna a Zd&dnym jinym prirozenym cislem; ty se nazyvaji prvocisly.

3) VSechna ostatni ¢isla nepattici ani do prvni a ani do druhé skupiny, jsou
Cisla slozena.

Pro dalsi zkoumani prvocisel je diilezité dokazat nasledujici véty:

Véta 1.1 (Prvni Euklidova véta): Necht' p je prvocislo a necht p|a,a, ...a;, kde
ay, ..., Ay, k jsou prirozena cisla. Potom bud’ p|a; nebo p|a, ... nebo p|ay.

Diikaz: Dokazeme matematickou indukci podle k:

e k = 2, mohou nastat dva pripady
o pokud p|a, jsme hotovi
o pokudp t a tak (p,a,) = 1 a existuji cela Cisla x a y 1 tak, ze
a;x + py = latedy a;xa, + pya, = a,
protoZe pla,a, a p|p, vidime, Ze p|a,

1 ;v ’ v . . s ovr . . v v .
Pomocnd véta: Necht k = (m, n) pro néjaka cela ¢isla m a n, kterd nejsou soucasné nulova. Pak
existuji celd Cisla x a y tak, Ze mx + ny = k.



nyni oznatme A = a, ...ay_;. Pfedpokladejme, Ze véta plati pro k — 1

Cinitel a dokazme, Ze plati i pro k Cinitelli. Podle predpokladu véty plati

p|Aay. RozliSujeme dva pripady (podle predchazejicich avah): bud’ p|A

potom je nasSe tvrzeni podle indukéniho predpokladu pravdivé, nebo
plag.

[

([21],s.55)

Véta 1.2 Kazdé sloZené Cislo miizeme psat ve tvaru soucinu prvocisel.

Dukaz:

Véta 1

DokaZeme matematickou indukci podle k

k = 4 je nejmensi sloZené Cislo a mizZeme jej napsat jako 4 = 2 - 2, tedy
tvrzeni je pravdive.
Piredpokladejme, Ze tvrzeni je pravdivé pro vSechna sloZena c¢isla mensi
nezn.
Pokud n je Cislo sloZené, je moZné jej zapsat ve tvaru n = ab, kde
1<a<n, 1<b<n. Budto je a prvocislo, nebo cislo slozené a mensi
nez n, a tak podle induk¢éniho predpokladu je moZzné a ve tvaru soucinu
prvocisel. To samé plati i o b, a tak n je mozné psat ve tvaru soucinu
prvocisel (nebo jen jako soucin a a b, pokud to jsou prvocisla).
u
([21],s.55,56)

.3 (Zakladni véta aritmetiky) Kazdé prirozené ¢islo n > 1 lze vyjadrit

jedinym zptisobem ve tvaru

kde p;
Dikaz:

1,,02 |

Ay
pZ ..pk ,
< py < -+ < pg jsou prvocisla a ay, ..., ai jsou prirozena Cisla.

_ . a
n=p

MozZnost takového vyjadreni sloZenych Cisel jsme jiz ukazali v predchozi
vété. Pokud n je prvocislo, tak staci, kdyz k = 1,p;, =n,a; = 1.
Musime jeSté dokazat, Ze pro kazdé prirozené Cislo existuje jediné takové
vyjadireni. Predpoklddejme, Ze pro néjaké n existuji dvé vyjadreni
v kanonickém tvaru

n= pflng ...p":k,

n=qyq5" gl
kde p; <p, < <pr, 1 <qy; << g jsou prvocisla a ay,...,a; a
B, ---, Bs jsou prirozena cisla. Potom

Prpg? Pt = a4y b - gb.
Pro kazdé i tedy plati:

N

pilqlquz---qs :



e Na zakladé Véty 1.1 z toho vyplyva, Ze pi|qu pro néjakeé j. Stali jeSté
jednou aplikovat Vétu 1.1, abychom dostali p;|q;; to je mozné pouze

tehdy, kdyz p; = q; (nebot obé Cisla jsou prvocisla). Tedy v rovnosti

Ak _

piips? - pek = qp qh? g
vystupuje na pravé strané alespon tolik prvocisel jako na levé, tj. k < s.
Podobnou uvahou miizeme dokazat, Ze s < k. ProtoZe p; a q; jsou
usporadané podle velikosti, tak z uvedenych uvah vyplyva, Ze
P1 =41 -, Pk = Gk-
e Musime jeSté dokazat, Ze a; =f; pro i=1,2,..,k. To dokdZeme
neprimo. Predpokladejme napriklad, Ze a; > f3;. Potom z rovnosti

plipsz .. pik = ghrghe ... gfs

(azrovnosti s = k) po vydéleni ¢islem p;* dostaneme:

@i—1  a1B1, Ait1 | B1 . Bi—1,,Bi+1 | Bk

] R e gy R i IR ey AR A
Cislo a; —; > 0, a proto leva strana posledni rovnosti je délitelna
prvocislem p;, ale prava ne, cozZ je spor. Podobné bychom postupovali i
v pripadé a; < [5;, takZe pro vSechnai = 1, ..., k plati a; = ;.
To znamend, Ze kazdé dvé vyjadreni Cisla n v kanonickém tvaru jsou
totozna, a tak libovolné n mizeme vyjadrit v kanonickém tvaru jedinym
zplsobem.
]
([21],s.56 - 58)

1.2 Kolik je prvocisel?

UZ vime, co to prvocisla jsou, a dokazali jsme, Ze kazdé sloZené Cislo 1ze rozlozit
na prvocisla. Naskyta se tedy otdzka, kolik prvocisel skutecné existuje? Mezi
prvnim tisicem prirozenych Cisel je 168 prvocisel. Dale mezi ¢isly 1 000 a 2 000
je pravé 135 prvocisel, mezi 2 000 a 3 000 pravé 127 prvocisel a mezi 3 000 a
4000 je jich 120. Vidime tedy, Ze prvocisel pomalu ubyvd, vymizi vSak uplné?
Mohlo by byt ovSem nekonetné mnoho sloZenych c¢isel, pokud by dosly jejich
,stavebni kameny“ - prvocisla? Asi sto let po zavedeni pojmu prvocislo,
predklada Eukleides dikaz o jejich nekone¢ném poctu.

Celym jménem Eukleides z Alexandrie (325-265 pf. n. l.) proZiva vétSinu svého
Zivota pravé ve starovékém egyptském mésté Alexandria, kam je povolan
kralem Ptolemaiem I. Privlastek z u néj tedy vyjimecné neoznacuje misto
narozeni, ale misto, kde prozivad vétSinu svého Zivota. Eukleides je kralem
dosazen do pozice vedouciho tymu matematikii v nové zaloZené knihovné,
znamé také jako Museion. Diky tomuto ziskava pristup k mnoha matematickym
vysledklim, které uttibené sepisuje a doplituje vlastnimi poznatky. Takto vznika
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matematicko-literarni poklad, jeho znamé ttinactisvazkové dilo Zaklady, podle
kterého se matematika na Skolach vyucuje bezmala dalSi dvé tisicileti po jeho
smrti. Poprvé se v tomto dile dokonce setkdvame s dlikazy matematickych vét.

Jednim z nejznaméjSich a zaroven vzorovym Eukleidovym diikazem, je diikaz
o nekone¢ném poctu prvocisel:

Véta 1.4 (Druha Euklidova véta) Prvocisel je vice, neZ dané mnoZzstvi prvocisel.

Dukaz:

e Danymi prvocisly bud'tez pq, py, ..., pn. PoloZme d = p1py ...pn, q =d + 1.
Je-li g prvocislo, pak q je razné od kazdého z prvocisel py, p,, .., pn, nebot
je vétsi, nez kterékoli z nich.

e Necht' g neni prvocislo. Potom je g = rp, kde p je prvocislo. DokdZeme, Ze
p je rizné od kazdého zprvocisel p,,p,, ..., pn. Necht tomu tak neni.
Potom jed = sp,kde s < r;

l=q—-d=rp—sp=(r—sp
COZ je spor.
[
([4],s.74)

1.2.1 Prvociselna véta

S pomoci nasledujici tabulky odvodime vztah, kterym je mozné urcit piriblizny
pocet prvocisel neprevysujicich ¢islo n:

Tabulka 1
chyba
n (n) n/m(n) In(n) v %
1000 168 59524  6,9077 16,0490
1000 000 78478 12,7592 13,8155 8,4487
1000000 000 50847534 19,6665 20,7232 5,3731
1000 000 000 000 37607912018 26,5901 27,6310 3,9146

1000 000 000 000 000 29844 570422669 33,6247 34,4465 2,7156

Druhy sloupec tabulky udava presny pocet prvocisel neprevysujicich ¢islo n
ze sloupce prvniho. Stoji za povSimnuti, Ze cisla tretiho sloupce, ktera jsou
podilem cisel ze dvou prvnich sloupci, vzristaji pokazdé priblizné o cislo 7.
Podobné se bude chovat i funkce prirozeného logaritmu In(n) zapsana
ve ¢tvrtém sloupci. Posledni sloupec uvadi procentudlni rozdil mezi sloupci tfi a
Ctyri. Srostouci prirozenym Ccislem n se tedy [n(n) priblizuje hodnoté
n/m(n). Toho si jako prvni povsiml némecky matematik Carl Friedrich Gauss
(1777 - 1855) a vyslovil nasledujici vétu, ktera ndm pomahda urcit priblizny
pocet prvocisel neprevysujicich ¢islo n.
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Véta 1.5 (Prvociselnd véta) Necht funkce m(n) oznacCuje vSechna prvocisla
mensi, neZ prirozené ¢islo n, pak plati nasledujici vztah
n

m(n)~ In(n)

1.3 Hledani prvocisel

Nyni dokdZeme rozlisit, zda dané ¢islo je ¢i neni prvocislem. Vyvstava otazka:
existuje néjaky algoritmus, pomoci kterého je mozZné prvocisla ziskat?
Matematik Eratosthenes (276 - 194 pr.n.l), ktery mimo jiné ve své dobé
s pozoruhodnou presnosti (11,5%) dokazal spocitat obvod Zemé, poskytuje
zajimavy algoritmus pro vyhledani prvocisel. Metoda se tak po ném jmenuje
Eratosthenovo sito. Nejdrive vyslovime vétu, kterd pouziti Erastotenova sita
velmi zjednodusi.

Véta 1.6 (Odmocninové kritérium) Kazdé slozené cislo n ma alespon jednoho
prvociselného délitele

p <Vn.
Dukaz:

Je-li n Cislo slozené, pak n = ab, kde a, b jsou prirozena ¢isla, pro ktera plati
1 < a <n,1< b < n.Privhodné volbé oznaceni obou c¢initeli mizeme piedpo-
kladat a < b. Pak n = ab > a?, a proto a < v/n. Nebot ¢&islo a ma alespoii jed-
noho prvoéiselného délitele p < a a tedy p < v/n. Avsak &islo p jako délitel &isla
a, které je délitelem &isla n, je délitelem ¢isla n. Cislo n ma tedy prvoéiselného
délitele p, p < Vn.
[ ]
([15],s.10)

Eratosthenovo sito:

e Budeme zjistovat prvocisla mensi nez ¢islo a
e VypiSeme vSechna ¢islaod 1 do a
e Zposloupnosti budeme vyskrtavat vSechna Cisla, kterd nejsou prvocisly
nasledujicim zptisobem:
o Nejprve Skrtneme jednicku (nevyhovuje definici prvocisla).
o Pro kazdé prirozené cislo n > 1 vySkrtneme vSechna ¢isla vétsi
nez n, kterd jsou zaroven cislem n délitelna.
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[lustrujme metodu na prikladu pro a = 25:

e 1,2,3,4,56,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,
24, 25

e ,2,3456,7,89,10,11,12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,
24,25

e ,2,3,.,5.,7,.,9_,11,_13,_,15,,17,,19,_21,_23,_25

e ,2,3.,5._.7_,_.11,_,13,,_,.,17,,19,,__23,_25

e ,2,3.,5.7,_,.,.,11,_,13,,_,.,17,,19,, .23, _

e Dal jiz nemusime pokraovat, nebot 5 > /25 a Véta 1.6 tik4, Ze kazdé
sloZené Cislo b ma alespon jednoho prvociselného délitele mensiho nez
Vb. Z toho vyplyva, Ze slozené &islo b jiz bylo vyskrtnuto jako nasobek
svého mensiho délitele.

Takovy zptisob hledani prvocisel je velmi jednoduchy a efektivni. Neda se ovsem
pouZzit pokud je prirozené Cislo a prili§ velké. Napriklad pro vypsani prvnich
100 000 prirozenych cisel je zapotiebi vice nez 150 normostran2. Hledani
prvocisel vtakovém mnoZstvi by znamenalo dny mozna i tydny monoténni
mravenci prace. Presto se do takové prace pustil napriklad profesor matematiky
prazské univerzity Jakub Filip Kulik (1793 - 1863). Po dlouhém usili predstavil
své dilo, které obsahuje tabulky prvociselnych déliteli vSech prirozenych cisel
do sta miliont, coZ je obdivuhodny vykon.

1.4 RozloZeni prvocisel

Podivejme se na rozloZeni prvocisel mezi prirozenymi ¢isly. Budou-li vySkrtnuta
vSechna cisla sloZzenad v mnoZiné prirozenych ¢isel, vzniknou ndm po nich rtzné
dlouhé mezery ohranicené dvéma prvocisly. Proilustraci pouZzijme tadu
prirozenych ¢isel od 1 do 200:

523.,5.,7_,.,.,1,,13,,,.,17,,19,,,.,23,,_,_.,.,.29,,31,_,_
.37, ,.,.41,.,43,,.,.,47, ,,_,_.,.,53,,_,_,.,.,59,,61,_,_,_,_,.,67,,_,
71,73, ,.,.,,,79.,.,.,83,,.,.,.,.,89,_,,.,.,.,.,.,97,_,__.,101,,103,
- 107,109,113, ., ,..,127,,,.,131,_ . _ _ 137,
5139, ,.,,.,.,.,,.,.,149,,154,,,_,_,.,157,,_,_,_,.,163,,_ 167,
5,173, ,.,.,.,.,.,179,,18%,_,,_,,_,,_,.,.,191,,193,_,_,___.,199,_

Vynechana cisla jsou sloZena. Je tedy ziejmé, Ze vyskyt prvocisel v uspoiradané
mnoZiné prirozenych cisel je nepravidelny. Na druhou stranu je mozZné si po-
vSimnout takovych dvojic prvocisel (p, q), pro které plati, Ze p <qaq—p < 2.
Takové dvojice nazyvame prvociselnymi dvojcaty. Patii mezi né napiiklad (2,3),

? Pfiblizné& 3 650 znak{ na stranu.
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(3,5), (5,7), (11,13), (191,193), (10° + 7,10° + 9). Prvociselnd dvojcata se
vyskytuji velmi ziidka, avsak jestli Uplné vymizi, zatim nevime. Roku 1949
P. Clement dokazal nasledujici vétu o prvociselnych dvojcatech.

Véta 1.7 (Clementova) Cislo p(p + 2) déli &islo 4((p -+ 1) + p pravé tehdy,
kdyZ (p, p + 2) jsou prvociselna dvojcata.

S prvociselnymi dvojcaty dzce souvisi i dalsi pojem, tj. prvociselna ctyicata.
Ctverici prvocisel (p, g, 7, s) nazveme prvociselna ¢tyicata, jestlizep < g <r <s
a zdroven s—p <8. Prikladem jsou (2,3,5,7), (11,13,17,19) nebo
(10013951,10013953,10013957,10013959).

Vratme se krozloZeni prvocisel. Otazkou tedy je, jestli existuje jakkoli dlouhy
usek prirozenych cCisel, mezi nimiz neni zadné prvocislo. Odpovéd’ dava diikaz
nasledujici véty:

Véta 1.8 V posloupnosti prirozenych Cisel existuje pro kazdé k € N k cleni této
posloupnosti jdoucich za sebou, jeZ jsou vSechna sloZena.

Dukaz:

UvaZujme prirozena Cisla
m+D!'+2,(n+D'+3,...,(n+ D'+ (k+1).
Pro k < n je kazdé takové Cislo sloZzené, nebot
2+ D'+ 2,3|[(n+ D'+ 3,...,(k+ D|(n+ D!+ (k + 1).
|
([6], s. 21, 22)

Vidime tedy, Ze prvocisla jsou v posloupnosti prirozenych cisel usporadana
nepravidelné. Nelze ovSem fici, Ze mezi prvocisly skute¢né zZadné usporadani
neexistuje. Vénujme pozornost nasledujici spirale:
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133 132 130 129 128.126 125 124 123 122

88 87 86 85 84 82 1121

Obrazek 1 Ulmanova spirdla

Roku 1965 tuto spirdlu svétu predstavuje polsky matematik Stanislaw Marcin
Ulman (1909 - 1984). PrirteSeni uloh na Sachovnici zapisuje prirozena cisla
od stiedu do spirdly a zvyrazinuje mezi nimi prvocisla. Bude-li spirala pokraco-
vat ddle, zacnou se v ni tvorit rlizné dlouhé dsecky se smérnici +1. Takové
tse¢ky odpovidaji polynomim vetvaru u(x) = 4x% + bx + c. Napiiklad
prob =10 ac =4 mame polynom

u(x) =4x?>+10x +5
a vidime nékolik prvocisel leZici na usec¢ce o smérnici —1: u(0) =5, u(1) = 19,
u(2) =41, u(3) =71, u(4) = 109 (viz obrazek Ulmanovy spiraly).

1.5 Polynomy generujici prvocisla

Podobné polynomy s celo¢iselnymi argumenty x nabyvajici prvociselnych

sy an
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Polynomy s celo¢iselnymi argumenty x, které nabyvaji prourcitd x
prvociselnych hodnot, se nazyvaji polynomy generujici prvocisla.

Jmenujme napriklad Leonharda Eulera (1707 - 1783), ktery se proslavil i
mnoha dal$imi vyznamnymi objevy v matematice. Euler se narodil ve Svycarské
Basileji do protestantské rodiny. Jeho rodice méli o budoucnosti svého syna
jasné predstavy. A tak mlady Leonhard ve svych Sestnacti letech nastupuje
ke studiim teologie na Basilejskou univerzitu, aby mohl jit ve stopach svého
otce, ktery je pastorem reformované cirkve. Pozdéji se rozhodne studia teologie
ukoncit a vénovat se matematice. Pravdépodobné zasluhu na jeho rozhodnuti
méla rodina Bernoulliti, ktera si byla s Eulerovymi velmi blizka jesté pied
Leonhardovym narozenim.

Neni tedy divu, Ze pravé ]. Bernoullimu piSe Euler roku 1772 o objevu
kvadratického polynomu
p(x) = x* +x + 41,

ktery pro x =0, 1, ..., 39 dava tuto posloupnost prvocisel: 41, 43, 47, 53, 61, 71,
83,97,113,131, 151,173,197, 223, 251, 281, 313, 347, 383, 421, 461, 503, 547,
593, 641, 691, 743, 797, 853, 911, 971, 1033, 1097, 1163, 1231, 1301, 1373,
1447, 1523, 1601. To je Ctyficet posobé jdoucich argumenti x, pro ktera
polynom p(x) generuje prvocisla. Pokud pridame i zaporné argumenty, tak
prvocisla dostaneme i prox = —40,—39,...,—1. To znamena 80 po sobé
jdoucich celociselnych argumenti x. JeSté zajimavéjsi je, Ze pokud zax
dosadime ¢isla 0, 1, ..., 2377, polynom p(x) bude nabyvat prvociselnych hodnot
v poloviné pripadl. DalSimi zajimavymi polynomy od Leonharda Eulera jsou
x*+x+17prox=1,..,15ax2+79x + 1 prox = 0,1, ..., 78.

V matematické literature se objevuji desitky dalSich podobnych polynomi
od raznych autort. Uvedeme si nékteré z nich:

36x% — 810x + 2753
2x% 4+ 29
103x% — 3945x + 34381

k+2)1—-[wz+h+j—ql>*—[(gk+29+k+1)(h+))+h—z]*-
—[16(k+1)3k+2)(n+1)2+1—-f2)2—[e3(e+2)(a+1)?*+1—0?%] -
—[2n+p+qg+z—e]*—[(a®>—-1)y*+1—x%)?—[16r%y*(a? — 1) + 1 —u?]? —
—[((a+u2(u2—a))z—1)(n+4dy2)+1—(x+cu)2]2—[n+l+v—y]2—
—[(@® - +1-m?P2—[ai+k+1-1—i]* -
—[p+lla—n—-1)—bRan+2a—n*-2n—-2) —m]* —
—[g+yla—p—1)+sQap +2a—p?—2p—2) —x]* —
—[z+pl(a—p) +t(2ap — p* — 1) —pm]*}
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Posledni polynom publikovali roku 1976 spolecné ¢tyri matematici J. P. Jones,
D. Sato, H. Wada a D. Wiens. Polynom je 25. stupné a ma 26 rliznych argumentt
ab, ..,z

1.6 Mala Fermatova, Eulerova a Wilsonova véta

Na zavér kapitoly dokdzeme tfi dllezité véty. Prvni z nich zformuloval Francouz
Pierre de Fermat v dopise svému priteli F. de Bessy roku 1640.

Pro dlikaz Malé Fermatovy véty budeme potiebovat nasledujici tvrzeni, které
vznikne preformulovanim Véty 1.1:

Je-li p prvocislo a ab = 0 (mod p), pak a = 0 (mod p) nebo b = 0 (mod p).
Véta 1.9 (Mal4 Fermatova véta) Jestlize a € N, a p je prvocislo, pak p|(a? — a).
Dilikaz:

e Pripad prop = 2 je zfejmy
e Necht p je prvocislo vétsi nez 2.
o Jestlize p|a, pak p také déli ¢islo a? — a = a(aP~! — 1).
o Necht ¢isla p a a jsou nesoudélna, tj. (p,a) = 1. UkaZeme, Ze
pl(aP~ —1):
UvazZujme konecnou posloupnost
a,2a,3a,..,(p —1a.
Vydélime-li ¢isla ia a ja, 1 < j < i < p, prvocislem p, nemliZeme
dostat stejny zbytek, protoze pak by p|(i — j)a, coz je podle vyse
zminéné a preformulované Véty 1.1 spor stim, Ze (a,p) = 1.
Posloupnost a,2a,3a,...,(p —1)a proto dava p —1 raznych
nenulovych zbytkii piidéleni prvocislem p. Stejné zbytky (az
na poradi) dostaneme, kdyZz budeme délit posloupnost
1,2,3,...,(p — 1) prvocislem p. Vyndsobme mezi sebou tato ¢isla a
pak také ¢isla v posloupnosti a, 24, 3a, ..., (p — 1)a. Odtud pomoci
vlastnosti kongruenci a naslednou indukci dospéjeme
ke kongruenci (a?~! —1)(p — 1)! = 0 (mod p).
Tedy (a?'—1)(p—1)! =0 (modp) a prvni Cinitel na levé
strané je délitelny prvocislem p podle vySe odvozeného vztahu,
jelikoZ platip + (p — D!
]
([9], s. 66, 67)

Zobecnénim Malé Fermatovy véty je nasledujici véta, kterou vyslovil asi o sto let
pozdéji Leonhard Euler.
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Definice 1.1 Funkce ¢, definovand na mnoziné kladnych cisel tak, Ze pro kazdé
n € N znaci ¢ (n) pocet kladnych celych ¢isel x takovych, ze x <n a (x,n) =1,
se nazyva Eulerova funkce. Klademe ¢ (1) = 1.

Véta 1.10 (Eulerova) Jsou-lia € Z,n € N, (a,n) = 1, pak
a®?™ = 1(mod n)
Dtikaz:

e Podminka (a,n) = 1 znamen3, Ze prvek a je nedélitel nuly v Z,,.
e Necht tedy aj, ..., Gy n) jsou vSichni nedélitelé nuly v Z,. Je tedy moZzné,
ze kazdy prvek a - a; je také nedélitel nuly
e Pokud by platilo a-a; = a-a; pro nékteré indexy i,j, bylo by take
a; = a;. Z toho plyne, Ze a - a; jsou vSichni nedélitelé nuly v Z,.
e Poté plati
Ay a Ay = a1 Gpen),
tj. a?™ = 1(mod n).
[ ]
([6], s. 26)

Mala Fermatova a Eulerova véta jsou velmi uzite¢né napriklad pfri hledani
zbytku &isla a® po déleni ¢islem m. UkaZme si obecné, jak algoritmus vypada:
Naleznéte zbytek po déleni &isla a® ¢islem m.

e Pokud (a,m) =1ak > @(m), k mizeme zapsat jako
k=o(m)q+r,
0 <7 < @(m). Z tohoto zapisu vyplyva
ak = q?Ma+r = qeMagr = g" (mod m).

Priklad: Naleznéte zbytek po déleni &isla 252 &islem 465.

©(45) = (32-3)(5—1) =24 a (2,45) = 1a52 > 24, jsou tedy splnény obé
podminky a mizeme psat 52 = 24 - 2 + 4, tedy

252 = 24244 = 2242 % = 2* (mod 45).

Poznamka: Ve skutecnosti Euler svou vétu zapsal bez pouziti kongruence. Zapis
kongruence, tak jak je ve vété pouzit, zavedl az o nékolik let pozdéji némecky
matematik Carl Friedrich Gauss. Gaussova kongruence a = b(mod m) je
ekvivalentni s vyrazem m|(b — a).

Posledni véta je pojmenovana podle britského matematika Johna Wilsona
(1741-1793). O jeji objev se ovSem zaslouZil Edward Waring (1736 - 1798),
ktery ji publikoval roku 1770 a Wilsonovi vénoval ve své knize.
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Véta 1.11 (Wilsonova) Cislo p > 1 je prvocislo pravé tehdy, kdyZ
(p— 1! = -1 (mod p)
Diikaz:
e Nejprve dokazme, ze G = 1vZ, pravé kdyZa = 1neboa =p —1
e Jellia’?=1,pak(@-1)-(@+1)=0
e Z,jetéleso, takzejebud @ = Ineboa=-1=p—1

e To znamen4, Ze pro p > 2 je kazdy zprvkia € Z , 2 < a < p — 2 rlzny
od prvku k nému inverzniho, tedy 2:3--p—2 =1

e Zptedesléhovyplyva1-2:3-p—-2-p—1=p—-1=-1,
(p — 1)! = —1 (mod p).
[
([6], 5. 27)

Véta ma prakticky vyznam pftitestovani prvociselnosti. Z definice kongruence
tedy vyplyva, Ze p je prvocislo, pravé kdyz plati
pllp— D!+ 1.

[lustrujme si to na prikladu: ¢islo 7 je prvocislo, protoze

7-D!'+1=720+1=721
a plati Ze 7|721.
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2 Specialni typy prvocisel

Jak napovida nazev kapitoly, budeme se zabyvat specialnimi typy prvocisel, coz
jsou prvocisla, ktera se ziskavaji pomoci urcitého vzorce. S néc¢im podobnym
jsme se jiz setkali v kapitole polynomy generujici prvocisla. Diky tomu, Ze jsou
prvocisla ziskdvana ze vzorcii, maji urcité specialni vlastnosti a také mohou mit i
dalsi jedinecné vyuziti. Vtéto kapitole se tak predstavi tfi nejznaméjsi
ze specialnich typi prvocisel - Mersennova, Fermatova a Eukleidova prvocisla.

2.1 Mersennova prvocisla

Pravé jedny z takovychto prvocisel, objevil nebo spiSe bliZe popsal3 francouzsky
mnich Marin Mersenne. Mozna je podivuhodné, Ze se o takovy objev zaslouZil
pravé mnich, ne vSak zcela neobvyklé.

sV

Marin Mersenne se narodil 8. zari 1588 v Bourg d’0Oizé départementu Sarthe
ve Francii. Ve svych Sestnacti letech nastupuje ke studiim teologie na jezuitské
koleji v nedalekém La Fleche (ackoli zde zlistava nékolik let, do jezuitského radu
nikdy nevstoupi). A pravé tady zacina jeho dlouholeté pratelstvi
s René Descartem (1596 - 1650), ktery kolej také navstévuje. Jejich pratelstvi
pokracuje i dlouho po Mersennové odchodu. Po péti letech ujezuiti se roz-
hodne ve svych studiich teologie pokracovat na parizském Sorboné, kde zlistava
az do roku 1611. Po ukonceni studii vstupuje do fadu minimt, kde ma moZnost
celych osm let vyucovat nejen filozofii, ale i matematiku v radovém klastere
v Never. Nakonec se stéhuje i odtud. Jeho novym domovem je ¢ast PariZe pobliz
Palace Royale, zndmého mista, kde se schazeji vyznamni intelektudlové této
doby. Setkan{ s nimi je vak pro Mersenna zklamanim. Zadny z matematiki nen{
ochoten se o své poznatky podélit s ostatnimi. Takovyto tajnlistkarsky postoj se
v Parizi objevil jiZ o stoleti diive u takzvanych kosistli*.

Je jasné, Ze takovy nekolektivni zplisob badani rozvoji kralovny véd vibec
neprospiva. Je tedy nacase podniknout radikalni kroky. Mersenne se proto roz-
hodne u sebe doma poradat pravidelna setkani nejen matematikd, ale i védct
ostatnich obori a spole¢né diskutuji o svych ndpadech. Mezi nejznaméjsi cleny
této komunity patii Blaise Pascal (matematik, fyzik, spisovatel a teolog; vytvoril
prvni mechanicky kalkulator, podal zaklady teorie pravdépodobnosti), Pierre
Gassendi (fyzik, astronom a profesor matematiky na Royal Colége), Gilles
Personne de Roberval (filozof a matematik; zakladatel kinematické geometrie) a

? Dale v textu bude ukazano, e o téchto &islech védél jiz ve Etvrtém stoleti pf. n. I. Eukleides.

* Nazev povolani kosistd je odvozeno od italského cosa, neboli véc, co? oznacovalo uréitou nezndmou
ve vypoctu. Kosisté se nechali najimat tehdejSimi obchodniky a podnikateli k rGznym druhim
vypoctu. Znalost algoritmd vypoctl pro né znamenala obZivu, proto se snazili své poznatky vSemozné
pred ostatnimi tajit.
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Jean de Beaugrand. Je pravda, Ze ne vSichni jsou priznivci téchto setkani a radéji
si své poznatky nechavaji pro sebe nebo se o né déli pouze v soukromé kore-
spondenci s nékterymi ze svych pratel. Takto si i Mersenne dopisuje s vice, nez
78 vyznamnymi ucenci své doby> Moc dobie tedy vi, jaké poklady pro dalsi
rozvoj nejen matematiky jejich autori taji. Vyzva je tedy jasna; kdo odmitne
publikovat své prace, budou zvetejnény vSechny jeho ¢lanky i soukromé dopisy.
Prestoze veskeré Mersennovy umysly jsou dobré (vzajemna spoluprace védci
znamena velké plus nejen pro matematiku, ale i pro lidstvo), neni divu, Ze se
Mersenne brzy setkava s velkym rozhoi¢enim ze strany poskozenych. Takovéto
mnohdy nediskrétni jednani dokonce ukoncuje i dlouholeté pratelstvi
s Descartem. Poté, co se dozvida, Ze Mersenne poskytl veiejnosti jeho filozofické
spisy, s nim ukoncuje veSkerou komunikaci. Hromadné odtajiiovani korespon-
denci dalo vzniknout dokonce dobovému rcéeni, Ze informovat Mersenna
0 objevu znamena oznamit jej celé Evropé.

2.1.1 Hledani Mersennovych prvocisel

Marin Mersenne se jako matematik ve svych objevech zdaleka nevyrovnal svym

koleglim. I presto jeden z jeho ,,0bjevii“ se stdva neodmyslitelnou soucasti teorie
Cisel. Jsou jim Mersennova prvocisla.

Mersenne se prvotné zabyval ¢isly, jejichZ obecny predpis vypada nasledovné;
k=2%-1,

ne vSak prokazdy exponent a vytvori vzorec prvocislo, podivejme se

na nasledujici vétu.

Véta 2.1 Je-li 2P — 1 prvocislo, pak p je také prvocislo.
Diikaz: Tvrzeni dokdZeme sporem

Necht 2P — 1 je prvocislo a predpokladejme naopak, Ze p je Cislo slozené, t;j.
existuji prirozend ¢islai a j, pro kteraplatip >i>1ap >j > 1 tak, ze p = ij.
Pak oba cinitelé na pravé strané rovnosti
20 —1=(20—1)(2i07D 4+ 2i0=D ... 4 20 4+ 1)
jsou vétsi neZ jedna, coZ znamenad, Ze cislo 2P — 1 je sloZené, to je vSak spor
s predpokladem.
]
([9], s.111)

> Mersenne si vyméfoval korespondenci napfiklad s holandskym fyzikem Christianem Huygensem,
kterého privedl na myslenku vyuZit kyvadla pri presnéjsSim méreni cCasu, s vyznamnym italskym
fyzikem a matematikem Galileem Galileim, kterého se zastdval pri sporech s cirkvi ohledné
heliocentrismu. Mezi jeho dopisy najdeme i takové, jejichz autorem je Cesky myslitel, spisovatel,
filozof a hlavné ucitel narodd Jan Amos Komensky.
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Takova cisla budeme nazyvat Mersennovymi a znacit M, = 2P — 1. Podminka,
ze Cislo M, je prvocislem pouze tehdy, je-li p prvocislo je nutna, ne vsak
postacujici. Z toho plyne, Ze mezi Mersennovymi cisly jsou jak prvocisla, tak
Cisla sloZenda. Napriklad pro p = 11 by bylo

M;; =2 —1=2047 =23-89
Cislo sloZeneé.

Mersenne ve své praci Cogitata Physica-Matematica urcil prvnich jedenact
prvocisel tvaru 2" — 1 pron = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257 a o ostatnich
Cislech pro n < 257 tvrdil, Ze jsou sloZzena. Dnes ovSem vime, Ze se v tomto
tvrzeni hned nékolikrat zmylil. A do tohoto roku (2015) je znamo jiz 48
Mersennovych prvocisel, vétSina z nich hlavné diky moderni technice a projektu
GIMPS® (Great Internet Mersenne Prime Search).

Abychom nepredbihali, podivejme se na objevovani Mersennovych prvocisel
postupné. Mersennovym vyctem vSech moznych prvocisel tvaru 2P —1
ve skutecnosti nezacind historie téchto specidlnich typl prvocisel. Néktera
znich jsou znama jiz dlouho pred zaCatkem jeho Zivota. Presto jeho tvrzeni
ovliviiuje budouci generace matematikii, protoze se musi beze zbytku ovérit.

Je ziejmé, Ze prvnich sedm Mersennovych prvocisel’ znali matematici jesté
pred Mersennem. Dokonce prvni Ctyfi znich prop = 2,3,5,7 jsou znama jiz
starovékym matematikiim Zijicim v obdobi pied nasim letopoctem. Teprve roku
1536 Hudalricus Regius dokazuje, Ze Cislo 2P — 1 pro p = 11 neni prvocislem ve
svém dile Ultriusque Arithmetices. Zaroven v ném ukazuje, Ze M,3; nema zZadné
kromé trividlnich déliteldi, tedy je skutecné v pofadi jiZz patym Mersennovym
prvocislem. Vroce Mersennova narozeni (*1588) prichazi na svét i dalSi dvé
Mersennova prvocisla. O jejich objeveni se zaslouZil profesor matematiky Pietro
Cataldji, ktery sestavil tabulku prvocisel mensich nez ¢islo 750. Diky této tabulce
a také se znalosti odmocninového kritéria dokazuje prvociselnost M, a M.

Po vysloveni Mersennovy domnénky roku 1644 o konetném poctu Mersenno-
vych prvocisel prebira Stafetu v dokazovani Euler. S jasnym vysledkem ptichazi
roku 1750 a potvrzuje, Ze M3, je prvocislo. Srostoucimi exponenty roste i
naroc¢nost dokazovani, a proto na potvrzeni dalsiho Mersennova prvocisla
matematici ¢ekaji az do roku 1867. Edouard Lucas® potvrzuje prvoéiselnost
M;,. Se zajimavym tvrzenim prichazi v roce 1877 Ivan Mikheevich Pervushin.
Mezi Mersennovymi prvocisly nachazi mezeru, kterou vypliiuje Mg,. Netrva
dlouho a roku 1911 jsou objeveny dalsi dvé mezery, které vypliiuje R. E. Powers

6 Projekt stdle probihd na www.mersenne.org, tato stranka byla zalozena v lednu 1996 Georgem
Woltmanem.

7 Akoli pojmenovani ,Mersennova prvogisla“ pochazi a ze 17. stoleti, povaZuji za vhodné pouzivat
toto oznaceni i v kontextu s dfivéjSim obdobim.

® Pozdgji ukazeme, e hlavné diky tomuto francouzskému matematikovi nabralo objevovani dalgich

prvocisel novy rozmeér, a to diky jeho zjednodusenému testu prvociselnosti.
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prvocisly Mgg a My,-. Nejen, Ze v Mersennové vyctu néktera prvocisla chybi, ale
dokonce nékolik z nich i prebyva. Roku 1903 se dari americkému matematikovi
Franku Nelsonu Colemu rozlozit ¢islo Mg, a tento vykon predvadi na ptdé
Americké matematické spolecnosti, jako svou prednasku. Ta je dodnes
povazovana za legendarni, nebot Cole pri ni nefekl jediné slovo. Takto ji popsal
jeden z ucastnikl Eric Temple Bell ([14], s. 18):

»Cole, beztak mdlomluvny clovék, pristoupil k tabuli, beze slov vzal kridu a
spocital 2°7. Pak starostlivé odecetl 1 a jako vysledek ziskal ¢iselné monstrum
147 573 952 589 676 412 927
Poté pordd beze slov, vyhledal jesté volné misto na tabuli a rucné vyndsobil krok

za krokem

193707 721 - 761 838 257 287
KdyZ oba vysledky souhlasily, dostalo se mu bourlivych ovaci. Cole se vratil
nasvé misto, stdle bezjediného slova. Mersennova domnénka tak zmizela
ve hlubindch matematickych hrdinnych sdg.“

Po Coleho uspéchu uz zbyva objasnit posledni. Je ¢islo 2P —1 pro p = 257
skutecné Mersennovym prvocislem? Dikaz prichazi roku 1922 z Belgie, kde
matematik Maurice Kraitchika podava jednoznacny zavér: M,z- je sloZené.

Vénujme chvili pozornost porovnani Mersennovych prvocisel, ktera sepsal
Mersenne s témi, ke kterym jsme nyni dospéli.

p=2,35713,17,19,31,67,127,257
p=2,35713,17,19,31,61,89,107,127

Vprvnim fadku jsou tucné zvyraznéna Cisla p, pro ktera jsou M, skutecné
prvocisla. Druhy raddek prozrazuje, na ktera Mersenne pri svém patrani zapo-
mnél. Pred nastupem moderni techniky, tedy do roku 1952, bylo zndmo
pouhych 12 prvnich Mersennovych prvocisel (viz druhy radek). Presto je tento
vykon pozoruhodny, nebot M;,,ma pravé 39 cifer®.

S prichodem moderni techniky se i hledani dalsich prvocisel mnohem zjednodu-
Suje, jejich pocet tedy rychle stoupa. JiZ v roce 1952 predstavuje svétu Raphael
Robinson hned pét dalSich prvocisel Ms,1, Mgo7, M1 279, M5 203, M5 281 Vjeho
stopach pokracuji i dalSi: Hans Riesel naléza M; ,,,, Alexander Hurwitz M, ,.; a

M, 455. Donald Gallies!? dopliiuje fadu hned o tfi dalsi prvocisla Mg gg9, Mg g4
M1 213 @ Bryant Tuckerman o M3,49937. Spolecné usili prihledani vynakladaji
Landon Curt Noll spolu s Laurou Nickel a objevuji M, ,;, nakonec o par meésict

°V dal3i podkapitole si ukazeme, co tento poget cifer znamend.
1% spierpinski (1966, s. 85) uvadi v poznamce pod &arou, 7e Gallies pracoval s poitatem llliac Il a
potfebné Casy k ovéreni prvociselnosti byly po fadé 1h 23min, 1h 30min a 2h 15min.
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pozdéji Noll, tentokrat sdm, nachazi jeSté M,3 ,4o. DalSim matematikem, ktery si
pripisuje zasluhu na objevu hned nékolika prvocisel je David Slowinski, ten
Mersennova prvocisla rozsifuje hned o dalSich sedm clenti: M M

M 135 049 M316091» M756 839 Mgsg 443 @ M, 557 75,- Nesmime ovsem zapomenout,

44 497’ 86 243’

Ze pri ovérovani téchto ¢isel mu v mnoha pripadech pomahaji dva z jeho pratel;
Harry Nelson a Paul Gage. Mezi Slowinskiho posloupnosti vSak chybi jesté jedno
prvocislo a to M, 53, jehoZ objeviteli jsou Watt Colquitt a Luke Welsh.

Poslednim Slowinskiho objevem kon¢i éra individudlniho hledani Mersenno-
vych prvocisel. Vlednu roku 1996 usili matematikli spojuje Georg Woltman
zaloZenim celosvétového projektu GIMPS, do kterého se zapojuji matematikové
i laikové se zajmem o prvocisla z celého svéta a poskytuji své osobni pocitace
k hledani dalSich Mersennovych prvocisel. Prvni ovoce projekt prinasi jiz
v listopadu téhoZ roku, kdy pocitac Joela Armangauda zapojeny do GIMPS hlasi
nalezeni jiz tricatého patého prvocisla M, ;44 ,4,- Jen do roku 2000 jsou obje-
vena dalSi tfi prvocisla M, o, 551, M3 021 3770 Mg 975 593- POsledni z nich je prvni

v

znamé prvocislo, jehoz pocet cifer presahl milionovou hranici, konkrétné
Mg 772 503 ma 2 098 960 cifer. Samoziejmé i po zacatku dalsiho tisicileti hledani
Mersennovych prvocisel nekonci a pocitace z riiznych koutd svéta hlasi objeveni
prvocisel M M M54 036 5830 M35 964 9510 M30 402 457 @ M3 582 657+
V zari roku 2006 je znamo, diky tomuto spole¢nému usili, jiz 44 Mersennovych
prvocisel.

13 466 919’ 20996 011’

Netrvalo dlouho a ptichazi zpravy o nalezeni dalSich Mersennovych prvocisel,
u nich vSak nikdo s urcitosti nedokaze ¥ici, jestli je jejich poradi spravné, jinymi
slovy, zda se mezi nimi nevyskytuji dal$i jeSté neobjevend Mersennova
prvocisla. Patfi knim M3; 156667 Maz6azg01 Maz112600 @ Msyggs 161 ObjEV
posledniho Mersennova prvocisla prinesl pocita¢ Curitse Coopera 25. ledna
2013 a chlubi se dctyhodnymi 17 425 170 ciframi. Pro predstavu, zapis ¢isla by
potieboval vice nez 4 780 normostran. Nevime sice, kolikatym Mersennovym
prvocislem ve skutecnosti je, co vSak vime bezpecné, Ze je to nejvétsi prvocislo,
které v soucasnosti zname.

2.1.2 Testovani Mersennovych prvocisel

To, Ze nejvétsi znamé prvocislo je pravé jedno z Mersennovych prvocisel neni
nahodné. Jak bylo poznamenano vysSe, posledni ovérené prvocislo bez pouziti
moderni techniky, tj. M;,; ma 39 cifer. Co se ovSem pod touto informaci
skutecné skryva? Znamena to, Ze kdybychom se rozhodli vyzkouSet délitelnost

tohoto ¢isla vSemi mensimi prvocisly nez ./M,,, kterych je podle prvociselné
véty priblizné 25 - 105, trvalo by to, prijedné operaci déleni za sekundu a
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bez prestavek, zhruba 80 miliént letll. Je ziejmé, Ze ovérovat takovym
zpusobem prvocisla je pro clovéka s omezenou délkou Zivota nemyslitelné.
Mersennova prvocisla si pro sviij specialni zapis 2P — 1 zaslouZi také specialni
zplisob ovéfovani. A pravé ten zformuloval francouzsky matematik Edouard
Lucas. Nalezl kritérium, které velmi zjednodusSilo zjiStovani prvociselnosti
Mersennovych prvocisel. Jeho ne moc jasnou formulaci upravil a zjednodusil
Derrick H. Lehmer.

Véta 2.2 (Lucasova-Lehmerova): Cislo M, kde p je liché prvocislo, je prvocislem
tehdy a jen tehdy, kdyz Cislo M,, je délitelem (p — 1)-niho Clenu posloupnosti
{u,} definované podminkami u; =4, u,.; =u2—2 pro n=1273,..,

posloupnosti, jejimiZ pocate¢nimi ¢leny jsou Cisla 4, 14, 194, 37 634.
UkaZme si, jak tento test bude fungovat v praxi a to pro M;:
e Necht M, =127 a
Uy, = (((((4%2 = 2)2 = 2)2—2)2—2)2—2) = 2005956 546 822 746 114

o M, |ug tedy Cislo 127 musi beze zbytku délit 2 005 956 546 822 746 114

e 2005956546822746114 : 127 = 15794 933 439 549 182

e Vysledek nam vySel beze zbytku, tedy podle Lucasova-Lehmerova krité-
ria se jedna o jedno z Mersennovych prvocisel.

2.1.3 Dokonala ¢isla

Mersennova prvocisla velmi Gzce souvisi s dalsSim pojmem v teorii ¢isel. Méjme
Cislo n, jehoZ vSechny délitele (vcetné trivialnich) sefteme a vyjde Ccislo
dvojnasobné velké nez pivodni n.12 Nejjednodussim prikladem je ¢islo 6, jeho
délitelé jsou 1, 2, 3 a 6 a jejich soucet 1 + 2 + 3 + 6 dava 12, tj. dvojnasobek
Sesti.

Takova vlastnost musela fascinovat hlavné Pythagorejce, ktefi se predevsim
zabyvali raznymi vztahy mezi ¢isly. Vime, Ze nékolik dokonalych cisel bylo
znamo dlouho pred nasim letopocCtem a je pravdépodobné, Ze i velmi brzy se
zacala spojovat s prvocisly tvaru 2P — 1. Dikazem je nasledujici véta ze tretiho
stoleti pred nasim letopoctem. Zacneme definici funkce o.

11 e sy , . s
Pro porovnani stafi vesmiru se odhaduje na 15 miliard let.
12 vave v . ; ., , p Vs . . . . v/ .
Ve vétsiné publikaci, které mluvi o dokonalych éislech, jsou nadefinovana jako cisla, ktera
po souctu svych déliteld (kromé sebe samého) davaji plvodni Cislo.
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Definice 2.1 Necht n je libovolné prirozené cislo. Ozna¢me o(n) soucet vSech
jeho kladnych déliteld, tj.
o(n) = z d.

dn
Poznamka:

a ag

1) Pokudn = p{* --- p* tak funkce o(n) = S i O e
L k p1i-1 pz-1  pr-1

2) Pomoci funkce o miZzeme vyslovit ekvivalentni definici: n je ¢islo
dokonalé, praveé kdyz

o(n) =2n

3) Funkce o je multiplikativni, tj. plati: jestlize (m,n) = 1 pak
o(mn) = a(m)o(n),
jsou-li m a n nesoudélna prirozena ¢isla.

Véta 2.3.1 (Eukleidova) KdyzZ jest dano po radé od jednotky nékolik Cisel
v poméru jedné ke dvéma, az soucet vSech stane se ¢islem kmennym, a kdyz se
ten soucet znasobi ¢islem poslednim a vznikne jiné, vzniklé bude ¢islo dokonalé.

Takto vétu publikoval Euklides ve svych Zakladech ([4], s. 182). Formulace
presné navadi kvytvoreni dokonalého C(isla, ale souvislost s Mersennovymi
prvocisly mize na prvni pohled unikat. PfepiSme tedy vétu tak, jak ji prezentuje
vétSina dnesnich publikaci:

Véta 2.3.2 Je-li 2 — 1 prvodislo, pak je ¢islon = 2P~1(2P — 1) dokonalé.
Diikaz:

e ProtoZe &isla 271 a 2P — 1 jsou nesoudélnj, plati
2P —1
2—1

o(n) =o(2P Ha(2? - 1) = (1+2P—-1) = (2P —1)2P = 2n,

a tedy n je dokonalé.
]
([9], s. 116)

Dalsi zajimavy diikaz je uveden napt. u Eukleida ([4], s. 182, 183).

Na prikladu ukazme, jak vzorec n = 2P~1(2P — 1) funguje v praxi. Aplikujme jej
pro p=5:

e (25-1) =31adislo 31 je prvodislo.
e Proto tedy 2°71(2% — 1) = 496 by mélo byt ¢&islo dokonalé.

e Opravdu:
5

0(496) = 0(2*-31) = (2% - 0(31) = 1

»32 =992 =12-496
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Z prikladu vidime, jak je Euklidova poucka v praxi jednoduchd, ke kazdému
z Mersennovych prvocisel mlizeme vytvorit ¢islo dokonalé. Urcité tedy zname
Ctyricet osm dokonalych ¢isel stejné jako Mersennovych prvocisel. Otazka je,
zda plati i obracend implikace. Ma kazdé dokonalé cislo své Mersennovo
prvocislo? Takové tvrzeni dokazal v 18. stol. Leonhard Euler.

Véta 2.4 (Eulerova) VSechna suda dokonala ¢isla, maji tvar
n=2P71(2P — 1),
kde p > 1a 2P — 1 je prvocislo.

Dukaz:

e Jestlize n je sudé, mGZeme psatn = 2P 1y, kde p > 1 a u je liché. ProtoZe
2P~1 a u jsou nesoudélna, soucet délitelii ¢isla n se rovna
o(n) =c2P Ho(u) = (2P — Do (u).
e Je-li n dokonalé, mame
o(n) = 2n = 2Py,
a tedy
(2P — 1)o(u) = 2Pu.
e Jelikoz 2P — 1 a 2P jsou nesoudélna, vidime, Ze
o(u) =2Ptau= (2P — 1)t,
kde t je prirozené cCislo. Protoze vSak u ma alespon tyto délitele: 1, t,
2P —1at(2P — 1) prot > 1, soucet déliteld u splituje nerovnost
o(u)=1+t+2P-1+t(2P -1)=2P(1 + 1),
ktera odporuje rovnosti o(u) = 2Pt. Tudiz t = 1. Pak ale
o(u)=1+4+2P—-1=2P
a pozadovana rovnost n = 2P71(2P — 1) plati jen, kdyZz u = 2P — 1 je
prvocislo.
]
([9], 116)

Na dalsi sudé dokonalé ¢islo tak musime pockat, nez spolecné usili ¢leni pro-
jektu GIMPS prinese sviij dalsi vysledek.

Dosud se vSechny nasSe uvahy tykaly pouze sudych dokonalych ¢isel. Jak je to ale
stémi lichymi. Existuje néjaké liché dokonalé ¢&islo? Zadné takové nezname,
presto matematici urcili nékteré vlastnosti, které by muselo spliiovat:

e Pokud by liché dokonalé ¢islo existovalo, mélo by vice nez 300 cifer.

e Bude mit nejméné 8 prvociselnych délitell, a pokud neni délitelné tiemi,
tak alespon 11 prvociselnych délitelti!3.

e Musela by mit strukturu; mocnina prvocisla krat druhd mocnina.

13 . . 7 vr . vs AT
Oproti tomu sudd dokonala ¢isla maji pouze dva prvociselné délitele: 2 a sebe samo.
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Jak dodava Ziegler [20], s. 104: , O cisle, které nikdy nikdo nevidél a které mozZnd
(pravdépodobné?) neexistuje, toho tedy vime pomérné dost.”

ZVéty 2.3.2 a Véty 2.4 vyplyva zajimavy vztah mezi dokonalymi cisly a
Mersennovymi prvocisly:

My

2p

i=1

Je ziejmé, ze kazdé dokonalé Cislo je rovno souctu M,-Clenné aritmetické
posloupnosti, jejiz prvni ¢len je jedna a diference také jedna. Soucet pravé
takovéto posloupnosti tvori trojuhelnikova cisla. Pokud je ¢islo trojuhelnikové
jeho velikost urcuje pocet puntikli, které tvoii pravidelny rovnostranny
trojuhelnik. Plati tedy nasledujici véta:

Véta 2.5 VSechna suda dokonala ¢isla jsou trojuhelnikova.

o
L N
o000
o000
0000
® 00000
o0 000000
00 o00000O06OCGCOCGCOO
n==6 n =28

Obrazek 2 Gragické zobrazenf trojihelnikovych ¢isel

Pravé sfaktem, Ze dokonald Cisla jsou zaroven trojuhelnikova, Uzce souvisi
nasledujici tvrzeni, které vyslovil roku 1899 cesky matematik FrantiSek Josef
Studnicka.

Véta 2.6 Pokud n je sudé dokonalé ¢islo ve tvaru n = 2P~1(2P — 1), pak n lze
binarné zapsat takto: 111 ...1000 ... 0, kde je p jednicek a p — 1 nul.
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Binarni zapis nékolika prvnich dokonalych ¢isel, by vypadal nasledovné:

Tabulka 2
n - dekadicka soustava n - binarni soustava
6 110
28 11100
486 111110000
8128 1111111000000
33550336 1111111111111000000000000
8589869056 111111111111111110000000000000000
137 438 691 328 111...1000...0
2305843 008139952128 111...1000...0

Je moZné oveérit, Ze i ostatni Cisla, jind nez dokonala, s bindrnim zapisem tvaru
111...1000...0, kde je p jednicek a p — 1 nul jsou trojuihelnikovymi ¢isly.

Ve tretim stoleti naSeho letopoctu recky matematik Iamblichos z Chalkidy (asi
270 - 330) zkouma zapis dokonalych ¢isel. Naptiklad si povsiml, Ze se posledni
cifry u dokonalych c¢isel opakuji. Tvrdi tedy, Ze konci bud’to cifrou 6, nebo ¢islem
28 (v tabulce jsou konce zapisu zvyraznény tucné). To, Ze je domnénka spravna,
prispélo k formulaci nasledujici véty.

Véta 2.7 Prirozené &islo n takové, ze n = 2P~1(2P — 1) kon¢i bud cifrou 6, nebo
cifrou 8. Pokud navic kon¢i ¢islem 8, musi kon¢it dvojcislim 28.

KdyZ lamblichos domnénku vyslovil, mél k dispozici pouze prvni ¢tyri dokonala
Cisla, takZe také usoudil, Ze konce 6 a 28 se postupné stridaji. Podle vySe
uvedené tabulky je zfejmé, Ze se mylil. A mylil se i v poslednim ze svych zavéru.
V ném predpokladal, Ze ke kazdému prirozenému c¢islu n existuje pravé jedno
dokonalé ¢islo o n cifrach14.

2.1.4 VyuZiti Mersennovych prvocisel v kryptografii

Nakonec si rteknéme nékolik slov ovyuZziti Mersennovych prvocisel
v kryptografii, nebot jsou stimto oborem casto spojovany!s. Obecné maji
prvocisla velké wvyuziti pribezpecnosti, vdneSni dobé hlavné priochrané

“ Takovy predpoklad by upFednostrioval dekadicky zapis &isel. Z matematického hlediska oviem neni
zadny dlvod, proc tento zapis vyvySovat nad ostatnimi.

' p¥iklad dvou veFejnosti uznavanych webovych stranek, které se o této problematice okrajové
zminuji: http://news.bbc.co.uk/2/hi/science/nature/1693364.stm,
https://www.sciencenews.org/article/largest-known-prime-number-found
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elektronickych dat. Nejrozsifenéjsim Sifrovacim systémem vyuZivajicim velkych
prvocisel (s vice neZ stovkou cifer) je Sifra RSA6. Systém funguje na jednodu-
chém asymetrickém?’ principu. Kli¢ potfebny k zaSifrovani je verejné znamy, je
jim sloZzené cislo n vzniklé vynasobenim dvou velkych prvocisel, tj. n = pq.
KrozSifrovani zpravy je ovSem zapotrebi znat pravé tato dvé prvodisla.
Soukromy Kkli¢, tedy prvocisla p,q, zna pouze prijemce zpravyl8. BezpecCnost
Sifry je tak zaloZena na nemozZnosti rozloZeni (faktorizace) Cisla n vrealném
Case.

Pouziti Mersennovych prvocisel by se pro takové Sifry mohlo na prvni pohled
zdat idealni, vZzdyt pravé ta jsou jedna z nejvétSich znamych. Ve skutecnosti
pro jejich nizky pocet, by bylo jednoduché zjistit, ktera dvé tvori Cislo sloZené.
Vzhledem ke skutecnosti, jak Casto jsou s kryptografii Mersennova prvocisla

spojovana je zavér prekvapivy: dodnes nenasla v tomto oboru praktické vyuziti.

2.2 Fermatova prvocisla

Stejné jako predesla kapitola i vtéto se budeme zabyvat dalSim typem
specialnich prvocisel. Tentokrat se o jejich objeveni zaslouZil ctihodny soudni
rada, pan Pierre de Fermat.

Ve zkratce se podivame na Fermatiiv pozoruhodny Zivot. Jeho pribéh zacina
20.srpna 1601 ve mésté Beaumont-de-Lomagne v jihozapadni Francii
narozenim do rodiny zamoZného obchodnika skiiZzemi. Diky finan¢nimu
zaopatieni své rodiny se mu dostava velmi dobrého vzdélani na ptdé
frantiSkanského Kklastera v Grandselve a poté i na univerzité v Toulouse.
Po studiich se ve svych triceti letech stava toulouskym parlamentnim radou.
Tento sviij urad zastava s velkou peclivosti a imérnym citem. Brzy je tak jeho
prace nalezité ocenéna, stava se prisluSnikem honorace a tehdy je jeho jméno
doplnéno o slovicko de. Tento vyborny urednik ma jeSté svoji druhou tvar,
kterou drzi v skrytu i pred mnoha ze svych blizkych pratel. Ale ti, ktefi o ni védi
velmi dobfte, jsou francouzsti matematici. Mezi nimi si Fermate vysluhuje hned
nékolik prezdivek, jako tfeba ,knize amatéri“ od E. T. Bella. Ty méné uznalé
jsou napftiklad ,chvastoun“ od Reného Descarta, nebo ,zpropadeny Francouz®,
jak jej nazval John Wallis.

Fermatovym prednim koni¢kem je matematika, které vénuje veskery sviij volny
Cas. Se zalibou vyslovuje domnénky zriznych matematickych odvétvi, které

'® Nazev je odvozen od za&ateénich pismen jmen jeho autor( — Rivest, Shamin, Adleman.

7 Jednosmérné &ifrovani s padacimi vratky. Funkce, kterou je informace zadifrovéna lze invertovat
pouze na zakladé tajné informace.

'8 To, ze zprava p¥ed zadifrovanim veiejnym kli¢em bude odpovidat odifrované zpravé pomoci klice
soukromého, nam zajisti mald Fermatova a Eulerova véta — tj. Véta 1.9 a Véta 1.10.
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formuluje do vét a posila je jinym matematiklim, ty zaroven nabada k nalezeni
dlikazu. Takové chovani se Zddnému z adresatd nelibi a obratem vybizi Fermata
k predlozeni jeho diikazu. Fermat si vSak dlikazy a reSeni svych vytrcenych
problémi nechavd pro sebe, dokonce i po dlouhodobém naléhdni jeho
nejblizsitho pritele Mersenna. NejspiSe se tak chce vyvarovat zdlouhavym
procestim, které nastavaji po zverejnéni diikazli - obhajoba metod, dprava
nejasnych Casti i zdlouhavé diskuze s kazdym, kdo dané problematice jen trochu
rozumi.

SpiSe neZ néjaka slava z objevi je pro Fermanta dulezity pozitek z matematiky
jako takové, radost z pravé objeveného a mozna i Skodolibost, Ze dokaZe objevit
vice neZ jeho kolegové. Rozhodné netouzi po vyvySovani své prace. To dokazuji
jeho slova, které napsal Pascalovi ([17], s. 36): ,/ kdyby cokoli z mé prdce bylo
hodno publikovdni, nechci, aby se v souvislosti s tim objevilo moje jméno.”
Nastésti se jeho prani nevyplnilo a matematika je plna terming, jako jsou: Mala
Fermatova véta, Fermatova metoda rozkladu, Fermatova spirala, Fermatova
funkce, Fermatovy Kkoeficienty, Fermatova transformace, Fermatliv bod,
Fermatova c¢isla a dalsi. Kromé toho spolecné s Pascalem predstavuje svétu
zaklady teorie pravdépodobnosti.

2.2.1 Hledani Fermatovych prvocisel

Stejné jako Mersenne se i Fermatova pozornost zaméruje na prvocisla. Hleda
vzorec, ktery by vygeneroval pro kazdé prirozené Cislo n prvocislo. Podivejme
se na vzorce, které kazdy z nich vytvoril:

e Mersennova prvocisla 2" -1
e Fermatova prvocisla 2"+1

Na prvni pohled si jsou vzorce velmi podobné a liSi se pouze ve znaménku. To
by znamenalo, Ze spolecné budou generovat prvocisla, ktera by zaroven byla
prvociselnymi dvojcaty. Ve skutecnosti to tak neni. Nebot Mersenne uvedl
podminku, Ze n mohou byt pouze prvocisla. Naproti tomu, Fermate poZaduje,
aby cislo n bylo sloZené - konkrétné mocnina dvou. Vyslovme tedy nasledujici
vétu.

Véta 2.8 Necht n je ptirozené cislo. Je-1i 2™ 4+ 1 prvocislo, pak n = 2™ pro néjaké
me{0,1,2,..}

Dukaz:

o JestliZe k je prirozené ¢islo a l > 3 liché, pak
2K+ 1 = (2% + 1) (KD — 2kU=2) ... — 2k 4 1),
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Odtud plyne, Ze cislo 2™ + 1 je slozené, je-li exponent n délitelny lichym

piirozenym ¢&islem [>3. To, ale vposloupnosti FE, = 22" +1
prom = 0,1, 2, ... nenastava. Proto n musi byt mocninou cisla 2.

[ ]

([9], s. 120)

Fermat vypocital sedm prvnich ¢lenti této posloupnosti, se kterymi dale pracuje:

F,=3
F,=5
F,=17
F, = 257
F, = 65537

Fs = 4294967 297
Fg = 18446744 073 709 551 617

S domnénkou, Ze se jedna pouze o prvocisla, posila Fermat tuto posloupnost
v dopise svému piiteli Bernardu Freniclovi de Bessymu a Zada ho, aby vSe znovu
provéril. Ten dava Fermatovi vjeho tvrzeni za pravdu. Je aZ zaraZejici, Ze ani
jeden z nich nedokazal odhalit, Ze hned Sesté Cislo je sloZené. PrestoZe Frenicle
je vyborny poctar a Fermat, jak piSe ve svych dopisech, vénuje zkoumani svych
Cisel velkou pozornost. Fermat navic urcuje metodu, ktera ma pomoci odhalit
potencionalni délitele jeho Cisel.

Véta 2.9 Pokud je ¢islo 22" + 1 slozené, jeho délitel je tvaru 64n + 1 pro néjaké
prirozené cislo n.

A pravé Sesté Fermatovo Cislo ma délitele 641. Je tedy pravdépodobné, Ze
Fermat ve vypoctech udélal chybu a vysledek uz nikdy neptekontroloval.
Do konce svého zZivota (11665) tak véri, Ze kazdé zjeho Cisel je prvocislo
pro kazdé prirozené ¢islo m.

Postupem casu Fermatovy zavéry upadaji v zapomnéni. Zmeéna prichazi teprve
roku 1732, kdy Leonhard Euler odhaluje cislo 641 jako délitele Sestého
Fermatova ¢isla, tedy
Fs =232 +1=4294967 297 = 6416700 417.
Od ted’ je jasné, Ze se Fermat ve svém tvrzeni mylil, ovSem jak velky jeho omyl
ve skutecnosti byl, se ukazuje az 0120 let pozdéji. Dne 1.ledna 1855 pise
némecky astronom Thomas Clausen svému priteli Carlu Fridrichu Gaussovi, Ze
nachazi prvociselny rozklad sedmého Fermatova cislal®
Fo =25 +1=274177-67 280421310 721.

19 . v v T , Vel w7 , . v
V literatufe se ¢asto uvadi, Ze jako prvni rozlozil ¢islo F. Landy ve svych 82 letech. Pravdou ale je, Ze
Landy skutecné Cislo rozlozil a to nezdvisle na Clausenovy, ovsem az o 25 let pozdéji.
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2.2.2 Testovani Fermatovych prvocisel

Pocet cifer dalSich Fermatovych cCisel rychle nartista a je ¢im dal obtiZnéjsi urcit
prvociselnost hledanim déliteli. Proto stejné jako panové Lucas a Lehmer
vymysleli zplisob ovéreni prvociselnosti Mersennovych prvocisel, tak i
J. F. Pépin nachazi roku 1877 test prvociselnosti pro Fermatova prvocisla.

Nejprve si dokdZeme nasledujici pomocnou vétu k diikazu Pépinova testu.

Lemma 2.10 Je-li k celé nezaporné cislo a Cislo p = 2k + 5, prvocislo, pak ¢islo
36k+2 1+ 1 je délitelné prvocislem p.

Dukaz:

e Lemma je ziejmé pravdivé prok = 0

e Dale tedy predpokladejme, Ze k je Cislo prirozené
o Necht p = 2k + 5 a utvorme soucin prvnich 6k + 2 prirozenych
Cisel délitelnych tremi a rozdélme Ccinitele do tfi skupin - prvni
skupina bude mit 2k ¢lent, druhi a treti pak 2k + 1 ¢lenti

Prvni skupina: 3-6-9--- 6k
Druha skupina:
(6k +3)(6k +6) - (12k —3) - 12k - (12k + 3),
ProtoZe je nasobeni komutativni, prepiSme soucin takto:
(12k + 3) - 12k - (12k — 3) ...(6k + 6)(6k + 3).
ProtoZe p = 2k + 5 mliZeme psat
@—2)p-5@-8)[p—(6k+2)]
Pocet Ciniteld soucinu je lichy (je jich 2k + 1), kdy
dostaneme po vyndsobeni a po slouceni s¢itancii, které
jsou nasobKky cisla p, ¢islo
pu—2-5-8-..(6k+2),
kde u je jisté celé cislo
Treti skupina: pii vyjadfovani soucinu postupujeme
analogicky jako u druhé skupiny:
(12k+6)(12k +9)(12k + 12) ...(18k + 6) =
=pp+DP+HP+7)..(p+6k+1) =
=pv+1-4-7-..(6k+1)
kde v je prirozené ¢islo.

o Sloucenim téchto tfi skupin dostavame

3:6:9---(18k +6) =

=[3-6:9-6k] [pu—2-5-8-(6k +2)]-
[pr+1-4-7---(6k+1)] =
=pw—1-2-3-4-5-6--(6k+1)(6k+2) =
= pw — (6k + 2)!,

kde w je cislo celé.

o Zaroven plati rovnost
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3:6:9-(18k + 6) = (6k + 2)!36k+2,
o Oba vysledky porovnejme
pw — (6k + 2)! = (6k + 2)!36k+2,
Z rovnice vyjadrime Clen pw
pw = (6k + 2)(3°%*2 + 1),
o Zvyse uvedené rovnosti plyne p|(6k + 2)(3%%*2 + 1) ponévad?
6k +2 <12k +5 =p,
nemuze byt p délitelem ¢isla (6k + 2)!, a proto plati
p|(36k+2 + 1).
[ ]
([15],s.75,76)

Pro slozitost diikazu Pépinova testu dokazeme pouze jednu z implikaci:

Véta 2.11 Je-li E, prvodislo, pak &islo 327 41 je délitelné ¢islem E,.

Dukaz:

Necht n je dané prirozené Cislo. Plati tedy 2™ = 2m, Cislo m je p¥irozené.
MiZeme psat
E, —1=22m=4m
z toho plyne, Ze vyraz F, — 5 je délitelné Cislem 4. Zaroven plati
F,—1=4"=Q@+1)™=3t+1,

kde t je Cislo prirozené. Odtud vypocteme

E,—5=3(t-1),
z toho vyplyva, Ze Cislo F, —5 je délitelné 3, a protoZe je zaroven
délitelné i 4, je tak délitelné i ¢islem 12. Proto

F, = 12k + 5,

kde k je cislo celé.

AvSak z lemmatu 2.10 vyplyva: Je-li F, prvocislo, pak ¢islo
1

36k+2 41 = 3w D/2 41 =327 41
je délitelné Cislem E,.
]
([15], s. 75,76)

Kompletni Pépiniiv test vypada takto:

Véta 2.12 (Pépiniiv test) Pro m > 1 je Fermatovo cislo F, prvocislem pravé
tehdy, kdyz 3'm=1/2 = —1 (mod E,,).

Pomoci Pépinova testu tak napriklad Felix Klein roku 1897 dokazuje, Ze i osmé
Fermatovo cislo v poradi je sloZené, jeho prvociselny rozklad je ovSem nalezen
az po vice nez 70 letech:

F, = (2°-116 503 103 764 643 + 1)(2°- 11 141 971 095 088 142 685 + 1).
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O cisle Fg je rozhodnuto roku 1909, ]. C. Moreheard a A. E. Western dokazuji
jeho moZnou faktorizaci, ale rozklad neznaji. Vime, Ze Fg ma pravé 78 cifer, tedy
prvocisel mensich nez \/nge podle prvociselné véty zhruba 103°. Pokud by
vyzkouSeni jednoho délitele trvalo jednu sekundu, pro rozloZeni devatého
Fermatova ¢isla bychom tak potiebovali 3-10%8 let, coz daleko presahuje
odhadované stari celého vesmiru. Je tedy pozoruhodné, jak brzy se prvocinitel
nasSel. Roku 1981 matematici Brent a Pollard dokazuji, Ze Ccislo
1238926 361 552 897 déli Fg.

Postupné se tak pravdivost Fermatovy domnénky rozplynula. Dodnes mnoho
matematiki spekuluje, zda viibec existuje néjaké dalSi Fermatovo prvocislo.
VétSina z nich se priklani k tomu, Ze vSechna ostatni ¢isla jsou sloZena, to se vSak
zatim nikomu nepovedlo potvrdit a ani vyvratit.

2.2.3 RozloZeni Fermatovych ¢isel na prvocinitele

Protoze s rostoucim exponentem velmi rychle nartsta i pocet cifer, které dané
Fermatovo ¢islo m3, je vitana kazda pomoc, diky niZz by se dal jednoduse najit
rozklad Fermatovych Cisel. Jednou z metod, jak urychlit hledani rozkladu je
pouzit Vétu 2.9, ktera predklada obecny tvar vSech délitelti Fermatovych cisel.
Dalsi velkou pomoci pti hledani prvociniteli je nasledujici véta:

Véta 2.13 (Lucasova) Jestlize prvocislo p déli F, pro m > 1, pak existuje
prirozené &islo k tak, Ze p = k - 2™*2 + 1.

Abychom si dokazali predstavit, jak véta funguje v praxi, podivejme se na
priklad, kterym se zabyval A. E. Western roku 1903. PokousSel se s jeji pomoci
dokazat, Ze Cislo F;g je sloZené.

e Naleznéme ptirozené &islo k, pro které je p = k22° + 1 prvodislo a
zaroven p déli Fig
e p,=7-22+1ap, =13-220 +1 jsou prvotisla (jak ukazal Western),
dale se budeme zajimat o pripad, kdy k = 13.
e Dokazme tedy, Ze ¢&islo p=13-220+1=13631489 déli Fg:
22° = 655362 = 1 048 261 (mod 13 631 489)
22° = 1048 2162 = 3 164 342 (mod 13 631 489)
22" = 31643422 = 9153 547 (mod 13 631 489)

22" = 15986222 = 1635 631 (mod 13 631 489)
22"° = 16356312 = 13 631 488 (mod 13 631 489)
e Zposledni kongruence vyplyva
22" 41 = 0 (mod 13 631 489)

35



2.2.4 Konstrukce pravidelnych mnohouhelniki

Dodnes nezname Zadné jiné Fermatovo prvocislo, kromé prvnich péti, ktera
zkoumal jiZ Fermat. A na rozdil od Mersennovych prvocisel je pravdépodobné,
Ze pokusy pfti hledani dalsich z nich nepovedou k uspéchu. Otazkou je; proc se
nané tedy upina takova pozornost. Odpovéd ma koreny jiz ve tretim stoleti
pred nasim letopoctem, kdy z poznatkti ¢tvrté Eukleidovy knihy Zaklady plyne
nasledujici véta:

Véta 2.14 Pravidelny n-uhelnik lze zkonstruovat pomoci pravitka a kruzitka,

jestlizen = 23/5% kden > 3 ai = 0jsou cela ¢islaa j, k € {0, 1}.
Je jednoduché primo ukazat konstrukci rovnostranného trojuhelniku a pravi-
delného pétidhelniku. Eukleidovska konstrukce2? pravidelného patnactiuhel-
niku je méné zndma a o néco téZsi, i presto ji 1ze zvladnout napriklad zkombino-
vanim konstrukce pravidelného trojuhelniku a pétiuhelniku.

Pravidelny

Pravidelny trojuhelnik Pravidelny pétithelnik patnactithelnik -
konstrukce?!

NS N—"

Obrazek 3 Pravidelné mnohothelniky

Cislo 2! hraje ve vzorci n = 2'3/5% jednoduchou roli, nebot pocet vrcholii
v mnohotuhelniku lze kdykoli zdvojnasobit naptiklad aplikovanim operace
déleni thlu na dva stejné uhly.

Do konce 18. stoleti neni znama Zadna eukleidovska konstrukce pravidelného
mnohoudhelniku, ktera by neodpovidala Vété 2.13. AZ roku 1796 prichazi
devatenactilety Carl Friedrich Gauss s prekvapivou konstrukci pravidelného
sedmnactithelniku. Nejprve uved'me nékolik slov o ném samotném.

% pouze s pomoci pravitka a kruZitka.

>’ Na obrazku je konstrukce pravidelného patnactidhelniku pouze naznalena. Pravidelny
patnactidhelnik je zde reprezentovan pouze jednou stranou a to mezi nejblizS§im vrcholem
pétidhelniku a trojahelniku. Pokud by se délka této strany postupné nanasela na opsanou kruznici,
sestrojil by se pravidelny patnactiuhelnik.

36



Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) ma v matematice velmi Siroky zabér. Jen
v predchozich kapitolach jsme se s jeho jménem spojili prvociselnou vétu, nebo
pojem kongruence. Navic také jako prvni ve své disertac¢ni praci roku 1799 do-
kazuje Zakladni vétu algebry. Gausslv Zivot zacina v rodiné zednika a vodniho
mistra v Brunswidku v severnim Némecku. JiZ jako maly vynika svou inteligenci.
Ve tiech letech napriklad svého otce opravuje vjednoduchém vypoctu a velmi
brzy se naudi i &ist. Skola se tak pro néj stava nezajimavou. Na rozdil od svych
vrstevnikli rychle nachazi reSeni riznych problémi. Dokonce v deviti letech
odvozuje vzorec pro soucet aritmetické posloupnosti. Takto zndmou historku
parafrazuje ve své knize Mares [12], s. 128, 129:

~KdyZ mu bylo devét, nechal ucitel Zaky secist cisla od 1 do 60. Nejspis chtél mit
chvili klid, ale moc si ho neuZil. Maly Gauss se prakticky okamZité dostavil
ke katedre a znal sprdvny vysledek - 1830. Umél také vysvétlit, jak k nému
prisel - spocital prosté priimér posledniho a prvniho cisla (ten je 30,5) a
vyndsobil ho poctem vSech Cisel, tedy Sedesati.”

Gaussova neobvykla bystrost na jeho ucitele zaptisobila tak, Ze pro néj obsta-
rava ucebnici matematiky a chlapci ji predava se slovy, Ze uz nenti nic, co by jej
mohl naucit. V Sestnacti letech ziskava Gauss pro dalsi studia na mistni univer-
zité stipendium brunsvického vévody. Po trech letech prechazi na slavnou
univerzitu v Gottingenu, kde studuje dalSich pét let. Pravé tady vznika jeho
disertani prace se Zakladni vétou algebry. Mimoto navazuje na nékteré z praci
Leonharda Eulera a dava tak vzniknout napriklad modularni algebre?22.

Kromé matematiky si Gauss také oblibil astronomii a planetarni mechaniku. A
roku 1807 se stava profesorem astronomie a soucasné reditelem univerzitni
hvézdarny. V této funkci zlistava az do konce své profesni kariéry.

Pres vSechny své uspéchy zlstdva Gauss velmi skromnym clovékem. Ackoli
mnoho svych zavéri predstavuje verejnosti, ty nejdilezitéjsi a nejpirevratnéjsi
vysledky si nechava pro sebe (napriklad moZnost neeukleidovské geometrie).
Vratme se ale k jeho konstrukci pravidelného sedmnactidhelniku.

2 Jeto algebra s kone¢né mnoha cisly, ktera se cyklicky opakuji.
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Tabulka 3

Konstrukce pravidelného sedmndctithelniku Popis konstrukce

QPy; QP
0;0 = Syp,

1
B;OB L QP,AB €k
A; A € OB A |0A| =i|03|
E;E € QPy A |X0AE| =

1
I k ~|20AP,|
7. F;F € QPy A |XFAE| =12

KL, ;

8. Iy l1(SFP0:% |FP0|)
ﬂA 9. K;K€l,nOB
Q Ns FOE N Po 10-Li L(E, |EK])
11. N3, Ns; N3, Ns € QNy N 1,
12.P5; P; € k AP3N; L QP,

13P5, P5 Ek/\PsNS J.QPS

P B

S T o

V popisu konstrukce dale nebudeme pokracovat, nebot’ jiZ mame sestrojené tii
zvrcholi pravidelného sedmnactitihelniku Py, P; a Ps. Nyni existuje hned
nékolik moznosti jak najit i ostatni vrcholy sedmnactidhelniku. Nejjednodussim
je napriklad rozdéleni uhlu P;OPs na dvé stejné casti - tak ziskame bod P,. A
postupnym nanasenim vzdalenosti |P;P,| na kruznici k je mozné zkonstruovat i
vSechny zbyvajici vrcholy pravidelného sedmnéctithelniku.

Na sestrojeni sedmnactithelniku je Gauss tak hrdy, Ze si jej preje mit na svém
ndhrobku v Gottingenu. Toto piani mu sice splnéno nebylo, zato podstavec jeho
sochy v Braunschweigu zdobi pravidelna sedmnacticipa hvézda (tvar hvézdy
byl vybran zamérné, nebot pravidelny sedmndctitihelnik by se dal na prvni
pohled splést s kruznici).

Zanedlouho po zkonstruovani sedmnactithelniku Gauss prichazi s prekvapivym
tvrzenim, které ukazuje aZ neuvéritelnou souvislost eukleidovské konstrukce
pravidelnych mnohotuhelnikii s Fermatovymi prvocisly.

Véta 3.6 (Gaussova) Pravidelny n-uhelnik I1ze eukleidovsky konstruovat pravé
tehdy, kdyZ pocet jeho vrchold je roven n = 2ip,p, ..pj,kdei =0,j=0,n=3

jsou celd Cisla a py, py, ..., pj jsou navzajem riizna Fermatova prvocisla.

Plvodni Gaussiiv padesatistrankovy dikaz je netuplny. Teprve roku 1837 vétu
dokazuje francouzsky matematik Pierre Wantzel. Diikaz nebudeme uvadét, ale
je moZné jej najit ve Wantzelové knize ([19], s. 366-372).
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A protoZe je dodnes znamo pouze prvnich pét Fermatovych prvocisel, miZeme
dokazat existenci eukleidovské konstrukce pouze pro 2°> — 1 = 31 pravidelnych
mnohouhelnikli pravé s lichym poctem jejich vrcholt. I prestoze byla popsana
konstrukce pravidelného 257-thelniku nebo dokonce pravidelného 65537-
thelniku jsou takové utvary v praktickém zivoté nepouZitelné, nebot jejich
strany témér splyvaji s kruznici.

2.3 Eukleidova prvocisla

Posledni ze specidlnich typi prvocisel, kterym v této praci budeme vénovat
pozornost, jsou dilem feckého matematika Eukleida z Alexandrie. Jeho jméno
bylo jiz v prvni kapitole spojeno se znamym dlikazem o nekonec¢ném poctu
prvocisel. A pravé tento dlikaz dal vzniknout pravdépodobné prvnimu
specialnimu typu prvocisel.

Ve zkratce pripomenime mySlenku Véty 1.4 a jejiho diikazu: Véta rika, zZe
prvocisel je vice nez jakykoliv pocet prvocisel. Coz znamena, Ze kdykoli mizeme
vzit libovolné mnoZstvi po sobé jdoucich prvocisel p;,p,, ..., p, poCinaje 2 a
vytvorit jejich soucin, Kktery zvétSime o jednotku. Takto vzniklé Ccislo
q = p1P2 ---Pn + 1 je vidy délitelné jinym a vétSim prvocislem nez pq,py, ..., Pn-
Cislo g tedy budeme nazyvat Eukleidovo ¢islo a v pfipadé jeho prvoéiselnosti
Eukleidovo prvocislo.

Je zjevné, Ze zastoupeni prvocisel mezi ostatnimi Eukleidovymi c¢isly pomalu
fidne. Uved'me si nékolik z nich. Stejné jako v dikazu Véty 1.4 oznacme d za
soucin vSech prvocisel mensich nebo rovnych p,, tedy d = p;p, ... p,. Pak

q=pip2 -pPn+1=d+1
je Eukleidovym prvocislem, pokud je posledni ¢len soucinu

pn=2,3,57,11,31,379,1019 1 021,2 657,3 229,4 547,4 787,11 549, ...

Podobné jako Mersennova a Fermatova prvocisla i ta Euklidova velmi brzy na-
byvaji gigantickych hodnot. Napriklad jiz pro p,, = 379 dostdvame Eukleidovo
Cislo o témér 200 cifrach. Na druhou stranu, na rozdil od Mersennovych a Fer-
matovych prvocisel prozatim nenasla Zadnou dal$i moZnou aplikaci.
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Zaveér

Jak poznamenal Leonhard Euler ([14], s. 29): ,StéZi se najde matematik, ktery
by neztratil spoustu casu na to, aby odhalil tajemstvi prvocisel.“]sem tedy rada
za moznost tuto oblast teorie Cisel také blize prozkoumat. Mym cilem nebylo
pouze predstavit matematické definice, véty a jejich diikazy, ale snazila jsem se i
seznamit s jejich autory a historickym pozadim, ve kterém vznikaly.

Nejprve jsem pro praci shromazdila zakladni informace o prvocislech, které mi
nasledné pomohly pfi hlub$im zkoumani specidlnich typl prvocisel. Diky tomu
jsem si uvédomila, jak jsou véci v matematice provazané. A to nejen v urcité
oblasti této védy. Jak napriklad Gauss ukazal pri nalezeni souvislosti mezi teorii
Cisel a geometrii tam, kde by ji snad nikdo nehledal.

Prace pro mne byla v mnoha oblastech velkym prinosem. Naucila jsem se
vyhledavat a orientovat se v matematickych publikacich. A mimo jiné jsem
ziskala urcity nadhled nad historii matematiky.
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