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Anotace

Na zéklad¢ této diplomové prace ziskd ctenaf pojeti o vztahu geometrie s realnym
zivotem. Vybrané objekty jsou matematicky popsany a ilustrovany fotografiemi, které
napomahaji k lepSimu pochopeni geometrie. U riznych piiklada jsou vytvoieny modely
v programu GeoGebra. Cilem prace je vytvoreni materidlu k pochopeni a procviceni si
geometrie, kterd se v praktickych ptikladech objevuje a jeho pfipadna aplikace do

vyuky matematiky a geometrie.

Annotation

The reader learns about relations of geometry and real life in this diploma thesis.
Selected objects are mathematically formulated and illustrated with photos. Photos help
to understand geometry. Models are created in the program GeoGebra. The goal is to

create materials for teaching mathematics.
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1 Uvod

S geometrii se vSichni bézn¢ setkadvame v kazdodennim zivoté. Mnozi si nevsimaji véci
okolo sebe a to nejen z pohledu matematiky. Staci se rozhlédnout a okamzit¢ nam svét

nabizi mnoho zajimavych ukaz.

V dne$ni moderni dob¢ plné nejnovéjSich technologii mozna nékteti lidé zapominaji
na ptirodni zajimavosti a vSedni pfedméty vyskytujici se v naSem okoli, nicméné
I v téchto technologiich se rovnéz geometrii nevyhneme. Velky vyznam ma pro
pocitacovou grafiku, kde se bez znalosti vektorti, kiivek a dal§ich matematickych

dovednosti jisté neobejdeme.

Vyucuji na stfedni odborné Skole zamétené informatickym smérem, proto z vlastni
zkuSenosti vim, ze bez znalosti matematiky, potazmo geometrie se Zaci neobejdou
ve spousté predméti informatického sméru, at’ uz se jedna pravé o pocitacovou grafiku
¢i naptiklad programovéni. Pravé proto, jsem se rozhodla psat zdvére¢nou praci

takovou, ktera by zakiim pomohla k pochopeni pfedevsim dilezitosti geometrie.

Pro lepsi pfedstavu a pochopeni problematiky prace obsahuje velké mnozstvi obrazki
a fotografii objektd z redlného svéta. Obrazky slouzici k lepSimu pochopeni feSenych

ptikladi jsou vytvoreny v programu GeoGebra.

Tento program je velmi intuitivni a snadno ovladatelny, proto jej vyuzivam i pfi
hodinach matematiky. Je volné ke stazeni na webovych strankach www.geogebra.org.
Program neni nutné stahovat, ptiklady jsou mozné¢ feSit pfimo na tomto serveru, kde si
muzeme prohlizet materidly vlozené uzivateli, ktefi tyto stranky pouzivaji. Nachazeji se
zde také rizné manudly a napovédy. Pokud si nejsme jisti, jak néjaky nastroj vyuzit,

neni problém jeho funkce a aplikaci vyhledat.

V této praci se seznamime s pravidelnymi n-uhelniky, jez se objevuji v piirode,
architektute i ve virtualnim svété. Nalezneme zde feSené piiklady pro lepsi pochopeni

a 1 priklady feSené Zaky a popis problémi, se kterymi si pfi zpracovani pocinali.



Seznamime se s pokryvanim roviny pravidelnymi i nepravidelnymi mnohothelniky,
fraktaly, logaritmickou spirdlou a dal$imi kifivkami pouzivané napiiklad v pocitacové

grafice.

Prvky o nichz se v diplomové praci pojednéava, jsou doprovazeny fotografiemi. VétSinu
téchto fotografii a vyukovych obrazkli jsem potidila sama. Zapaj¢ené snimky jsem

fadné citovala.

Diplomova prace muze slouzit pro vyuku matematiky na zakladnich a stfednich
Skolach. Diky tomu, Ze je zde na konkrétnich ptipadech srozumitelnou formou
zapomoci vypocetni techniky patrna spojitost realného svéta s matematikou.
U vybranych piikladd je popsano, jaké kompetence z Ramcového vzdé€lavaciho

programu si Zaci osvojuji.



2 Pravidelné n-uhelniky

Pravidelny n-tthelnik je mnohouhelnik, ktery ma vSechny strany i vnitini tthly shodné.

Vsechny pravidelné n-thelniky jsou symetrickeé.

S témito mnohouhelniky se setkdvame v béZném zivoté, at’ uz se jedna o architekturu

vytvotenou ¢lovékem, ¢i utvary, které bézn€ nalezneme v ptirodé vSude kolem sebe.

2.1 Vlastnosti

e pravidelny n-thelnik ma stfed kruznice opsané i vepsané v jednom bod¢. Stied
téchto kruZnic je zarovei sttedem daného n-tthelniku

e pokud mé mnohouhelnik sudy pocet stran, vSechny jeho protéjsi stany jsou
rovnobézné

o pravidelny n-thelnik 1ze rozlozit na n shodnych rovnoramennych trojuhelnikd,

které nemaji zadny spolecny vnitini bod

Kazdy pravidelny n-Ghelnik je vepsan v kruznici. Cim je n vét§i, tim vice tento
n-thelnik kruznici pfipomina, jak je zndzornéno na obrazku 1. Aby se skutecné jednalo

0 n-thelnik, musi byt n > 2.
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Trojahelnik étyfﬁhelnik Dvané(;t_il:lhelnik Tﬁé&iﬁhelnik

Obriazek 1: Mnohoihelniky
U pravidelnych n-thelnikt mizeme snadno zjistit jejich plochu, to znamena obsah
mnohothelniku a také jejich obvod. Tyto udaje néds zajimaji v bézném Zzivoté spise
U objekta vytvotfenych Clovékem. Toto zjiStujeme napiiklad v ptipad¢, Ze budeme chtit
vydlazdit podlahu v domé, nalepit kachlicky na zed’ a podobné. Musime védét, kolik
dlazdic koupit, abychom pokryli celou plochu, a k tomu pouzivdme vypocty obsahii.
Obvod nas zajima v situaci, kdy si chceme oplotit pozemek, vyrobit ramecek na obrazek

a dalsi.



Obvod pravidelnych n-thelnikll zjistime velmi snadno a to tak, Ze sezneme vSechny
jeho hrany. Vzhledem k tomu, ze vSechny strany jsou stejné dlouhé, mizeme pouzit

vzorec

V piipadé, ze chceme pocitat obsah, mizeme dany n-thelnik rozdélit na n shodnych
trojuhelnikti. Spocitdme obsah tohoto trojuhelnikii a vyndsobime poctem trojuhelniki.

K tomu miizeme pouZzit vzorec

Z tohoto vzorce lze vyjadiit vV, pomoci tthlu ¢ (viz obrazek 2). Soucet v§ech thld ¢ tvoii

kruznici, tzn.n - ¢ = 360°.

l\3|‘f')\

Va© 19 (E) = %

H.
Obrazek 2: Vypocet vysky
Nyni dosadime vypocitanou vysku do vzorce pro obsah vyse:

aZ

Ptes trojihelnik vznikly rozdélenim mnohouhelniku mizeme zjistit také vnitini Ghly

S=n

tohoto mnohothelniku. Vime, ze soucet vnitinich 0hll trojthelniku je roven 180°.
Téchto 180° vynéasobime pocltem trojuhelnikii a odecteme soucet uhli ¢. Timto
zpusobem jsme vypocitali soucet vSech vnitfnich uhli mnohouhelnikt, ktery vydelime
poctem trojuhelniki (n).
180°-n—360° 180°- (n—2)
n n




3 Rovnostranny trojuhelnik

Prvnim ptipadem pravidelnych n-thelnikii je rovnostranny trojuhelnik. Jedna se

0 trojuhelnik, ktery ma vSechny tfi strany stejné¢ dlouhé a vSechny thly stejné velké.

3.1 Vlastnosti

e rovnostranny trojihelnik ma vSechny uhly stejné velké (a = =y = 60°)

e vSechny téznice a vysky rovnostranného trojihelniku jsou identické (ta = tp = t;
=Va=Vp = V)

e rovnostranny trojihelnik je osové soumérny podle téznic (vysek), tzn., Zze ma tii

osy soumeérnosti

Wy

(S=T=0)

e téznice (vyska) rozdéluje trojuhelnik na dva shodné pravothlé trojuhelniky

Obrazek 3: Rovnostranny trojuhelnik

V redlném svété se bézné s pravidelnymi trojuhelniky setkdvame. Kazdodenné mizeme
vidét naptiklad dopravni znacky. Tyto ukazatele zajiStuji bezpecny provoz na silnicich
a mnoho znich ma tvar pravidelného trojihelniku. Pfevazna vétsina z nich jsou
takzvané vystrazné dopravni znacky, ale muZzeme se s nimi setkat i u znacek urcujici

piednost. Jednou z nejcastéjSich znacek je ,,Dej piednost v jizdé!* (Obrazek 4).
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Obrazek 4: Dopravni znacka

Mimo silni¢niho provozu si miZeme pravidelnych trojuhelniki v§imnout i u budov,
nejcastéj$im piikladem jsou $tity tfech. Nejen u §titu, ktery je uk4zén na obrazku S5,
ale i tieba u padorysi budov se mizeme setkat s témito trojuhelniky, jak mize Ctenaf
vidét na obrazku 6, kde nalezne letohradek Hvézdu, ktery se nachazi v hlavnim mésté
Praha. Snimek je vSak pofizen v Marianskych laznich v Miniaturparku Boheminium. A

na obrazku 7 je znazornén plidorys této stavby.

Obriazek 5: Stit domu
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Obriazek 6: Letohradek Hvézda - zmenSeny model Obrazek 7: Letohradek Hvézda — pudorys [20]

Geometrické tvary se objevuji také vitadé naboZenskych symbold. Jednim
z nejznaméjsich je napiiklad Sesticipd Davidova hvézda, zndma téZ jako Davidlv Stit
(viz obr. 8), ktery ma zidovské vife takovy vyznam, Ze je tento symbol vyobrazen i na

vlajce statu Izrael.

Obriazek 8: Davidova hvézda [16]

Sesticipa hvézda — hexagram se objevuje i v duchovni sféfe, znama je jako
Salamounova pecet. Jedné se o dva trojuhelniky, které se vzajemné prolinaji a to tak,
ze trojuhelnik, jehoz vrchol sméfuje vzhiiru, zna¢i muzskou energii a druhy s vrcholem

smérem doll Zenskou energii.

Tento symbol by se dal uvazovat jako jednoduchy fraktal, o kterém se budeme bavit

podrobnéji nize.

Nyni si v ptikladu 1 sestrojime Sesticipou hvézdu inspirovanou vlajkou Izraele.

12



3.2 Priklad
Zadani:

Na obrazku 9 vidite rozméry vlajky. Sestrojte pouze hvézdu a to v métitku 1:6, pricemz

Sitku ¢ary zanedbame.

Obrazek 9: Vlajka lzraele

ResSeni:

Rozbor: Postup:

DK, k(S,r=55cm)
2)A;A ek

3) ty; t,= —AS
4)D;DekNt,

5) Sas je stted AS

- 6) Ssp je stfed SD

|
|
|
|
|
|
4
]
|
|
|
|
|
|
| r=55cm
|
|
|
|
|
|
¢
|
|
|
|
|
|

7)p;pLta ASasep
8)B,F;B,Fepnk

9)0;aLltaASspeq
10)C,E;C,Eeqnk
11) trdelnik ACE

12) trojuhelnik BDF

Obrazek 10: Rozbor prikladu
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Konstrukce:

—

w

I
I
I
|
|
|
L
|
|
|
|
|
I
I
L
|
|
|
|
|
|
|
T
I
I
I
I
|
|

Obrazek 11: Konstrukce hvézdy na vlajce

Zaci by méli zvladnout uréit a znazornit geometrické utvary, jak vychazi z RVP.
Ktomu jim pomaéhaji pfiklady, vychazejici zredlnych situaci, které jsou schopni
pozorovat okolo sebe. Tyto situace vymodeluji, proto se uci problém analyzovat

a rozfazovat problém na ¢asti, které znaji a umi vytesit.

Jednou z klicovych kompetenci, kterou si timto ptikladem zak osvojuje je formulace
a vyjadfeni myslenky v logickém sledu v matematickém projevu. Dalsi ziskdvanou
kompetenci je napiiklad schopnost operovat s obecné¢ uzivanymi terminy, znaky
a symboly, uvadi véci do souvislosti, propojuje do SirSich celkii poznatky, ¢imz si
vytvaii komplexngjsi pohled na matematické jevy. Zaci promysli a planuji feseni na
zaklad¢ rozboru piikladu, k ¢emuz vyuzivaji vlastni zkuSenosti. Pii feSeni problému

vyuzivaji matematické postupy.
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4 Pravidelny ctyrahelnik - ¢tverec

Pravidelny Ctyithelnik téz znamy spiSe jako Ctverec ma vSechny Ctyfi strany stejné

dlouhé, které jsou na sebe kolmé.

4.1 Vlastnosti

e Ctverec ma vSechny thly stejné velké (a =P =y =3 =90°)

o protilehlé strany jsou rovnobézné

o pravidelny ¢tyitihelnik je osoveé soumérny podle thlopficek a stitedovych pticek
e uhlopfticky jsou stejn¢ dlouhé a kolmé, puli uhly i sebe navzajem

o stfed kruznice opsané, stfed kruznice vepsané splyvaji a jsou soucasné stifedem

Ctverce

Obrazek 12: Pravidelny ¢tyiihelnik
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Kazdy se jist¢ s pravidelnym ctyfuhelnikem setkal. Objevuje se vSude okolo nas
a mizeme ho vidét napiiklad v podobé namésti (obr. 13) nebo ploti, jak je zndzornéno
na obrazku 14. Tvar ¢tverce mohou mit ale i stfeSni krytiny, viz obrazek 15, rizna

dvirka od skiin€k, dlazba a podobné.

Obrazek 15: Stiresni krytina

V soucasné dobé¢ v Zivoté kazdého z nas hraji velkou roli technologie. Kazdy se denné

setkdvame s pocitacovou grafikou, ktera se déli na dva druhy, rastrova a vektorova.

16



Rastrovou grafiku miizeme pozorovat napiiklad u fotografii prenesenych do pocitace.
Pokud tuto fotografii dostate¢né zvétSime, mlizeme si vSimnout barevnych bodl
(pixelt), ze kterych je tento snimek tvoien (viz obrazek 16). Body jsou uspofadany
do pravouhlé miizky, takzvaného rastru - odtud nazev rastrova grafika. Kazdy z téchto
bodli ma svoji danou soutadnici. Kvalita fotografie zavisi na velikosti, rozliseni, které se
udava v DPI (pocet bodt na palec — palec je cca 2,54 cm) a barevné hloubce (pocet
barev). Pti tisku fotografii by rozliSeni mélo byt okolo 300 DPI a 24 bitova barevna
hloubka (22* barev — piiblizn& 16,8 miliont). Vyhodou pouZivani rastrové grafiky je to,
ze portizeni obrazku je velmi snadné. Nevyhodou je to, Ze mé snimek velké naroky
na zdroje pocitace a pii zvétSovani pfipadné zmensSovani dochazi k nenavratnému

zhorSeni kvality fotografie.

Obrazek 16: Pixely

Vektorovou grafiku pouzijeme v pfipadé, Ze chceme vytvofit napiiklad logo firmy.
V tomto piipad€ pouzijeme vektorovou grafiku, protoze velikost obrazku lze libovolné
ménit bez ztraty kvality. Pokud je logo vytvofeno z riznych objektil, lze s témito
ze zékladnich geometrickych ttvart, jako jsou napiiklad body, pfimky, kiivky

¢1 mnohouhelniky.

Vice informaci o rastrové a vektorové grafice se Ctendf dozvi na webovych strankach

[10].
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4.2 Priklad
Zadani

Vypocitejte, kolik mista v paméti pocitace potiebuje Cernobila fotografie, jejiz sitka je

12 cm, délka 18 cm a rozliSeni 300 DPI a barevna hloubka 256 barev.
ReSeni:

1) Pifevedeme centimetry na palce
12 : 2,54 = 4,72
18 : 2,54 = 7,09
2) Zjistime pocet palct
4,72 - 7,09 = 33,46
3) Vypocitame pocet pixeld
33,46 -300 = 10038
4) Vypocitame potiebnou pamét
256 = 28 (8 bitova barevna hloubka — 8 bitdl na bod)
10038 -8 =84304b
Na danou fotografii potiebujeme 84 303 bitt.
Zaci na zékladé feseni ukolu vidi pfesah matematiky do informaénich technologii. Diky
tomu si uvédomuji dulezitost matematiky, ktera provazi jejich kaZzdodenni zZivot. Bez
zékladnich védomosti matematiky nejsou schopni feSit problémy z jinych oblasti
vzdélavani. Zaci ochotngji fesi piiklady, ve kterych jsou tyto piesahy ziejmé.
Uvédomuyji si tim dilezitost ziskdvanych znalosti a jejich nasledné pouZiti v konkrétnich

ptipadech

18



5 Pravidelny pétiuhelnik

Pravidelny pétitthelnik ma vSechny strany stejné dlouhé a jeho vnitini Gthly jsou shodné.
Uhlopii¢ky pravidelného pétithelniku jdou sestrojit jednim tahem. Pokud tento tutvar
sestrojime, vznikne ndm symbol zndmy jako pentagram. Pentagram ma velky vyznam

V ndbozenstvi, v uméni ¢i astronomii. Vyskytuje se hojné ale i v pfirod¢.

Obrazek 17: Rozkrojené jablko Obrazek 18: Drchnicka rolni [14]

Naptiklad, kdyz rozkrojime jablko, jeho jadra jsou uspoidadana do tvaru pétithelniku
(obrazek 17) Okvétni listky rGznych kvéth jsou uspotfddany také do pravidelného
pétithelniku. Takovy kvét mtzete vidét na obrazku 18. Vyznamny piedstavitel uméni
Leonardo da Vinci vidél dokonalost v lidském téle, kterou znazornil ve svém dile
Virtuvidnsky muz. V této myslence jde pfedevsim o to, Ze vyska Cloveka ma pftiblizné
stejnou velikost, jako rozpéti jeho pazi. Proto pfi spravném postaveni téla, lze i v tomto
pfipad€ najit pravidelny pétithelnik (obrazek 19). Autor ¢lanku Chris Budd tvrdi, Ze
zlaty fez v lidském téle je jen zpisob jakym mozek nachazi souvislosti. Protoze zlaty

pomer je iracionalni ¢islo, nedokdzeme ho nikdy vyjadfit presné v zadném méteni.
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Obrazek 19: Lidské télo

Pokud budeme pravidelné pétiuhelniky skladat vedle sebe, nikdy se nam nepodafii
pokryt celou rovinu beze zbytku, jako napiiklad u trojuhelniku, Cctytthelniki
¢i Sestitthelnikd. Existuje ale 1 malé mnoZstvi nepravidelnych pétitthelnikd, které tuto
vlastnost maji. Naposledy byl takovy pétithelnik objeven v roce 2015, védci, kterym
k tomu dopomohl pocita¢. Jeden z téchto nalezenych ptipadi mizete vidét na obrazku
20, ktery vychazi z toho, ze u tiech vrcholt musi byt tthel 120°. Tento ty pokryti plochy
pétitihelniky beze zbytku popsal v roce 2019 Karel Reinhardt [3].

Obrazek 20: Pokryti plochy pétitihelniky
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Pravidelny pétidhelnik mé& mnoho zajimavych vlastnosti. Mimo to, Ze je stejn¢ jako

ostatni mnohouhelniky symetricky ma navic velky vztah ke zlatému fezu.

Pokud pravidelnému pétitthelniku sestrojime thlopticky, vznikne pentagram. Praseciky
usecek, které tvoii tento pentagram, jsou vrcholy dal§iho pravidelného pétithelniku.
Takto muzeme pokraCovat do nekonecna. Délky stran pravidelného pétitihelnika
s délkami tuhlopticek jsou vzdy v poméru zlatého fezu. Prisecik uhlopticek danou

diagonalu rozd¢€li na dve ¢asti, které jsou rovnéz v poméru zlatého fezu.
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6 Zlaty rez

Zlaty tez je poklddan za idealni pomér mezi dvéma useckami. Vznikne rozdélenim

usecky tak, ze pomér celé usecky ku mensi ¢asti tsecky je stejny jako pomér vétsi casti

ku mensi ¢asti.

Casto se vyuziva vuméni, setkime se snim napiiklad u obrazi, fotografii nebo
Vv architektufe. A to proto, ze tyto proporce jsou piijemné lidskému oku. Zlaty fez
mizeme najit také v ptirodé u lastur (obr. 19), plzd, rostlin, plodd a podobné. Napiiklad
semninka slunecnice tvoii zlatou piralu, aby do sebe dobie zapadly. Listy né&kterych
kvétin tuto vlasnost maji také, proto, aby absorbovaly co nejvice slune¢niho svétla.
Na obrazku 22 mize ctenar vidét zlatou spirdlu také ve vétrném vir zachycenym

radarem.[7]

Obrazek 21: Lastura Obrazek 22: Vétrny vir [15]
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Konstrukce a vypocet zlatého fezu:

R a
- p- 7
D a b a+b
| / b a—b a
o . ,
a . a = by
) Y b
2 , b bp—b
be b
2 b blp-1)
. plp-D=1
,-'(p2—40—1=
="

Obrazek 23: Konstrukce zlatého fezu
Postup konstrukce:
1) AB; |AB|=a
2) BC;BC LAB, |BC| = g
3) kik(C,r=2)
4) E;EEkKNAC
5) I; 1 (A, r=|AE|

Zlaty tez lze zndzornit 1 pomoci zlatého obdélniku. KdyZ tento obdélnik budeme
rozdélovat v poméru zlatého fezu, dostaneme zlatou spiralu, se kterou se CcCasto
setkdvame v piirod¢. Tuto spirdlu nalezneme tak, Ze do obdélniku rozd€lime na Ctverec
a dalsi obdélnik, ktery je rovnéz zlaty. Takto mizeme pomoci posloupnosti mensich
a menSich obdélnikid vytvofit spiralu tak, ze vyznacime ctvrtkruh v kazdém ctverci, jez

se objevuje ve zlatych obdélnicich.

23



L

Obrizek 24: Zlaté spirila v obdélniku

Postup konstrukce zlatého rezu obdélniku, tzv. zlaty obdélnik:

1) ctverec ABCD; |AB|=a

2) Al; |AAl|=|AlB|

3) ki k(A1 r=|ALC))

4) E;E€ekNAB

5 p;p LAB,E€Ep

6) F;FeCDNp
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6.1 Priklad 1

eni:

7204

Zadani: Re

Zakreslete do obrazku zlatou spiralu.

Obrazek 26: Vnoiené pétinhelniky Obrazek 25: Zlata spirala v pétinhelniku

6.2 Priklad 2
Zadani:

Vyfotografujte predmét a obrazek ofiznéte tak, aby byl predmét ve zlatém fezu toho

snimku. Zlatou spiralu do obrazku vyznacte pomoci programu GeoGebra.

ResSeni:

Obrazek 27: Zlata spirala ve fotografii
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Pti zpracovani zadaného ukolu Zaci nejdiive vyhledaji vhodny objekt, coz je nuti hledat
matematiku Vv redlném svété samostatné. Pokud si  Zaci jsou podnécovani
k samostatnému a tvofivému mysleni, coz je jednim ze zéakladnich cilt vzdélavani dle
RVP. V dnesni dob¢ vSichni pouzivaji moderni technologie, proto je vhodné je vyuzit
I pfi vyuce matematiky. Uz jen tim, ze musi zaci fotografie importovat do pocitacu
anasledné upravit, vyuziji znalosti nabyté v informacnich technologiich. Pfi praci
v programu GeoGebra rovnéz vyuziji praci s modernimi technologiemi a to jim pomaha
udrzovat si informatickou gramotnost. Tim, Ze objekty zaci vyhledavaji a zpracovavaji,

uéi se hledat kolem sebe souvislosti S matematikou.
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7 Pravidelny Sestitthelnik

Pravidelny Sestiuhelnik je tvofen ze Sesti rovnostrannych trojuhelniku.

Kazdy vnitini uhel Sestitthelniku mé velikost 120 stupiiti.

7.1 Dukaz

Obrazek 28: Pravidelny Sestitihelnik

Zelenym kruhem je vyznacen soucet vrcholovych uhld trojuhelniki, tzn. kazdy po 60-ti
stupnich (kruh mé& obvod 360 stupil, tento obvod rozd€lime mezi Sest stejnych

trojahelnik).

Usecky, které spojuji dva prot&jsi vrcholy, jsou primérem kruZnice, jak je vidét
na obrazku 28. Z toho plyne, ze trojihelniky jsou urCité rovnoramenné a proto uhly
pii zakladn€ budou oba stejné. Soucet vnitinich Ghli v trojuhelniku je 180 stupnd, 60
stupiitl zaujima vrcholovy thel a na zbylE dva zbyva 120 stupiid, tzn. na kazdy Sedesat.
Proto se jedna o rovnostranné trojuhelniky. Vnitini thel Sestithelniku je tvofen dvéma

vnitinimi thly trojahelniki. Z toho plyne, Ze vnitini Ghel Sestithelniku ma 120 stupni.
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Pravidelnymi Sestithelniky lze vyplnit rovinu tak, Ze je budeme skladat vedle sebe bez

mezer. Stejné tak rovinu miZzeme vyplnit ¢tverci nebo rovnostrannymi trojuhelniky.

Vypliovani Sestithelniky je ovSem z pohledu vyuziti materialnu nejefektivnéjsi. Proto
se s timto tvarem setkdvame pomérné ¢asto. Napiiklad u veelich plastvi (obr. 29),
dlazdic na chodnicich, jenz jsou vyobrazeny na obrazku 30, u technickych materialt

jako je naptiklad Grafen (jedna vrstva atomt uhliku uspotédand do tvart Sestithelniki)

Obrazek 29: Véeli plastev [19] Obrazek 30: Dlazdice

Autofi ¢lanku Secret from a bathroom floor Josefina Alvarez a Cesar L. Garcia se
zabyvali tim, jakymi pravidelnymi mnohothelniky je mozné pokryt celou plochu beze
zbytku.

Kazdy takovy polygon lze rozdélit na n shodnych rovnoramennych trojuhelnik,
pfi¢emz vime, Ze soudet vnitinich (thli trojuhelniku dava 180°. Uhel u vrcholu zjistime
snadno tak, Ze vyd€lime 360° poctem vzniklych trojihelnikt. Zbylé dva thly

u zédkladny maji shodnou velikost thli. Z toho vychazi, ze:

a+a+360—180

2 2 n
360

a =180 — —
n

, ; , ; ; ;360 . 2 xr
Hledame ale pouze takové mnohouhelniky, pro které plati, ze — e celé cislo.
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Po dosazeni uhlu «a:

360 1 2n

180—@ 1_1 n—2
n 2 n

Vzorec mizeme déle upravit na tvar

4
n—2"

2+

Ze vzorce je patrno, ze piipustné hodnoty jsou vétsi nez dva. Posledni ¢islo, které déli
¢tyfku beze zbytku je Cislo €tyfi, proto mizeme tvrdit, ze n-thelnik s nejvétsim poctem
hran, ktery pokryje rovinu bez toho aniz by se piekryval, je pravé Sestithelnik.
Nesmime zapomenout vyloucit pétithelnik a dokézali jsme, ze jediné pravidelné
mnohothelniky  splitujici  tento  pfedpoklad jsou trojihelnik,  Etyfuhelnik

a Sestithelnik.[2]

7.2 Priklad

Zadani:

Kolik metrti dratku budeme pottebovat na zvétSeny model véeli plastve, kde jedna
strana Sestitthelniku bude dlouha 6 cm?
Kolik bychom spotiebovali metri dratku, kdyby vcely misto Sestitthelniki pouzivali

¢tverce se stejnym obsahem jako dany Sestithelnik?

ResSeni:

Obsah Sestithelniku muizeme vyfesit tak, Ze spocitime obsah rovnostranné¢ho
trojahelniku, ktery vznikne pii rozdéleni Sestithelniku o délce hrany 6 cm. Téchto

trojuhelniki je v kazdém Sestitthelniku Sest.
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Obsah trojuhelniku spoc¢itdme pomoci vzorce

av,
SA= :
2

Abychom mohli vypocitat obsah trojuhelniku, musime nejdtive spocitat jeho vysku.

Vypocet vyska Vy:

62 =32 +v,2
Va= V27
Va=3V3

g, = & 3V3
A=

a/2=3cm 2
Obrazek 31: Vypocet vysky SA = 9\/§ cm?2

Obsah Sestithelniku:

6-9v3 =543 cm?
So = 54+/3 cm?®
a=967cm.

Pocet hran, na néz je pouzit dratek: Sestitthelnik = 77 hran.
¢tverec =49 hran

Délka dratu na Sestithelnik: 77 - 6 = 462 cm = 4,62 m.
Délka dratu na étverec: 49 - 9,67 = 474cm =4,74 m.

Usettily jsme piiblizné 12 cm drétu.

Tento piiklad fesili zaci 3. ro¢niku stiedni Skoly v ramci opakovani vypoctli obvoda
a obsahti. Z celkového poctu 45 zaka, kteti priklad pocitali, 4 odevzdali praci bez feseni.

Z toho plyne ze, necelych 9 % si se zadanym ukolem nedokazalo viibec poradit.
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Predpoklad nejvétsi chybovosti byl pfi poc€itani obsahu pravidelného Sestitthelniku, se

kterym zéci ve vétSing pripadl ale neméli problém. Tuto chybu udélali pouze 2 zaci.

U prvni casti prikladu si se zadanym ukolem poradilo spravné 34 zakt ze 41, ktefi
Gilohu fesili. Zaci s nespravnym fesenim se nejéastéji potykali s chybovosti pii vypoétu
hran. Zaci hrany poéitali prevazné mechanickym s¢itanim bez hledani mozného
algoritmu (obr. 32), nékteti se ovSem snazili najit opakujici se tvary ¢i systematicky

s¢itat hrany vSech mnohothelniki jako napfiklad na obrazku 33.

Fried = 77 1

Obrazek 32: Mechanicky vypocet usecek

A
~ = )X 19x3
R
{ {%{{ 10%2
Do

Obrazek 33: Algoritmus pro vypocet usecek
Nemnoho zaktli se snaZilo jisty algoritmus nalézt, nepodafilo se jim ale vytesSit piiklad
bezchybné. Spravny postup a jejich feseni vedl k nespravnému vysledku, jak je patrné

Z obrazku 34.

! Zak souhlasil s pouzitim ¢asti piikladu
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Obrazek 34: Nespravné i‘eSeni pomoci algoritmu

2

U druhé casti ptikladu se 4 krat vyskytla chyba, kde Zaci pocitali s délkou strany
¢tverce stejnou jako délkou strany Sestithelniku (obr. 35). Tato chyba se pravdépodobné
objevovala z nepochopeni nebo S$patného Cteni zadani. Nektefi Zaci sice vypoditali
obsah Sestitthelniku, ale jiz tento obsah nebyl schopen pouZit ve vzore¢ku pro obsah
¢tverce. Tato skutenost pravdépodobné opét prameni znepochopeni zadani.
S vypoctem hran tentokrat nebyl problém. Muzeme zde vidét podobné typy uvazovani

jako u prvni ¢asti.

Obrazek 35: Chybny vypocet délky strany ¢tverce

2 74k souhlasil s pouzitim &asti prikladu
# Zak souhlasil s pouzitim &asti piikladu
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Zakam trvalo pomérné dlouhou dobu, nez ptiklad vyfesili. Hlavni pii¢inou tohoto fakt

je skutecnost, ze jim velké mnozstvi ¢asu zabralo feseni po¢tu hran modelu plastve.

Z ptikladu vidime, Ze je efektivnéjsi rovinu vyplnit Sestithelniky nez Ctverci. Stejné
tomu je tak u rovnostrannych trojihelnikli, coz je zjevné, kdyz je Sestithelnik

tvofen rovnostrannymi trojuhelniky.
Zaci souhlasili se zvetejnénim ¢asti jejich praci.

Matematici se jiz v minulosti zabyvali vlastnostmi povrchu buiky véeli plastve a véfili,
Ze ma nejlepsi tvar, jaky je vibec mozny. Matematik C. Maclaurin jiz v roce 1743
usoudil, ze buiiky maji Sestithelnikovy tvar proto, ze je podil jejich objemu a povrchu
nejvetsi mezi vSemi pravidelnymi télesy, ktera vyplnuji prostor beze zbytku a zaroven
maji nejlepsi zdkladnu. Toto tvrzeni pozdé€ji matematik L. Fejes Toth vyvratil, kdyz

.....

Nejekonomictéjsi tvar poryti prostoru vSak doposud nebyl urcen.

Stejné tak jako problematikou vcelach plastvi se matematicky zabyvali nejefektivnéjsim

usporadanim deélovych kouli v prostoru.

Matematici se také odeddvna zabyvaji mysSlenkou, jaké je nejefektivnéjsi usporadani
kouli v prostoru. Vénoval se ji naptiklad David Hilbert ve svém seznamu tfiadvaceti

problémui nebo Thomas Harriot a Johannes Kepler.

7.3 Keplerova domnénka

V' trojrozmérném prostoru nemad zdadné usporadani kouli stejného poloméru veétsi

hustotu nez kubické plosné centrované usporadani.

Dikaz této véty ma 282 stran. Popisuje riizna uspotadani kouli s hustotou \/% , tzn,

stejné jako kubické plosné centrované uspofadani. Kubické plosné centrované
uspotradani vznikne tak, ze vyskladame koule vedle sebe, aby se dotykaly, a tuto spodni
vrstvu skladame dalsi koule. Koule jsou vtomto piipadé uspofadany do tvaru

trojuhelniku. Je moZzné je ale usporadat také do tvaru Sestitthelniku. Toto uspofadani se
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nazyva hexagonalni t€sné. Na obrazku 36 prvni z leva — uspotfadani kubické plosné

centrované, druhé uspofadani je hexagonalni tésné.

Obrazek 36: Uspoiadani kouli v prostoru [5]
Tyto dvé usporadani jsou optimalni zpisoby pro umisténi jedné vrstvy kouli nad
druhou. Obménami umisténi kazdé dalsi vrstvy lze sestrojit mnoho riznych optimalnich
usporadani.
Vice informaci o této problematice se muize ctendi dozvédét Thomase C. Halesa

Pokroky matematiky, fyzicky a astronomie [5].
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8 Fraktaly

Na zakladnich a stfednich Skolach se zabyvame pouze euklidovskou geometrii, ve které
popisujeme vSechny geometrické utvary. V euklidovské geometrii je ale znacny
problém jednoduse popsat slozité utvary. Tyto utvary se presto bézné v redlném svété
objevuji. Pokud se budeme snazit popsat jednoduché matematické tutvary, jako jsou
naptiklad body, usecky, ¢tverce, kvadry ¢i jiné, s euklidovskou geometrii si snadno

vystac¢ime.

Kazdy ztéchto matematickych utvari muizeme pomoci euklidovské geometrie
jednoznaéné ur€it. V ptipad¢ fraktilu to tak snadné neni. Abychom mohli popsat
jednoduchy fraktal jako je naptiklad Kochova kiivka, museli bychom pouzit sloZitou
rovnici, kterd by navic byla nepiehledna. Tuto kiivku lze bez obtizi popsat pomoci

fraktalni geometrie.

Fraktaly nemusi byt jen tutvary, které vznikaji matematickou definici, ale mizeme je
pozorovat Vv piirodnich ukazech, jako jsou naptiklad snéhové vlocky, pohoii, blesky,
vlocky, stromy ¢i zelenina (obr. 37). Fraktdlem je napiiklad i Davidova Sesticipa

hvézda.

Obrazek 37: Romanesco [18] Obrazek 38: Lastura

Je vice moznosti jak fraktal sestrojit, jednou z nich naptiklad pouziti transformaci, které

se cyklicky opakuji. Kochovu kiivku je mozné popsat tak, ze na zacatku jsme méli
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jednoduchou usecku, coz je takzvany iniciator. Abychom ziskali vysledky tvar, budeme
potfebovat také generator. Tento generator je tvar, ktery nahradi iniciator. Pokud
pocatecni usecku rozd€lime na tfetiny a prostfedni vyjmeme a pouzijeme misto této
casti dvé usecky stejné délky jako je vyjmuta tietina. Ve chvili, kdy jsme provedli
transformaci je jiz kazda z GseCek brana jako iniciator dal§iho kroku. A tak muzeme
pokracovat stale dal, ptfi¢emz v kazdém z nasledujicich krokl se délky téchto usecek
neustale zmensuji. Tento postup je znazornén na obrazku 39.

k=0
Iniciator

i N

generator

Obrazek 39: Kochova kiivka [13]

Kochova kiivka je kiivka, kterd se nazyva sobépodobnd. To znamena, Ze Cast této
ktivky je vzdy zmenSenina ptivodni mnoziny bez ohledu na to jak moc ji zmensujeme.
Tato kiivka ma stejnou vlastnost jako interval. Pokud vezmeme interval ptiklad od nuly
do jedné, coZ je konefna ohrani¢end Cast roviny, nalezneme zde nekonecné mnoho
¢isel. Totéz plati 1 pro Kochovu kiivku. Z toho vyplyva, ze jeji délka je nekonecna. Tato

vlastnost plati pro vétSinu fraktald.

Fraktaly vyskytujici se v ptfirodé nebudou nikdy dokonalé stejné jako pii jejich
matematické reprezentaci. Napiiklad kdyZ odlomime ¢ast kamene, ktery ma néjakou

strukturu, v ulomeném useku bude tato struktura pfi zvétSeni podobna, ale nikoliv

stejna.
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V euklidovské geometrii se setkdvame a dokonalymi utvary jako je napiiklad ctverec,
valec, jehlan,... Rizné objekty redlné svéta Ize euklidovskou geometrii popsat, nesmi se
vSak jednat o jejich strukturu, pak uz bychom se museli na pfedmét divat z hlediska
fraktalni geometrie. Pokud tedy budeme chtit vytvaret animace do her pfipadné filma,
bez fraktadlni geometrie se neobejde, abychom se alesponn c¢astecné priblizili
realistickému ztvarnéni objektd. Abychom tyto objekty dokazali reprezentovat,

potfebujeme znat také fraktalni dimenzi.

Fraktalni dimenze D nam fik4, jak moc je utvar nepravidelny. Pokud Gsecku rozdélime

na N stejnych dilt, délku jedné Casti r zapiSeme ve tvaru

T=N,

pokud bychom rozdé€lovali na N dilii ¢tverec pak délka tisecky

podobné krychle

Vice informaci o fraktalni geometrii a fraktdlni dimenzi nalezne Ctenaf na webovych

strankach [8].
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8.1 Priklad

Zadani:

Vypocitejte fraktalni dimenzi Kochovy kiivky.

ReSeni:

Usecku rozdélujeme na 3 stejné dily, proto délka r je rovna g Zakladni Kochova kiivka

obsahuje 4 stejné ¢asti a odtud N = 4

Dosadime hodnoty do odvozeného vzorce:
1

"g|~| =

Vyjadiime D:

1 1
log§ =log4 D

logs = — “1og4
83T "p°8

1
Dlog§= —log4

log 4

log%

_log4

"~ log3
D =1,2618

Fraktalni dimenze Kochovy kiivky je pfiblizné€ 1,2618.
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9 Symetrie

Symetrie prostupuje nasim kazdodennim Zivotem. MiZeme ji najit i v pfirod¢ u rostlin,
¢1 zvitat. Symetrii vidime napiiklad u riznych krystali, kvétd, motyla, snéhovych

vlocek nebo tieba také bytovych doplitki, détskych hiist’ a podobné.

Objekt je symetricky, pokud s nim mizeme né&jak manipulovat a i pfesto bude vypadat

stejné jako piedtim.

V cukleidovské geometrii je pfedmét symetricky, jestlize je soumérny podle stiedu nebo
0sy soumérnosti. Stfedové soumérné objekty jsou napiiklad détska houpacka, Ctyrlistek,
presypaci hodiny a dalsi. U osové soumérnosti se miizeme zminit naptiklad o motylovi,
moftské hvézdg, konopi a podobné. Soumérnosti 1ze pozorovat i v prostoru, ptikladem je
sn¢hulak, fotbalovy mi¢, pyramidy,... Pokud je pfedmét nachazejici se v prostoru

symetricky, vzdy nalezneme rovinu, ktera tuto vlastnost udava.

9.1 Stifedova soumérnost

Stiedova soumérnost je zobrazeni, které prenese stied
soumérnosti S na sebe sama a bod A riizny od Stfedu
na bod A’, ktery se nachazi na polopiimce opacné
kK SA ve stejné vzdalenosti od S jako bod A
(tj. plati pro n&j [SA|=|S A’|).

Obrazek 40: Stied soumérnosti

Na obrazku 40 je zndzornén stied soumérnosti, podle kterého je Ctyflistek symetricky.
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9.2 Osova soumeérnost

Osova soumérnost zobrazuje prvky osy 0 na sebe samé
a bod A lezici mimo osu 0 S prumétem P do osy o
na bod A’ ktery se nachazi na polopfimce opacné k PA
ve stejné¢ vzdalenosti od P jako bod A
(tj. plati pro n¢&j |PA|=|PA’|).

Na obrazku 41 se nachazi motyl, ktery je soumérny
Obrazek 41: Osa soumérnosti

podle osy o.

9.3 Rovinna soumeérnost

Rovinna soumérnost zobrazuje prvky roviny O nasebe
samé a bod A mimo rovinu O s primétem P do roviny O
na bod A’, ktery se nachazi na polopfimce opacné k PA ve
stejné vzdalenosti od P jako bod A
(tj. plati pro n&j |[PA| = |PA’)).

Snéhulak na obrazku 42 je symetricky podle roviny, ktera

ho rozdéli na dvé totozné ¢asti. Obrazek 42: Rovinna soumérnost

v

Podrobng¢jsi informace o soumérnostech jsou k nalezeni v publikaci Geometrie |1, jejiz

text je dostupny na internetovych strankach [6].

Na prochazce méstem, parkem, lesem a podobné nalezneme spoustu soumeérnych
utvarti. A nemusime k tomu nikam daleko, sta¢i se rozhlédnout doma po béznych
predmétech. Soumérny je tieba platek pomerance, umyvadlo v koupelné stropni svitidla
nebo zidle, na které bézn¢ sedime. Pokusme se tedy podivat kolem sebe a takové

predméty najit.

Abychom si vice zazili soumérnosti, zkusime vyfesit nasledujici ptiklady.
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9.4 Priklad 1
Zadani:

1) Dokreslete vlocku, aby byla stfedové soumérna.

Obriazek 43: Nedokreslena vlocka
Cerveny bod znazoriiuje stfed soumérnosti, podle kterého je vlotka soumérna. Staci
prenést vyznacené body, které spojime useckami. Jestlize prenasime usecku, pouzijeme
K tomu pravé dva krajni doby této useCky. V piipadé, Ze bychom chtéli pienést
poloptimku, pfeneseme krajni bod a libovolny bod dané poloptimky. V ptipadé, Ze se

jedna o ptimku, zvolime si dva libovolné body, které pfeneseme.

Obrazy bodli nalezneme tak, ze danym bodem a stfedem soumérnosti vedeme
pomocnou piimku. Nasledné za pomoci kruzitka pfeneseme na pomocnou piimku
vzdélenost bodu od stfedu na opacnou polopiimku. Pfenesenim a spojenim vSech bodl

dostaneme vyslednou vlocku.

ResSeni:

Obrazek 44: Vysledna vlocka
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Zadani:

2) Dokreslete motskou hvézdu, tak aby byla osové soumérna.

Obrazek 45: Nedokreslena morska hvézda

Cervena piimka nam udava osu, dle které je moiska hvézda soumérna. Body, které se
na této ose nachdzeji, se zobrazi na sebe sama. Ostatnimi body vedeme pomocnou
pfimku, ktera je kolma k ose a opét za pomoci kruzitka pfeneseme vzdalenost bodu od
osy na opacnou poloptimku. K zobrazovani usecek, polopiimek a pifimek v osové

soumeérnosti je tfeba nelézt dva body, stejné jako v soumérnosti stiedové.
Jakmile méame vSechny body a usecky zobrazené, moiska hvézda je dokoncena.

ReSeni:

Obrazek 46: Vysledna moiska hvézda
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Zadani:

3) Najdéte stied soudnosti a vSechny osy soumérnosti

Obrazek 47: Vyhledani stfedu a os soumérnosti

Stfed se na obrazku je sttedem kruznice uprostfed okna. Osy se zde vyskutuji ve vétSim
poctu. Prisecik vSech os soumérnosti je totozny se stiedem okna. V obrazku se nachazi

celkem 6 0s soumeérnosti.

ResSeni:

Obriazek 48: stiedy a osy soumérnosti

Symetrie se ve velké rozsahu objevuje také v architektufe. Na symetrii, geometrii
a pravidelnost klade diraz predevsim klasicismus. Varianta klasicismu je i empirovy
styl, ve kterém je vystaven Vitézny oblouk v Pafizi. Symetrii nenajdeme jen v samotné

stavbg, ale také v jejim okoli.
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Obrazek 50: Miniatura Vitézného oblouku Obrazek 49: Okoli Vitézného oblouku [17]

Na fotografii 49 je vyobrazena miniatura Vitézného oblou v Pafizi, ktera se nachazi

v Minieurolandu v Polsku. Obrazek 50 je pofizen z intenetové mapy.

Dalsim ptikladem architektonické symetrie je Kostel svatého Jana Nepomuckého
na Zelené hote ve Zd'aru nad Sazavou, ktery je vystavén ve slohu oznaovaném jako
barokni gotika. Konstrukce kostela i jej obklopujictho ambitu vychazi z geometrie

kruhu. Fotografie 51 je potizena v Miniaturparku Beheminium v Marianskych laznich.

Obrazek 51: Miniatura kostelu svatého Jana Nepomuckého

Nisledujici ptiklad fesili zaci sedmé tiidy zakladni $koly v Ceskych Budg&jovicich. Na
za¢atku hodiny byla probrana teorie osové soumérnosti. Zaci hledali rizné véci, které
sou osove soumerné. Nejcastéjsi predméty, které zaci jmenovali, byly naptiklad seSity,
lavice, okna, dvefe a dal$i. Néktefi z zakti oponovali, Ze naptiklad dvefe nemiZou byt
symetrické, protoZe je na nich klika, ktera tuto vlastnost vyvraci. Toto bylo jasnym

dikazem toho, ze danou problematiku pochopili a rozumi ji.
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Poté Zaci samostatné pracovali na zadanych piikladech. V prvni ¢asti ptikladu 1 nebyl
nikdo, kdo by mél problém obrazek dokreslit. N&kteti méli ukol vyfeseny béhem kratké
chvile, jini potiebovali ¢asu vice. Slo ale pfedev§im o snahu kreslit pfesné. V druhé
¢asti prikladu 1 se uz ale problém objevil. Objevili se zaci, ktefi rukavici a chodidlo
nakreslili pfesn¢ tak, jako vzor, coz ale nespliovalo zaddni, Ze musi byt osové
soumérny. Pfi¢ina této chyby byla u vétSiny zaka to, Zze nebyla dana osa soumérnosti.
Vyskytl se 1 pifipad toho, ze zak chodidlo zakreslil spravné, rukavici vsak pouze

posunul. Osu soumérnosti presto vSichni vyznacili spravne.

Ve zbytku hodiny se Zaci vénovali piikladu 2, na ktery uz nezbylo moc &asu. Zakam
dlouho trvalo vystiihat obrazky, a proto nebylo moc prostoru vénovat se osdm

soumérnosti. Z tohoto diivodu bych pfisté pfinesla do hodiny jiz vysttizené tvary.
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9.5 Priklad 2
Zadani:

1) Dokreslete obrazky, tak aby jejich chybéjici ¢ast odpovidala zbytku obrazku.

Obrazek 52: Piiklad na osovou soumérnost

Do dokreslenych obrazkl vyznacte osu soumérnosti.
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2) Obrazky vystiihnéte a zkousSejte je piekladat tak, aby se vSechny jejich ¢asti

piekryvaly.

Obrazek 53: Objekty k hledani os soumérnosti
Celkova hodina probihala velmi dobite, zaci se aktivné zapojovali a feSili zadané tkoly.

Na vétSin€ z nich bylo vidét, Ze je tyto ¢innosti bavi.

Zaci tretiho roéniku stfedni odborné $koly v Ceskych Budgjovicich dostali pii hoding
matematiky ptiklad, kde jim z velké Casti vypocet usnadnila symetrie. Ptiklady fesili
v ramci opakovani planimetrie, takZe vSechny potfebné informace pro vycet ptrikladu
méli jiz z diivejsi doby a ziskané znalosti propojovili. K feseni prikladi bylo zakiim
umoznéno pouZiti matematicko fyzikalnich tabulek a kalkulacek.

Zaci tesili piiklad piiblizné polovinu vyuéovaci hodiny, coZ bylo podstatné vice ¢asu
nez bylo pivodné planovano.

Prevazna vétSina zakl meéla pii feSeni ukold nemalé potize. Hned v prvni fazi je
nenapadlo rozdélit dvanactitihelnik na trojuhelniky a snazili se feSit modré a zluté Casti

samostatné.

Tuta cast piikladu byla po n¢jaké dobé spolecné vyhodnocena, protoze jen par z zaka
bylo schopno ukol vyfesit. Po spolecném feSeni Zaci zacali samostatné pracovat

na druhé casti ptikladu.
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Taktka vSichni dokézali vyfeSit pomér obsahl skel, ale jen malo znich dokézalo
zdivodnit pro¢ to tak je. Na pomér pfisli tak, ze dali osahy obou barevnych skel
do poméru a zkratili do zakladniho tvaru. Jen dva Zaci z celkového poétu dvaceti zaku,

dokazali své tvrzeni zdivodnit.

Diky diskuzi, kterd pfi hodiné vznikla si zaci osvojovali komunikaéni kompetence, kdy
souvisle formulovali a vyjadfovali své myslenky a nazory. Zaci rovnéz naslouchali
a porozumnéli ostatnim, kteti vhodné argumentovali a obhajovali vlastni nazor.

9.6 Priklad 3

Zadani:

Na obrazku vidite okno a jeho model s rozméry.

Vypocitejte:

1) Kolik cm? Zlutého a kolik cm? modrého skla bude potfeba na vytvofeni stejného

okna?

2) V jakém pomeéru jsou obsahy obou skel? Pro¢ tomu tak je?

a = 15cm

Obrazek 54: Okno a jeho model s rozméry
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ReSeni:

1) Dvanactitthelnik mtizeme rozdélit na 12 stejnych trojihelnikti, které maji u vrcholu
30°, protoze plny uhel (360°) rozd€élime na 12 stejnych dild. Vzhledem k tomu, ze se

jedna o rovnoramenny trojuhelnik, uhly u zakladny jsou rovny 75° ((180° - 30°) : 2).

Nejprve vypocitame obsah celého jednoho z dvanacti trojahelnikil (S), poté vypocteme
obsah zluté ¢asti (Sz) a Zluty obsah ode¢teme od celého trojuhelniku, abychom ziskali
modrou ¢ast (Sm). Nakonec vSe vynasobime dvanacti a vzhledem k tomu, ze kazdy dil

je osove soumérny, mame hotovo.

Obsah celého trojuhelniku:

tga = -
tg 75°= —
97> =75
v=28cm
a v,
S =
2
B=75°
15 -28
2
Obrazek 55: Obsah celého trojuhelniku
S =210 cm?

Délka ramene x:

) a
sina = —
c

sin75°= —
x=29cm
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Obsah zlutého trojuhelniku:

Obrazek 56: Obsah Zluté ¢asti trojihelniku

Obsah Zluté ¢asti okna: 12 - 70 = 840 cm?

Obsah modrého ¢tyiuhelniku:

Sy
== S _Si
Sy =210 — 70
S, = 140 cm?

Obsah modré ¢asti: 12 - 140 = 1680 cm?

2)

Obrazek 57: Vypocet poméri ¢asti trojuhelniku

trojahelniku.

50

a-v
52: 2a
2 x
4
5 =35
229 29
_"3 '3
2
S; = 70 cm?

Zakladny trojuhelniku 1 a 2 jsou stejné dlouhé
(g cm). Vyska trojuhelniku 1 a 2 je shodna

(oranzova usecCka). Z obrazku 57 je patrné, ze obsahy

obou trojuhelniki jsou stejné.

Trojuhelniky 1 cely trojuhelnik jsou si podobné
(vSechny uhly jsou shodné). Strana trojuhelniku 1 je
poloviéni nez strana celého trojuhelniku a proto

i vyska trojuhelniku 1 je polovi¢éni nez vyska celého



Trojuhelnik 3 ma poloviéni zékladnu nez trojihelnik 1 (vychazi z podobnosti).
Trojihelnik 3 ma shodnou vySku s celym trojuhelnikem a ztoho vyplyva, ze je

dvojnasobna nez vyska trojuhelniku 1. Proto oba tyto trojihelniky maji stejny obsah.
Zluté sklo a modré sklo jsou v poméru 1:2.

Zaci ptiklad nefesili dle o¢ekavani. Z jejich chyb lze soudit, Ze nejvétsi problém maji
S predstavivosti a se zamySlenim se nad danym problémem. Bylo by dobré do vyuky
zaiadit vice ukold, kde je nutné graficky ptiklad nejprve rozdé€lit a poté fesit.
Pravdépodobné kvili malému poctu takovych typt uloh zdky nenapadlo feSeni

a Z tohoto diivodu jim piiklad zabral hodn¢ ¢asu.

o1



10 Zakovské prace - pouZiti symetrie

V této kapitole jsou vybrané prace zakl, kde vyuzivali matematické vypocty, u nichz

jim praci usnadnila symetrie.

Zéci tretiho roéniku stiedni odborné $koly dostali za ukol vypoditat povrch nebo objem
téles za vyuziti symetrie. Nasli predméty, které se kolem nich vyskytovali at’ uz

v domacnosti, v ptirode, ve mésté nebo kdekoliv v jejich okoli.

Piedmét nejprve vyfotografovali, poté pomoci vhodného softwaru vytvotili model
srozméry a vypocitali povrch nebo objem. Vybrané prace zaki naleznete

Vv nasledujicich piikladech.

10.1 Priklad

Prvni zak si vybral osové soumérny trezorovy kli¢, viz obrazek 58. Nakreslil si jeho

model, kam zanesl rozméry (obrazek 59) a na zaklad¢ kterych objem pocital.

Obrazek 58: Osové soumérny kli&’

2, 8cm

0, lem 1

0. 8cm 0.7em 1. Gem

0,3cm | L1
2em

T.4em

Obrazek 59: Model kli¢e s rozméry®

1) Zatneme vypoctem objemu ¢asti, kterd slouzi k upevnéni do svazku kli¢l, takzvané

hlavy kli¢e. Hloubka této ¢asti je dle Zakova zamétenych hodnot 0,3 cm.

* Fotografie je pofizena zakem stfedni odborné skoly a pouzita s jeho souhlasem.
® Model je vytvofen zakem stiedni odborné $koly a rovn&Z pouzit s jeho védomim.
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Spocitame si objem dutého vélce, jehoz podstavou je prostor mezi dvéma elipsami,
délka hlavni vné&jsi elipsy osy méii 2,8 cm a délka vedlejsi osy mefi 2 cm. Velikost

hlavni osy mensi elipsy ma délku 1,6 cm, vedlejsi osa méfi 0,8 cm.
Obsah podstavy:

Sp=m-a,-by— m-a, b,
Sp=mn-14-1-1m-08-0,4

Sp = 1,4m — 0,321

Sp = 1,08m cm?
Objem dutého eliptického valce:
V=Sp-v
V =1,08m-0,3

V = 0,3241 cm?

2) Nyni vypocitdme objem téla klice, tzn. ty€inky, na které se nachazi uzavér klice (Cast
slouzici k odemykani trezoru). Tento dil kli¢e ma tvar vélce s kruhovou podstavou, jejiz

prumér je 0,3 cm a vySka valce méti 7,4 cm.
Obsah podstavy:
Sp=m-7r?
Sp =m-0,3?
Sp = 0,097 cm?
Objem valce:
V=Sp-v
V =0,091-7,4

V = 0,666 cm?3
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3) Posledni kus je uzéavér klice, ktery je osoveé soumérny podle osy, ktera se nachdzi
ve stfedu téla kli¢e. Z tohoto diivodu sta¢i vypocitat pouze jednu ¢ést a vynasobit ji

dvéma. Jeho rozméry jsou v modelu uvedeny pouze ¢astecné.

Tato Cast klice je rozd€lena na osm kvadri, jez se lisi pouze ve vySce. Sifka a hloubka
kazdého z kvadru méii pfiblizné¢ 1 mm. Kazdy ze sousedicich hranolt se 1isi ve vysce

oproti sousednimu o 1 mm.
Prvni kvadr ma tedy rozméry 1 mm, 1 mm a 8 mm, jeho objem tedy vypocitame
V,=01-0,1-08
V; = 0,008 cm3

Stejnym zptuisobem vypocitame i objemy ostatnich ¢asti zavéru klice.

V, = 0,007 cm3,V; = 0,006 cm3,V, = 0,005 cm3, Vs = 0,006 cm?3,
Vs = 0,005 cm3,V, = 0,006 cm3,Vg = 0,007 cm3

Nyni vSechny objemy seéteme a vynasobime dvéma, abychom zjistili celkovy objem

zavéru klice.
V=2, + 2V, +3V; +2V,)
V =2(0,008+2-0,007+3-0,006+ 2-0,005)
V =0,09 cm3

Vsechny objemy samostatnych ¢asti klice ddme dohromady a dostaneme jeho vysledny

objem.
V =0,324nr + 0,666m + 0,09
V =3,2cm3

Objem klige od trezoru je 3,2 cm®,

54



7 7 r o~ . 7 Vv . . N~
%"Dalsim vybranou praci Zéka je Gchyt, na n&jZ se navinuje provaz. Zak se rozhodl pro
vypocet povrchu tohoto osové soumérného uchytu. Hloubka toho tchytu méti 1 cm, dle
zakova zaméfteni.

Sem

Sem dem

lem

8em

lem

12em

Obrazek 61: Uchyt provazu Obrazek 60: Model uchytu provazu

V prvni kroku vypocital zak obsah obdélniku, ktery si doplnil do vybraného objektu.

Obsah obdélniku je
S=a-b
§$=12-8
S =96 cm?.

Od obdélnikti musime odecist trojiihelnik a lichobéznik, ktery do modelu nepatii.

Obsah pravouhlého trojuhelniku, ktery je vid€l v horni ¢asti obrazku 61, vypocitdme

pomoci vzorce

S_a-b
==

Strana se vypocita tak, ze celkové délky uchytu odeéte vrchnich 5 cm a vydélime
dvéma. Z toho vyplyva, ze strana a méti 3,5 cm. Stranu b zjistime pomoci Pythagorovy

vety.
b2 = 2 — g2
b? = 42 — 3,52

b=2cm

® Fotografie je pofizena Zdkem stiedni odborné Skoly a pouzita s jeho souhlasem.
" Model je vytvoten zakem stiedni odborné 8koly a rovn&Z pouzit s jeho védomim.
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Dosadime do vzorce a zjistime obsah tohoto trojuhelniku, ktery se u objektu vyskytuje

dvakrat, proto jej vynasobime dvéma

S =7cm?.

Rovnoramenné lichobézniky k tichytu také nepatii proto i je musime odecist. Pouzijeme

vzorec pro vypocet obsahu lichobézniku

_(at+o)v

S
2

K vypocitani obsahu nam chybi vyska, kterou Vypocitdime rovnéz ptes Pythagorovu

vétu. Vypocitané rozméry lichobézniku nalezne na obrazku 62.

2em Vypocet vysky:
1 ]
! ! 2 _ .2 2
2. 5em : : b =Cc"—a

1 v 1 2, bem
1 1
! ! v?=25%—-12
1 2em 1

lem dem lem v - 2'7 ]

Obrizek 62: Vypoéet vysky Vysku dosadime do vzorce a vynasobime

dvéma:
4+2)-2,7
g, 01227
2
S =16,2cm?.

Posledni cast, kterou musime vypocitat, je obdélnik, na jehoz obou koncich se nachazi

pulkruznice. Vypocitdme tedy obsah obdélniku a k tomu ptiddme obsah kruhu.
S=a-b+ nr?
§=5-2+ m-1?

S =13,4cm?.
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Obsah ptedni strany uchytu je totozny s obsahem jeho zadni strany, proto poté co

odecteme Casti, které nepatii objektu, vynasobime vznikly obsah dvéma.

S=2-(96—7—16,2 — 13,4)

S =118,8cm?.

Abychom zjistili cely povrch, piicteme obsahy obdélnikl, které tvofi boc¢ni strany.

Vsechny tyto obdélniky maji $itku 1 cm, Proto jejich obsahy jsou:

S; =12 cm?, 4-S, =1cm? 4-S; =2,5cm?, 2:S,=2cm?
2:Ss=4cm?  Sg=05cm?
S=12+4+104+4+8+5

S =43 cm?
Celkovy povrch vybraného drzéku na provaz je tedy 161,8 cm?.

Mezi predméty, které si zaci vybirali se oblevili lepici paska, tuzka, rizné lahve
a lahviCky stojany na svice a podobng. Tyto utvary bud’ byly jednoduché a Zaci pfi
jejich vypoctu neméli nutnost vyuzit symetrii nebo naopak byly pfili§ slozité, coz vedlo

ke zjednodusovani modeld a nasledného feseni objemu nebo povrchi.

Piiklad na vypocet objemu klice a povrchu uchytu na provaz je zajimavy jak objekty,
které si zaci vybrali, tak predev§im jejich pili pfi vypoctech. VétSina zakt nalezla
zakladni jednoduché tvary. Nicméné 1 pfesto se museli zamyslet nad matematickou
reprezentaci bézného predmétu, ktery vidi kazdodenné okolo sebe. Nekteti Zaci pouzili
naopak obtizné tvary, které si ale tak zjednodusili, Ze uz se model, ktery vytvofili,
neshodoval s ptivodnim pfedmétem. Da se proto predpokladat, Zze ptic¢inou byla mala
motivace zaka k feSeni problému, neméli pfili§ zdjem o danou problematiku ¢i jejich
znalost matematiky je nedostate¢na. Ukol fesili v dobé distanéni vyuky, kdy nebylo
snadné Zzaky v dostatecné mife motivovat k jeho plnéni. Z mnoha odevzdanych praci

bylo patrné, Ze tukoly splnili jen proto, Ze to bylo vyzadovano. Zaci pfi vytvafeni

vvvvvv
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11 Krivky

V kapitole o zlatém fezu se Ctenaf seznamil s logaritmickou spirdlou, ktera ale neni
jedinou zajimavou kiivkou, snize se muzeme setkat. Kiivky se hojné vyuzivaji
naptiklad v pocitacové grafice pii modelovani rtiznych objektd napiiklad do animaci.
Pomoci kiivek jsou definovany naptiklad drahy, po kterych se pohybuji animované
postavy. Kiivky se vyuzivaji hlavné diky tomu, ze se daji snadno ménit a zajistuji

stabilitu chovani objektu pohybujiciho se této kiivce.

Kiivky mlzeme zapisovat explicitné, jedna-li se o prost¢ funkce bez svislych tecen.

Ptikladem mtize byt parabola, jejiz rovnice je ve tvaru
y=ax?*+bc+c.

Implicitni zapis je vhodny pro testovani, zda bod lezi na kiivce. Pfikladem implicitniho

zapisu je rovnice kruZnice, kterd ma stted v bod¢ [2;-1] a jeji polomér je 4
(x—2)*+ (y+1)*=16.

V ptipadé, Ze kiivky chceme vykreslit pomoci pocitatového softwaru, pouZijeme
parametrické vyjadieni kiivky, protoZze snadno vypocteme bod na kiivce, ktery je
jednoznaéné urcen hodnotou parametru. KruZznici se stfedem v pocatku kartézskeé

soustavy soufadnic a polomérem r, zapiSeme parametricky nasledovné
X=r1-cost
y =r-sint

te < 0°%360°).

11.1 Spiraly
Archimédova spirala

Kiivky pfipominajici zlatou spirdlu jsou napiiklad Archimédova spirdla (obr. 63), jejiz

rovnice ma tvar r = a¢, kde a je celé kladné cislo.
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Pokud bychom chtéli tuto spirdlu vymodelovat, pouzijeme parametrické vyjadieni
rovnice ve tvaru

x =at-cost

y =at-sint
a=1 A/
© 0 @ 50
O a=4.65 H
0 ° 628 ()
O p:x = 1-4.65 cos(4.65) :
O q:y = 1-4.65 sin(4.65)
o A = Prusecik(p,q)

— (-0.29, -4.64)

Obrazek 63: Archimédova spirala

Tvar této spiraly maji riizné pruziny. Tuto pruzinu mizeme nalézt napiiklad u véci na
tuzkové baterie (obr. 64). Spirala se nachazi v misté ur¢eném pro vlozeni této baterie.

Dalsi obdobné spiraly jsou napiiklad logaritmicka spirala, hyperbolicka spirala a dalsi.

Obrazek 64: Pruzina
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Hyperbolicka spirala
Hyperbolicka spirala je inverzni ke spirale Archimédové a je dana rovnici

a
r=—,
a

kde a je kladné cislo. Pokud thel a roste, hodnoty se blizi k nule. To znamena, ze se
kiivka svinuje k bodu, kterému fikame asymptoticky bod kiivky.
11.2 Bernoulliho lemniskata

Jednou z kiivek, které se pouzivaji v pocitacové grafice je Bernoulliho lemniskata.

Ktera je popséna rovnici
(x2+y2)?%2+2e2(x2—y3) =0

Pokud chceme kiivku vykreslit pomoci pocitace, musime ji pfevést do parametrického

tvaru:
cos a
x=k ————
1+ sina
I sina cos a
Y= 1+ sin?a’

Po zadani parametrického vyjadfeni do programu GeoGebra, vznikne kiivka, kterou
muzeme vidét na obrazku 64. Tuto kiivku vykresluje bod, ktery je prisecikem. Zménou

hodnoty a se pokusuje prisecik, ktery Bernoulliho lemniskatu vykresluje.
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a=1.59 w

a=159
© 0 [ ] 628 (® ®
o k=4.8 H

0 ® 20 ®

O b= 48 cos(1.59)
. 71+ sin’(1.59)

O aiy - 4,E-Si"(l‘59) cos(1.59)
1+ sin’(1.59)

A = Prusecik(p,q
@ (p.q)
— (-0.03, -0.03)

Obriazek 65: Bernoulliho lemniskata
Tato kiivka vypadad jako symbol nekonecna, ktery je v matematice velice dulezity.
Muzeme si na ni predstavit také animaci auta, které se pohybuje po draze odpovidajici
této kiivce.

11.3 Hugelschafferovo vejce

Pokud bychom parametricky vyjadfili rovnici kruznice a elipsy, pak jejich modifikaci

ziskame kiivku, ktera je znama jako Hiigelschafferovo vejce (obr. 64).
Parametricka rovnice kruznice, kde r je polomérem kruznice:

X =r1r-cost

y=r-sint

Parametricka rovnice elipsy, kde a je délka hlavni poloosy a b je dilka vedlejsi poloosy:
X=a-cost
y =b-sint

Rovnici elipsy modifikujeme na parametrickou rovnici:

x = (\/az—dz-sin2t+d-cost)cost
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y=>b-sint

Neznama d udava vzdalenost posunu stiedt kruznic.

O pix = (V‘31 —d? sinf(a) +d cos(n]) cos(a)
— x =247

q:y = 3 sin(300.5)

A = Prusecik(p,q
o (p.a)
— (2.47, -2.66)

Obrazek 66:Hiigelschafferovo vejce

Hiigelschafferovo vejce dostalo nazev podle matematika, ktery tuto kiivku objevil

a pochopitelné podle tvaru, ktery vejce skutecné€ ptipomina.

O zminovanych kiivkach a mnoha se c¢tenat muze dozveédét vice v publikaci
Matematika ktivek, vytvoiené Miroslavou Jaresovou a Ivo Volfem[9].

11.4 CyKkloidy

Kiivky, které se vyuzivaji v technice naptiklad u rota¢nich Cerpadel, jsou specialnimi
typy cykloid. Cykloida je kiivka, ktera vznika pohybem kruznice po piimce. Tuto
kiivku vykresluje bod spojeny s kruznici.

Parametricky mtzeme cykloidu vyjadiit pomoci rovnice
x =1t —r-sin(t)
y=1r—r-cos(t)

kde r je kladné ¢islo.
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r=1 N

O
) ——————— 5 ()
a=-4.98
O
628 l— 628 (5
O q:y = 1-1 cos(—4.98) :
O prx=1(-498)-1 sin(—4‘9'd§
@ A = Prusecik(q, p)
— (-5.95, 0.73)
O B = Prusecik(q, p)
— (-5.95, 0.73)
+
23z s

Informace o konkrétnich cykloiddch mlze Ctenatr nalézt v publikaci o geometrickych

technickych kiivkach v praxi.[11]
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12 Zavér
Tato diplomova praci by méla slouzit jako pomucka pii vyuce geometrie ve Skolach.

Pochopeni matematiky a geometrie je pro mnohé zaky velkym problémem. Z tohoto
divodu jsem vybrané jevy doprovazela fotografiemi a obrazky, jez Zakiim napomohou
k lepsimu pochopeni feSené problematiky. Pfi hodinach matematiky se mi osvédcilo
pouzivani vizualnich pomicek a nabadani zakt k tomu, aby se sami pokusili najit dalsi
objekty ve svém okoli, tykajici se probiraného tématu. Zak tyto aktivity bavi a navic

si tim osvojuji riizné kompetence a védomosti nejen matematického charakteru.

Pfi vyuce geometrie Zaci pouzivaji program GeoGebra, ktery je srozumitelny, lehce
ovladatelny a navic vystupy v podob¢ grafii, kiivek a jinych objekti jsou velmi

srozumitelné.

Diky tvorbé diplomové prace jsem se vice zabyvala okolim, ptirodou, architekturou
I informatickymi pfedméty jako je napiiklad grafika. VSimala jsem si vice souvislosti
a spojitosti matematiky s béznym zivotem. To ze je matematika a geometrie vSude
kolem nas je zfejmé a veédéli to védci jiz davno. Bez znalosti matematiky by naSe
spolecnost nemohla vypadat tak, jak ji dnes zname. Proto je dlleZité matematice
porozumét a rozvijet to, co nasi predci védeéli uz davno. Spolecnost se méni, jde kuptedu

a my musime jit s ni.
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