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Uvod

Cilem moji bakalaiské préace je seznamit se s vyznamnym svétovym matema-
tikem a ekonomem, nositelem Nobelovy ceny za ekonomii z roku 1983, Gerardem
Debreuem.

Nejdrive nas bude zajimat jeho zivot, kdy kde pobyval, co délal, s kym se setkal
a jak ho to ovlivnilo. Seznamime se s jeho praci a uvedeme védecké publikace.

Nésledné se budeme zabyvat jeho slavnym dilem Theory of Value, kde Debreu
analyzuje ekonomickou rovnovdhu a podminky jeji existence. Poskytneme ne-
zbytny matematicky zdklad, popiseme jednotlivé slozky ekonomické teorie a je-
jich chovéni a polozime si otazku, zda a za jakych podminek existuje ekonomicka
rovnovaha.

Na zavér si na tuto otazku odpovime a vyrkneme zasadni tvrzeni. Problém se

pokusime interpretovat na jednoduchém obrazku.



1 Gerard Debreu
1.1 Zivotopis

Americky matematik a ekonom francouzského puvodu Gerard Debreu se naro-
dil v Calais 4. cervence 1921. Jeho otec Camille Debreu byl obchodnim partnerem
rodic¢t jeho matky Fernande, rozené Decharne, pri vyrobé krajek, kterd ma v Ca-
lais tradici. Dédecek z otcovy strany tidil pred odchodem do duchodu vlastni
tiskarsky zavod v méstecku Marquise, které lezi mezi Calais a Boulogne.

Az do ziskani bakalarského titulu v roce 1939 studoval v Calais. V 1été 1939 ve
Francii zacala druha svétova valka a Debreu misto ptipravy na ptijimaci zkousky
na nékterou prirodovédnou vysokou skolu v Parizi navstévoval v akademickém
roce 1939-40 improvizované studium Mathématiques Spéciales Préparatoires ve
meésté Ambert (Puy-de-Dome). V 1été 1940 byla Francie némeckymi okupa¢nimi
vojsky rozdélena do nékolika zon a Debreu se prestéhoval z Ambertu do Grenoblu,
obé mista lezela v tzv. ,svobodné zoné“. Akademicky rok 1940-41 stravil na
Grenoble Lycée studiem Mathématiques Spéciales.

V 1éte 1941 ho prijali na Ecole Normale Supérieure, kde zil a studoval az do
jara 1944. Tyto tfi roky pro néj byly v mnoha smérech vynikajici zkusSenosti.
Jelikoz se prijimal jen maly pocet studentu (asi 20 na prirodni védy a 30 na
humanitni obory) a pfijimaci fizeni bylo velice piisné, vytvorila se zde velmi
intelektualni atmosféra. Také okolni svét Parize potemnélé pod némeckou okupaci
se pricinil k tomu, ze se do sebe mikrosvét na rue d’Ulm jesté vice uzaviel.
Béhem tohoto obdobi na néj mél ze vsech ucitelu nejveétsi vliv Henri Cartan a
nepiimo jeho matematicky vkus utvarela také skupina matematiku pusobici pod
pseudonymem N. Bourbaki.

Formalni studium meél zakoncit absolvovanim Agrégation de Mathématiques,
statni zkousky z matematiky, na jare 1944. Ale prisel ,Den D*“, Debreu vstoupil
do francouzské armady a byl poslan do dustojnické skoly do Cherchell v Alzirsku a
nasledné slouzil ve francouzské okupacni armadé v Némecku az dokonce ¢ervence

1945. Na prelomu let 1945 a 1946 konecné absolvoval Agrégation de Mathématiques.



Mezitim se ale zacal zajimat o ekonomii. Cely svuj zivot ji zasvétil poté, co se
setkal s matematickou teorii vSeobecné ekonomické rovnovahy zalozenou Léonem
Walrasem v letech 1874-77, ve formulaci Maurice Allaise v jeho knize A la Re-
cherche d’une Discipline Economique z roku 1943. Néasledujicich dva a pul roku po
Agrégation vénoval preméné z matematika na ekonoma. Pracoval jako vyzkumny
pracovnik v Narodnim centru védeckého vyzkumu (Centre National de la Re-
cherche Scientifique) v Pafizi, kde mu, podle jeho slov, prokazali mimotdadnou to-
leranci, vzhledem k absenci hmatatelnych vysledki, spojenych s jeho prechodem
z jednoho oboru do druhého, vzdaleného.

V 1été 1948 Debreu nékolik tydni navstévoval Salzburg Seminar in American
Studies, kde predn&sel i Wassily Leontief. Na konci téhoz roku ziskal Rocke-
fellerovo stipendium, které mu umoznilo v nasledujicim roce navstivit Harvard
University, University of California v Berkeley, University of Chicago a Colum-
bia University a béhem ledna az dubna 1950 univerzity v Uppsale a v Oslu. Diky
tomu se dostal do styku s aktualnim rozvojem v ekonomické védé, od kterého byla
univerzité na podzim roku 1949 nabidla Cowlesova komise pro vyzkum v ekonomii
pozici vyzkumného pracovnika. Cowlesova komise byla optimalnim prostredim
pro ten typ vyzkumu, ktery chtél délat, a tak nabidku pftijal a 1. ¢ervna 1950
tak zapocal jedenactiletou spolupraci. Tou dobou uz mél Gerard Debreu rodinu.
V ¢ervnu 1945 se ozenil s Francoise Bled a jejich dvé dcery, Chantal a Florence,
se narodily v srpnu 1946 a v tnoru 1950.

Na pocatku padesatych let se ukézalo, ze Cowlesova komise je vic, nez v co
Debreu doufal. Byla ohniskem matematické ekonomie, kde se diskutoval vSechen
soucasny vyvoj. Skupinka védcu se stretdavala kazdy tyden na schuzich, co ¢trnact
dni na seminarich a na nescetnych diskuzich. V tomto neoby¢ejné podpurném
prostiedi travil skoro vsechen ¢as vyzkumem a jeho prace na Paretové optimu,
existenci vseobecné ekonomické rovnovahy a teorii uzitku rychle postupovaly.
Béhem poslednich let chicagského obdobi Cowlesovy komise si vzal na pil roku

dovolenou a léto a podzim roku 1953 stravil praci pro Electricité de France



v Parizi. Teoreticky clanek o podminénych komoditach, ktery v tom roce pu-
blikoval Kenneth Arrow, a prakticky problém s nahodnym kolisdnim mnozstvi
vody v nédrzich hydroelektraren spolecnosti Electricité de France ho vedly ke
studiu ekonomické nejistoty, jehoz vysledky posléze publikoval v posledni kapi-
tole své monografie Theory of Value z roku 1959. Gerard Debreu a Kenneth
Arrow se nezavisle na sobé zabyvali podobnym ekonomickym problémem, coz
vyustilo v publikaci jejich spole¢ného clanku FExistence of an Equilibrium for a
Competitive Economy v roce 1954.

V 1éte 1955 se Cowlesova komise presunula z Chicaga na Yale University, kde
Debreu v novém prostiedi dokoncil ¢lanek o trzni rovnovaze a svoji monografii,
jejimz tucelem byla axiomatickd analyza vSeobecné ekonomické rovnovahy. Také se
zabyval teorii kardinalniho uzitku, predevsim aditivni dekompozici funkce uzitku
definované na kartézském soucinu mnozin. V roce 1956 ziskal na Université de
Paris titul doktora ved (D.Sc.).

Roky 1960-61 Debreu stravil ve Stanfordu v Center for Advanced Study in
the Behavioral Sciences, kde se vénoval zejména komplexnimu dukazu obecného
teorému existence ekonomické rovnovahy, ktery publikoval v roce 1962. Béhem
této doby prijal od 1. ledna 1961 misto na University of California v Berkeley,
nicméné na podzim 1961 byl opét v Yale u Cowlesovy komise, tentokrat vsak jako
host. V tomto semestru navazal na studii Herberta Scarfa zabyvajici se jadrem
ekonomiky a v roce 1963 na toto téma publikovali spoleény ¢lanek. V poloviné 60.
let se v Berkeley zabyval hlavné teorii méritelnych prostoru ekonomickych sub-
jektt, kterou v roce 1964 publikoval Robert J. Aumann, a ptibuznym problémem
topologizace mnoziny preferenc¢nich relaci.

Na podzim roku 1967 zapocal Debreu sérii dlouhodobych pobytu, které ho za-
vedly do Center for Operations Research and Econometrics na univerzité v Lou-
vain v Belgii v letech 1968-69, na podzim 1971 a v zimé 1972, na Churchill
College v Cambridgi na jare 1971, ke Cowlesové komisi na Yale University na
podzim 1976, na Bonnskou univerzitu v zimé a na jare 1977 a do CEPREMAP
v Paiizi na podzim 1980. V 1été 1968 ho zacaly zajimat otazky regularnich



ekonomik, které zustaly nezodpovézeny az do doby, nez navstivil University of
Canterbury v Christchurch na Novém Zélandu v ¢ervnu a ¢ervenci 1969. Jeho
dalsi vyzkumy v Berkeley v sedmdesatych a na pocatku osmdesatych let se
zameérovaly zejména na studium diferencovatelnych funkei uzitku, popis funkce
previsu poptavky v ekonomice, rychlost konvergence jadra ekonomiky k mnoziné
jejich kompetitivnich rovnovah, na problém nejméné konkavni funkce uzitku a,
ve spolupraci s Tjallingem C. Koopmansem, na otazky aditivné dekomponova-
telnych kvazikonvexnich funkei. V ¢ervenci 1975 ziskal obcanstvi Spojenych statu
americkych a v roce 1977 se stal ¢lenem National Academy of Sciences of USA.
Je nositelem mnoha ¢estnych doktoratu a vyznamenani.

V roce 1983 Debreu obdrzel Nobelovu cenu za ekonomii za zaclenéni novych
analytickych metod do ekonomické teorie a za rigorézni formulaci teorie vSeobecné
ekonomické rovnovahy a podminek, za kterych v abstraktni ekonomice vSeobecna
rovnovaha vznika.

Debreu zustal aktivnim vyzkumnikem a ucitelem i po odchodu do dichodu
v roce 1991. Byl také ekonomickym poradcem nékolika vlad a jezdil po Evropé
prednaset ekonomickou teorii.

Gerard Debreu zemftel 31. prosince 2004 v Parizi.

Zdroj: [4], [5], [7], 8], [9].

Obr. 1.1: Gerard Debreu
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2 Matematicky zaklad

V této kapitole si uvedeme potiebnou matematickou teorii.

Necht X, Y zna¢i dvojici metrickych prostori. Nésledujici definice 1ze nalézt

napi. v [6].

Definice 1. Nechf B je mnozina prvki z X. Prvek o € X se nazyva hromadnjj
bod mnoziny B, jestlize v libovolném d-okoli prvku x lezi nekoneéné mnoho prvku

mnoziny B. (Zfejmé hromadny bod mnoziny M nemusi patfit do M.)

Definice 2. Mnozina B, ktera vznikne z B pfidénim vsech hromadnych bodt

mnoziny B, se nazyva uzdvér mnoziny B.

Definice 3. Mnozina B se nazyva uzavrend, plati-li B = B. Nazyva se otevrend,

jestlize jeji komplement X — B je uzaviena mnozina.

Necht nyni X € R™ zna¢i euklidovsky prostor. Nésledujici pojmy a tvrzeni

1ze najit napt. v [1].

Definice 4. Necht x,y jsou dva body z R™.

Piimkou nazveme mnozinu {z € R™ |t € R,z = (1 — t)x + ty}.

Uzaviend polopiimka x,y je mnozina {z € R™ |t e R,0 <t,z = (1 — )z + ty}.
Uzaviend polopiimka z,y je mnozina {z € R" |t e R,0 < t,z = (1 — t)z + ty}.

Definice 5. Necht z,y jsou dva body z R™ (rtizné ¢i nikoli). Uzavrend tsecka
x,y, oznacend [z,y|,je {z € R" [t e R,0<t<1,z=(1l—t)z+ty}. Prox =y

fekneme, ze je uzaviend usecka [x,y| degenerovand.

Definice 6. Necht p je prvek z R™ rizny od 0 a ¢ redlné ¢islo. Mnozinu H =
{z € R™ | p- z = ¢} nazveme nadrovina s normdlou p. Jestlize 2’ je prvek z H,
plati p - 2/ = ¢ a vySe zminény vyraz muzeme piepsat jako

14



H ={z€eR"|p-(z—2) =0} Tedy nadrovina je mnozina bodu z z R™ ta-
kovych, ze (z — 2) je ortogonalni k p. Rekneme, Ze p a H jsou ortogonalni.
Vynasobime-li p a ¢ stejnym realnym c¢islem ruznym od 0, nadrovina H se

nezmeni.

Nésledujici definice lze nalézt napt. v [6].

Definice 7. Otevienda mnozina B C R™ se nazyva souwvisld, lze-li kazdé dva jeji
body spojit lomenou ¢arou (tj. carou slozenou z kone¢ného poctu tsecek), ktera
celd lezi v B (tj. kazdy jeji bod patii do B). Oteviend souvisld mnozina se nazyva

oblast.

Definice 8. Lze-li kazdé dva body dané mnoziny B spojit tseckou lezici v B,

nazyvame takovou mnozinu konvexnd.

Definice 9. Mnozina B se nazyva omezend (ohranicend), lze-li najit takovou

kouli K s konecnym polomérem, ze obsahuje mnozinu B, tj. B C K.

Definice 10. Mnozina B v metrickém prostoru X se nazyva kompakini v prostoru
X, kdyz kazda posloupnost prvka z M obsahuje podposloupnost konvergentni
v X.

Poznamka: Zejména metricky prostor X se nazyva kompaktni, jestlize kazda
posloupnost prvki z X obsahuje podposloupnost konvergujici k nékterému prvku

7z X.

V R™ plati: Mnozina B C R™ je kompaktni pravé tehdy, kdyz je ohranicend

a uzaviena.
Nésledujici pojmy a tvrzeni lze najit napi. v [2].

Definice 11. Mnohoznacnou funkci ¢ : X —o Y rozumime predpis, ktery kazdému

r € X piifad{ neprazdnou mnozinu hodnot p(z) C Y \ {0}, tj. ¢ : X — 2\ {0}.

15



Pro kazdou podmnozinu B C Y muzeme definovat tzv. maly vzor ¢~ (B) :=

{z € X|p(x) C B}.

Definice 12. Rekneme, ze funkce ¢ : X —o Y je polospojitd shora (anglicky:
upper semicontinuous), jestlize pro kazdou otevienou podmnozinu B C Y je jeji

maly vzor ¢! (B) C X rovnéz oteviend podmnozina v X.

Plati, Ze kazda polospojitda funkce ¢ : X — Y ma uzavieny graf I', na
kartézském soucinu X x Y, kde I', := {(z,y) € X x Y|y € p(x)}.

Je-1i Y kompaktni mnozina, pak plati nasledujici véta:
Véta 1. Necht Y je kompaktni mnoZina. Pak funkce ¢ : X — Y je polospojitd

shora pravé tehdy, kdyz jeji graf 'y, je uzaviend mnoZina na X X Y.

Definice 13. Rekneme, Ze funkce ¢ : X —o Y je polospojitd zdola (anglicky:
lower semicontinuous), jestlize pro kazdou uzavienou podmnozinu B C Y je jeji

maly vzor ¢ '(B) C X rovnéz uzaviend podmnozina v X.
Definice 14. Rekneme, ze funkce ¢ : X —o Y je spojitd (anglicky: continuous),
jestlize je soucasné polospojita shora a polospojita zdola.
Nésledujici definice najdeme napt v [6].
Definice 15. Binarni relace R na mnoziné B, kterd spliuje
(1) zRx pro vsechna = € B (reflexivita)
(2) 2Ry a yRz“ implikuje ,xRz* pro vSechna x € B (tranzitivita)

se nazyva castecné usporddani. Pokud navic xRy a yRz* implikuje ,z = y*“,
nazveme relaci usporaddni. Pro oznaceni ¢aste¢ného usporadani se ¢asto pouziva

symbol =.

Definice 16. Necht je ddna podmnozina C' z R! a bod z z C. Rekneme, ze C
je kuzel s vrcholem x, jestlize obsahuje uzavienou poloptimku x,y a patii do ni

bod y (ruzny od x).
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V nasledujicim textu uvedeme dulezité ekonomické pojmy potiebné pro po-
chopeni vSeobecné ekonomické rovnovahy, jak ji Debreu publikoval ve svém dile

Theory of Value [1].

3 Komodity a ceny

Komodity v ekonomice jsou charakterizovany jejich fyzickymi vlastnostmi, da-
tem, kdy budou dostupné, a mistem, ve kterém budou dostupné. Cenou komodity
rozumime ¢astku, kterd musi byt zaplacena ted, aby byla jednotka dané komo-
dity v budoucnu dostupna. Kazda komodita je tedy spojena s redlnym cislem,

jeji cenou.

3.1 Data a mista

Casovy interval, behem kterého probihd ekonomickd éinnost, je rozdélen na
konecny pocet kompaktnich elementarnich intervalu stejné délky. Tyto intervaly
jsou chronologicky oc¢islovany. Jejich bézna délka, které muze byt rok, tyden, den,
minuta, ... je zvolena dostatecné mala, aby vSechny okamziky elementarniho
intervalu byly z hlediska analyzy nerozeznatelné. Elementarni interval budeme
nazyvat datum a vyraz ,v datum t* bude ekvivalentni s ,,v néjaky okamzik t-tého
elementarniho intervalu.

Podobné region, ve kterém se ekonomickd ¢innost odehrava, je rozdélen do
konecného poctu kompaktnich elementdrnich regionu. Tyto elementarni regiony
mohou byt libovolné ocislovany a jsou voleny dostatecné malé, aby byly vsechny
body v kazdém z nich z hlediska analyzy nerozeznatelné. Elementarni region
budeme nazyvat lokace a vyraz v lokaci s bude ekvivalentni s ,,v néjakém bodé

s-tého elementarniho regionu.*

3.2 Statky

Nejjednodussim prikladem komodity jsou statky, jako napt. pSenice. Existuje
mnoho druht psSenice a, abychom statek spravné definovali, musime presné popsat
psSenici, o které mluvime, a predevsim specifikovat jeji odrudu, napt. ¢. 2 ¢ervend
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zimni pSenice. Kromé toho, psenice dostupnd ted a pSenice dostupna za tyden
hraje pro mlyn zcela jinou ekonomickou roli. Statek v urcité datum a stejny
statek v pozdéjsi datum jsou tedy ruzné ekonomické objekty a specifikace data,
kdy bude dostupny je nezbytna. Podobné jsou ruznymi ekonomickymi objekty
i statky na ruznych mistech a je proto nezbytné specifikovat lokaci, ve které je
statek dostupny.

Mnozstvi uréitého druhu psenice se vyjadiuje jako pocet busli!, coz se piedpo-
klada, ze je nezaporné realné cislo. To, co je pro ekonomického ¢initele k dispozici,
je pro néj vstup, to, co ¢initel poskytuje je jeho vystup. Jelikoz pro nékteré cinitele
jsou vstupy vyjadieny nezapornymi ¢isly a vystupy nekladnymi a pro jiné naopak,
muze byt mnozstvi psenice libovolné realné ¢islo. Statky stejného typu jsou napi.
voda, cement, zelezna ruda, surovy kaucuk, celuléza, atd.

Prototypem druhé skupiny statku je ndkladni automobil. Kompletni popis to-
hoto statku zahrnuje model, ujetou vzdélenost, atd. Abychom definovali prislus-
nou komoditu, musime pridat jesté datum a jeho lokaci. Poc¢et dobte definovanych
nakladnich automobili je celé ¢islo, ale misto toho se predpokladda mnozstvi
jako libovolné realné cislo. Tento predpoklad perfektni délitelnosti byl zaveden
soucasnym stavem rozvoje ekonomiky. Podobnymi statky jsou napi. obrabéci
stroje, domy, stromy, ovce, boty, turbiny, atd.

Zvlastni zminku vyzaduje puda. Jeji stav je popsan povahou zeminy a podlozi
(které je dulezité pro konstrukéni préace), stromy, plodinami, konstrukcemi, atd.
Jeji mnozstvi se specifikovanym stavem, datem a lokaci vyjadiuje redlné cislo
akru.

Loziska nerostného bohatstvi, ropna pole, atd. jsou definovana kompletnim
popisem jejich obsahu, polohy a datem dostupnosti. Jejich mnozstvi se vyjadiuje

v tunéch, barelech, ...

! Anglicky bushel; 1 busl = 36,3 litri
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3.3 Sluzby

Prvnim piikladem ekonomické sluzby je lidska prace. Popisuje se jako vy-
konavany tkol, napt. fidi¢ nakladniho automobilu, clen néjaké kategorie ucitelu,
konstruktéru, projektantu, atd., véetné blizsi specifikace. Opét po pridani data
a lokace dostaneme dobfte definovanou komoditu. Mnozstvi definované préace se
vyjadiuje redlnym ¢islem odpracovaného casu.

Komplexnéjsim typem sluzby je pronajem hotelového pokoje. Popis sluzby
zahrnuje seznam vseho, co je najemnikovi k dispozici a samoziejmé datum a
lokaci. Jeji mnozstvi je celé ¢islo dni, ale opét budeme predpoklddat, ze to muze
byt libovolné realné cislo.

U nékterych sluzeb se mnozstvi nevyjadiuje ¢asem. Napi. u skladovani, které
je charakterizovano typem skladu, datem, od kdy do kdy je vyuzivan, a lokaci,
se mnozstvi vyjadiuje napf. redlnym cislem metru krychlovych.

Prepravni sluzby jsou popisovany podminkami, za kterych jsou provozovany
(zeleznice, silnice, voda, potrubi, elektrickd vedeni, atd. a dalsimi specifikacemi
nutnymi k jejich kompletnimu popisu), lokacemi a daty. Mnozstvi se vyjadiuje
hmotnosti nebo objemem prevezenych statku nebo poctem prevezenych osob a

dle predpokladu to opét mohou byt realna ¢isla.

3.4 Komodity

Komodita je tedy statek nebo sluzba kompletné popsana fyzicky, casové a
polohové. Predpoklada se, ze v ekonomice je pouze konecny pocet rozlisitelnych
komodit, kterym je ptitazen index h od 1 do [. Také se predpoklada, ze mnozstvi
kazdé komodity, muze byt redlné ¢islo. Prostor R! se nazyva komoditni prostor.
Pro libovolného ekonomického ¢initele je jeho plan ¢innosti, nebo kratce cinnost,
specifikace mnozstvi kazdé komodity, kterou poskytne, nebo ktera pro néj bude
dostupna, tj. kompletni seznam mnozstvi jeho vstupu a vystupu. Tato ¢innost je

reprezentovana bodem a v R
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3.5 Ceny

S kazdou komoditou je spojeno realné cislo, jeho cena, py. Tato cena je inter-
pretovéna jako ¢éstka, kterd musi bat zaplacena ted cinitelem (resp. ¢initeli), za
kazdou jednotku h-té komodity, ktera bude dostupnd (resp. poskytnuta). Obecné
pojem cena zahrnuje skalu pojmiu: vlastni cenu, mzdu, rentu, jizdné, poplatek,
honorar, . ...

Predstavme si napt. komoditu ¢. 2 ¢ervenou zimni pSenici dostupnou za rok
v Chicagu. Jeji cenou je ¢dstka, kterou musi kupujici zaplatit ted, aby obdrzel
jeden busl této psenice ve zminéné datum a ve zminéné lokaci. Tato cena vSak
muze byt zaplacena az v misté a v den doruceni.

Cena komodity p, muze byt kladna (vzéacné komodity), nulovéa (volné komo-
dity), nebo zédporna (skodlivé komodity). V poslednim piipadé ¢initel, pro kterého
je komodita vystup, tj. ktery se komodity zbavuje, zaplati ¢initeli, pro kterého
je komodita vstup. To, zda je cena komodity kladna, nulova, nebo zaporna, ne-
vyjadiuje jeji skutecnou hodnotu. Ta zavisi na technologiich, zdrojich, ... eko-
nakladné, ale po vyvinuti nové technologie se pro néj muze nalézt vyuziti a stane
se z néj vzacna komodita.

Systém cen je l-tice p = (p1,...,Pn,--., ) a je reprezentovan bodem v R’
!

Hodnota ¢innosti a vzhledem k systému cen p je Z Pran, tj. skalarni soucin p- a.
h=1
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4 Producenti

Prvni skupinu ekonomickych ¢initelt tvori producenti. Jejich cilem je za da-
nych cen maximalizovat zisk, tedy rozdil mezi sumou prijmi a sumou vydaju.
Plan produkce kazdého producenta vsak patii do urcité mnoziny, dané jeho tech-
nologickymi znalostmi. V této kapitole vytvorime co nejpresnéjsi koncept pro-
ducenta, planu produkce a mnoziny vSsech moznych planu produkce, vySetiime

vlastnosti téchto mnozin a predstavime kritéria pro maximalizaci zisku.

4.1 Produkce a mnoziny produkci

Predpoklada se, ze v ekonomice je kladné celé ¢islo n producentu, kazdy
oznacen indexem j = 1,...,n. Pro j-tého producenta je plan produkce vyctem
jeho vstupu a vystupu; vystupy jsou vyjadieny kladnymi ¢isly, vstupy zapornymi.
S touto umluvou, plan produkce, nebo kratce produkce, je reprezentovana bodem
y; v komoditnim prostoru R!. Dan4 produkce 7; miize byt pro j-tého producenta
technicky moznd, nebo nemoznd. Mnozina Y} vsech moznych produkei j-tého pro-
ducenta se nazyva jeho mnozina produkci. Bod y; se také nazyva nabidka j-tého
producenta.

Vstupy produkce mohou zahrnovat surové materidly, polotovary, pudu, praci
pracovniku, vedoucich, atd. v ruznych casech a lokacich. Vystupy obecné zahr-
nuji vice nez jednu komoditu, uz jen proto, ze vyroba se sklada z nékolika dat.
Obecné vstupy a vystupy dohromady obsahuji relativné maly pocet komodit, coz
znamena, ze vétsina soufadnic y; je nulovych. To odpovida faktu, ze Y; je obecné
obsazena v podprostoru R! s relativné malym poc¢tem dimenzi.

Produkce y; je oznacena jako moznd nebo nemoznd pro j-tého producenta
podle jeho soucasnych znalosti o jeho soucasnych a budoucich technologiich. Pro-
ducent tedy vi, jaké kombinace vstupu a vystupu budou v budoucnu mozné,

prestoze nemusi znat detaily technického procesu, ktery je umozni.

Suma y = Zyj se nazyva celkovd produkce nebo také celkovd nabidka a
j=1
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n

mnozina Y = g Y; se nazyvéa mnozina celkové produkce.

4.2

j=1

Predpoklady o mnozinach produkci

Zde si uvedeme predpoklady o mnozinach Y v poradi s klesajici vérohodnosti.

()

Y; je uzavrend,
tj. necht (yj) je posloupnost produkci. Jestlize vSechny yjq. jsou mozné pro

J-tého producenta a y;? — y?, pak y? je mozné pro j-tého producenta.

Podobny ptredpoklad plati pro mnozinu celkové produkce.
Y je uzaviena.

0 € Y; (moznost nicnedélani),
tj. J-ty producent ma moznost nicnedélani.

Podobny ptredpoklad pro mnozinu celkové produkce:

0eY.
Ekonomika, ve které neprobiha zadné vyrobni ¢innost je charakterizovana

jako Y = {0}, tj. mnozina celkové produkce obsahuje jediny bod 0.

Y NQ C {0} (nemoznost prazdné produkce),
tj. vSechny vystupy mozné celkové produkce, jejiz vstupy jsou nulové, jsou

také nulové.

Y N-Y C {0} (nevratnost),

tj. pokud celkova produkce vy, jejiz vstupy a vystupy nejsou vSechny nu-
lové, je mozné, pak celkova produkce —y neni mozna. Produktivni proces
nemuze byt obracen, protoze, zejména, produkce zabere cas a komodity

jsou datovany.

(Y; +Y;) CY; (aditivita),

tj. jestlize yjl a yj2 jsou produkce mozné pro j-tého producenta, je mozna
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také yjl» + y]2-. Pokud Y; reprezentuje technologické znalosti, je jasné, Ze dva

plany produkce mozné samostatné jsou mozné i dohromady.

(f) Y; je konvezni (konvexnost),
tj. jestlize y]l a y? jsou produkce mozné pro j-tého producenta, je mozny i
jejich vazeny prumeér ty]l +(1— t)y? s libovolnymi kladnymi vahami, kde
t € 0,1]

Podobny ptedpoklad pro mnozinu celkové produkce:

(f) Y je konvexni  (viz Definice 8.).

Tento predpoklad je slabsi nez ,Y; je konvexni.”

(g) Y; je kuzel s vrcholem 0 (konstantn{ vynosy z rozsahu)?,
tj. jestlize y; je produkce mozna pro j-tého producenta, pak je mozna i
ty;, kde t je libovolné nezaporné cislo. Tento predpoklad odpovida intu-
itivni predstavé o zakladnim procesu produkce, pro ktery jsou vzajemné
pomeéry vSech vstupu a vystupu stalé, zatimco rozsah operaci s muze libo-

volné meénit.

Jestlize vsechny Y; jsou kuzely s vrcholem 0, pak jei Y.

(h) Y D (—9Q) (v angli¢tineé jako ,free disposal®),
tj. je mozné, ze celkova produkce ma vsechny vystupy nulové. Jinak feceno,
je mozné, zZe si vsichni producenti navzdjem rozdéli vSsechny komodity.

Blizky je tento predpoklad:

(") Y O (Y —Q),
tj. pokud je celkova produkce moznd, je mozna také produkce, kde zadny
vystup neni vétsi a zadny vstup mensi (v absolutni hodnoté).

Plati nésledujici implikace:

wkonvexnost (f’) pro Y, spojitost (a’) pro Y a (h)*“ implikuje (h’).

»free disposal (h) a nevratnost (d)“ implikuje ,nemoznost prazdné produkee (c¢)“.

2V angli¢ting se tato vlastnost nazyva constant returns to scale a napt. podle [3] vyjadiuje,
ze pri zméné vsech vstupu produkce v urc¢itém kladném pomeéru se ve stejném poméru zmeéni i
vystupy.
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4.3 Maximalizace zisku

Pro dany systém cen p a produkci y; je zisk j-tého producenta p - y;. Celkovy
zisk je p - y.

Je ziejmé, ze p - y; je rozdil sumy piijmu a sumy vydaju. Predpokldda se, ze
kazdy producent poklada ceny za dané, protoze, napiiklad, jeho vstup a vystup
pro jakoukoliv komoditu je relativné maly a mysli si, ze jeho ¢innost nemtuze ceny
ovlivnit.

Teorie tika:

Pti daném systému cen p si j-ty producent vybere produkci z mnoziny pro-
dukei Y tak, aby maximalizoval svij zisk. Vysledna ¢innost se nazyva rovnovazna
produkce j-tého producenta vzhledem k p.

Pro p # 0 dostaneme nésledujici geometrickou situaci. Jestlize y; je maxi-
mizer, mnozina Y; je obsazena v uzavieném poloprostoru pod nadrovinou H
prochazejici y;, s normalou p. Mnozina maximizeru je prunik Y; a H.

Pro libovolné p nemusi maximaln{ zisk existovat. Necht tedy T7 je mnozina
p z R!, pro kterou mnozina maximizeri je neprazdna (T]’ je kuzel s vrcholem
0). Tudiz ke kazdému systému cen p v Tj je piifazena neprdzdna mnozina n;(p)
moznych produkef maximalizujicich zisk pro dané p. Mnohoznacna funkce n; z T}
do Y; se nazyva mnohoznacnd funkce nabidky j-tého producenta.

Necht 7;(p) je maximdln{ zisk pro systém cen p z T}. Funkee z 7; do R se
nazyva ziskovd funkce j-tého producenta.

Jestlize vSechny ceny v p jsou vynasobeny stejnym kladnym ¢islem ¢, zfejmé
n;(tp) = n;(p), tj. mnozina maximizeru je stejna a m;(tp) = m;(p), tj. maximum
je vynasobeno t.

Pro dany systém cen p existuje maximélni zisk pro vsechna 7 = 1,...,n

n
pravé tehdy, kdyz p nélezi do ﬂ TJ/ V tom ptipadé lze definovat neprazdnou
j=1

mnozinu 7(p) = Z n;j(p) moznych celkovych produkef kompatibilnich s maxima-
j=1
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n

lizaci zisku pro dané p pro kazdého producenta. Mnohoznacna funkce n z m TJ’
j=1

do Y se nazyva mnohoznacnd funkce celkové poptdavky. Lze také definovat cislo
m(p) = Z 7;(p). Funkce 7 z ﬂ T; doR se nazyvé funkce celkového zisku. Jestlize
j=1 j=1

t je kladné cislo, plati

n(tp) =n(p) a n(tp) =tn(p).

Z toho plyne nasledujici dusledek:
(1) Necht y1,...,¥j,...,yn jsou body v Yi,...,Y;,....Y,. Pro dané p, p-y =
Mazx p-Y prave tehdy, kdyz p - y; = Max p-Y; pro vsechna j.
Jinymi slovy y maximalizuje celkovy zisk na Y, pravé tehdy, kdyz vsechna y;
maximalizuji zisk na Y;.
(17) Pro dané p z ﬂT]’, np)={yeYlp-y=Maxp-Y}an(p)=Maxp-Y.

j=1

Jinymi slovy n(p) je mnozina maximizeru celkového zisku na Y'; 7(p) je maximum

celkového zisku na Y.

ProY O () (,free disposal®) plati:
Pro dané p existuje maximum p-y; na Y; pro vSechna j praveé tehdy, kdyz existuje
maximum p -y na Y, tedy kdyz p > 0. Kdyby p, < 0 bylo by mozné libovolné

zvétsovat p-y zvétsovanim (v absolutni hodnoté) celkového vstupu h-té komodity.
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5 Spotrebitelé

Druhou skupinou ekonomickych ¢initelu jsou spotiebitelé. Jejich tkolem je
vybrat si kompletni plan spotieby. Spotiebitel je charakterizovan omezenim svého
vybéru a kritériem vybéru. Jsou dva druhy omezeni vybéru: prvné, plan spotieby
musi splnit urcitd dand omezeni, a za druhé, hodnota planu spotieby nesmi pii
danych cenach a majetku spottebitele piekrocit hodnotu majetku spotiebitele.
V této kapitole vytvorime z hlediska teorie a interpretace koncept spottebitele,
planu spotieby, mnoziny danych moznych planu spotieby a vySetfime vlastnosti
téchto mnozin. Déle vytvorime koncept preferenci mezi danymi moznymi plany
spotieby a vysSetiime vlastnosti preferenci. Predstavime majetkové omezeni a pak

prostudujeme uspokojeni preferenci pri obou zminénych omezenich.

5.1 Spotireba a mnoziny spotieb

Spotiebitel je typicky jednotlivec, domacnost, muze jim byt i vétsi skupina
s obvyklym zdmeérem. Jeho tikolem je vybrat si a uskutecnit plan spotieby pro ce-
lou budoucnost, tj. specifikaci velikosti vSech jeho vstupt a vystupu. Predpoklada
se, ze v ekonomice se nachazi dané kladné celé ¢islo m spotiebitelu, kazdému je
prifazen index i = 1,...,m.

Vstupy i-tého spotrebitele jsou vyjadreny kladnymi ¢isly, vystupy zapornymi.
Dle této tumluvy je jeho plan spotieby, nebo kratce spotreba, reprezentovana
bodem x; v komoditnim prostoru R!. Dand spotieba x; muze byt pro i-tého
spottebitele mozna, nebo nemoznd. Napiiklad rozhodnuti jedince mit béhem
pristiho roku jako jediny vstup jeden kilogram ryze a jako vystup tisic hodin
stejné prace je neproveditelné. Mnozina X; vSech spotieb moznych pro -tého
spotiebitele se nazyva jeho mnoZina spotreb. Bod x; se také nazyva poptdvka
i-tého spottebitele.

Obecné nevstupuje do spotifeby mnoho komodit, coz odpovida tomu, ze X;
je obecné obsazena v podprostoru R! s relativné malym poctem dimenzi. Vstupy
do spotreby jsou typicky ruzné zbozi a sluzby, vystupy se lisi podle vykondvané

prace. Oboji je vymezeno datem a mistem.
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m

Pro danou spotiebu z; kazdého spotiebitele, suma x = Z x; se nazyva cel-

i=1

m
kovd spotreba nebo také celkovd poptdvka. Mnozinu X = Z X, nazveme mnozina

=1

celkové spotreby.

5.2

Predpoklady o mnozinach spotireb

Zde si uvedeme predpoklady o mnozinach X; v potradi s klesajici vérohodnosti.

()

X, je uzavrend,

tj. necht (z7) je nekonecnd posloupnost spotieb. Jestlize vSechny z! jsou
0

i

mozné pro i-tého spotiebitele a 2! — 2, pak je pro néj mozna x

Podobny ptedpoklad plati pro mnozinu celkové spotieby.
X je uzavrend.

X; md dolni mez pro < (omezenost zdola),

tj. existuje bod x; v R! takovy, ze y; < x; pro véechna z; v X;, nebo jinymi
slovy, ze X; C {xi} + Q. Tento piedpoklad ma jednoduché ekonomické
ospravedlnéni. Jestlize h-td4 komodita je vstup, x;;, ma dolni mez rovnu
nule. Jestlize h-t4 komodita je vystup, tj. néjaky druh produkované prace,
ziejmé existuje horni mez (v absolutni hodnoté) pro mnozstvi té prace,
kterou muze spotiebitel vyprodukovat béhem prislusného elementarniho

casového intervalu, bez ohledu na jeho ostatni vstupy a vystupy.

Podobny ptredpoklad plati pro mnozinu celkové spotieby.
X ma dolni mez pro <. Pokud predchozi predpoklad plati pro vsechna X,

pak y = in je dolni mez X pro <.
i=1
Naopak, jestlize X mé dolni mez pro <, pak vSechny X; maji dolni mez pro

<.
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Jestlize jsou vSechny X; uzaviend, nemusi byt nutné uzaviend i X. Nicméné
plati:

Jestlize vsechny X; jsou uzaviené a maji dolni mez pro <, pak je X uzavrend.

(c) X; je souvisld (souvislost).
To znamend, v intuitivnim a nepfesném jazyce, ze je X; tvorena jednim

celkem.

(d) X; je konvexni (konvexnost).
1

tj. jestlize z} a 7 jsou spotfeby mozné pro i-tého spotiebitele, je mozny i
jejich vazeny prumeér tx} + (1 — t)z? s libovolnymi kladnymi vahami, kde
t €10,1].

Stejné jako u mnozin produkci, tento predpoklad konvexnosti hraje zasadni

roli v dukazech nékolika fundamentalnich ekonomickych teorému.

Jestlize vSechny X, jsou konvexni, pak je konvexni i X, ponévadz sjed-

noceni koneé¢né mnoha konvexnich mnozin je opét konvexni.

5.3 Preference

1

Necht jsou dany dveé spotieby z}, x? v X;. Piedpokladd se, Ze muze nastat

pouze jedna z nasledujicich variant:

pro i-tého spottebitele

e z! je preferovana pred x?

2

i

e 1. je indiferentni s x

e 17 je preferovana pred 22

ktera muze byt téz ¢tena jako ,je nanejvys tak zddand jako.“ Zrejmé x; je na-
nejvys tak zadand jako x; pro libovolnou z; z X;. Navic se predpoklada, ze pro

x), 22, w7z X, xl je nanejvys tak zddand jako x? a x? je nanejvys tak zadand

3

i

3«

jako z3* implikuje ,x! je nanejvys tak zddand jako z3.“ Bindrni relace je tedy
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reflexivni a tranzitivni; je to ¢dstecné usporddani, které oznacime =; a nazveme
castecné usporadani preferenci i-tého spotiebitele. Je to vlastné Uplné ¢astecné
usporadani.

STr 3w ax? 3 al¢ se oznacuje ,x) ~; x2¢ a Cte ;) je indiferentni s x2.¢

i~

1

i~

1
i

24

S r? ane x? =; ¢ se oznacuje ,x; =; ¥?“ a tte ,x! je preferovina pied

2«
€y

Binarni relace ~; na X; se nazyva indiferentni relace i-tého spotiebitele. Je

ziejmé reflexivni a tranzitivni a je také symetrickd, tj. ,z! ~; 22 implikuje

,,x? ~; z;.“ Pro danou spotiebu x; z X, nazveme mnozinu {xz € Xilx; ~; x;},
tj. mnozinu spotieb z X;, které jsou indiferentni s z;, indiferentni tiidou s x;.
Libovolna spotieba z X; patii pouze do jediné indiferentni ttidy. Jinymi slovy,
mnozina indiferentnich tfid tvori rozklad Xj;.

Céstecné usporadani preferenci i-tého spotiebitele vyjadiuje jeho vkus ohledné
jidla, obleceni, bydleni, ... ,prace a také jeho spotfeby v urcity ¢as na ur¢itém
misté. Takto uvazované preference nepocitaji s dalsim prodejem komodit; -ty

spotfebitel o né ma zajem jen z duvodu jeho osobni potieby.

5.4 Majetkové omezeni

Pro dany systém cen p a spotiebu z; jsou wvydaje i-tého spotiebitele p - x;.
Podle imluv o znaménkach souradnic x; a p je skalarni soucin p - x; suma vsech
vydaju minus suma vSech prijmu. A jelikoz komodity jsou datovany, odpovida
tento koncept obvyklé predstavé o sumeé vsech diskontovanych budoucich vydaju
spotfeby minus suma vsech diskontovanych budoucich piijmu za praci. Vydaj
p - x; musi zfejmé byt nanejvys roven majetku i-tého spottebitele, redlnému cislu
w;. Majetek je chapan podle bézného nazoru jako soucasna hodnota vseho, co i-ty
spottebitel vlastni, navySena o dluhy vuci nému a snizena o jeho dluhy. M-tice
(w;), kterou nazyvame rozdéleni bohatstvi, udava majetek vsech spottebitelu a je
reprezentovana bodem w v R™. Podle teorie:

Pro dany systém cen p a majetek w; si i-ty spotiebitel vybira spotiebu z; ze

své mnoziny spotieb X; tak, aby jeho vydaje p-z; splnovaly podminku p-z; < w;.
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Bod w = (w;) v R™ se nazyva rozdéleni bohatstvi. Bod (p,w) v RIF™ se nazyva
dvojice cena-majetek.

Pro p # 0 nastane tato geometricka situace. Nadrovinu {a ER |p-a= wi}
nazveme nadrovinou majetku. Omezeni p-x; < w; iika, ze x; musi lezet v uzavieném
poloprostoru pod nadrovinou majetku.

Pro libovolnou dvojici (p,w) muze byt mnozina {x; € X; | p-x; < w;}, ze
které i-ty spotiebitel vybird, prazdna. Necht tedy S; je mnozina (p,w) v R"*™,
pro kterou to tak neni (S; je zfejmé kuzel s vrcholem 0). Pak kazdé dvojici
cena-majetek (p,w) z S; je pridruzena mnozina v;(p, w) = {z; € X; | p- z; < w;}
moznych spotfeb spliujicich majetkové omezeni pro danou dvojici (p,w). Takto
je definovdana mnohoznacnd funkce ~; z S; do X;. v;(p, w) zavisi jen na p a w.
Je-li t kladné ¢islo, pak ziejmé ;(tp, tw) = ~;(p, w).

S; je definovana jako S; = {(p, w) ERF™ | Fz; € X | pra; < wi}. Mno-
hozna¢na funkce v; z S; do X; je definovana jako v;(p, w) = {x; € X; | p- 2; < w;}.

Prostudujme nyni spojitost ;.

Véta 2. Je-li X; kompaktni, konverni a je-li (p°,w®) bod v S; takovy, Ze w) #
Min p° - X, pak ; je spojitd v (p°, w).

Jinymi slovy, pro danou mnoZinu spotieb X; a dvojici cena-majetek (p°, w®)
z S; je mnohoznacnd funkce v; jisté spojitd v (p°, w®) s vyjimkou pifpadu, kdy
w! = Min p° - X;, tj. kdyz majetek w? je tak maly, Ze pro libovolny mensi by

neexistovala zadna mozna spotieba splnujici majetkova omezeni.
2

Obr. 5.1: Spojitost «; (podle [1], str. 63)
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Obrézek 5.1 ukazuje, jak ; nemusi byt spojita, jestlize w) = Min p° - X;.
Mnozina X; je uzavieny Ctverec o hrané 2. Uvazujeme p° = (0,1) a w) = 0;
Odpovidajici nadrovinou je piimka 0,1. Nastal vyjimecny pripad w? = Min p°- X;,
tj. neexistuje bod z X; lezici pod zminénou nadrovinou. Necht nyni a je bod (1,0)
a necht p,w; se blizi k p® w) tak, ze odpovidajici nadrovina rotuje kolem a, jak
je znazornéno na obrazku. Dokud p # p”, mnozina v;(p, w) je vystinovand oblast,
jejiz limitou je uzaviend tsecka [0, a]. Avsak v;(p°, w) je uzaviena tsecka [0, 2al.

Dukaz existence rovnovahy v ekonomice soukromych vlastnictvi zavisi na spo-

jitosti ;.

5.5 Uspokojeni preferenci

Pro danou dvojici cena-majetek (p,w) z S; si i-ty spotiebitel z neprézdné
mnoziny ~;(p,w) vybira spottebu x;, kterad je pro néj optimalni vzhledem k jeho
preferencim, tj. nejvétsi prvek castecného usporadani preferenci =;. Pokud exis-
tuje funkce utility u;, da se Tict, Ze si vybird maximizer pro u; na ;(p, w); v tomto
piipadeé je ,uspokojeni preferenci“ synonymem s ,maximalizaci utility“. To vede
k uréeni mnozstvi vSech statku a sluzeb, které spotiebuje, a vSech typu prace,
kterou vyprodukuje, coz vytvoii plan mozné spotieby, optimalni k jeho majetku.
Podle teorie:

Pro danou dvojici cena-majetek (p,w) z S; si i-ty spotiebitel z mnoziny
7i(p, w) vybere nejvétsi prvek jeho ¢astecného usporadani preferenci ;. Vysledna
¢innost se nazyva rovnovaznd spotreba i-tého spotrebitele vzhledem k (p,w).

Pro p # 0 nastane nasledujici geometricka situace. Jestlize z; je nejvetsi pr-
vek v;(p, w), mnozina {xl € X |z x;} nema s uzavienym podprostorem pod
majetkovou nadrovinou H zadny spolecny bod.

Jestlize .:1:; je rovnovazna spotieba vzhledem k (p, w), pak je to zfejmé nejveétsi

prvek =, 7 {xl eXi|p-z, <p- x;} Formalni definice zni:

Definice 17. Cinnost x; se nazyva rovnovaznd spotreba i-tého spotrebitele vzhle-
dem k cenovému systému p, pokud je to nejveétsi prvek z {xz eXi|p-z, <p- x;}
pro =;.
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Pro libovolnou dvojici cena-majetek (p,w) z S;, v;(p, w) nemusi mit nejvetsi
prvek. Necht tedy S; je mnozina (p, w) z S; takovych, pro které mnozina nejvétsich
prvki v;(p,w) je neprézdna (S; je ziejmé kuzel s vrcholem 0; bod 0 je vyjmut
pouze v pripadé, Ze je i-ty spotiebitel neuspokojitelny). Tedy kazdé dvojici (p, w)
Z S; je prifazena neprazdnd mnozina &;(p, w) moznych spotieb optimdlni vzhle-
dem k majetkovému omezeni definovanému (p,w). Vsechny body &;(p,w) jsou
ziejmé indiferentni. Mnohoznacénd funkee & z S; do X; se nazyvéa mnohoznacénd
funkce poptdvky i-tého spotrebitele. Pro dané dvé dvojice cena-majetek (p*, w?')
a (p?,w?) z S, fekneme, 7e (p',w') je pro i-tého spotiebitele preferovdno pred
(resp. indiferentni s) (p?, w?), jestlize bod z & (p*, w') je preferovan pied (resp. in-
diferentn{ s) bodem z &;(p?, w?). Pokud na X; existuje funkce utility u;, maximaln{
utilita, kdyz dvojice cena-majetek je (p,w) z S;, se oznacuje v;(p, w). Funkee v;
zZ SZ/» do R se nazyva neprima funkce utility j-tého spotrebitele. Pro kladné ¢islo ¢
ziejmé plati

Ei(tp,tw) = &(p,w)  a v(tp, tw) = vi(p, w).

Pro dvojici cena-majetek (p,w) existuje nejvétsi prvek z ~;(p, w) pro vSechna

i =1, ... ,mprave tehdy, kdyz (p, w) nalezi do ﬂ S:. V tom piipadé lze definovat
i=1

m

neprazdnou mnozinu &(p, w) = Z &i(p, w) moznych celkovych spotieb kompati-
i=1

bilnich s vybérem optimalni spotieby pro majetkové omezeni vsech spotiebitelu.

m

~ ’ / /7 ’ v 7/ 7/
Mnohozna¢éna funkce £ z ﬂSi do X se nazyva mnohoznacnd funkce celkové
i=1

poptavky. Pro kladné ¢islo ¢ plati

§(tp, tw) = &(p, w).
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6 Rovnovaha

Abychom obdrzeli tstfedni koncept ekonomiky, zbyva uz jen zavést celkové
zdroje. Ekonomika je definovana m spotiebiteli, charakterizovanymi jejich mnozi-
nami spotieby a preferencemi, n producenty, charakterizovanymi jejich mnozina-
mi produkce a celkovymi zdroji. Stav ekonomiky je vycet ¢innosti vSech ¢initeli
a je dosazitelny, pokud ¢innost kazdého cinitele je pro néj mozna a jestlize jejich
(m + n) ¢innosti je kompatibilnich s celkovymi zdroji. Mnozina dosazitelnych

stavu ekonomiky hraje zdsadni roli.

6.1 Zdroje

Celkové zdroje ekonomiky jsou predem dand mnozstvi komodit, kterd jsou
poskytnuta k dispozici Ciniteli resp. ¢initelum; jsou vyjadfena zapornymi resp.
kladnymi ¢isly. Podle této imluvy jsou celkové zdroje reprezentovany bodem w
v komoditnim prostoru R!. Je v nich zahrnut veskery kapitdl ekonomiky v soucasny
okamzik, tj. vSechna puda, budovy, nerostnd bohatstvi, zafizeni, statky, atd.
v soucasnosti existujici a dostupné pro ekonomické ¢initele. Jsou vsak odkazem

minulosti, jsou predem dané.

6.2 Ekonomiky
Kompletni popis ekonomiky F je nyni mozny; sklada se z:

e pro kazdého spottebitele, jeho mnoziny spotieb X; a jeho ¢astecného uspo-

radani preferenci =,
e pro kazdého producenta, jeho mnoziny produkei Y,
e celkovych zdroju w.

Stav ekonomiky F je vycet ¢innosti vSech cinitelt, tj. specifikaci spotieby x;
kazdého spottebitele a specifikaci produkce Y; kazdého producenta v komoditnim
prostoru. Stav ekonomiky je tedy (m -+ n)-tice ((x;), (y;)) bodu z R!. Muze byt

reprezentovan bodem z R+ Formalné:
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Definice 18. Ekonomika E je definovéna: pro vSechna ¢ = 1, ..., m neprazdnou
mnozinou X; z R! ¢dstecéné sefazenou podle =;; pro viechna j = 1, ..., n neprazd-

nou mnozinou Y; z RY; bodem w z R'. Stav E je (m + n)-tice bodu z R'.

Pro dany stav ((z;), (y;)) z £ nazveme bod z — y ¢istd poptavka. Pii tvorbé
xr — y vykratime transfery komodit mezi ekonomickymi ¢initeli, protoze kazdy
takovy transfer se objevi jednou jako vstup s kladnym znaménkem a jednou jako
vystup se zapornym. x — y tedy popisuje ¢isty vysledek ¢innosti vSech Cinitelu
dohromady. Kladné souradnice x—y pak vyjadiuji vstupy netransferované od eko-
nomickych ¢initelu, zaporné soutadnice vyjadiuji vystupy netransferované ekono-
mickym ¢initelum. Jestlize z; € X; pro vSechna i a y; € Y; pro vSechna j, cista
poptavka x — y nalezi do mnoziny X — Y.

Pro dany stav ((z;),(y;)) z E bod z — y — w oznacime z a nazveme previs
poptdvky. Popisuje nadbytek ¢isté poptavky vsech ¢initelu nad celkovymi zdroji.
Jestlize z; € X; pro vsechna i a y; € Y pro vSechna j, pfevis poptdvky = —y —w
nalezi do mnoziny X —Y — {w}, kterou ozna¢ime Z.

Stav ((x;), (y;)) z E se nazyva trzni rovnovdha, jestlize previs poptavky je 0.
To muzeme také vyjadrit jako z — y = w, tj. Cista poptavka vsech cinitelu se
rovna celkovym zdrojum. Mnozina trznich rovnovah z F je linearni podprostor v
RUM+7) oznaceny M.

Rekneme, 7e stav ((z;), (y;)) z E je dosaZitelny, pokud spliiuje podminky:
e 1; € X, pro vSechna ¢, y; € Y; pro vSechna j, v —y = w.

Tedy spotieba kazdého spotiebitele pro néj musi byt moznd, produkce
kazdého producenta pro néj musi byt mozna a stav musi byt trzni rov-
novahou. Mnozina véech dosazitelnych stavii F je podmnozinou R/ g

oznacime ji A. Dale

e A je primik (HX) x (HY]) a M.
i J

Pro danou ekonomiku £ je spotieba x; pro i-tého spotiebitele dosazitelnd,

pokud existuje dosazitelny stav, jehoz slozka odpovidajici tomuto spotiebiteli
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je x;. Jeho mnoZinu dosazitelnych spotreb oznacéime )A(Z Podobné definujeme
dosazitelnou produkci j-tého producenta a jeho mnoZinu dosaZitelnych produkci

Y;. Formélné:

Véta 3. Pro danou ekonomiku E je spotreba i-tého spotrebitele (resp. produkce
j-tého producenta) dosazitelnd, pokud je jemu odpovidagjici slozkou néjakého dosa-
Zitelného stavu. Jeho mnozina dosaZitelnijch spotreb (resp. produkci) se oznacuje

X; (resp. ?})

6.3 Dosazitelné stavy

Zde si zminime nékteré vlastnosti mnoziny A dosazitelnych stavu ekonomiky
E.
Je zfejmé, ze mnozina A je neprazdnd pravé tehdy, kdyz w € X — Y, coz

muzeme psat jako 0 € Z.

Véta 4. Pro danou ekonomiku E plati: Jsou-li vsechny X; a vsechny Y; uzavrené,

pak je A uzavrend.

Dukaz: viz [1], str 77.

Jsou-li vSechny mnoziny X;, Y; ekonomiky E konvexni, je konvexnii A, jelikoz
je prunikem dvou konvexnich mnozin. Za stejnych predpokladu jsou konvexni i
mnoziny X — Y a Z, jakozto sumy konvexnich mnozin.

Mnoziny X;, Y; ekonomiky F nemusi byt ohranicené. Ale kvuli fixnim zdrojum
w se predpoklada, ze mnozina dosazitelnych spotieb kazdého spotiebitele a mno-
zina dosazitelnych produkci kazdého producenta je uzaviena, tj. A je uzaviena.
Nasledujici véta stanovi podminky pro mnoziny X, Y, které zaruci, ze A je

ohranicena. Navic obdrzime podminky, za kterych je uzaviend mnozina X — Y.

Véta 5. Necht E je ekonomika, kde X md dolni mez pro <, Y je uzaviend,
konverni a Y NQ = {0}.
Jestlizen =1 a/nebo’Y N =Y C {0}, pak A je ohranicend.

Jestlize X je uzavrend, pak X —Y je uzavrend.
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Dukaz: viz [1], str 77-78.

Jelikoz i-t4 mnozina dosazitelnych spotieb )?Z (resp. j-t4 mnozina dosazitel-
nych produkci 3/}]) ckonomiky F je zobrazenim z A do mmnoziny R’ obsahujici
X; (resp. Yj), jeji vlastnosti jsou ihned odvozeny z vlastnosti A. Napt. je-li
A ohranicend, kompaktni, nebo konvexni, pak jsou vsSechny )?@ a vsechny }Afj

ohranicené, kompaktni, konvexni.

6.4 Ekonomiky soukromych vlastnictvi

V téchto ekonomikach spotiebitelé vlastni zdroje a ovladaji tak producenty.

Proto i-ty spotiebitel obdrzi hodnotu svych zdroji w; (w; jsou body z R, splitujici

Z = w, celkovym zdrojum) a podily 0;1,...,60,j, ..., 0, ze zisku prvniho, ... j-

i=1

tého, ... ,n-tého producenta; 0;; jsou realna ¢isla spliujici 6;; > 0 a Z 0;; =1
i=1

pro vsechna j. Bod w; specifikuje predem dana mnozstvi komodit, kterd jsou pro

néj dostupnd, nebo kterd poskytuje. Cislo 0;; je interpretovano jako podil akcif

J-tého producenta, které vlastni.
Kompletni popis ekonomiky soukromych vlastnictvi £ se sklada z:
e pro kazdého spottebitele, jeho mnoziny spotieb X;, jeho ¢astecného usporadani

preferenci =, jeho zdroju w; (spnujicich Z w; = w) ajehopodili O, ...,0;,...

~
=1

.., Uiy, (spliujicich 6;; > 0 a Z 6;; = 1 pro vsechna j);

i=1

e pro kazdého producenta, z jeho mnoziny produkei Y.

Uvazujme ekonomiku soukromych vlastnictvi £. Pfi systému cen p se j-ty

producent snazi maximalizovat svij zisk na Y;. Pfedpokladejme, Ze to y; spliiuje;
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zisk 7;(p) = p - y; je rozdélen akcionaium. Pak majetek kazdého spotiebitele je
wi=p-wi+ Yy 0;m(p).
j=1

Tento spotrebitel se snazi uspokojit své preference na X; vzhledem k ma-
jetkovym omezenim. Predpokladejme, Ze to x; spliiuje. JestliZze cinnosti x;, y;
splnuji rovnost z — y = w, pak je ekonomika v rovnovaze, tj. zadny cinitel
nema potiebu si za daného systému cen a ¢innosti ostatnich ¢initelu vybrat jinou

¢innost. Forméalné:

Definice 19. Ekonomika soukromych vlastnictvi £ je definovana:

ekonomikou ((X;, Zi), (Y),w);
m
pro vechna 4, bodem w; z R! takovym, 7ze Z w; = W;
i=1
m
pro kazdou dvojici (i, 7), nezdpornym redlnym ¢islem 6;; takovym, ze Z 0;; =1
i=1
pro vsechna j.
Rovnovéha v ekonomice soukromych vlastnictvi £ je (m+n—1)-tice (27, y5, p*)

bodii z R! takovych, Ze:

() af je nejvetsi prvek z {xl eEXi|p oz <p"wi+ Z 0;ip* - y;-‘},
j=1

(8) y; maximalizuje zisk vzhledem k p* na Y pro vsechna j,
(v) 2" -y =w.

Definice vyjadiuje, ze z} je rovnovazna spotieba vzhledem k (p*,w*), kde
w; =p*-w; + Z 0i;p" - yj, pro j-tého producenta existuje rovnovazna produkce
j=1

vzhledem k p* a stav ((x}), (y})) je trzni rovnoviha.
Necht ¢ je kladné redlné cislo. ((x7), (y;), tp*) je rovnovéha prave tehdy, kdyz
existuje jedind trojice ((x}), (y;),p"); proto vSechny systémy cen nélezici oteviené

polopiimce s pocatkem 0 jsou z hlediska rovnovahy ekvivalentni.
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Nabizi se zasadni otdzka: existuje v dané ekonomice soukromych vlastnictvi

rovnovaha? Odpovéd na tuto otdzku nam dé nasledujici podkapitola.

6.5 Rovnovaha v ekonomice soukromych vlastnictvi

Uvazujme ekonomiku soukromych vlastnictvi £ a necht C' je mnoZina vSech
p v R! takovych, pro které jsou definovany neprazdné mnoziny n;(p) & (p). Pii
systému cen p z C si j-ty producent vybira y; z mnoziny 7;(p) jeho produkei
optimalnich pro dany systém cen a jeho zisk je 7;(p) = p-y,. Rozdéleni bohatstvi

n
je pak m-tice (p cw; + Z 0;;m; (p)) a i-ty spotiebitel vybird x; z mnoziny
j=1

&i (P; (]9 T W; i 05 7; (p)))

jeho spotteb optimalnich pro dany systém cen a rozdéleni bohatstvi. Tato mnozina
m

zavist jen na p a budeme ji znaéit & (p); sumu 25; (p) oznacime & (p). Protoze
i=1

x; je libovolny bod mnoziny f; (p) pro vSechna i a y; je libovolny bod mnoziny

n;(p) pro v8echna j, pfrevis poptavky z = x — y — w je libovolny bod mnoziny

¢(p) =€ (p) = n(p) —{w},

podmnoziny Z = X — Y — {w}. Tedy kazdému systému cen p z C' je prifazena
neprazdnd mnozina ((p) previsu poptavky kompatibilni s vybérem optimélni
spotieby kazdého spotiebitele vzhledem k majetkovym omezenim a vybérem op-
timalni produkce kazdého producenta vzhledem k systému cen p. Mnohoznaéna
funkce ( z C' do Z se nazyva mnohoznacénd funkce previsu poptdvky. Problém
nalezeni rovnovahy spociva v nalezeni p z C' takového, pro které odpovidajici
previs poptavky je 0. Problém muzeme tedy formulovat: existuje p z C, pro které
0 € ((p)?

Poznamenejme nejprve, ze je-li p z C' a t je kladné redlné ¢islo, pak je defi-
novéna n;(tp), kterd je rovna n;(p) a & (tp), kterd je rovna & (p). Jinymi slovy,
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jsou-li vSechny ceny v systému cen p z C' vynasobeny stejnym kladnym realnym
¢islem, mnoziny optimalnich ¢innosti ekonomickych ¢initelu se nezméni. Proto
plati tp € C a ((tp) = ((p). C je tedy kuzel s vrcholem 0; bod 0 je vyjmut
prave tehdy, kdyz néktera z mnozin 1;(p), & (p) nenf definovana v pifpade, ze jsou
vSechny ceny nulové. Tato situace nastane pravé tehdy, kdyz je néjaky spotiebitel
neuspokojitelny.

Také si vSimnéme, zZe ¢innosti z;, y; vybrané ciniteli pro systém cen p z C

splnuji majetkova omezeni

p-x; <prw;+ Zﬁijp -y;  pro vsechna 7.
j=1

m
Po secteni ptes i dostaneme (pfipomenme, ze Z 6;; = 1 pro vsechna j):
i=1

pr<p-w+p-y, tj. p-z2<0.

Tedy pro vsechna p z C plati, ze p- 2z < 0 pro vSechna z z ((p), coz muzeme
také napsat jako p - ((p) < 0. Kdyz p # ), znamen4d to, ze mnozina ((p) lez pod
nadrovinou prochézejici bodem 0 a ortogonalni k p.

Reseni problému rovnovahy poskytneme pro piipad, kdy pievlads ,free dispo-
sal“ (viz. 4.2 (h)). Vztah pro trzni rovnovéhu () z Definice 19. muzeme intuitivné
nahradit nerovnosti =7 — y; < w. Tato nerovnost vyjadruje, ze pro kazdou ko-
moditu je c¢ista poptavka nanejvys rovna jejimu predem danému dostupnému
mnozstvi. Totéz muzeme napsat jako z* < 0. Pii této slabsi podmince spociva
problém rovnovahy v nalezeni p z C, pro které je prislusny previs poptavky < 0,
tj. nalezi do —€2. Problém muzeme formulovat: existuje p z C' takové, ze prunik
((p) N (=) je neprazdny?

Navic v piipadé ,free disposal“ je mnozina 7;(p) definovand pro vSechna j
pouze v piipadé, ze p > 0 (viz konec 4.3); proto C je obsazena v €). Navic

pokud bod 0 je z C' vyjmut (tj. kdyz je néjaky spotiebitel neuspokojitelny), pak

!
1
pro vSechna p z C' dostaneme th > 0, a odtud ¢ (l— p) = ((p). Proto
h=1 Zh:1 Ph
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pii hledani rovnovahy muze byt kazdé p z C' nahrazeno bodem, kde uzaviena

polopiimka 0, p protind mnozinu

I
Pz{p€Q| thzl}.
h=1

Vyse zminéné vede ke studiu nasledujictho problému. Pro mnohoznac¢nou
funkei ¢ z P do Z plati, ze p - ((p) < 0 pro vSechna p z P. Jaké dalsi podminky
pro ¢ a Z zajisti, ze existuje p z P, pro které ((p) N (—Q) # 0? Odpoveéd ndm da

nasledujici véta.

Véta 6. Necht Z je kompaktni podmnozina R!. Jestlize ¢ je shora spojitd mno-
hoznacénd funkce z P do Z takovd, Ze pro vsechna p z P je mnozina ((p) (neprdzd-

nd) konvexni a splnuje p-((p) < 0, pak existuje p z P takové, ze ((p) N (=) # 0.

Diukaz: viz [1], str. 82-83
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Geometricky vyznam této véty lze interpretovat v R? na ndsledujicim obrazku:

P2 A

Obr. 6.1: Rovnovdha v R? (podle [1], str. 82)

[ = 2 nam tiké, ze v ekonomice uvazujeme 2 komodity.
e Systém cen je p = (p1,pa2).

e Necht R? = QU (=), kde Q := {(p1,p2) € R* | p1 E R, p, >0} a
(=€) == {(p1,p2) €R* [ p1 € R, p, < O}

e Mnozina P je definovana P = {p € Q | p; + p2 = 1}.

e Jelikoz py,po > 0, mnozina P je usecka v I. kvadrantu. Na této tsecce

hledame bod p; p se muze pohybovat od jednoho konce tisecky P ke druhému.

e Kazdému bodu p z P je ptrifazena mnozina ((p), lezici pod piimkou prochazejici

bodem 0 a kolmou k p.

e Jestlize mnozina ((p) spliuje podminky Véty 6., pak existuje p z P takové,
ze ((p) N (=) # 0.
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Nejdulezitejsi vétou nasi prace je nasledujici tvrzeni, které se vsak zasadnim

zpusobem opird o tvrzeni véty 6.

Veéta 7. (viz [1] str. 83-84)
Ekonomika soukromych vlastnictvi € = ((Xi, Zi), (Y;), (wi), (0:5)) je v rovnovdze,

)’ ~L
jestlize:
pro vSechna i
(a) X; je uzaviend, konvexni a ma dolni mez pro <,

(b.1) neexistuje nasyceni spotieby v X;,

(b.2) pro vSechna x; z X; jsou mnoZiny {xz € Xi|z; 7 x;} a {mz € Xi|z; S x;}

uzaviené v X;,

(b.3) jestlize x} a x? jsou dva body z X; a t je redlné ¢islo 2 )0,1[, pak x? =; x}

7

implikuje tx? + (1 — t)a} =; x},
(c) ezistuje x9 z X; takové, Ze x?¥ < w;;

pro vSechna j

(d.1) 0 €Y},

(d.2) Y je uzaviend a konvernt,

(d.3) YN (~Y) C {0},

(d.4) Y DO (—9Q).
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7 Slovnik pouzitych ekonomickych pojmu

V této césti vysvétlime nékteré ekonomické pojmy, coz poslouzi predevsim

ekonomicky nevzdélanym ¢tenaium. Najdeme je napt. v [3].

Bohatstvi - zde téz jako majetek; ¢istd hodnota hmotnych a finanénich polozek,

které vlastni zemé nebo osoba.
Busl - fyzickd jednotka, 1 busl = 36,3 litru .

Celkovd produkce - celkové mnozstvi vyrobené komodity métené ve fyzickych

jednotkach, jako jsou napt. busly psSenice.
Funkce utility - uzitkova funkce.

Nabidka - obecné je chapana jako mnozstvi zbozi nabizeného na trhu pti danych

cenach.

Poptdvka - mnozstvi zbozi, které si kupujici (spotiebitel) pii danych cendch chee

koupit.

Rovnovdha - stav, ve kterém je ekonomicka jednotka v klidu, nebo na ni pusobi

sily, kt. jsou v rovnovéze, takze neexistuje zadna tendence ke zméné.
Rovnovdha producenta - situace, kdy producent maximalizuje zisk.
Rovnovdha spotrebitele - situace, kdy spotiebitel maximalizuje uzitek.

Rovnovdha vseobecnd - rovnovazny stav ekonomiky jako celku; vSechny diléi trhy

jsou soucasné v rovnovaze.
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Trh - usporadani, pri kterém na sebe vzdjemné pusobi prodavajici a kupujici,

coz vede ke stanoveni cen a mnozstvi komodity.

Trzni rovnovdha - vyrovnani nabidky a poptavky v ekonomice nebo na trzich, kde

je dokonald konkurence, tj. prodavajici a nakupujici nemaji schopnost ovlivnit trh.
Utility - uzitek; celkové uspokojeni odvozené ze spotieby komodit.

Volné statky - takové komodity, kt. se vyskytuji v tak velkém mnozstvi, ze nemusi

byt pridélovany, jejich trzni cena je proto nulova. Napi. vzduch.
Vzicné statky - takové komodity, kt. se vyskytuji jen v omezeném mnozstvi, ne-
musi tedy byt pridélovany prostiednictvim cen nebo jinymi prostiedky. Vétsina

komodit.

Zisk - prijmy minus vydaje.
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Zaver

Gerard Debreu byl matematicky ekonom a jeho publikace maji tedy mate-
maticko-ekonomicky charakter. Vzhledem k tomu, ze jeho dilo je velmi rozsahlé,
omerzili jsme se na jeho nejznaméjsi cast, a to knihu Theory of Value, ve které se
Debreu zabyva vseobecnou ekonomickou rovnovahou a podminkami jeji existence.
S praci souvisi i cela fada dalsich publikaci, uvedli jsme jejich kompletni seznam.

Dukaz samotného hlavniho tvrzeni je pomérné narocny a vyzaduje matema-
tickou erudici. Proto jsme se rozhodli zamérit se jen na tvrzeni, o které se dukaz
hlavni véty opira. Konkrétnéji, snazili jsme se interpretovat geometricky vyznam
zminéného dikazniho prostfedku na obrazku z [1], str. 82. s ndmi rozvedenym
komentafem.

Pro usnadnéni prace citateli nezbéhlému v ekonomickych terminech jsme

rovnéz uvedli seznam ekonomickych pojmu, které se v praci pouzivaji.
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