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B2 e et as Teoretické zaklady linearnej regresie



Uvod

V bakaldrskej praci sa budeme zaoberat’ t¢émou zavislosti, jej pritomnost'ou, intenzitou

a charakterom. Praca pozostava zo Siestich hlavnych kapitol.

V prvej kapitole si vysvetlime zakladné pojmy suvisiace s touto témou, z ktorych
budeme sklofiovat’ najmi pojmy Statisticky znak a zavislost. Statistické znaky mozeme
rozdelit na kvantitativne a kvalitativne, pricom toto delenie d’alej rozvetvime, a tak sa
oboznamime so Statistickymi znakmi rézneho typu, kde ku kazdému z nich si pre lepSiu
predstavu uvedieme priklad. Obdobne tak ucinime aj pri pojme zavislost’, ktorda ma takisto

niekol’ko deleni.
Druha kapitola je venovana kovariancii a jej teoretickym poznatkom.

V tretej kapitole sa budeme zapodievat najprv teoretickymi zakladmi korelécie,
korelaénym koeficientom Py, a jeho vlastnostami, ktoré si postupne dokazeme. Od
teoretického koeficienta py y prejdeme k vyberovému korelaénému koeficientu 7y y
nazyvanému aj Pearsonov korela¢ny koeficient, ktory sa pouziva pri praktickych vypoctoch.

Okrem tohto koeficienta sa zoznamime aj so Spearmanovym korelaénym koeficientom 7

V d’alSej kapitole sa budeme venovat’ regresii, ktora ndm pomaha urcit' charakter
zavislosti. Na zaliatku sa obozndmime s tedriou linearnej regresie a potom bude naSa
pozornost’ smerovat’ k jednoduchej priamkovej regresii a k uréeniu odhadov regresnych
parametrov regresnej funkcie. V priebehu tejto kapitoly si ziskané vzorce vyskuSame aj na

niekol’kych prikladoch.

Piata kapitola je takisto ako predoslé teoretickou kapitolou. V nej sa budeme snazit
odvodit’ d’alsie korelacné koeficienty pouzivané v pripadoch, v ktorych nam vystupuje asponi
jedna alternativna premennd. Tymito koeficientami su bodovo biserialny koeficient r})’” a

koeficient @



Poslednd Siesta kapitola je praktickou castou bakalarskej prace. V nej budeme na
realnych datach overovat’ platnost’” vzorcov a porovnavat medzi sebou jednotlivé korelaéné

koeficienty.

Jednym z cielov tejto prace, okrem hlbSieho obozndmenia sa s teoretickymi
poznatkami, ktoré suvisia stouto témou, je najst vztah medzi pojmami nezavislost' a
kovariancia, nezavislost’ a koreldcia, kovariancia a koreldcia, zistit vztah regresného
parametra a korelaéného koeficienta, vztah medzi regresnymi parametrami navzdjom a pod.
Tomuto sa budeme venovat’ priebezne v jednotlivych kapitolach. Dal§im ciel'om, ako uz bolo
naznacené, je zamerat’ sa rozne moznosti definovania korelacného koeficienta, objasnit’ ich
interpretdciu a vztahy medzi nimi, navzdjom ich medzi sebou porovnat’ a potom vztahy

1lustrovat’ na datach.



1 Statistické znaky a zavislost’

Jednou z charakteristickych ¢t stcasného obdobia je Coraz SirSie uplatiovanie
matematickych metdd v mnohych spolocenskych atechnickych vedeckych disciplinach.
Dosledkom tohto trendu je skumanie prirodnych a technickych javov a procesov z pozicie
matematickej Statistiky. Pomocou jej metéd sa odhaluju Statistické zékonitosti vyvoja javov

a procesov a ich vzdjomné vztahy.

Nevyhnutnym predpokladom kazdého Statistického skimania je hromadnost’ skimania. Pri
hromadnom pozorovani moze ist' o jednoduché pozorovanie, ak do priebehu pozorovanych javov
nijakym sposobom nezasahujeme a neovplyviiujeme ich (tdaje ziskavame pozorovanim, meranim,
prostrednictvom Statistick€ého prieskumu a pod.) — typické pre spolo¢enské javy, alebo o experiment
(pokus), pri ktorom sa vytvori sibor kontrolovanych podmienok, v ktorych sa pozorovany jav opakuje
— typické pre prirodné javy. Predmetom Statistického skiimania je teda hromadny jav. Hromadnym
javom rozumieme kazdy prirodny alebo spolocensky jav (udalost) (napr. spotreba potravin)
pozorovatel'ny u dostatocne velkého mnozstva takych jedincov (prvkov), ktori maji niektoré
podstatné vlastnosti zhodné. Ak presne vymedzime tieto zhodné vlastnosti u jednotlivych jedincov
(prvkov) z hl'adiska priestorového, casového a vecného, hovorime o tychto jedincoch (prvkoch) ako
o Statistickych jednotkdach (napr. domacnost’). Mnozinu Statistickych jednotiek nazyvame Statisticky
subor (napr. domacnosti Slovenska) a poctu Statistickych jednotiek v tomto subore hovorime rozsah
Statistického suboru (napr. pocet domacnosti na Slovensku). Vlastnosti Statistickych jednotiek maja
svoje charakteristiky, ktoré nazyvame Statistické znaky (premenné, nahodné veliiny) (napr. pocet
&lenov domécnosti, prijem domacnosti, naroky na kvalitu potravin a pod.) Statistické znaky s
vonkajSou postrehnutelnou a meratel'nou charakteristikou vlastnosti Statistickych jednotiek
v $tatistickom subore. Statistické znaky mozno podla ich charakteru rozdelit na kvantitativne

a kvalitativne.

Kvantitativne znaky st merateIné a vyjadruju vlastnosti Statistickej jednotky redlnymi
¢islami. M6zu byt
1.) spojité, kedy nadobudaju 'ubovol'nti hodnotu z nejakého intervalu, napr. vyska osemrocnych

deti;
2.) diskrétne, ktoré nadobudaju izolované, vacsinou celociselné hodnoty, napr. pocet deti v rodine.



Kvalitativne znaky popisuju vlastnosti Statistickej jednotky slovne, definiciou alebo
symbolmi. Nadobudaju vzdy diskrétne hodnoty a nemusia sa dat’ jednoznac¢ne merat’. Delia sa na:
1.) ordindlne (poradové), u ktorych je ich hodnoty mozné zmysluplne usporiadat’, napr. zndmka

z vyucovacieho predmetu;
2.) nominalne, kde o ich dvoch pozorovanych hodnotach je mozné rozhodnut jedine o tom, ¢i st

rovnaké alebo rozne. Ziadne iné vztahy sa medzi ich hodnotami neuvazuji. Hodnoty sa nedajt
zmysluplne usporiadat’, napr. farba o¢i.
Kvalitativne Statistické znaky sa podl'a poctu kategorii rozliSujl aj na:

1.) alternativne (dichotomické), ktoré nadobudaju iba dve mozné kategorie, napr. pohlavie;
2.) mnozné (multinomické), ktoré moézu nadobudat’ viac kategdrii, napr. rodinny stav.

Pri sledovani Statistickych znakov (ndhodnych veli¢in) casto uvazujeme viac znakov
zarovenl a skiumame, ¢i aakym sposobom sa ovplyviiuji. Skuto¢nost, Ze sa neovplyviuju,

vystihujeme pomocou pojmu nezavislost’. Oboznamime sa s nasledujiicimi dvoma definiciami.

Definicia 1.1 Diskrétne ndhodné velicing X,,....X, si nezavislé prave vtedy, ked pre

pravdepodobnostnu  funkciu Py  ndhodného vektora X :(X L X, " a marginalne

pravdepodobnostné funkcie p; ndhodnych velicin X; , j=1,..n , plati

x| =P X =xp, X = =] PLXG=x =[] p)lx ) (1.1)

V(xl,...,xn

"eM XXM =M
kde M ; je obor hodnét ndhodnej veliciny X, , j=1,..n

Definicia 1.2 Spojité nahodné veliciny X ,,..., X, s nezavislé prave vtedy, ked pre hustotu

ndhodného vektora ~ X=(X,,.., X, " a marginalne hustoty f_,»(x_,)

falxi e x,

nahodnych velicin X ; , j=1,..n , plati

n 1.2
= fj(xj) pre skoro vsetky (xl,,..,xn’eR"' (1.2)
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V pripade dvoch ndhodnych velicin plati, ze diskrétne ndhodné veli¢iny X a Y s nezavislé

prave vtedy, ked’
P|X=x,Y=y|=P|X=x|- PY=y|

pre kazdé x , » ,ktoré X a Y nadobudaju. Podobne spojité ndhodné veliCiny X a Y st nezavislé

prave vtedy, ked’
fX,Y(x’y)zfX(xJ : fy(y)
pre kazdé x,y€R

Statisticka zavislost’ je opakom (negaciou) nezavislosti. Nahodné veliiny su zavislé, ak nie

st nezavislé. U nominalnych premennych pouZivame tieZ pojem asociacia v zmysle zavislosti.

Pri skiimani Statistickych znakov sa moéZeme stretnut’ s rozliénymi druhmi zavislosti.

Sledovanim pri¢iny a nasledku delime zavislost’ na pricinnu a zdanlivu:
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1.) O pricinnej (kauzdlnej) zavislosti hovorime vtedy, ked’ vznik, existencia ¢i zmeny jednych
javov (pricin, nezavislych premennych) podmienuju vznik, existenciu ¢i zmeny inych javov
(G¢inkov, zavislych premennych), alebo ked’ sa javy podmieniuju vzajomne. Preto rozliSujeme
pricinnu zavislost’ na jednostrannu a vzajomnu. Napr. cena bytu moze zavisiet od vacsieho
poctu vysvetlujucich premennych — od lokality, od plochy bytu, od toho, ¢i je panelovy alebo
tehlovy, na ktorom poschodi sa nachadza. V tomto pripade pdjde o jednostrannu zavislost’,
ked’ze znaky lokalita, plocha bytu a pod. vystupuji ako pri¢iny a cena bytu ako nasledok.
Podobne je jednostrannou pri¢innou zavislostou i zavislost’ vreckového dietata ako nasledku
na pricinach, ako je napr. prijem rodi¢ov, znamky diet'ata v Skole, vykonavani doméacich prac
dietata. Vzajomnu pric¢innt zavislost’ si mézeme v§imnut’ medzi vySkou manzela a vySkou
manzelky. Nemo6zeme povedat’, ze vysSka manzela je pri¢inou toho, preco je manzelka prave
takto vysoka. A takisto naopak. Hlavna rolu pri vybere Zivotného partnera hraji vzijomné
sympatie oboch partnerov, vd’aka ktorym si navzdjom vyskovo vyhovujl, a teda nemoZno
jednoznacne ur€it, ktory zo znakov predstavuje pri¢inu a ktory nasledok, pretoze oba mézu
vystupovat’ 1 ako pri¢ina, 1 ako nasledok. U kauzalnej zavislosti nazyvame premennt, ktorej
zavislost’ od inych premennych zistujeme, vysvetlovand, resp. zavisla premennd (regresand).
Premenné, o ktorych predpokladame, Ze vyvoldvaju zmeny zavislej premennej, nazyvame

vysvetlujuice, resp. nezavislé premenné (regresory).
2.) Pri zdanlivej (klamnej) zavislosti nie je vzt'ah medzi urcitymi javmi dosledkom ich vzajomnej

pri¢innej suvislosti. Napr. pri skimani suvislosti medzi vyskytom zuly, ktord je najcastejSou
horninou v Ceskej republike, a belochov v Ceskej republike mozeme zistit silnd mieru
zavislosti. AvSak logickou uvahou si uvedomujeme, ze tato suvislost’ je nezmyselnd, a teda
klamna. V tejto situacii hovorime o ndhodnej klamnej zavislosti alebo o nahodnom spolocnom
vyskyte. Zdanliva zavislost’ (spolo¢ny vyskyt) medzi dvoma javmi méze byt tiez vysledkom
posobenia tzv. tretieho faktora. Napr. v Statoch, kde je mnoho televiznych pristrojov, dosahuju
obyvatelia vysoky vek. Je vSak mozné zmenou poctu televiznych pristrojov dosiahnut’
prediZenie veku v oblastiach sveta, kde je nizSia otakavana dizka Zivota? Tato zavislost' je
zdovodnena premennou zivotna uroven, ktord je spolo¢nou pri¢inou oboch premennych.
Takisto napriklad vztah medzi telesnou vahou deti a ich zru¢nostou (¢im maju deti vysSiu
telesni véhu, tym st zru¢nejsie) je sposobeny spoloénym tretim faktorom - vekom. Pretoze

starSie deti st Sikovnejsie 1 tazsie v pomere k mlad$im det'om.

DalSie delenie zavislosti je na pevnu a volnu:
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1.) Pevna (funkcna, deterministicka) zavislost medzi premennymi je vtedy, ked’ sa kazdej hodnote
nezéavislej premennej priraduje jednoznacne jedind hodnota zévislej premennej. Na zéavisli
premenntl posobi len vysvetl'ujica premenna a Ziadne iné Cinitele. S pevnou zavislost'ou, ktora
patri medzi najjednoduchs$ie formy suvislosti, sa stretdivame u niektorych prirodnych javov.
Napriklad vo fyzike, kde je mozné pri sledovani stvislosti medzi javmi vylucit
v laboratérnych podmienkach vsetky vedlajsie vplyvy, mézeme dosiahnut, ze medzi pri¢inou
a nasledkom bude existovat’ jednoznacny vztah, kedy urcitd rovnakd zmena pri¢iny vyvola
vzdy uréiti rovnaku zmenu nasledku. Prikladom méze byt dizka kovovej tyée, ktora je vo
funkénom vztahu zavisld na teplote, alebo zavislost predizenia pruziny od hmotnosti

zaveseného telesa. Takyto druh vzt'ahov vSak nie je predmetom Statistického skiimania.
2.) Volna (Statistickd, stochasticka) zavislost' vznikd vtedy, ked’ rovnakej hodnote nezavislej

premennej moze odpovedat’ viac hodnét zavislej premennej. Na zdvisli premennd okrem
nezavislych premennych posobia aj d’alsie Cinitele a neSpecifikované ndhodné vplyvy. Preto je
vol'na zavislost’ zlozitejSou formou suvislosti, ktori nachadzame najmé v spoloCenskych
javoch. Napriklad spory domacnosti zavisia jednak od disponibilného prijmu domacnosti, ale
aj od poctu ¢lenov domacnosti, veku jednotlivych ¢lenov domacnosti a pod. Takisto spotreba
vajec v domdacnosti zavisi na prijme domacnosti, ale aj od aktualnej ceny vajec alebo od toho,
¢i prichadzaju sviatky alebo oslavy, kedy pecieme viac zakuskov a pod. Zamysliet’ sa mo6zZeme
aj nad prikladom zavislosti prediZenia pruziny od hmotnosti zaveseného telesa. V uréitych
pripadoch méze dojst’ k tomu, Ze nepojde o pevnui zavislost,, ale o vol'nu. A to v pripade, ked’
merania uskutoénime mimo laboratéornych podmienok, teda napr. vonku. Zarovein nebudeme
prediZenie pruziny merat’ skutoéne presnym zariadenim, a tak moZe nastat’, Ze kazdej hodnote
nezavislej premennej (hmotnosti telesa), nebude jednoznacne priradend jedind hodnota zévislej
premennej (prediZenie pruziny). Tym, Ze nepracujeme v laboratornych podmienkach, moze
tuto zmenu spdsobit’ napr. vonkajsia teplota vzduchu, atmosféricky tlak alebo nepresnost’

pristroja. Statistika sa zaobera predovietkym skimanim vol'nej zavislosti.

Zavislost mézeme posudzovat’ kvalitativne, teda v zmysle definicii 1.1 a 1.2 ¢i je alebo nie
je pritomnd, alebo kvantitativne. Kazda zavislost ma dva vzajomne neoddelitel'né kvantitativne
atributy (vlastnosti), a to mieru (intenzitu) zavislosti a priebeh (charakter) zavislosti. Podla
matematického tvaru funkcie, ktord zobrazuje priebeh zavislosti, klasifikujeme zavislost’ na:

1.) linedrnu, kedy st zmeny jednej premennej presne alebo zhruba linedrne zavislé na zmenach

druhej premennej. Priebeh linedrnej zavislosti je mozné schematicky popisat’ priamkou;
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2.) nelinearnu, kedy zmeny jednej a druhej premennej nie si na sebe linedrne zavislé. Priebeh
nelinearnej zavislosti dvoch premennych schematicky popisuje nejaka krivka. Podla tvaru
funkcie moze ist’ o zavislost’ kvadraticku, exponencidlnu, logaritmicku a pod.

V oboch pripadoch sa méze jednat’ o zavislost’ funkéntl (pevnu) alebo Statistickl (vol'na). V pripade
Statistickej zavislosti sa metdody pre hladanie vhodnej funkcie oznacuji ako regresia (linedrna,

nelinedarna).

Co sa tyka miery zavislosti, v pripade kvantitativnych premennych hovorime o koreldcii
a korelacnom koeficiente. V regresii sa pouziva tzv. koeficient determindcie. U ordinalnych
premennych mézeme pouzit’ poradovu korelaciu. Zavislost medzi kvalitativnymi premennymi nam
vyjadruje asocidcia, ak ide o alternativne kvalitativne premenné, a kontingencia, ak mame mnozné
kvalitativne premenné. Ako miery asociacie sa pouzivaji Specidlne pripady korelaéného
koeficienta, napr. bodovo biseridlny koeficient alebo koeficient @. O korelécii, regresii a asociacii

bude pojednavané d’ale;j.

V tejto kapitole bolo ¢erpané predovsetkym z literatary: [8], [10], [11].
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2  Kovariancia

Kovariancia nam zist'uje pritomnost’ a smer linearnej zavislosti dvoch ndhodnych

velidin.

Definicia 2.1 Nech nahodné veli¢iny X, Y maji konecné druhé momenty. Kovariancia

cov| X,Y) nahodnych velicin X, Y je ¢islo definované vztahom

, (2.1
cov| X, Y|=E[| X-E|X||[Y-E|Y)) )
Najcastejsie sluzi k vypoctu kovariancie vzorec
(2.2
cov|X,Y|=E|XY)—-E|X|E|Y| , )
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ktory odvodime takto:

cov| X, Y)=E||X—E(X|||[Y-E(Y||=E[XY-XE|Y|-Y E(X|+E|X |E|Y||=¢
LE\XY|-E|X|E|Y|-E|X|E|Y|+E|X|E|Y)=E|XY|—-E(X|E|Y)| .

Kovariancia ma nasledujuce vlastnosti:

1) covl X, X|=var(X] ,
2) cov|X,Y|=cov|Y, X| (symetrickost),
3.) dAkje var|X|=0 alebo var|Y|=0 ,potom cov|X,Y|=0 .

Dokaz 3. viastnosti. V pripade, ze je aspon jeden z rozptylov ndhodnych veli¢in X, Y rovny nule,
napr. var(X|=0 , potom to znamena, ¢ X =a , t. j. ndhodna veli¢ina X je konstanta skoro

ur¢ite. Vieme, ¢ E|a|=a .Potom

cov[X,Y)=cov[a,Y]=E“a—E(a])(Y—E(Y))]=Z,

LE|la—allY-E|Y)|=E|0 - (Y-E|Y]]|=¢

(0 E[Y-E[Y]|=0 .

Vztah nezavislosti a kovariancie

Veta 2.1 Nech su X, Y nezavislé nahodné veliciny, ktoré maju stredné hodnoty E X |, E (Y )

a nech existuje E|X - Y| . Potom plati
E\X -Y|=E|X|-E|Y] .

Dokaz. a) Pre diskrétne ndhodné veli¢iny X, Y s pouzitim predpokladu o nezavislosti a existencii

strednych hodnot dostaneme

EX Y=Y 3 xy,PX=x, Y=y /=0

XEM, y eM,
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I8 Z Z xl.yjP(Xin)P(Yzyj)ZL

X, €M y EM,

8 Z xl.P(X:xl.‘)

X EM,

2 v PlY=y,||=t

V,EM,

LEIX|-ElY] .

b) Pre spojité ndhodné veli¢iny X, Y s hustotami  f';, /', dostaneme

EWX-YI=[|[x-yrlyldy|flxlde=i
o [ xpilxldx|| [ v folyldy|=i
LE\X|-ElY] .
O
Lemma 2.1 Ak si: X a Y nezavislé, potom cov| X ,Y|=0 .
Dékaz. Podl'a vzorca (2.2) vieme, e cov|X ,Y|=E|(XY|—E|(X|E|Y| ,apodla vety 2.1
cov| X ,Y|=E|XY|-E|X|E|Y|=E|X|E|Y|-E|X|E|Y|=0 .
O

Lemma 2.2 Ak je cov|X,Y|=0 |, ndhodné veliciny X,Y nemusia byt nezdvislé.

Dokaz. Tvrdenie dokdzeme pomocou protiprikladu. Ak ma X rozdelenie, ktoré je symetrické okolo
nuly, potom E|(X|=0 . Takisto E (X 3):0 , lebo funkcia X’ ma tiez rozdelenie symetrické

okolo nuly. Vezmeme Y =X’ .Y aXsuazavislé, pretoze Y je funkciou X. Napriek tomu

cov| X, YI=EIXY|-E|X|E|Y|=E|X - X}—-E|X)E|Y)=0
LE|XP-EIX|EIY)=0-0- E|Y)=0 .

Vidime teda, Ze nulova kovariancia ndm nezarucuje, Ze medzi ndhodnymi veli¢inami nie je Ziadna

zavislost'.
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Kovariancia medzi pdvodnou veli¢inou a jej linearnou transformaciou vyzera takto:

cov|X ,aX+b|=E[X —E| X |[[aX +b—E|aX +b||=E[ X —E|X|||[aX —aE|X )|=a E| X -E|X || X - E(X||=

Pri praci s ndhodnym vektorom X =(X,,...,X,| sa pouziva nasledujice zovieobecnenie

pojmu rozptyl a kovariancia.

Definicia 2.2 Nech pre ndhodné veli¢iny X, ..., X, existuji rozptyly. Potom vyraz

var (X ) cov(X,, X,) -+ cov(X,,X,)
)?,‘,:1: cov(X,, X,) var(X,) - cov(X,,X,)
cov(X,, X,) cov(X, X, & var(X,)

C=var(X)=(cov(Xi,X

J

sa nazyva kovariancnd (variancna) matica ndhodného vektora X .

V tejto kapitole bolo ¢erpané predovsetkym z literatury: [8].
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3 Korelacia

Veli¢iny X a Y mézu byt’ zavislé alebo nezavislé. Ak si zavislé, je potrebné tlito ich mieru
(intenzitu) zavislosti nejako kvantitativne ohodnotit’. AvSak zavislost’ moze mat’ najroznejsi priebeh
(napr. linearny, exponencialny). NajcastejSie sa na meranie zavislosti v pripade linedarneho vztahu
pouziva korelacny koeficient. Korelacia zistuje pritomnost, smer a velkost linearnej zavislosti

dvoch statistickych znakov.

3.1 Teoretické zaklady korelacie

Definicia 3.1 Nech X aY su nahodné veliCiny s kone¢nymi druhymi momentmi. Korelacny

koeficient pyy mnéhodnych velic¢in X, Y je ¢islo definované vztahmi

cov| X, Y|
= - A prevar| X >0, var|Y|>0, (3.1
Px.x \/var(X)-var(Y) P | |
pX’y:O/\prevar(X]:Oalebovar(YJZO. )
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Veta 3.1 Vlastnosti korela¢ného koeficienta:

1) pxx=1 (normovanost);

2) Pxy=Py.x (symetrickost).
3.) Nech a, b, c, d su realne cisla, pricom bd#0 . Potom

—py yA prebd <0,
Py yN\prebd>0.

pa+bX, c+dY T

4.) Pre korelacny koeficient plati —1=<py y<1 . Rovnost pxy=1 plati prave vtedy, ked
PlY=a+bX|=1 |, pricom b>0 . Analogicky rovnost  pyy=—1 plati prave vtedy,

ked P[Y=a+bX)=l , pricom  b<0 .
X—-ElX| Y-E|Y|
Vvar| X " Vvar|Y)

5.) pxy=cov

Dokaz. Prva a druhd vlastnost’ si zrejmé. Tretia vlastnost’ hovori, ze pri linearnej transformacii sa

korela¢ny koeficient bud’ nezmeni vobec, alebo len zmeni znamienko.

E|a+bX —Ela+bX||[c+dY —E|c+dY ||

=
Vvar|a+bX ) - var|c+dY)

pa+bX, c+dY =

. E|bX-bE|X)||dY —d E|Y]] _;

\/E[a+bX—E(a+b)()]2E{c+aIY—E(c+dY)]2

bdE|X—E|X)|Y—E|Y]]

; =
WaE|x—EX|I[Ely—E|Y|

bdEX—EX|[Y-E(Y|]_ bd
|bd |\ var(X) - var(Y) ‘bd|pX'Y .

Stvrta vlastnost’ dokazeme pomocou Schwarzovej nerovnosti

\E[X—E(X)HY—E(Y}HﬂE[X—E(X)]Z[Y—E(Y)]2 :
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ktord méa v naSom oznaceni podobu

|COV(X, Y)|S\/var(X) “var(Y) .

Z toho nam podl'a definicie 3.1 plynie, z2 —1<py y<1 . Rovnost’ vo Schwarzovej nerovnosti je
dosiahnuta vtedy, ked’ plati bud X—E(X|=0 , alebo Y—E[Y|=0 skoro urite. To viak
vnaSom pripade neprichddza do uvahy vzhladom k predpokladu  var|(X|>0,var(Y|>0

v definicii 3.1. Alebo ked plati Y—E(Y)Zb[X—E(X)] skoro urCite pre nejaké b#0 .

Vypoctom sa overi, Ze v tomto pripade

_ EpX-ElbX||[T-E(Y)|
Y Epx -Ebx [E[Y—E(Y]]
; bEX-EX|[Y-ElY)] _»

VoEx—Ex[E[r-EY|]] IP]

p =é

teda pyy=1 pre 5>0 a py,=—1 pre b<0 .

Piatu vlastnost’ dokaZzeme vypocitanim kovariancie dvoch normovanych nahodnych veli¢in

podl'a vzorca (2.2).
X-EX| Y-E|Y||\__|X-EX|Y-E[Y|| |X-EX|| |Y-EY||_
v \/var(\X) ’ \/var(Y] B \/var(X] \/var(Y] \/var(X) \/var(Y]
g X-EX|[Y-EY))| EX-EX|E[y-EY]_
Jvar| X |var|Y) Vvar| X Vvar|Y)
o 1 E|X-E|X|[Y-E[Y)|]-0=¢

var | X |var|Y|

. cow(/(X,Y)

Vva X)var(Y]:pX'Y '
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Pojem korelacie je mozné zovSeobecnit. Majme nahodny vektor X Z(X . ¢ ’

n 2

ktorého zlozky maju kone¢né druhé momenty a kladné rozptyly. Korelacnou maticou vektoru X
rozumieme maticu P =( p,;,] typu nxn , kde P;=Px.x, . Zprvej vlastnosti korelatného
koeficientu plynie, Ze matica P ma na diagondle jednotky a z druhej vlastnosti korelacného

koeficientu je zrejmé, ze P je symetricka.

Nech XZ(XI, X, " a Y=\Y,,.., Ym), su ndhodné vektory, ktorych zlozky maji

konecné druhé momenty akladné rozptyly. Potom korelacna matica tychto vektorov je

cor| X, Y ]:(PX,,Y,) ama typ nxm . Korelaéni maticu vektorov nazyvame tiez kros-

korelacna matica.
Vztah kovariancie a korelacie

Lemma 3.1 Ak je cov|X,Y|=0 |, potom pyy=0 .
Dokaz.

- cov( X, Y] — 0
T var(X) var (Y) var(X) - var(Y)

=0 .

Ak je kovariancia nulové preto, 7¢ bud’” var(X|=0 , alebo var|Y|=0 . potom je korelacia

nulova priamo z definicie.

Lemma 3.2 dkje Pxy=0 , potom cov|X,Y|=0 .

Dokaz.

a) V pripade, ¢ nahodné veli¢iny X, ¥ maja var(X|>0 a var(Y|>0 , potom aj menovatel

cov|X,Y| —0

korelaéného koeficienta  Vvar(X)-var(Y)>0 , ateda ak py = Jvar(X) -var(Y) )

potom musi byt cov| X ,Y|=0
b) Ak  py =0 azairovefi je aspont jeden z rozptylov ndhodnych veli¢in X, Y rovny nule, tak z

tretej vlastnosti kovariancie vieme, ze cov | X,Y|=0
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Vztah nezavislosti a korelacie

Lemma 3.3 Ak sii X a Y nezavislé, tak  py y=0 .

Lemma 3.4 Akje px y=0 |, nemusi to znamenat, ze X a Y sii nezavislé.

Dokaz. Plynie z toho, ze nulova korelacia je ekvivalentnd s nulovou kovarianciou (lemmata 3.1

a 3.2) a zo vztahu nezavislosti a kovariancie (lemmata 2.1 a 2.2).
3.2 Vyberovy korela¢ny koeficient
Majme ndhodny vyber

XYL X, Y

z nejakého dvojrozmerného rozdelenia. Oznadime vyberovy priemer X  a vyberovy rozptyl

S>  ako charakteristiky vyberu X,,....X, ,teda

nig ! (3.2

apodobne Y , 8, ako charakteristiky vyberu Y,,...Y, . Dalej definujme vyberovii

kovarianciu ako

L : : 3.3
— ':l(Xl.—X)(Yi—Y) : :

Syry=

1
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Pri praktickych vypoctoch vsak ¢asto pouzivame vztah

SX_Y:Zn: (X,.—)'()(Y,.—I'/):Zn: X,Y,-nXY

i=1 i=1

Ak je S3>0 a S3>0 , definujeme vyberovy korelacny koeficient, nazyvany aj

Pearsonov korelacny koeficient, vyrazom

r — SX,Y
st st

Ak je niektora zveli¢in S5 , S; rovna nule, vyberovy korelaény koeficient definujeme

¥ v y=0 . Po dosadeni a tprave dostaneme vypoctovy tvar

(X, -X|[Y V) XXV 7Y (XX

i=1 _i=1 i=1

S R T I

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Fyy
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Vyberovy korelacny koeficient preberd vsetky vlastnosti jeho teoretického naprotivku

p a je potrebné pripomenut, ze je rovnako charakteristikou [linedarnej zavislosti medzi
XY 5 ]

Statistickymi znakmi X'a Y.

Prirodzenym rozSirenim doterajSich uvah je situdcia, kedy mame vyber z rozdelenia p-

rozmerného nahodného vektora X =(X,,...,X,|" so strednou hodnotou g a varianénou maticou

C. Oznacdime ho

nl

1p np

Obmedzime sa na pripad, kedy n>p , teda rozsah vyberu je vacsi nez pocet zloziek vektoru.

Zavedieme vyberovy priemer X avyberovii variancémi maticu S X:(Sii)f, ;=1 pomocou
VZOrcov
1 n
X:_ZXt s
1=
X, -X|[x,-X)|=t ! ZXl.X;—nXX)
) n— i=1
1 <.
S,= 8
¥ n—l,;:

Prvkami vyberovej variancnej matice su teda vyberové rozptyly (diagondlne prvky) a vyberové
kovariancie. Ak su vietky diagonalne prvky matice Sy kladné, definujeme vyberovii korelacni

maticu vztahom
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Kedze vyberovy korelacny koeficient prebera vsetky vlastnosti jeho teoretického naprotivku
Pxy ,potom pre prvky matice Ry plynie, Ze jej diagonalne prvky st vzdy rovné jednej,

nediagonalne prvky st vyberové korelacné koeficienty zodpovedajtcich zloziek a plati pre ne
—1<r,<1 amatica Ry jesymetricka takisto ako korelatna matica P

j—

3.3 Spearmanov korela¢ny koeficient

Pri hodnoteni Statistickej zavislosti moZeme niekedy skonStatovat, Ze nemozno pouZit
obycajny korela¢ny koeficient. Niekedy totiz v ndhodnom vybere (X Y 1),, e (X WY n), nie je
mozné hodnoty uvedenych nahodnych veli¢in presne stanovit’, ale mame k dispozicii iba poradie
velicin - X,,..., X, aporadie veli¢in Y,,....,Y, . Ale ak st poradia X-ovych a Y-ovych veli¢in
velmi podobné, nepochybne to sved¢i o istej zavislosti medzi X, a Y, , i=1,..,n
Presnym vyjadrenim tejto myslienky je tzv. Spearmanov korelacny koeficient, nazyvany aj

poradovy korelacny koeficient.

Predpokladajme, ze (X,,Y 1)(X Y je vyber zo spojitétho dvojrozmerného

rozdelenia. Veli¢iny X,,..,X, sa usporiadaji podla velkosti azisti sa ich poradie

R,,...,R, . Potom sa usporiadaji podl'a velkosti veli¢iny Y,,...,Y, astanovi sa ich poradie

'

0,.....0, . Casto sa dvojice (XI,YI)’, XY,

uz vopred usporiadaji podla rasticich

hodnot X ,,...,X, .V takom pripade potom mame priamo R=i |, i=1,...,n

Spearmanov korelacny koeficient 7 sa definuje ako vyberovy korelacny koeficient

pocitany z dvojic (RI,QI)', ., |R,, Qn)’

Veta 3.2 Plati
6 4 (3.5
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Dokaz. Podl'a vzorca (3.4) mame

RO —nR
2 RO-nRO o
rg=—
\/ZR?—nR2 2.0 -n0’ :
i=1 i=1
Pritom
pr=l R,:l s B
nim onig 2
. : : n+1)[2n+1)
R}=> 0= jzzm— ,
K= 0= 2 =T
n 1 n n 1 n
2 RO=2| L R+2.0! -5 2 (R-0Q,F
i=1 2 i=1 i=1 2i:1
cnln+l)2n+1) 1< 2
2ETEET N (R-0F
= 7 2| R0
Tieto vysledky dosadime do vzorca (3.6) a po Uprave dostaneme vzorec (3.5)
nln+1]2n+1] 1< 2 n+l|(n+l nln+1)[2n+1) aln+1f 1% 2
— =) |R—0,[— — \ - ——) [R—-0,
6 2,;( el , 6 4 2,,:]( 9 B
re= - - - ={ — ={
\/n[n+1)(2n+l)_n n+l n(n+l)[2n+1)_n n+l1 nln+1]2n+1)  [n+1]
6 2 6 2 6 Ty
m

V tejto kapitole bolo ¢erpané predovsetkym z literatiry: [7], [8].
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4 Regresia

4.1 Uvod do regresie

Regresia sa pouziva pri skimani zavislosti dvoch a viacerych kvantitativnych premennych.
Je to suhrn Statistickych metoéd a postupov sliziacich k odhadu hodnoét alebo strednych hodndt
nejakej premennej odpovedajucej danym hodnotam jednej alebo vicSieho poctu vysvetlujucich
premennych. Podkladom pre regresiu si vzdy nejaké tidaje o tychto premennych, ktoré boli ziskané

pozorovanim (zistovanim) u #n jednotiek. Tieto udaje sa povazuju za vyberové data.

Problémy, ktoré sa daju riesit’ vyuzitim regresie, vznikajil v praxi pomerne ¢asto. Hl'adanie
zavislosti medzi premennymi je dolezit¢é v mnohych oboroch. Zaujima nds napriklad vplyv
priemernej rychlosti automobilu na spotrebu benzinu, vplyv zmeny teploty na prediZenie medene;j
rury ¢i vplyv vysky investicii do reklamy na hodnotu celkovych trzieb podniku. V ekonomicke;j
oblasti sa regresia snadd’ najviac rozsirila pri analyze a prognézovani spotreby a dopytu, kedy sa
konstruovali rézne regresné modely sluziace k odhadu strednej (priemernej) spotreby ¢i dopytu

domaécnosti s roznym prijmom, s réznym poctom clenov, s roznym poctom deti apod.

Ekonomické veli¢iny Casto zavisia na vicSom pocte Cinitel'ov. Z nich je mozné pri regresii
vyuzit len tie, ktoré sa daji merat’. Tie potom tvoria okruh vysvetlujucich premennych. V tomto
pripade, t. j. ak sa do odhadov hodnot alebo strednych hodndt zapoji viac vysvetlujucich
premennych, hovorime o viacndsobnej regresii. Vo svojej praci sa vSak budem zaujimat’ prevazne
0 jednoduchu regresiu, pri ktorej sa vyuziva iba jedna vysvetlujlica premenna. Jednd sa teda
o najjednoduchsi pripad, kedy zavisla vysvetlovand premenna je urena jedinou nezavislou
vysvetlujucou premennou. V prikladoch z predchadzajiceho odseka su tymito vysvetlujicimi

premennymi zrejme priemernd rychlost’, zmena teploty a investicie do reklamy.

4.2 Teoretické zaklady linearnej regresie
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Majme nahodni veli¢éinu Y ak-ticu nahodnych wvelicin @ X,,..., X, . Budeme
predpokladat, Ze maji konecné¢ druhé momenty. Hladajme Co najlepSiu linearnu aproximaciu
veli¢iny ¥ pomocou veli¢in = X,,..., X, , inak tiez regresiu Yna X,,..., X; .Pouzivame pre fiu
aj pojem stochasticka regresia aje uzitotna najmid v pripadoch, kedy Y je na rozdiel od

X,,..., X, taZko dostupna a tieto veli¢iny tak sluZia k jej viac ¢i menej presnému odhadu. Pre

dalSie pouzitie ozna¢me

Xl bl
X=:|, b= ,
Xk bk
cov(Y,X)Z(cov(Y,Xl),...,cov(Y,Xk)) , cov(X,Y]=[cov(Y,X)}' .
Ulohou je teda nahradit’ Y linearnou funkciou Y veligin X,,.... X, ,

~ : (4.1
Y:a+b1X1+"'+kak:a+bX )

tak, aby stredna kvadraticka chyba E(Y—a—b'X[ bola minimalna. Odpoved, ako volit

koeficienty a, b,,...,b, (oznatme tato optimilnu volbu « B,,...,B; ), uvaddza nasledujiica

veta.

Veta 4.1 Nech je variancnd matica var(X) regularna, a teda pozitivne definitna. Potom plati
E\Y—a—b'X>var|Y)—cov|Y, X)[var(X)Tlcov(X, Y|

a rovnost je dosiahnuta vtedy a len vtedy, ked

ﬂz[var(X)}‘lcov[X,Y) , a:E(Y)—ﬁ'E(X) (4.2
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Dokaz. Rozpisanim Y—a—b'X:Y—a—b'X+(E(Y)—b,E(X))—(E(Y)—b'E(XJ) dostaneme

ElY—a-b'Xx| =

CE|[Y—E[Y )|~ X =0 E|X)+|E|Y|—a—bE|X)|[=iElY—E|v|P+E[b | X —E| X)|[+|EY |- a—b E|
Pripocitanim a od¢itanim  cov (Y, X |[var(X||" cov|X Y| dostaneme

E|Y—a—b'X[=(

(Lvar[Y)—cov(Y,X\)[var(X)]ilcov(X, Y)+(E((Y)—a—b'E(X\))2+(b—{var(X\)T1 covl X, Y)),var(X)(b—{var[;

Strednd kvadraticki chyba je minimalna pri  b=[var(X )| cov(X ,Y|=p , ktora vynuluje

posledny séitanec ( var (X) je pozitivne definitna matica), a pri naslednej vol'be

aZE(Y)—Hvar(X\)T] cov| X, Y)) E|X|=a,
ktora eliminuje treti s¢itanec. Minimalna stredné kvadraticka chyba sa teda rovna

E(Y—a—ﬂ'X)zzvar(Y)—cov[Y,X][var[X)rlcov[X, Y|

O veli¢ine Y pritom vieme len tolko, Ze ma stredni hodnotu E(Y| a jej kolisanie okolo

E|Y| je popisané rozptylom var|Y| .S informaciou o rozdeleni nahodného vektoru X mozno
Y odhadnit pomocou Y=a+B X ,kde @ a B st danévzorcom (4.2). Funkciu o+8 X

nazyvame linedrnou regresnou funkciou pri regresii ¥ na X adisla a, B,,.... B, regresnymi

koeficientami. Odchylenie Y od Y meriame pomocou strednej kvadratickej chyby, t. j. Gislom
E(Y—)/;]zzvar(\Y)—cov(Y, X)[var(X)}_lcov(X, Y|,

ktorému sa hovori aj rezidudalny rozptyl. Vyuzitim vztahu (4.2) pre odhad S ho moézeme d’alej

upravit’ do tvaru
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A —

E(Y—Y]zzvar(Y)—cov(Y,X){var(X” 1var()()[var()()]_lcole, Y |=var|Y |- B var| X|B.

Ako dolezity Specidlny pripad budeme uvaZzovat' jedinu vysvetlujucu veli¢inu X. Pre

optimalnu linearnu nédhradu nahodnej veli¢iny ¥, Y =a+pBX |, ziskame z (4.2)

_ cov|X,Y) _ (4.3
= e x a=E|Y|-BE|X] :

a rezidudlny rozptyl je
E(Y—I?]zzvar(:Y)—cov(Y, X)[var(X]rlcov(X, Y|

KedZze méme jednu vysvetlujucu premennt, vSetky Cleny v rezidudlnom rozptyle su ¢isla, a preto

ho mozeme d’alej upravit’ ako

_covl¥, X] [ecovix, ¥]T (4.4
var|X| var| X | ’ )

lebo vieme, Ze kovariancia je symetricka. Tento upraveny rezidudlny rozptyl ddme do vztahu

ElY =Y =var|Y| cov| X, Y)=var|Y |-
s korela¢nym koeficientom, a to tak, Ze si zo vzorca (3.1) vyjadrime kovarianciu. Dostaneme

cov(X,Y):pX‘Y\/var(X)var(Y) ,

ktort dosadime do rezidualneho rozptylu. Potom

~ _[,[)X,y\/var()()var(Y”2

ElY=7/=varlY| _ yar |y | Prvar X |var|Y |

var| X ' var| X|

(',var(Y)—p;yvar(Y]zvar(’Y‘](l—p;y) .
Odtial’ vyjadrenim si pi(, y dostaneme vztah

ElY-Y] (4.5
var|Y| )

Pi(,YZl_
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Vyraz napravo predstavuje tzv. feoreticky index determindcie a ako je vidiet, rovnd sa Stvorcu

korela¢ného koeficienta.
Obratena regresia

Pozornost budeme venovat aj tzv. obratenej linedrnej regresii, tzn. regresii X na

Y ,...Y, ,kde X=c+d'Y .Oznaéime

b

cov(X,Y):(cov(X,Yl), ...,cov(X,Yk)) cov(Y,XJZ{cov(X, Y)] "

V tejto situacii bude mat’ optimalna linearna néhrada velig¢iny X tvar X=y+5'Y |
kde y a J,,..,0, sa odhady regresnych koeficientov ¢ a d,,...d, . Ziskame ich
rovnakym spOsobom ako pri regresii ¥ na X ,..., X, | preto sta¢i, ak vo vzorcoch (4.2)
zamenime ndhodné veliiny, kedze v tomto pripade by sme minimalizovali strednu kvadraticka

chypu E(X—c—d'Y)] .Tym pidom dostaneme

o=[var(Y)[ " cov|Y,X| , y=E(X)-0"E(Y) 4.6
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Stredné §tvorcové odchylenie X od X | t.]. rezidualny rozptyl, bude

~

E|(X—X=var|X|-cov|X, Y]{var[Y)]_lcov(Y,X‘],

ktory opat’ mézeme upravit’ pomocou vzt'ahu (4.6) pre odhad o

= —1

E|X—X=var|X|—cov|X, Y]{var [Y)]

-1

var(YHvar(Y)] covl|Y, XJ=var(X]—5’var(Y)5.

V $pecidlnom pripade pre jednorozmernu vysvetlujucu veli¢inu Y , kedy je optimalna

aproximacia X =y+dY , plati pre odhady koeficientov

S XYL p(x)-sE(Y) | @7

0 var(Y) )

pri¢om z vlastnosti kovariancie plati cov(Y, X |=cov|X,Y| .Rezidudlny rozptyl

{pX,y\/mr (4.8

ElX—X=var|X|- :var(X)(l—p;Y)

var|Y |

Teraz si na jednoduchej situdcii ukdzeme postup pri vypocte regresnych koeficientov

a rezidudlneho rozptylu.

Priklad 4.1 Nech je zdruZzené rozdelenie diskrétneho ndhodného vektora (X ,Y|" dané tabulkou

4.1.

Tabul’ka 4.1

xX\Y 0 1 ?
1 2 3
0 15 15 5=PlX=0
2 3 5 o
: 15 15 s=Plx=1
3 4 7
2 15 15 5= PlX=2]
? 6 9 I
15 15
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PlY=0] PlY=1]
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Nasledne vypocitame

E(X]:g;xP(X:xl)—%

E(Xz):g;xlzP(szl):%
var|[ X |=E|X*)-|E(x ] %
=L nriresede

var(’YJ=E(Y2)—{E(Y)]2=%

potom
ﬂ_cov(X, Y)_—_3
var|X| 67
_44

a:E(Y)—,b’E(X)—E

a teda optimalnou linedrnou ndhradou ndhodnej veliCiny Y je

TaktieZ si moZeme vypocitat’ korelaény koeficient

35

2

9



—2

. = cov| X, Y| _ 75 = —0.0705
o \/var(X)-var(Y) \/ﬁi ’
225 25

Na zdklade vypocitanej hodnoty korela¢ného koeficienta moZzeme usudzovat’, Ze medzi veli¢inami
je vel'mi slabd az nulova linearna zévislost. Nemusi to v§ak znamenat’, ze veli¢iny

st nezéavislé. Moze medzi nimi existovat’ iny typ zavislosti nez linearny.

Na rovnakom priklade tiez ukdzeme, ako bude vyzerat’ obratend regresia, tzn. regresia X na

Y. Pre optimélnu linearnu nahradu veli¢iny X, X =y+dY , maju regresné parametre hodnoty

5:cov(X

Y|_—1
]9 7

s
var |

5

y=EIX|-0E(Y)=F

Cize
~_ 4 1
X==—=Y
3 9
a
2
E(X—)?)z:var()()—M:E .
o var|Y 27

Podl'a druhej vlastnosti korelacného koeficientu vieme, Ze Py x ma rovnaki hodnotu ako
pri predchadzajucom vypocte. Vidime vSak, ze linedrna regresia X na Y nedava rovnakud regresnt
priamku ako regresia ¥ na X. To preto, Ze regresna analyza vopred oCakava priamy ,,riadiaci vztah,

t. j. v prvom pripade sa predpoklada, ze X ovplyviluje Y, a nie naopak.

Priklad 4.2 V tomto priklade vyjdeme z tabul’ky 4.1, ale eSte pred samotnym vypoctom normujeme

hodnoty ndhodnych veli¢in X ,Y podla vzorca

_X-ElX] _Y-EY] 4.9

Xv= Vvar| X | YN_\/var[Y) ' )
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Normované hodnoty su uvedené v tabulke 4.2. Opét’ vypocitame odhady regresnych parametrov

a hodnotu korela¢ného koeficienta.

Tabul’ka 4.2: Normované hodnoty X, Y

) -109 40
XN{Y(’N W E ?
—151 1 2 3 —151
92 15 15 15 ( N 92)
-19 2 3 5 —19
- = il — =PlX =—=
55 15 15 15 N 55)
19 3 4 7 19
= = — L=pPlXx =—=
20 15 15 15 ( N 20)
6 9
15 15
? 1
—10¢ 40
PlY, = PlY, =—
( NTg9 ( N 49)
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Najprv vypocitame charakteristiky

Tym padom
_cov| Xy, Y, 6
v var| X | -85

ay=EYy|=ByE[Xy|=0 .
Odhad regresnej priamky ma preto tvar

yN:—_6

X
g5 N

b

¢o znamend, ze priamka prechddza pociatkom sustavy stradnic. Rezidudlny rozptyl a korelac¢ny

koeficient maji hodnoty

o 200
E(YN_YN)zzz_Ol )
cov( Xy, Y| -6

— =—=-0,0705
P, \/var(XN) ~var(Yy) 85

Na normovanych hodnotach si ukazeme aj obratenu regresiu, t.j. Xy na Y, . Odhad

regresnej priamky ma v tomto pripade tvar

—

Xy=yy+oyYy .

Vypoctom ziskame odhady regresnych koeficientov
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_cov(YN,XN)__6

- var(YN) 85
yw=E|Xy|—0E|Y,]=0 |
a tak

—6

=5

Y N

Pre rezidualny rozptyl a korelaény koeficient ziskame rovnaké hodnoty ako v regresii Yy
na X . NavySe podl'a piatej vlastnosti korelatného koeficienta je korelaény koeficient rovnaky
ako pre povodné nenormované premenné. VSimnime si, ze v pripade normovanych premennych

maju obe regresné priamky rovnakll smernicu a td sa rovna korelacnému koeficientu. Je to nahoda

alebo nutnost’? V nasledujtcich odsekoch sa pokisime na tato otazku odpovedat’.
Vztah medzi parametrami f a o

Vo vztahoch (4.3) a (4.7) pre regresné parametre S a J si méZzeme vSimnut, ze maju
spolo¢nu kovarianciu veli¢in X a Y. Z tohto dovodu je tu moZznost’ ndjst’ medzi nimi ur€itd rovnost’.

Zo vzorca pre parameter 0 vyjadrime kovarianciu, t. j.

cov|X,Y|=6 - var(Y)

2

ktoru dosadime do vzorca pre parameter f , a tym dostaneme hl'adant rovnost’

var (Y) (4.10
var(X) )

_cov|X,Y|_
p= var(X) =9
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Pre ndhodné veli¢iny, ktoré maju rovnaké rozptyly, a Specidlne pre normované veliciny, ktorych
rozptyly st jednotkové, plati  f=o .

Rovnaké vztahy platia aj pri po€itani s empirickymi premennymi, ¢iZze s vyberovymi
datami,

s St (4.11
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a pre normované veli¢iny A=J ,kde S% a S} sh vyberové rozptyly podla (3.2)a S
ptyly p

a J sa MNC-odhady, ktorym sa budeme venovat’ v podkapitole 4.3.
Vztah regresného parametra a korela¢ného koeficienta
V priamkovej regresii Y =a+pX modzeme odvodit isté vztahy medzi regresnym

parametrom S  akorelatnym koeficientom pyy . Zo vzorca (4.3) pre parameter f  si

vyjadrime kovarianciu veli¢in X ,Y
cov| X,Y|=p - var(X)
Tento vztah dosadime do vzorca (3.1) pre korelacny koeficient py y aupravime

o = cov| X, Y] _ B var(X) _ \/var(X)
o Vvar(X) -var(Y) var(X)- var(Y) Vvar(Y)

V situdcii, kedy by platilo, ze var| X |=var(Y) , by bol korelaény koeficient rovny regresnému

parametru S , ¢o je pripad normovanych premennych.

Podobnt rovnost” dostaneme aj pri obratenej priamkovej regresii X =y+dJY , a to medzi
regresnym parametrom 6  akorelanym koeficientom Py y . Najprv zo vzorca (4.7) pre

parameter J opéit’ vyjadrime kovarianciu

cov| X ,Y|=6 - var(Y)

anasledne dosadime do vzorca (3.1), pretoze z vlastnosti korelacného koeficienta vieme, ze

Py x=Px,y -Atak

0, = cov| X, Y| ___ 0" var(Y) s Vvar(Y) 4.12
X,¥ Vvar(X) -var(Y) var(X)-var(Y) var(X) ~ )
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Takisto ako predtym by pre pripad normovanych premennych bol korela¢ny koeficient rovny

regresnému parametru 0

Z predchéadzajucich odvodeni teda plati

\/var(X)_

_ _ Vvar(Y)
Pxy=Py x=B \/var(Y) =0

\/var(X)

a pre normované veli¢iny

pX,Y:pY,X:ﬁ:5

Odvodené vztahy medzi teoretickymi regresnymi parametrami a teoretickym korelaénym
koeficientom platia takisto aj pri parametroch a koeficiente, ktoré pracuju s empirickymi udajmi. To

znamena, ze plati

Sy _ Sy (4.13

rX,Y:rY,X:ﬁS_: g > )
Y X

a pre normované veli¢iny

Fyy=ry x=p=0 ,

kde 7yy je ndm uz znamy vyberovy (Pearsonov) korelatny koeficient a Sy , Sy

nazyvame vyberové smerodajné odchylky, ktoré su druhou odmocninou vyberovych rozptylov

S% , S7 podlavzorca(3.2)a S a o st MNC-odhady z podkapitoly 4.3.

V stvislosti so vztahom (4.13) moézeme hovorit’ o tzv. koeficiente determindcie. V pripade
jednoduchej linearnej regresie je druhou mocninou Pearsonovho koeficienta (vzorec (4.5))

a pouziva sa k popisu presnosti regresného modelu. Plati preni

S, .S, (4.14

ri,Y:rX,Y'rY,X:ﬂS_Y.as—X:ﬂ'é )
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aplati ako pre nenormované, tak i pre normované veli¢iny. Koeficient determindcie porovnava
odhadované a skuto¢né hodnoty Y anadobuda hodnoty v rozsahu od 0 do 1. Ak ri,YZI ,
znamena to, Ze medzi odhadovanymi a skuto¢nymi hodnotami Y nie je Ziadny rozdiel. Hovorime

vtedy o dokonalej korelacii, a teda jednoducha linedrna regresia je uplne vyhovujica. Ak

2 r . < . A , . n
ry.y=0 , potom regresna rovnica nie je vobec vhodna na predpovedanie hodnot Y.

Normované premenné

Standardizaciou premennej podla vztahu (4.9) ziskame normovani premenntl, ktorej
stredna hodnota sa rovna nule a rozptyl je jednotkovy. Prechodom k normovanym veli¢inam sa ich
postavenie v regresii stava symetrickym, formdlne sa strdca rozdiel medzi vysvetlujucou
a vysvetlovanou premennou. Na zaklade tohto dochadza k zjednoduSeniu vzt'ahov pre normované

veli¢iny.

Na zaklade predchddzajicich odsekov sa dostdvame k odpovedi na otdzku v priklade 4.2,
kde obe regresné priamky mali rovnaki smernicu ata bola rovnd korelaénému koeficientu.

Z uvedenych vztahov pre normované premenné je zjavné, Ze neslo o nahodu.
4.3 Regresia s jednou vysvetl’'ujucou premennou
Zavisli premennt je mozné povazovat za nahodnu veli¢inu, ktord ma pri danej hodnote
(nendhodnej) vysvetlujucej veliCiny x urcité rozdelenie pravdepodobnosti. Predpokladajme, ze

stredna hodnota veliginy Y pri danej hodnote x, Go oznaime E|(Y|x| , je rovna hodnote znimej

funkcie g vbodex,

9

E(Y|x):g(x;a,b1, ...,bk)
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kde a.,b,,....,b, | k>1 | sinezname konstanty (regresné parametre), na ktorych funkcia g

(regresna funkcia) zavisi. Regresiou s jednou vysvetl'ujucou premennou teda rozumieme zavislost’
medzi strednou hodnotou ndhodnej veliiny Y a jedinou premennou x. V d’alSom texte sa budeme
zaoberat’ vybranymi pripadmi, kedy je regresna funkcia linearnou funkciou parametrov (/inedrna

regresia)

, . (4.15
g(x):a+bl¢1(x)+"'+bk¢k‘x,) s

so znamymi funkciami olx| , i=1,...k , premennej x.

Pre porovnanie s podkapitolou 4.2, v tomto pripade uvazujeme viac funkcii (regresorov)
jednej nendhodnej vysvetl'ujucej premennej, naproti tomu v teoretickych zékladoch linearnej
regresie vo vzorci (4.1) je uvazovand jedna alebo viac vysvetlujucich premennych, ktoré st

nahodné.
4.3.1 Jednoducha regresna priamka

Uvazujme priamkova regresiu, kedy pre ndhodné veli¢éiny Y,,...,Y, (opakované

pozorovania veliciny Y )acisla x;,...,x, (pevné hodnoty regresoru x ) plati

, i=1,..,n

E|Y |x|=g[x|=a+b,x,

ti.
4.16
Y,=a+b x+e, |, i=1,..,n
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kde x,,....x, su také zname realne Cisla, ze aspon dve z nich si rozne, a €;,...,€&, su

nahodné veli¢iny (ndhodné odchylky, chyby merania). V d’alSom texte predpokladame, Ze

E|&,)=0 var|e|]=a® ,  covle,e |=0 | Vi#j , i, j=1,..,n

b

Ide o predpoklad regularity regresného modelu, ktory zaruc¢i optimalne vlastnosti pre odhad
regresnych parametrov. My vSak tento predpoklad v naSich uvahach nebudeme potrebovat’. Tymito
chybami sa spravidla rozumeji chyby vyplyvajiice z nepresnosti pri stanovovani veli¢in Y,
Predpoklad E (8,~)20 odpovedd tomu, Ze pozorovania veli¢in Y, nie su zatazené
systematickymi chybami, vztah var(a,»):oz hovori, ze merania jednotlivych veli¢in Y, st
vykonéavané s rovnakou presnostou, a cov (8,-, 8_,»‘)2 0  znamend, Ze chyby merani réznych veli¢in
Y, sG nekorelované. Parameter a je regresnou konstantou, ktora vyjadruje, akii hodnotu
nadobudne veli¢ina Y , ak x bude mat hodnotu 0. Predstavuje teda prieseCnik regresnej
priamky s osou y. Parameter b, udéva priemerni zmenu zavislej veli¢iny Y  pri jednotkovej
zmene nezavislej premennej x . Vyjadruje sklon regresnej priamky, t. j. smernicu. Nadobtuda

kladné hodnoty, ak je skimana zavislost’ priama, a zdporné hodnoty, ak je zavislost’ nepriama.

Odhady a , f, nezniamych parametrov a , b, uréime tzv. metédou najmensich
Stvorcov. V tejto metdde pozadujeme, aby sucet §tvorcov odchylok pozorovanych hodnot 7V,

od odhadnutych hodndt @+ 8,x; bol minimalny. Matematicky to popisuje nasledujuca definicia.
Definicia 4.1 Nahodné veli¢iny o , B, , ktorépre Y,,..,Y, minimalizuju vyraz

n 4.17
Sla,b|=2Y,—a=bx] , (
i=1
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nazyvame odhady parametrov a , b, urcené metédou najmensich Stvorcov.

Z definicie odhadov metodou najmensich Stvorcov vyplyva, ze «

>

sustave rovnic

GS(a,bl) 0 OS(a,bl)

da ’ 0b,

Funkciu S|a,b,) zderivujeme podfa @ ipodla b,

=

oSla,b - :
Ll):z (Yi—a—blx[)(—1]2—2zYi+2an+2b12xi ,

da i=1 i=1 i=1
0Sla.b| &

i=1

TZZZ |Y,—a—b, xl.)(—x,.)z—ZZn: Yix,.+2azn: x,+2b, ixiz :
1 i=1 i=1 i=1

. o, 1
Parcidlne derivacie polozime rovné nule. Po vynasobeni =  aosamostatneni ¢lenov s Y

2

dostaneme sustavu dvoch rovnic o dvoch neznamych

n n
a"’fblzxi:ZY,- 5
i=1 i=1

n n n
2__
azxi"'blzxi _inYi )
i=1 =1 i=1

ktora sa nazyva sustava normalnych rovnic, a jej rieSenim st odhady

a=Y—-pB % ,
Z(xi_x)Yl
ﬂl_l:;
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Ukazeme si, ako sa tieto tvary odvodia rieSenim normalnych rovnic (a) a (b). Parameter

o ziskame zprvej rovnice sustavy normalnych rovnic nasledujicimi upravami. Oznaéme

,_l n ,_ln
x—n;xi , Y_n;Yi . Potom

n

an:zyi_blixi

i=1 i=1

n n

Zyi ZX[

- -
a=- —b,-

a=Y—bx

Parameter S, dostaneme dosadenim Y —bx za a do druhej rovnice ststavy normalnych

rovnic a jej Upravou. Teda

(Y—blk)zn: xi+b]Zn:x[2=i x, Y,
i=1

i=1 i=1

i xly_bl ixik-'-bl ixi2=i x, Y,
i=1

i=1 i=1 i=1

b, ixiz—ixiff =Zn:xiYi_inY
P : A

i=1

anxiYi_ixiY

=1 i=1
b="
1

n n
PIEEDIER
X, XX
i=1

i=1

n n
Dalej je potrebné si uvedomit’, ze Z x,=nx , Z Y=nY a x,X=nkXx=nx
i=1 i=1 i=1

n

n zYl n n
x,Y —nk= x, Y, =D xY,
n

i=1 i =1 i=1 .
b 1 1 1 =

1= n n n = n n
2 , ’ 2 , r 2
in —22%“2)&% in _2inx"'nx
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1
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Odhady je mozné vyjadrit’ i v inych tvaroch, napriklad

> Y, Y |- x| Y,
; ’ ;x (;x St (4.20
o= n n 2 ?
”inz— in )
i=1 i=1
ﬂ:n;xiYi—l;xi ;Yl. @21
1 2 )

M=

X.

1

n
2
”in -
i=1

i=1

V suvislosti zo vzorcami (4.3) pre teoretické odhady regresnych parametrov ide v podstate
otie ist¢ vztahy, kedZe jedny obsahuju teoreticki kovarianciu a teoreticky rozptyl a druhé
vyberova kovarianciu a vyberovy rozptyl. Rozdiel je len v tom, ze vo vztahoch (4.3) uvazujeme

nahodnu premennu X, zatial’ Co v tychto vzt'ahoch nendhodnt premennu x.
Odhadom hodnoty regresnej funkcie a+b,x je $tatistika
?:a-l-ﬁlx:)}_ﬁl)’c-}-ﬂlx:?+ﬂl(x_),c)

Z jej tvaru je zrejmé, Ze tzv. ,,vyrovnané” hodnoty Y leZia na priamke, ktord prechadza bodom

%,Y] amasmernicu B, .Odchylky

el:Y[—?l:Y[—a—ﬁlxi=Yl.—Y+ﬂ1)'c—,B1x[=Y[—f/—,B1(xi—)'c),i=1,...,n

sa nazyvaju rezidua a Statistika

R o ~ 4 , > 4.22
Se:S(a’ﬁl):Z:le?:Z(Yi_Yi)ZZZ[Yi_Y_ﬂl(xi_),C)] (

i=1 i=1 )
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sa nazyva rezidudlny sucet Stvorcov, resp. sucet §tvorcov rezidui. Na vypoSet S, sa ¢asto pouziva

VZOorec

n n n (423
S(a,ﬁl)zzyiz—azYi—ﬁlleyi . )
i=1 i=1 i=1
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K jeho odvodeniu dospejeme takto

n

AQZEHY;Y—ﬂJ%—XW:L
&2HHQ—YV—2ﬁJK—?H%—kﬁﬁﬂ%—kﬂzé
(,z Yf—nw—/;é 1Y~ 1) (x, =)=t
o; Yf—n(Y—ﬁljm/;lx)Y—ﬁlg(xi—x)yi:z,
(,Z; Yf—ag Y[—ﬂlnfcf—ﬂlgxi}’ﬁﬁ]n)ﬂ":&

Z’Zn: Yiz_azn: Y,— B, Zn:xiYi .
=1 i=1 i=1

Rezidualny sucet Stvorcov je empirickou variantou strednej kvadratickej chyby (4.4). Ide o rovnaké

vzt'ahy, avSak s tym, ze v tomto pripade uvazujeme nendhodnu premennu x.

Predchadzajuce vypoCty modzeme zapisat jednoducho 1pomocou vektorov a matic.

Ozna¢me

Y, 1 x, €

Y= . X=[] b(Z, e=| :

Y, 1x : e,

Potom vztah (4.16) je mozné zapisat’ takto
Y=Xb+¢
a predpoklady na chyby ako
Ele)l=0 , varle|=c"1I, ,

kde o oznaduje stipcovy nulovy vektora I, jednotkovi maticu. Preto
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E\Y|=E|Xb+e|=E|Xb|+Ele|l=Xb ,  varlY|=varle|=6*1I, .

Ststava normalnych rovnic ma tvar
(X'X|b=X"Y

a jej riesenie je

(4.24
p=lX"X['X"Y
)
Vypoctom zistime, ze

n Z X,

X’X: n in:1 4
Z X Z xi2

i=1 i=1
n ) n

- n n 2 n

=
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A teda

=
=

— i=1 i=1 i —
ﬁ_ n n 2 n n _()
2
nzxi_zxi _Z‘xi n lel
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
2
R D 3 3R 2 39 3
A i=1 i=1 i=1 i=1 =,
n 2 n n n

S
N

aniYi—ixiZn:Yi Py
[ i=1 i=1

kde a a B, surovnakéako v (4.20)a (4.21).

Vsetky uvedené vzorce platia aj v pripade obratenej regresie, kedy staci vzajomne zamenit’

premenné.

Priklad 4.3 ([6], str. 55) Firma zaoberajuca sa predajom potravinarskeho a bezného konzumného
tovaru znizila v jednej Casti svojich predajni cenu 1 kg cukru o 10 %, v druhej ¢asti 0 15 % a v tretej
Casti 0 20 %. V kazdej z tychto troch cCasti potom sledovala, o kol’ko percent sa zvySilo predané
mnozstvo cukru za mesiac po znizeni ceny v porovnani s mesiacom pred jej znizenim. V 9

predajniach boli zistené tdaje uvedené v tabul’ke 4.3.
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Tabul’ka 4.3: Zavislost’ zvySenia predaného mnoZstva cukru na zniZeni jeho ceny

Predajil % zvysenia
% zniZenia ceny Pomocné vypocty
a predaja
Xi Y, x; Y/’ XY,
1. 10 6,8 100 46,24 68,0
2. 10 8,6 100 73,96 86,0
3. 10 10,4 100 108,16 104,0
4. 15 15,2 225 231,04 228,0
5. 15 16,9 225 285,61 253,5
6. 15 18,6 225 345,96 279,0
7. 20 233 400 542,89 466,0
8. 20 25,2 400 635,04 504,0
9. 20 27,1 400 734,41 542,0
Sucty 135 152,1 2175 3003,31 2530,5
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Dosadenim do vzorcov (4.20) a (4.21) dostaneme

o= 152,1 - 2175-2530,5 - 135 _

2 _8 s
9-2175-135
51:9 - 2530,5—135 - 1252’1:1,66
9-2175—-135

Ak budeme postupovat’ podl'a vzorca (4.24), dosadime doii maticu hodnét x; a vektor hodndt

Y.

1

1 10 6.8
1 10 8.6
L1004
1 15 15
15y =169
1 &15 18.6
1 20 23,3
1 20 25,2
1 20 27,1
X=t
Jednotlivé kroky by vyzerali takto
i
1 10
1 10
1 10
1 15
1 15— 9 135
1 15_(135 2175)
. ,
1 20
1 20
1 20

1 1 11 1 11 1 1).
6

X X=
(10 10 1015 15 1520 20 20

X'X —
| | —135 9

a_ 1 (2175 -135
1350 ’
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6,8
8,6
10,4

L1111 111 1)15’2:(152,1)

10 10 1015 15 1520 20 20 }g’z 25305

23,3
25,2
27,1

X'Y:(

1 [2175 —135)[ 152,1 |__1 [—10800|_(—8,00
1350 {—135 9 J12530,5/ 1350\ 2241 1,66

p=lX"X'XY=
Regresna priamka ma teda tvar

Y =—8+1,66x

Keby sme chceli odhadnut’, o kol’ko percent by ,,v priemere* mohlo za danych podmienok
vzrast predané mnozstvo cukru pri znizeni jeho ceny o 18 %, dosadime do tejto rovnice x=18

a dostaneme Y =—8+1,66- 18=21,88 .

K d’alsim vypoctom budeme potrebovat’ vyberové priemery, vyberové rozptyly a vyberovu

kovarianciu. Pouzijeme vzorce z podkapitoly 3.2 o vyberovom korela¢nom koeficiente.

» 1 - e 1 % _ 1
SX_n—l,»zl(x" x)_n_1 IR ni’ 8(2175 915%=18,75 ,
| < 1
SY:n—li:I(Y = ZY—nY 8(3003,31—916,92):54,1 ,
SX,Y:n;;( |[¥ ~F|]=— 1 le an_8(25305 91516,9/=31,125

Rezidudlny stucet Stvorcov vypocitame podla vzorca (4.23)
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ssla fl= L Y ima X Y=Y x Y =
i=1 i=1 i=1

¢3003,31+8152,1-1,662530,5=19,48 .

Podl’a vzorca (3.4) vypocitame vyberovy korela¢ny koeficient

25 Vimnk Y s 31,125
i=1 XY
Fyy= =L o =0,977
oy " ) st V18,7554,1 -
> Yi-nY’
i=1

Vypocitand hodnota korelaéného koeficienta vyjadruje, Ze medzi premennymi je silnd priama

n

2 r2
in—nx

i=1

linedrna zavislost’. Overme si tito hodnotu podl'a vzorca (4.13)

s V18,75
ray =B =166 V541
Y

b

=0,977 .

Urcme si takisto koeficient determinécie, ktory je druhou mocninou korela¢ného koeficienta.
2 2
ry.y=0,977"=0,95

Koeficient je blizky jednej, preto povazujeme model linearnej regresie za velmi dobry. Ak
vynasobime koeficient ¢islom 100, dostaneme v percentach tu Cast’ rozptylu zavislej premennej

Y | ktoru sa podarilo vysvetlit’ regresnou priamkou, t. j. 95%.

Vypocitame eSte parameter 0 pouzitim vzorca (4.21), v ktorom zamenime premenné,
ked’Ze ide o parameter obratenej regresie, a pouzijeme ho opit’ k vypoctu koeficienta determinécie,
tentokrat vSak podla vzorca (4.14)

Z X z Y,
i=1 i=1
Y,
i=1

] 9253057135 1521 _ 57
9-3003,31-152,1

n
”Z xiYi_
=l

o=

n b

nz Y -

i=1

=
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ryy=p 0=1,660,575=0,95 .

4.3.2 Regresna priamka prechadzajica pociatkom

V tomto pripade ma regresny model tvar

(4.26

Y, =bx+¢, i=1,..,n

2

Odhadom parametra b je

2 %Y, 427
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ktory ziskame minimalizaciou vyrazu

polozime rovnu nule a upravime

—22 x;|Y,—bx,|=0
i=1

—22 xl.Yi+2bZn:xi2:0
i=1 i=1

1
Vynasobime 5 a osamostatnime b

Odhadom hodnoty regresnej funkcie bx je teda Statistika

Y=px

Ak regresny model zapiSeme vo vektorovom tvare, uvidime, ze vektor b ma jediny prvok

azepre maticu X ,ktordjetypu nx1 ,apre Y plati
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Odhad regresného parametra b je v tvare

) (4.28
p=lXx"'X"'X'Y ,
)
kde
e X x['=—1 R 4.29
=) . x; , a =2, x. Y, .
= inz i=1 )
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Tieto vzorce maju suvislost’ so vzorcami v (4.25). Vidime vsak, ze zatial’ ¢o predtym sme
nasobenim dvoch matic ziskali maticu, v tomto pripade sme dostali ¢islo. Je to tym, ze v predoslych
vzorcoch ide o maticu X typu 7 X2 amaticu (vektor) Y typu 7z x1 .V tychto vzorcoch maju
obe matice typ n x1 |, preto vysledkom ich nasobenia je ¢islo, a nie matica.

Priklad 4.4 Model regresie prechadzajici pociatkom aplikujeme na priklad 4.3 o predaji cukru. Ak
znizime cenu cukru o 0%, predpokladame, Ze mnozstvo predané¢ho cukru sa nezvysi, teda dojde
k 0%-nému zvySeniu predaja. Tato ivaha néas vedie k tomu, Ze pouzitie modelu bez absolitneho
¢lena ma zmysel. Dosadenim udajov z tabul’ky 4.3 do vzorca (4.27) ziskame odhad parametra b

ato

n

x,Y,
_ 2530,5
2175

p== =1,163

Z 1
X

Rovnaky vysledok ziskame dosadenim do vzorca (4.28). Najprv vSak podla (4.29)

xoxp=—t =L Ll
~ o 2175 a X'Y=) xY,=2530,5 ,
pr i i=1
a teda
1 1
= X' X['X'Y=-77 - 2530,5=1,1
p=| ) 5175 2330,5=1,163
Tvar regresnej priamky je
Y=1,163x .

Aj vtomto pripade vypocitame, o kolko percent by ,v priemere”“ mohlo za danych
podmienok vzrast predané mnozstvo cukru pri zniZzeni jeho ceny o 18 %. Dosadime x=18
a dostaneme hodnotu Y =1,163 - 18=20,93 | ktora je dost podobna hodnote v priklade 4.3.

Rezidualny sucet Stvorcov ziskame vypoctom
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n n n

Sezs(ﬁ]zz(Yi_?if:Z(Yi_ﬂxi)z:Z (YiZ_QBxiYi+Ib’2xi2):(,

i=1 i=1 i=1

LYY 2B)) XY 4B x1=3003,31-21,1632530,5+1,163°2175=59,2

i=1 i=1 i=1

V porovnani s predchddzajicim rezidudlnym suctom Stvorcov s hodnotou 19,48 v priklade 4.3 je
jeho hodnota podstatne vicsia, o znamena, ze v tomto pripade je regresnou priamkou nevysvetlena
Cast’ celkového suctu Stvorcov vicsia. Regresna priamka prechadzajuca pociatkom nie je v tomto
priklade dostato¢ne vhodnd, o moze byt sposobené tym, Ze zavisi len od jedného neznameho
parametra b . Pri vySSom pocte parametrov, od ktorych regresna funkcia zavisi, ziskané
odhadované hodnoty budu presnejsie, odchylky od skutocnych hodnét, t. j. rezidua, budii mensie,

tym padom bude mensi aj reziduédlny stcet Stvorcov.

Vypocitame vyberovy korelacny koeficient podla vztahu (3.4) i podla (4.13). Vyberové
priemery, vyberové rozptyly a vyberova kovariancia si rovnaké ako v priklade 4.3, ked’ze data sa

nijako nezmenili.

le.Yi—n)'c)” ¢
i=1 _ Syy 31,125 ~0.977

Zn: e _\/s§s§_¢18,7554,1_ )
i—n
i=1

rX,Y_\/

n

2 ’2
Zx,.—nx
i=1

V18,75
V54,1

S
r”:ﬁS—X: 1,163 =0,685
Y
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Hodnota 0,977 vypocitand podla vzorca (3.4) je zhodné s hodnotou v priklade 4.3, pretoze sa na
vypocte ni¢ nezmenilo. AvSak pri vypocéte podla vztahu (4.13) sme ziskali rozdielne hodnoty.
V priklade 4.3 to bola hodnota 0,977, vtomto priklade nam vysla hodnota 0,685.
V predchadzajicom priklade regresna priamka zavisela aj od regresného parametra a , ktorého
odhad a=-—8 . Regresna priamka prechadzajuca poc¢iatkom nezavisi od parametru a , kedze

a=0 . Mozeme si vSak predstavit’, ze na grafe by bol priese¢nik priamky s osou y v tejto situdcii
vysSie ako v predchadzajucom priklade. A aby bolo mozné prelozit data priamkou, ktora by
zaroven prechadzala pociatkom, musi sa zmenit, resp. zmenSit' sklon regresnej priamky, t. j.
smernica, ktor predstavuje parameter b . Z tohto dovodu nam vysla hodnota odhadu parametra
mensia ( Af=1,163 ) ako vpriklade 4.3 ( F=1,66 ), ktora mala zase vplyv na hodnotu
korela¢ného koeficienta podla vzorca (4.13). Tymto konStatujeme, Ze vzorec (4.13) plati len pre
linedrnu regresiu s absolutnym ¢lenom. Pre linedrnu regresiu bez absolutneho Clena je potrebné

tento vzorec upravit’, skusme takto

Sy
kde %= Z X, sy= Z Y; . Potom pre naSe data dostaneme takto upraveny korelatny
i=1 i=1
koeficient (nie Pearsonov)
V2175

¢ ,=1,163 =0,990

v3003,31

Vidime, ze sa liSi od 7y, podla vzorca (3.4), ale ukdzeme, ze jeho druha mocnina

(r&_y)2=0,980 sa da opét’ interpretovat’ ako koeficient determinacie. Vyjdeme zo vztahu (4.5)

pre teoreticky index determinécie. Ten bude mat’ v tomto pripade pre vyberové data takuto podobu

1—— . ZY ZY+2BZxY ,BZx =
sz sz” ¥
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a hodnotu

2175

0 \2_ 2
oy =1,163 300331

=0,980 .

Dalej vypoéitame parameter J pre obratenu regresiu pomocou (4.27), kde zamenime

premenng, a pouzijeme opit’ k vypoctu koeficienta determinacie, ale podl'a vzorca (4.14).

x;Y,
_2530,5 _

"~ 3003,31

0,843

2

¥ ['=8 - 6=1,1630,843=0,980

Hodnota koeficientu vyjadruje, Ze regresny model je dostato¢ne presny a vhodny, ked’ze regresna

priamka prechadzajica pociatkom vysvetlila 98 % rozptylu zavislej premenne;.

V tejto kapitole bolo ¢erpané predovsetkym z literatary: [6], [7], [8].
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5 Asociacia

Asocidcia skiima zdvislost’ v situdciach, v ktorych vystupuje alternativna premenna. Ako
vieme, alternativna (dichotomickd) premenna méze nadobudat’ iba dve hodnoty, napr. odpovede ano
- nie, dobry - zly, muz - Zena. V pripadoch, v ktorych sa vyskytuje jedna alternativna premenna,
meriame asociaciu tzv. bodovo biserialnym korelacnym koeficientom. Ak si obe premenné
alternativne, asocidcia sa meria tzv. korelacnym koeficientom ®. Pritom oba koeficienty s povodne

odvodené zo vzorca pre Pearsonov vyberovy korelacny koeficient

Zn‘,XiYi—n)'(Y

i=1

B

i=1 i=1

5.1 Bodovo biserialny korela¢ny koeficient

Majme situaciu s dvoma premennymi X, Y, kedy znak X Alt(p) , ateda nadobuda iba
dve hodnoty. Moze nadobudnut’ bud’ hodnotu  X;=0 s pravdepodobnostou 1—p , alebo
hodnotu X,=1 | ato spravdepodobnostou p . Je teda zrejmé, Ze pre alternativhu premennti
plati vztah X=X, , ktory vyuZijeme niZSie pri vypocte. Pre alternativne rozdelenie d’alej plati,
¢ ElX|=p a varlX|=p(l—p) . Vyberové veliciny X,,..,X, su nezavislé rovnako
rozdelené ndhodné veliciny srozdelenim  Alt(p) , atak odhad E(X|=p=X a

var|X|=X(1-X| . Znak Y je kvantitativna premennd alebo kvalitativna premennd, ktora

nadobuda viac nez dve hodnoty, a vyberové veli¢iny Y,,...,Y, sh takisto nezavislé rovnako

rozdelené.

K odvodeniu hl'adaného koeficienta budeme potrebovat’ pomocny vypocet

n n

S XK= (X2 X X+ X=X X2 XY X 4n K=Y X~ KoenXP=n X —n Ki=nk (1]

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Potom mo6zeme vyberovy korelaény koeficient prepisat’ do tvaru
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Dalej kedze plati  1=X +(1—X,| , potom

n n

RE (Xi+(1—Xi))Yi:Zn: XiYi+i(l—Xi)Yi .

i=1 i=1 i=1

Tento pomocny vypocet pouzijeme pri samostatnej uprave prvého sucinitel'a vo vztahu (5.1)

i X.Y—nXY Z XiYi(l—j()+i XY, X-nXY
i=1

i=1 i=1

4 4 -_— 4 14 :(.)
nX(1-X]| nX[1-X]|
ZXiYi X(ZXiYi_n,Y ZXiYi ZXiYi_ZYi
(-,izl + i=1 —i=l i=1 i=1 =i
nX nX(1-X| nX nl1-X]|
LS xy, DXy -Yxy+2(1-x]y,
L ni5 =l i=1 i=1 —
X n(1-X|
1 XY, 1 1-X]Y,
(-)n i=1 M=
X 1-X]
1y XY
Pri poslednej Uprave sme ziskali dva zlomky, ktoré oznac¢ime ako Ay =i T a
==L
X

;Z(I_Xi)yi . Podla vztahu (3.2) vieme, ze .Y, ~Y[=2 Y;—n¥’ . Dosadenim
(1_)'() i=1 i=1

do vztahu (5.1) nakoniec dostaneme

nX(1-X]

\/ZYf—nYz
i=1

rX,Y:(Ml_MO)

Definicia 5.1 Korela¢ny koeficient
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VnX[1-X) (52

IS voni? )

i=1

”}))(,Y:(M1 _Mo)
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1 n
- ) XY, . .
kde o Z‘ e predstavuje priemer tych Y. , pre ktoré X=1, a

predstavuje priemer tych Y, |, pre ktoré X,=0 | sa nazyva sa bodovo

biserialny korelacny koeficient.
5.2 Korela¢ny koeficient @

Pozorujeme dva kvalitativne alternativne Statistické znaky X a ¥ vo forme dvojrozmerného

'

néhodného vyberu (X ,,Y|,...[X,.Y,

o rozsahu n prvkov. Pre odhad rozptylov pouZijeme,

podobne ako v podkapitole 5.1,

\;ar(Xi)=),(11—)’(]=S§( ,
var|Y|=¥(1-¥)=52

KedZe alternativny znak nadobuda len dve hodnoty, mdézeme vsetky prvky nahodného
vyberu rozdelit’ do Styroch skupin podla znakov X a Y a hodnét, ktoré nadobudli. Takto ziskame

nasledujuce pocetnosti

ny ...pocetdvojic X, ¥, kde X=1 a Y=I

b

Ry ...poCetdvojic X, Y, kde X=0 a Y=1

2

Ny ...pocetdvojic X, Y, kde, X=1 a Y=0

2

Ry ...pocetdvojic X, Y, kde X=0 a Y=0

2

ktoré mézeme zapisat’ do Stvorpol'nej kontingencnej tabul'ky 2x2
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K odvodeniu koeficienta pre takuto situdciu pouzijeme nasledujice pomocné vypocty:

—l = =
Y_f’lizlYi (”m"'”n) ng o,
: 1 % IR\
1=X=1-=2 X .==) (1=X |==|ny*+ny|==n,. ,
i=1 n =
1 1<
1-Y=1-—— Y:;Z(I_Y)— (Mog+myp| == 1.,

Na odvodenie koeficienta pouzijeme uz ziskany vzorec (5.2) pre bodovo biseridlny

korelacny koeficient. Ked'Zze v siCasnom pripade mé nielen X, ale aj Y alternativne rozdelenie,

n

takisto ako v predchadzajicej podkapitole 5.1 plati, Ze Z( Y ~Y )Zzn Y[1-Y] . Po dosadeni

i=1

a niekol’kych upravach dostaneme

ny Ny n”l-”O-
n n n n
Vyy=|—"7"—""—" =
T MoV Mer Mo
n n n n
N ETRRAY \/”1-”0-_(-1
n,. ny|\n,n,

i ”11(”01+”oo)_”01(”10+”11) ny.n,. —
.. n.n.

. {nll (nOI +n00)_n01(n10+n11)] _ Ny Ny—Ny Ny

VI . Ny NN, VI Ny NN,

Definicia 5.2 Vyraz

Ny Nog— Mg Ny (5.3

D=
\/l’ll,l’lo,n.ll’l,o )
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nazyvame korelacny koeficient @
Ako zaujimavé doplnenie tejto podkapitoly si odvodime vzorec pre smernicu f . Zo

vztahu (4.13) vieme, Ze

S
rX,Y:ﬂS—X
Y

Vyjadrenim parametra S anahradenim koeficienta 7y , koeficientom @ ziskame vztah

pre smernicu regresie Yna X, kde X Alt , Y Alt ,t.j.

S, \/S =J/X(1-X]= \/ln1 an: CIERUT
n n on
S,=/8$2={7[1-7] 1/ no J21te
n n
upravime
..
ﬁ:”nnoo NopyNp\ n n —
\/l’ll non]n.o\/ﬂ@
n n

: Ny Ny ™ Moy My VI, \/”-1 Ny _
\/nl.n().n.]n.() \/n.ln.o \/n.ln.()
. Ny Ny = Aoy Mg VRGN P
9
VI . Ny NN, n,n.,

ateda
Ry Nog— Moy Py (5.4

n, n. ' )

ﬂ:
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6

Pouzitie korelacnych koeficientov

Posledna kapitola je venovana pouzitiu korelacnych koeficientov na ziskanych datach.
V nasledujtcich prikladoch budeme pracovat’ s réznymi typmi dat, ¢i uz s kvantitativnymi,
alebo kvalitativnymi, na ktoré, ak to bude mozné, aplikujeme vSetky naSe korelacné
koeficienty. Zhriime si, akymi koeficientami sme sa zaoberali v predchadzajtcich kapitolach.
V kapitole 3 sme sa venovali Pearsonovmu korelaénému koeficientu 7y, (3.4), ktory je
zakladom pre d’alSie koeficienty a pouZziva sa v pripade kvantitativnych premennych. Na
konci tejto kapitoly sme spomenuli takisto Spearmanov korela¢ny koeficient 7g (3.5),

ktory pouzivame pri praci s ordindlnymi premennymi. V kapitole 5 sme sa obozndmili

s d’al$imi dvoma koeficientami, a to s bodovo biseridlnym korelacnym koeficientom rl)’(_y
(5.2), ktory vyuzivame v pripadoch, kedy mame jednu alternativnu premennt, a koeficientom

@ (5.3), ak obe premenné su alternativneho typu. V kazdom priklade najprv uréime, ktory
z korela¢nych koeficientov je pre vypocet najvhodnejsi a potom s jeho hodnotou porovname
vypocitané hodnoty ostatnych koeficientov. V niektorych prikladoch taktiez vypocitame
regresné parametre, ur¢ime regresni priamku a overime vztahy regresnych parametrov

a korela¢ného koeficienta, ktoré sme odvodili v kapitole 4.

Priklad 6.1 V tabul’ke 6.1 mame udaje ([5], str. 40) o 27 vybranych pozemkoch, na ktorych
pol'nohospodarske druzstva v urcitej oblasti pestuji ozimny ja¢men. Na tychto datach budeme
skamat’ intenzitu i priebeh zavislosti hektarového vynosu ja¢mena (t/ha) od nadmorskej vysky

pozemku (m).

Najprv prevedieme potrebné numerické vypocty

X,=69379 2
27 ZXi
Yoo k=i =3473704
i=1 27

X7=(3443403

27
I
i=1
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O 0 I N DN W~

Y,=i124,6 2
2 Y,

27
i ¥=El_—46148 °
i=1 27

Y;=(595,48
27
Soo
i=1
X.Y,=i414774

27
>
i=1

Tabul’ka 6.1

Hektaro Hektaro
Nadmors ] Nadmors ] Nadmors
Ly vy . vy Ly
ka vyska ) ka vyska ) ka vyska
Vvynos i vynos i
(m) (m) (m)
(t/ha) (t/ha)
X, X, X,
Y[ Yi
215 6,3 10 301 52 19 395
220 6,5 11 315 4,9 20 408
228 5,9 12 332 4,6 21 420
246 58 13 340 4.4 22 437
256 5,5 14 346 3,9 23 445
260 5,6 15 355 5,1 24 460
272 4,8 16 360 43 25 468
281 4.9 17 372 4.4 26 475
295 4,6 18 388 4,1 27 489
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Teraz uz mézeme vypocitat’ Pearsonov korelaény koeficient, ked'ze madme dve kvantitativne
premenné, ktory predstavuje mieru zavislosti medzi nadmorskou vyskou a hektarovym vynosom.

Pouzijeme vzorec (3.4)

27 .,
Y X, Y—nXY
_ i=1
VX Y 27 27
D XI—nX|| D vi-nt?
i=1 i=1

41477,4—-27 - 347,3704 - 4,6148

=-0,9262
V(344340327 - 347,3704%)(595,48—27 - 4,6148]

Hodnota koeficienta zna¢i o silnej nepriamej korelacii, ¢o znamend, Zze so zvySujucou sa
nadmorskou vyskou pozemku klesd hektirovy vynos jaCmena. Zaujimat nas teda bude tvar
regresnej priamky Y =a+B, X . Jej regresné parametre ziskame pouZzitim vzorcov (4.20) a

4.21),t.].

27
2.7,
i=1 i=1 i=1

_124,6 - 3443403 —9379 - 41477.4

_ ; > =7,9963 |
Z & 27 - 3443403 —-9379
nY). X:—D X,
i=1 i=1
i 27 227
n2, X, Y,— X; Y,
i=1 i=1 i=1 — 27 - 41477,4—9379 - 124,6 =—0,00973

b= 27 ) 27 - 3443403 —9379°

Regresna priamka méa tvar ¥ =7,9963—0,00973 X . Vypo&itame si aj rezidudlny stdet §tvorcov

podl’a vzorca (4.23)

27 27 27
S(a’ﬂl)zz Y?_az Yi_ﬂIZXiYi
i=1 i=1 i=1

$595,48—7,9963 - 124,6+0,00973 - 41477,4=2,7161
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Rovnaky postup zopakujeme aj v pripade obratenej regresie, t. j. zavislosti nadmorskej

vy3ky od hektarového vynosu. V tejto situdcii hfadame regresné parametre priamky X =y+6,Y

Tato obratena regresia ma vyznam napriklad v pripade, Ze pozname hektirové vynosy, ale

nepozname nadmorské vysky, v ktorych boli dosiahnuté jednotlivé hektarové vynosy. Pearsonov

korelacny koeficient nemusime opét’ pocitat, pretoze

vieme, Ze je symetricky, a teda jeho hodnota

je takisto —0,9262 . Zamenou premennych vo vzorcoch dostaneme
bAIDRAEIRADI. 62
_\i=1 i=1 i=1 i=1 _9379 - 595,48—124,6 - 41477,4 _
y= X = T =T754202
I, & 27 - 595,48—124,6
h Z Y- Z Y,
i=1 i=1
nY X.Y—|> 1> x,
P S o v 27 .2471423,54;2;1,23 .692379 881577
n2 Y-\ 27, ’ ’
i=1 i=1
a
27 27 27
S(%51):Z Xf—VZ Xi_élz X, Y, =¢
=l i=1 i=1
$3443403—-754,202 - 9379+88,1577 - 41477,4=26294,628
Regresna priamka je X =754,202—88,1577Y .

Ked’Ze mame vypocitané parametre oboch regresii, ukdzeme, ze platia vztahy medzi nimi

navzdjom a medzi parametrami a Pearsonovym korelacnym koeficientom. Medzi parametrami

B a o maplatit rovnost (4.11), t. .

Vypocitame vyberové rozptyly

1
n—1

_1
27—1

1 S 2 )
Y -n¥
i PR

S X k2

i=1

S%=

1

§2=
r 27—-1

75

595,

13443403 —27 - 347,3704%|=7131,3746 |

4827 - 4,6148%|=0,7876

b



dosadime

0,7876
————=-—0,00973
7131,3746 0097

B=—88,1577 -

a vidime, Ze nam vysla rovnaka hodnota parametra 8 ako predtym. Dal$i vztah je (4.13)

S S
Fxy=ry x=P SX :5SY .
Y X

Staci len dosadit’, kedze S XZ\/ Sii( , S YZ\/ Sii , a skutocne plati

V7131,3746 v0,7876

= =—0,00973 - =—88,1577 - —=——==—-0,926 .
Frr=lrx 70,7876 J7131,3746
Nakoniec potvrdime rovnost’ vzt'ahu (4.14), kde
S S
er,Y:rX,Y. rY,X:lBS_); ) 5S_)y(:ﬂ -0

Najprv si vypocitame koeficient determinacie ako druhtt mocninu Pearsonovho koeficienta
2 2
ry y=1—0,9262"=0,8578
a teraz ako suéin parametrov f a o
ry y=p - 6=—0,00973 - —88,1577/=0,8578

Rovnost’ je jednoznacna.

Teraz skisme vypocitat’ 1 d’alSie koeficienty. Ako prvy pouZzijeme Spearmanov koeficient,
kvoli ktorému vSak potrebujeme zistit’ poradia hodnot. Ked’Ze sa v tabulke 6.1 opakuji niektoré
hodnoty hektarového vynosu, je nutné v ich pripade urc¢it’ priemerné poradie. Poradia su uvedené

v tabul’ke 6.2
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O 00 1IN DN K W —

Poradie

Poradie

nadmorsk hektarové

ej vysky

=~

i

O 0 1IN DN W —

ho vynosu

0
26
27
25
24
22
23
17
18,5
15,5

10
11
12
13
14
15
16
17
18

Tabul’ka 6.2

Poradie

nadmors

kej vySky ho vynosu

Ri
10
11
12
13
14
15
16
17
18

Poradie

hektarové

0,
21
18,5
15,5
13,5
6,5
20
12
13,5
9
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Najprv vypocitame

a dosadenim do vzorca (3.5) dostaneme

6 < 2 6 - 6332
—1—— 0% N(p_0P=1-—2"922 _ (933
s n(nz—l)i;( 0l 2712721 7

Vysla ndm hodnota blizka hodnote Pearsonovho koeficienta (-0,9262), ked’Zze Spearmanov

koeficient je definovany ako Pearsonov vyberovy korela¢ny koeficient.

Dalej pouzijeme na data biserialny koeficient podl'a vzorca (5.2), hoci vieme, Ze nemame

Ziadnu alternativnu premennu. Zistime M, a M, | priGom Z (1 _X,;) Y, =—413528

i=1

1 < 1
=2 XY, —-414774
I’l; 27

M= , = =4,422
X 3473704
I - 1
G2 1= XY, o (-413528)
M ==l = =4.422
0 (1-X| 1-3473704

Ziskali sme rovnaké hodnoty, co mé za nasledok, ze koeficient bude mat’ hodnotu

b o VnX[1-X]

Fxy=

=0

\/ZYf—nf/z ’
i=1

a teda je v tomto priklade nepouzitelny.

Koeficient @ nie je mozné podla vzorca (5.3) vypocitat’, ked’ze su potrebné pocetnosti

podl’a kontingenc¢nej tabul’ky 2x2, ktoré pri tychto datach nemdzeme ziskat'.
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Priklad 6.2 Zo znamej internetovej filmovej databazy [www.imdb.com] sme vybrali 20 filmov,
ktoré sa nachadzaju ako v rebricku najobl'ubenejSich filmov hodnotenych Zenskymi uzivatel'mi, tak
aj v rebricku najobl'ibenejsich filmov hodnotenych muzskymi uzivatel'mi tejto internetovej stranky.
Urcili sme poradie filmov podla ich ratingov najprv podla hodnotenia Zenami, a potom podla

hodnotenia muzmi. Obe poradia su zapisané v tabulke 6.3.

Tabul’ka 6.3
Film Zeny Muzi Film Zeny Muzi
[ R; O [ R; O
1 1 2 11 11 12
2 2 5 12 12 6
3 3 1 13 13 14
4 4 8 14 14 17
5 5 11 15 15 19
6 6 10 16 16 15
7 7 7 17 17 13
8 8 9 18 18 20
9 9 4 19 19 16
10 10 3 20 20 18
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Na zaciatok si vypocitame

R.0.=02743
20
Sio
i=1
20 20
2R20
i=1

R=EL ==L =0=105
20 20 271

b

n

2. [R—0,[=254 .

i=1

Ako prvé zistime hodnotu Spearmanovho korelacného koeficienta, ktory sa pouziva prave
v pripadoch, ak mame k dispozicii iba poradie hodn6ot skiimanych premennych. Pouzijeme vzorec

(3.5)

6 C 2 6 - 254
—1—— 9% SNp_oP=1-—2"2% 0309
s n(nz—l);( 0l 20 - [20%—1]

Hodnota koeficienta je pomerne vysoka, ¢o svedC¢i o silnej priamej korelacii medzi poradiami
zostavenymi Zenami a muzmi, a teda medzi obl'ibenostou filmov u zZien a u muzov. V§imnut’ si to
moZeme aj v tabulke, kde vysokému poradiu v stipci Zeny (t. j. 1, 2, 3) odpoveda takisto vysoké
poradie v stipci muzi (t. j. 2, 5, 1). Pokratujeme vypoétom regresnych parametrov priamky

Y=o+, X .Pritom R=X, a Q,=Y, .Pouzivame rovnaké vzorce (4.20), (4.21) a (4.23)

pre rezidudlny sucet Stvorcov
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20 20 20
ZXIZ)_(Z Xi)(ZXiYi
i=1 i=1 i=1

20
27,
i=1

_210 - 2870210 - 2743

. SEE 20 2870210 07
nZXt_ZXt
i=1 i=1
nY X, Y, —D XD 7,
=l i=1 i=1 _20-2743-210 - 210 _
Bi= " R —=0,809 ,
5 20 - 2870—210
n2 X;—|2.X,;
i=1 i=1

20 20 20
S(a:ﬁ1)zz Y?_az Yi_ﬁlinYi:[’
i=1 i=1 i=1

$2870-2,0052 - 210—0,809 - 2743 =229,821
A tak sme dostali priamku tvaru
¥=2,0052+0,809 X .

Tak ako v priklade 6.1, tak aj v tomto sa pozrieme na obratent regresiu a hl'adanie priamky
X=yp+6,Y . Ak sa viak zamyslime, uvedomime si, Ze priamka bude mat’ rovnaké hodnoty
regresnych parametrov, ako mali parametre « a f, . Vidiet je to na numerickych vypoctoch,
ktoré sme vykonali na zaciatku prikladu (plati rovnost’ si¢tu poradia R, a sGltu poradia O, ,
rovnost’ suctov ich druhych mocnin, a takisto rovnost’ ich priemerov). Tym padom by sme sice vo
vzorcoch (4.20), (4.21) a (4.23) navzajom zamenili X; a Y, , ale do vzorcov by sme vlastne

dosadili rovnaké hodnoty ako predtym. Preto m6zeme hned’ napisat’

y=a=2,0052
0,=$,=0,809

5

b

Sla, B,|=Sy.o,]=229,821

—

X =2,0052+0,809Y .
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Spearmanov korelaény koeficient 73=0,809 sa taktiez nezmeni. Overenie vztahu

p=0— je jednoduché. Ked'ze plati  $5=S57 ,tak B=0

Pre data v tabul'ke 6.3 skusme spocitat’ Pearsonov korela¢ny koeficient podl'a vzorca (3.4),

pricom opit R=X, a @,=Y, .Jeho hodnota je

Y X.Y—nXY
= _ 2743-2010,510,5

\/(z on || vienf?
i=1 i=1

Iy y=

- =0,809
J[2870-2010,5%)(2870—20 10,57 ’

ktora je zhodna s hodnotou Spearmanovho koeficienta, pretoze ten, ako sme dokézali v podkapitole
3.3, je definovany ako vyberovy korela¢ny koeficient pocitany z dvojic (Rl 0, ) (Rn, Q,,)' .

Takisto skusme zistit’ hodnotu biseridlneho koeficienta, kde znova R,=X, a QO,=Y, .

Najprv
1 n
M=—"L——= =13,062 °
‘ X 10,5
1 n 1 n n
w (1_Xi)Yi n ZYi_ZXiYi %(210—2743)
M=—="1 SSAA el B = =13,332
1-X| 1-X) 1-10,5
potom
DM VnX1-X) :(13,062_13,332)¢2010,5(1—1o,5)
XY 1 0

i I 1/2870-2010,5°
;N
i=1

Pod odmocninou v ¢itateli nam vychadza zéporné Cislo, preto nie je mozné tento koeficient v tomto

pripade pouzit’.
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Koeficient @ opit’ nie je mozné vypocitat’ podl'a vzorca (5.3).

Priklad 6.3 Udaje pre tento priklad bolo ziskané polozenim dvoch otizok nédhodne vybranym 20
Studentom bez ohladu na pohlavie. Otazky zneli: ,,Ak4 je tvoja hmotnost’ v kilogramoch? a
»Zvykne§ jest veCer tazSie jedla alebo viac, ako by si mal/a?‘ Tieto dve otazky si skratene
oznac¢ime ako hmotnost’ (znak Y) a jedenie vecer (znak X). Ziskané tidaje su zapisané v tabul'ke 6.4.
Pre data vypocitame hodnotu bodovo biseridlneho korelacného koeficienta, ked’Ze hmotnost’ je
kvantitativnym znakom a jedenie vecer je kvalitativnym znakom s odpoved’ami 4no a nie, ktoré si

ohodnotime ¢islami 1 a 0. V tabul’ke 6.4 sa nachadzaju aj niektoré pomocné vypocty.

Pred samotnym vypoétom koeficienta budeme eSte potrebovat’ priemer X, a priemer

1

Y, atiest

o9 1387
X==-=04 Y=—"-=69,35
20 045, 20 ’

Najprv si vypo¢itame M, a M, podla definicie 5.1

I v 1
- Xl'Yl' _672
M:”"; _20 T _204
! X 045 3
1 n
~> =Xy, 715
M=2 =20 _¢s
0 1-X) 1-0,45

Potom hodnota bodovo biseridlneho koeficienta bude

=M Vn X (1= X :(224_65) ¢200,45(1—0,45)2:0’335
| I 1100321—2069,35
D Yi-ny
i=1
Tabulka 6.4
Jedeni Ohodnoteni | Hmotnos
| Jeame e ¢ Y’ XY, (1-X,) ¥
vecer )(, Yl
1 nie 0 75 5625 0 75
2 nie 0 50 2500 0 50
3 nie 0 62 3844 0 62
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4 ano 1 46 2166 46 0
5 ano 1 78 6084 78 0
6 nie 0 86 7396 0 86
7 nie 0 75 5625 0 75
8 ano 1 83 6889 83 0
9 nie 0 63 3969 0 63
10 nie 0 67 4489 0 67
11 ano 1 94 8836 94 0
12 ano 1 54 2916 54 0
13 nie 0 65 4225 0 65
14 ano 1 94 8836 94 0
15 ano 1 72 5184 72 0
16 nie 0 49 2401 0 49
17 nie 0 61 3721 0 61
18 ano 1 61 3721 61 0
19 nie 0 62 3844 0 62
20 ano 1 90 8100 90 0
O - 9 1387 100321 672 715

Téato hodnota ndm znaci, Ze medzi hmotnostou Studentov a ich jedenim vecer je mierna priama

korelacia.

Skiisme pre nase data spocitat’ hodnotu Pearsonovho korela¢ného koeficienta podl'a vzorca

(3.4)

> XY —nXY
= _ 672—200,4569.,35

\ } 1920045100321 —2069,35%|
X —n 2| vioni? ’ T
e

'y y=

=0,335

Vidime, Ze oba koeficienty maji rovnaka hodnotu, pretoze ako vieme, bodovo biserialny koeficient
je odvodeny od Pearsonovho korelacného koeficienta pre pripad, Ze jedna z premennych je
alternativna.

Pre vypocet Spearmanovho koeficienta zistime poradia hodnét a zapiSeme do tabul’ky 6.5

Tabul’ka 6.5

Poradie Poradie Poradie Poradie
i hmotnosti  jedenia vecer i hmotnosti  jedenia vecer
R,‘ Q[ Ri Qi
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1 1 16 11 11 6
2 2 6 12 12 16
3 3 6 13 13,5 6
4 4 16 14 13,5 6
5 5,5 6 15 15 16
6 5,5 16 16 16 16
7 7,5 6 17 17 6
8 7,5 6 18 18 16
9 9 6 19 19,5 16
10 10 6 20 19,5 16
Najprv si vypocitame
Y. |R—0,=838

i=1

a dosadime do vzorca (3.5)

6 2 6 - 838
—1-— 0% N(p-op=1-—9%9 _379
T uln —1);( =0 20 - (20*—1]

Hodnota Spearmanovho koeficienta sa priblizuje k hodnote rl}yyzo,335 , Cize vzorec (3.5)

funguje i v tomto pripade, kedy mame iba dve rozne hodnoty pre poradie O, , a teda je takisto

pouzitel'ny.

Skusime vypocitat’ aj koeficient @ a to tak, Ze z hmotnosti spravime alternativnu
premennu  Z . Jednotlivé hodnoty hmotnosti rozdelime do dvoch skupin. Hodnoty, ktoré budu
mensie ako ¥=69,35 , ohodnotime ¢&islom 0 a hodnoty vi&sie ako tento priemer ohodnotime
¢islom 1. Takto sme dosiahli, Ze obe premenné, jedenie vecer (znak X )a hmotnost’ (znak Z ),

su alternativneho typu. Tym pddom moZeme zistit’ jednotlivé pocetnosti, ktoré uvedieme do tabul’ky

6.6.

Tabul’ka 6.6
X\Z nie ano ?
nie 8 3 11
ano 3 6 9
? 11 9 20
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Koeficient @ podla (5.3) bude mat hodnotu

_ Ny Ngy— Ny Ny 68—33

= = =0,394 .
v ng.nn, V911911

Vypocitand hodnota je relativne blizko k hodnote rﬁ(, y=0,335 , z ¢oho usudzujeme, Ze vztah

(5.3) pre koeficient @ mdzeme k vypoctu taktiez pouzit’.

Priklad 6.4 Udaje pre tento priklad boli opét’ ziskané poloZenim dvoch otdzok ndhodne vybranym
20 Studentom bez ohl'adu na pohlavie. Otazky zneli: ,,Je sicast'ou tvojho kazdodenného jedalnicka
i zelenina (aspon 2-krat, 3-krat denne)?* a ,,Zvykne$ sa prejedat? Znovu si otdzky skratene
oznac¢ime ako zelenina (znak X) a prejedanie (znak Y). Ziskané idaje su zapisané v tabul'ke 6.7. Pre
data vypocitame hodnotu korelacného koeficienta @ , kedZze mame dva kvalitativne znaky s

odpoved’ami 4no a nie.

Najprv si vSak zistime jednotlivé pocetnosti a zapiSeme ich do tabulky 6.8, ktord je

kontingen¢nou tabul’kou 2x2.

Tabul’ka 6.7
' Telenin Ohodnoteni Prejedani Ohodnoteni vy
l a ¢ e e i
A Y,

1 ano 1 nie 0 0

2 ano 1 nie 0 0

3 ano 1 nie 0 0

4 ano 1 nie 0 0

5 nie 0 ano 1 0

6 nie 0 nie 0 0

7 nie 0 ano 1 0

8 nie 0 4no 1 0

9 ano 1 nie 0 0
10 ano 1 nie 0 0
11 nie 0 nie 0 0
12 ano 1 4no 1 1
13 nie 0 nie 0 0
14 ano 1 nie 0 0
15 nie 0 4no 1 0
16 ano 1 nie 0 0
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17 ano 1 ano 1 1
18 nie 0 nie 0 0
19 ano 1 nie 0 0
20 ano 1 ano 1 1
0 - 12 - 7 3
Tabul’ka 6.8
XY nie ano ?
nie 4 4 8
ano 9 3 12
? 13 7 20
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Potom podl'a vzorca (5.3) dostaneme hodnotu

:nnnoo_nm”lo: 34—49 _
\/n],no,n,ln,0 V128713

—0,257

ktord nam vypoveda o slabej nepriamej korelacii medzi prejedanim sa a jedenim zeleniny.

Pre data skusme spocitat’ tiez hodnotu Pearsonovho korelacného koeficienta podl'a vzorca
(3.4). K tomuto vypoctu potrebujeme ohodnotenia odpovedi podl'a oboch znakov, ktoré uz mame

pripravené v tabulke 6.7. Dalej budeme potrebovat’ priemer X, apriemer Y; ,ktoré st

r=12_ yo T _
X=25=06 , ¥=--=035

2

Ako bolo povedané v podkapitole 5.1, plati X=X, , preto Z X fzz X, apodobne ipre
i=1 i=1

Y?

. Potom Pearsonov korelacny koeficient

Y XY —nXY
pt _ 3-200,60,35

\ ] [12-200,62)7-200,357]
X—n 22> y2onv? ’ ’
(BorniErinr]

- =—0257

"y y

Pre oba koeficienty ndm vysla rovnakd hodnota, pretoze k odvodeniu koeficienta @
v podkapitole 5.2 sme sice pouzili vzorec pre bodovo biserialny koeficient, ten je vSak odvodeny od

Pearsonovho korelaéného koeficienta.

Dalej vyskugajme pouzit' Spearmanov korelaény koeficient. Samozrejme je potrebné uréit

poradia hodn6t R, a @, . Tie sme zapisali do tabul’ky 6.9.

Tabulka 6.9
i Poradie Poradie i Poradie Poradie
zeleniny prejedania zeleniny prejedania
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14,5
14.5
14,5
14,5
4,5
4,5
4,5
4,5
14,5
14,5

<99l

—_—— —
~N 3 g Yy

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

&9

4,5
14,5
4,5
14,5
4,5
14,5
14,5
4,5
14,5
14,5



Ako prvé vypocitame

a dosadime do (3.5)

6 < ) 6- 1175
“1-—2% N(p-op=1-—1B 11917
s l’l(ﬂz—l);( =0 20 - (20*—1]

Vidime, Zze hodnota Spearmanovho koeficienta vobec nesuhlasi s hodnotou koeficienta
®=-0,257 , preto je Spearmanov koeficient Uiplne nepouziteIny v nasom priklade, v ktorom su

obe premenné alternativne.

Teraz skusme na data pouzit’ bodovo biseridlny koeficient. Najprv si vypocitame M, a

M, podra definicie 5.1

XX, A3
M= 1:1),( :06:0,25’

1 1
- 1-X.1Y, —
ng( ’) b 204_

-Xx,  1-06

0,5

Potom hodnota bodovo biseridlneho koeficienta bude

WX 1=X) /200.61-06]

ri‘Y:(Ml—MO)M:[O’ZS_O’S] 5(7)0,2(()103()5,5):_0,257
ZYiz—n Y’ e '
i=1

Znovu sme dostali rovnaku hodnotu, pretoze podl'a tedrie sme koeficient @ odvodili od bodovo

biserialneho koeficienta.
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Pre zaujimavost’ si d’alej vypocitajme smernicu f podla vzt'ahu (5.4)

Ny Ry —Ng My 34—49
= = =—0,264
P n. N 713

Smernica ma zaporni hodnotu, t. j. skimana zavislost’ je nepriama, ¢o koreSponduje so zapornou

hodnotou koeficienta @
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Z.aver

V bakalarskej praci sme sa venovali téme zdvislosti premennych. Zistovali sme, ¢i medzi
premennymi existuje vobec nejaka zavislost' a ak ano, chceli sme ju kvantitativne ohodnotit
pomocou korelacného koeficienta, pripadne nasledne zistit' jej charakter pomocou regresnej
priamky. K tomu vSetkému sme samozrejme potrebovali naStudovat’ a porozumiet’ teoretickym

poznatkom, odvodeniam, rdznym vlastnostiam a vykonat’ ich dokazy, ¢o sa ndm aj podarilo.

Cielom bolo takisto zistit’ vzt'ahy medzi uritymi pojmami, napr. aky je vztah regresného
parametra a korelatného koeficienta, tieto vzt'ahy dokéazat’ a nakoniec overit’ na realnych datach.
Tento ciel’ sa ndm podarilo splnit’. V druhej kapitole sme dokdzali vzt'ah nezavislosti a kovariancie,
v tretej kapitole vztah nezavislosti a korelacie a vztah kovariancie a korelacie a vo Stvrtej kapitole
zase vztah medzi regresnymi parametrami f a J amedzi regresnym parametrom
a korelacnym koeficientom. Dokonca sme sa okrajovo zaoberali aj normovanymi veli¢inami, kedy
sme zistili, ze v ich pripade dochadza k zjednoduseniu vztahu medzi regresnymi parametrami  f3
a o avztahu regresného parametra a korelaéného koeficienta. Celkovo nam vsetky tieto vztahy

moézu ulahéit’ a urychlit’ vypocty.

Dalsim cielom bolo néjst’ rézne moznosti ako definovat korelaény koeficient. U tohto ciel'a
sme dospeli k Styrom korelaénym koeficientom, priCom kazdy je vhodny pre inu dvojicu
premennych. Pearsonov koeficient pouzivame pri kvantitativnych premennych, ale v Siestej kapitole
sme sa presvedcili, Ze je mozné ho pouzit’ aj pri inych typoch premennych, napr. pri ordinalnych
alebo alternativnych, ked'Ze je v podstate zakladom, od ktorého su potom odvodené zvySné
koeficienty. Spearmanov koeficient je vhodny pre ordinalne premenné, koeficient @ pre dve
alternativne premenné a bodovo biseridlny koeficient je vhodny v pripade, ak jedna z premennych
je alternativna. Pouzitim tychto troch koeficientov v prikladoch s premennymi, pre ktoré nebol dany
koeficient tplne vhodny, sme dostali bud’ hodnotu koeficienta blizku hodnote najvhodnejSicho
koeficienta, alebo sme zistili, Ze dany koeficient je nepouzitelny. MéZeme teda skonstatovat, Ze na
vypocet intenzity zavislosti premennych je najlepSie pouzit' koeficient, ktory je na dany pripad

urceny, alebo pouzit’ Pearsonov korela¢ny koeficient.
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Spracovavanie tejto témy bolo pre mna zo zaciatku trocha tazSie, ked’Ze najprv bolo
potrebné zorientovat’ sa v celej teorii a pochopit’ jednotlivé suvislosti. Postupne som vsak zacala
tomu viac a viac rozumiet’, videla som svoj posun v praci, ¢o sposobilo, Ze ma to zacalo viac bavit’.
NajzaujimavejSie pre mna bolo pouzitie vzorcov na redlnych datach a porovnavanie jednotlivych

vysledkov.
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