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Kapitola 1
Uvod

Bakalarska prace navazuje na jiz znamé vysledky problematiky tykajici se systému reakce-
difdze typu aktivator-inhibitor [2, 4, 6, 7, 10, 11, 12].

Systém je feSen na obecném intervalu (0, ¢) a sklada se ze dvou homogennich linearnich
rovnic druhého fadu. Okrajové podminky jsou také homogenni, proto systém ma vzdy trividlni
feseni (u,v) = (0,0). Hledame tzv. kritické body, tj. takové parametry difize d;, ds, pro které
existuje netrividlni feSent, tzn. (u, v) # (0,0).

Jednim z prvnich vyfeSenych problémi je systém se ¢tyfmi Neumannovymi okrajovymi
podminkami. MnoZinu kritickych bodu tvofi hyperboly v roviné parametrii difize. Je mozné
Ji spocitat analyticky a explicitné vyjadfit. Podrobnosti viz [4, 10, 11].

Druhy feSeny problém spocivd ve zméné jedné z okrajovych podminek predchoziho pfi-
padu, kdy misto Neumannovy okrajové podminky pro inhibitor na pravém konci intervalu
zaddme podminku Dirichletovu. V tomto pfipad€ jiZ neni mozné dopocitat se analyticky k ex-
plicitnimu vyjadieni mnoziny kritickych bodi, 1ze ziskat pouze implicitni [2, 4, 7].

Bakalarska prace zkouma prechodovy typ vyse popsanych problému. Opét mame zadanu
ulohu se tfemi Neumannovymi okrajovymi podminkami a posledni Newtonova obsahuje pa-
rametr a € |0, 1], pfi¢emz jeji zaddni ndm dovoluje dostat se k ob&€ma vySe popsanym si-
tuacim a to pro a = 0, resp. a = 1. Cilem préce je pokusit se zodpovedét otazku, jakym
zptisobem dochézi ke kvalitativni zméné mnoZiny kritickych bodi pfi zméné Neumannovy
podminky za Dirichletovu. V pracech [Z] (pro oblast v jedné dimenzi) a [ 7] (v obecné dimenzi)
byla pro tlohu s Dirichletovou podminkou dokédzana existence jedné z vétvi kritickych bodi
ubihajici v parametru d; do nekonecna, kterd je zarovenl omezend v parametru dy. Takovéto

vétev nemiiZe existovat pro tlohu s ¢isté Neumannovymi podminkami, kde jsou vSechny vétve



kritickych bodi hyperboly omezené v proménné d; a ubihajici do nekonecna v dy. Abychom
zjistili, co se s touto vétvi stane, byla zvolena dloha s Newtonovou podminkou a s parametrem,
umoziujici spojity pfechod mezi obéma krajnimi situacemi.

Text je Clenén do nékolika kapitol. V Kapitole 2 nalezneme zdkladni pojmy a seznam
znaceni, které se objevuje v prubéhu celé prace. Kapitola 3 rozebird znamé vysledky pro
systém reakce-difize jednak s Cist¢é Neumannovymi a dale se tfemi Neumannovymi a jed-
nou Dirichletovou okrajovou podminkou. Systém s Newtonovou podminkou a zdvislost na
parametru a jsou studovany v Kapitole 4. Vysledky price jsou demonstrovany na konkrétnim
piikladé v Kapitole 5, kde je ukdzano, jak se méni mnozina kritickych bodua pfi zméné para-
metru a.

Prace je sepsana systémem KTEX, obrazky byly numericky vypocteny v programu AUTO

a nasledné vykresleny v programu Gnuplot.



Kapitola 2

Zakladni pojmy

2.1 Prostory funkci
Zkoumany systém zahrnuje funkce, které spadaji do mnoZiny spojitych a spojité diferen-
covatelnych funkci. Oznacenim
C*[a, b]
rozumime mnozinu vSech funkci na uzavieném intervalu [a, b], které na ném jsou spojité a
také maji spojitou derivaci az do k-tého fadu vcetné, kde k je celé nezdporné Cislo. Na krajich

intervalu uvaZujeme jednostranné derivace, respektive derivaci zleva a zprava.

2.2 Systém reakce-difiize

Uvazujme systém o dvou rovnicich pro funkce u,v € C?[0, /] tvaru

dlu" + bnu + blgv =0
na (0, ¢),
dQU” + b21U + bQQU =0

kde Cleny by1u, byov, bayu, bogv piedstavuji reakei a Cleny u”, v” difizi, kterd je zavisla a zaroven
ovliviiovdna parametry d;, d, € R*.
2.2.1 Aktivator-inhibitor

Matice z jednotlivych ¢leni predstavujicich reakci v systému uvedeném vyse

bll b12
b21 b22

bij —



miZe predstavovat specidlni typ reakce-difize. Pfi dodrZeni znamének u jednotlivych ¢lend,

symbolicky zapsané v maticovém tvaru

+ - + +
nebo ,
_|_ — — —

mluvime o typu zvaném aktivator-inhibitor, kde slozka u pfedstavuje aktivator a v inhibitor.

2.3 Typy okrajovych podminek
Opét uvazujeme stejny systém pro funkce u, v
dlu” + bnu + blg’U =0
na (0, ¢), (2.1)
dQUH + bglu + bQQU =0
u kterého mame zadané pfislusné okrajové podminky. Tti z nich jsou Neumannovy a jedna

Newtonova

u'(0) = 0, u'() =0, (2.2)
V'(0) = 0, av(l)+ (1 —a)'(£)=0, (2.3)

kde a je parametr a a € [0, 1].

2.3.1 Neumannovy okrajové podminky
V ptipadé Ze hodnota parametru a = 0, dostdvame systém, u kterého mame pouze Neu-

mannovy okrajové podminky

W'(0) = 0, u'(0)=0, (2.4)

Vv'(0) = 0, '(¢)=0. (2.5)
Tato situace jiz byla v n€kolika predchozich studiich zkouméana a mnoZinu hledanych kri-
tickych bodl v rovin€ parametrt difize d,, dy tvoii ¢asti hyperbol.

2.3.2 Neumannovy a Dirichletova okrajova podminka
V pfipadé Ze hodnota parametru a = 1, dostavdme systém, u kterého mame tfi Neuman-

novy okrajové podminky a posledni je Dirichletova
W'(0) = 0, u'(0)=0, (2.6)

V'(0) = 0, w(t)=0. 2.7)

I tato situace jiz byla zkoumadna a na rozdil od predchoziho pfipadu se nedd mnoZzina kritickych

bodu zapsat v explicitnim tvaru.



2.4 Netrivialni reSeni systému

Systém (2.1) spolecné s okrajovymi podminkami (2.2), (2.3), které jsou homogenni, urcité
ma trividlni feSeni (u,v) = (0,0), které pro nds ovSem neni zajimavé. Cilem této prace bude
pro dané a € |0, 1] nalézt netrividln{ feSeni systému v zavislosti na parametrech d, ds.
Za feSeni budeme povazovat takové funkce u, v, které budou spliiovat systém (2.1) a soucasné

s tim 1 okrajové podminky (2.2), (2.3) a dile musi platit regularita

u,v € C?0, ().

2.5 Kritické body

Pod pojmem kritické body rozumime ty hodnoty parametrii di, ds, pro které existuje i

netrividlni feSeni okrajové tulohy.

2.6 Pouzité substituce a znaceni
Béhem celé prace se pii nékterych vypoctech objevi slozité a dlouhé vzorce, u kterych

bude pohodInéjsi zavést si substituce, které nalezneme pravé v této sekci.

Si(x) = e* — e 7 So(x) = e™* — ™27,
Ci(z) =" +e 7, Co(z) = ™ +e7 7"

pror; € Caxz € [0,/).

Pfi praci se systémem (2.1) budeme predpokladat nékolik véci. V matici

B bir b1z
ba1  b2o
vyrazem
by b
detB=| " 7 |=byby — bybi
ba1  bas

rozumime determinant matice B, u kterého v celé praci predpokladdme, Ze plati
detB > 0.

Vyrazem

trB = b11 + bgg
oznacime stopu matice B, pro kterou opét v celé praci plati

trB < 0.



Kapitola 3
Znamé vysledky

V nasledujici kapitole si ve struénosti shrneme zndmé vysledky pro dvé extrémni hodnoty
parametru a = 0, a = 1. Jednotlivé postupy nebudou rozebirany uplné€ detailné. Podrobnosti
nalezneme az v Kapitole 4, ve které se zabyvame spojitym pfechodem parametru a, cozZ je

cilem této bakalarské prace. Jednotlivé kroky pii hledani kritickych bodi jsou ovSem totozné.

3.1 Parametr « = 0 — Neumannovy okrajové podminky

Uvazujme systém pro funkce u, v € C?[0, /]

dlu" + bnu + blgv =0
na (0, ). (3.1)
dQU” + bgl’u + b221) =0

Pro studovanou hodnotu parametru a = 0 dostdvame okrajové podminky (2.4), (2.5) tvaru

W(0) = 0, w()=0, 3.2)
V'(0) = 0, V(¢)=0. (3.3)

3.1.1 Kritické body pro Neumannovy podminky
V roviné parametrit d, ds kritické body tvori hyperboly H,, (viz [4, 10]). Ty je mozné
zapsat jako mnozinu bodu, kdy jeden parametr vyjadiime pomoci druhého

detB — R, d1 bgg

H, = {(d1,ds) €R? : dy = : 3.4
{(dy,dy) € RY : dy T } (3.4)
Zde k,, je vlastni Cislo tlohy
u' +ku=0 na(0,0) (3.5)
s okrajovymi podminkami
u'(0) =0, u'(¢)=0. (3.6)



Nyni si vyfeSime tuto okrajovou dlohu a ukdZzeme si, jak vypadaji vlastni ¢isla x,,. Spocitdme

ji pomoci charakteristické rovnice, jelikoZ pfedpokladame feSeni tvaru
T

u(z) =e

Dosazenim do (3.5) dostavame

r’e"™ + ek =0 (3.7)
a vykracenim nenulového Clenu e ziskdme
r’ + K =0, (3.8)
To uz je obycCejna kvadraticka rovnice, kterd ma feSeni
rio = FV—K. (3.9)

Nyni je potfeba uvazovat k > 0. V opaném piipadé ziskdme pouze trividlni feSeni okrajové
tlohy (3.5). Pro k > 0 ziskdme komplexni kofeny 71, 5. Obecné feSeni rovnice (3.5) pro né je

tvaru
u(r) = ¢; cosV/Kx + cg sin /K. (3.10)
Mame pfedepsany Neumannovy okrajové podminky, pfipravme si proto derivaci feSeni
u'(x) = —/key sin Vex + ke cos VR (3.11)

Dosadime do okrajovych podminek (3.6)

0 = —+v/keysin0+ v/keg cos0, (3.12)
0 = —+/kesinykl + key cos kL. (3.13)

Protoze vime, Ze sin(0) = 0, dosazenim do prvni rovnice ndm vyjde
0 = /Ky cos 0.
Déle pouzijeme, Ze opét zndme hodnotu cos(0) = 1, tim ziskdme
0= \/ECQ.

Vzhledem k pozitivité « nyni jasné€ vyplyva, Ze pro splnéni rovnice musi koeficient co = 0. Tim

padem jiz ale koeficient ¢; nulovy byt nesmi, protoze bychom se opét dostali ke trividlnimu
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reSeni. To potom vyuZijeme ve druhé podmince pro z = ¢ arovnice (3.13) pfejde na jednodussi

tvar
0 = ke sin v/kL.

Jak jiz bylo zminéno, x ani koeficient c¢; nulové byt nesméji. Zbyva tedy moznost, Ze
sin vkl = 0.

Aby se ndm funkce sin \/x¢ vynulovala, musi pro jeji argument platit

pro néjaké n € N. Vyjadiime si x

Pro Vn € N jsme dostali vlastni ¢isla
K=Ky = (—)7 (3.14)

Reseni okrajové tlohy (3.5), (3.6) je tedy pak tvaru

nmwx

u(r) = u,(x) = ¢, cosV/kx = ¢; cos 7 (3.15)
kde ¢; # 0 libovolné.
A tim tedy pfislusné vlastni funkce jsou
un () = cos \/Kn. (3.16)

Nyni se vraime ke kritickym bodiim (3.4):

detB — lindlbgg
blllin — dﬂﬁ%

Hn:{(dl,dg) ER?F 2d2: }

a vysvétleme si, jak k vySe uvedenému tvaru dojdeme. Pfi samotném feSeni soustavy (3.1)
pfejdeme k jedné rovnici 4. fadu, jejiz charakteristickd rovnice se ukdze bikvadratickou a tim
padem se po substituci w = r? stane oby&ejnou kvadratickou rovnici, coZ je podrobné& popsané
v Kapitole 4. Koreny budou tvaru

—(daby1 + d1bes) £ /D,

3.17
2dydy -17)

W12 =



s prisluSnym diskriminantem
Dw = (dell + d1b22)2 — 4d1d2d€tB.

Podle vztahu (3.9) vime, Ze plati

K=K, =—T

kde & je tvaru (3.14) a podle zavedené substituce w = r? plati
W = —Rnp,

pro x, > 0. Za w dosadime vyraz (3.17)

_ —(dab1y + dibag) + /(dabry + dibe2)? — 4dydadet B
2dds

Rp =

a postupnymi Gpravami se snazime vyjadfit d

—2dydykn, = —(dabyy + dibyy) + \/(dabiy + dibyy)? — 4dydydet B

(dgbll + d1b22> - 2d1dglﬁn = \/(dzbll + d1b22)2 - 4d1d2d6tB.
Dals$im krokem bude umocnéni rovnice na druhou a nasledné dpravy

((dgbu + d1b22) — ledgl*{,n)z = (dgbll + d1b22)2 — 4d1d2d€tB
(dobry + dibao)? — 4dydaky (dobyy + dibas) + 4did3k?; = (dabiy + dibez)? — 4dydadet B

—4dydyky (dabyy + diboy) + 4didok? = —4dydydetB
Pfevedeme vSe na levou stranu a vytkneme, co je mozné
—4d1dy (K (dabyy + dibys) — didyk? — detB) = 0.
vydélime to urité nenulovym vyrazem —4d;ds

Hn(dgbll + dlbgg) - dldgﬁi —detB = 0,
I{ndgbn + :‘indleQ — dldgﬁi = detB,

dg(/‘inbn — dllii) = detB — K/ndleQ
detB — KndleQ

bllf'ﬂ?n — dllﬁ'%

d2:

Timto jsme ziskali explicitné vyjadiené d, pomoci d;. Grafem mnozin kritickych bodia pro

kazdé n € N jsou hyperboly H,,, které jsou zndzornény na Obrazku 3.1.
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Obrazek 3.1: Kritické body pro Neumannovy podminky — hyperboly H,,.

3.1.2 ReSeni systému

Uloha (3.1) s ptisluSnymi okrajovymi Neumannovymi podminkami (3.2), (3.3) ma feSeni

tvaru
u(zr) = ACi(x) = Acos+/k,x = Acos ?7
v(z) = au(di,dy)AC(z) = Aay(dy, ds) cos/knx = A, (dy, dy) cos %)
kde
by — diky,
an(dy, do) = A 0,
bio
_ (T2
Kn ( g ) )

AeR (A#0) libovolné,

Cl<l’> — e + e "% — 6\/—mna: + 6—\/—7/%:17'

Podrobnosti Ize nalézt v [4].
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3.2 Parametr ¢ = 1 — Dirichletova okrajova podminka

Opét uvazujme systém pro funkce u, v € C?[0, /]

dlu” + bllu + leU =0
na (0, 7). (3.18)

dov” + boyu + byov = 0
Pro studovanou hodnotu parametru a = 1 dostdvame okrajové podminky (2.6), (2.7) ve tvaru
W'(0) = 0, u'(0)=0, (3.19)
v'(0) = 0, o()=0. (3.20)
Rozdil od predchoziho ptipadu je v posledni okrajové podmince, kterd se misto Neumannovy

stala Dirichletovou.

3.2.1 Kiritické body pro Dirichletovu podminku
Kritické body u této ulohy jiz nelze explicitné vyjadrit. Dojdeme pouze k implicitnimu

vyjadreni této mnoZiny ve tvaru
Kp ={(di,dy) € R : f(dy,d) = 0}. (3.21)
Funkce f(d;, dy) ma pfitom tvar
f(dl, dg) = 7"151 (E)Cg(f)(dlrg + bll) — TQSQ(E)Cl (f) (dlrf + bll)a (322)
kde
Si(x) =en® —e 7,
So(x) = e™* — 727
Ci(x) =e® + e 7,
Co(z) = ™" 4+ e 72",

Navic, proménné 7y, ry také zavisi na parametrech dy, ds.

Vysledek byl prevzat z literatury [4], Kapitola 4, kde nalezneme podrobny postup. Na Ob-
razku 3.2 je vykreslena mnozZina kritickych bodi K'p. Je patrné, Ze v roviné parametra difize
dy, ds kritické body tvoii kromé “hyperbol” jeste jednu kiivku, kterd je omezend v ds a jde s d;

az do nekonecna. Ta u Cisté Neumannovych podminek v pfredchozim piipadé zcela chybi.
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“h,bvp"” using 53 {F1==2?¥11:1/8) —+—

hyp{x,kapaj{1}} —
14 hyp{x,kapa_j{2}}
hyp{#.kapaj{3}}
: hyp{x, kapaj{4)}

Obrazek 3.2: Kritické body pro Neumannovy a Dirichletovu podminku.

3.2.2 Reseni systému

Uloha (3.18) s piislusnymi okrajovymi Neumannovymi a Dirichletovou podminkou (3.19),

(3.20) ma pro vSechna (d;, ds) € K feSeni tvaru

u(z) = A(Cy(z) — Co(x)a(dy, ds)) = € (0,0),

dy (r}Cy () — r3Cy(x)a(dy, da)) 4 bii (Ci(x) — Coz)a(dy, dy)) z € (0,0)
b12 | |

A € Rlibovolné (A #0) a «fdy,dy) = 22252-

Na jednotlivé kroky vypoctu se 1ze podivat opét do literatury [4], Kapitola 4, odkud byly

v(xr)=—A

vysledky prevzaty.
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Kapitola 4

Systém reakce-difiize s Newtonovou

okrajovou podminkou

V této kapitole jiz budeme feSit systém reakce-difize se zadanymi smiSenymi okrajovymi
podminkami s parametrem. Zaméfime se na specidlni typ aktivator-inhibitor, kdy bude potieba

predpokladat urCité pozadavky.

4.1 Zadani dlohy

Zabyvéame se soustavou dvou diferencidlnich rovnic druhého fadu pro u, v zadanou nésledu-
jicim zptisobem
dlu” + b11u + b12U = O,
na (0, (), 4.1)
ng” + 621u + 6221) = 0,

kde di, dy € R a by, bia, ba1, boy € R. K danému systému ndleZi zadané okrajové podminky,
z nichz tfi jsou Neumannovy a jedna Newtonova
u'(0) = 0, u'(0) =0, (4.2)
V'(0) = 0, av(d)+(1—a)'(¢)=0, (4.3)
u posledni podminky vidime parametr a € [0, 1]. V pfipadé a = 0 dloha pfejde na systém

se Ctyfmi Neumannovymi podminkami. Pokud a = 1 posledni Newtonova podminka se stane

Dirichletovou.
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4.2 Pozadavky na systém
Abychom mohli mluvit o systému typu aktivator-inhibitor potiebujeme mit zajiSt€né po-

Zadavky na koeficienty b;;. Sestavime-li z nich matici

B— bll b12 :
b21 b22

pozadujeme, aby znaménkové spliiovala jednu z nésledujicich moZnosti

+ - + +
nebo
+ —_ —_ —

Navic pfi zavedeném oznaceni pro determinant matice B
det B = (by1bay — ba1b12)
vyzadujeme, aby platily podminky
detB >0, trB <0,

kde tr B je stopa matice B.

4.3 ResSeni prevedenim systému na jednu rovnici 4.radu
Po zminéni vSeho dileZitého dalsim krokem bude pfevedeni systému na jednu rovnici
¢tvrtého fadu a ndsledna transformace okrajovych podminek. Z prvni rovnice (4.1) si vyjadiime

proménnou

"
po bt 0.0, (4.4)
b12

které potom dosadime do druhé rovnice (4.1) a po jednoduchych tpravéach se dostaneme ke

tvaru
dldgu”" —+ (dgbn + dlbgg)uu + (b11b22 — blzbgl)u = O na (O,f), (45)

coZ je pozadovana rovnice 4. fadu.

4.3.1 Transformace okrajovych podminek
Nyni se zaméfime na okrajové podminky (4.3), které je nutno transformovat, zatimco (4.2)

se zachovavaji. Pfipravime si derivaci (4.4), kterd bude tvaru

V() = — dw”’(%‘)bl buv'(z) (4.6)
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PouZijeme okrajové podminky (4.2) pro piepocitini (4.3) s vyuZitim (4.6)

1 d
v'(0) = —— (dyu"(0) + by (0)) = ——u"(0) = 0.
b12 b12
Z ptedpokladu by5 # 0 ady > 0 plyne
u"'(0) = 0. 4.7)

Zbyva ztransformovat posledni Newtonovu podminku:

av(0) + (1 — a)v'(0) = —é(dlu”(é) + (o) — & b;“) (dyu” (£) + byyul' (£))

- _édl[(auﬂ(@ + (1 = a)u"(£)) + by (au(l) + (1 — a)u/(ﬁ))].

Pro finélni formu ¢tvrté okrajové podminky vyuZijeme druhou podminku (4.2)

di(au”(0) + (1 — a)u" (€)) + byrau(f) = 0. 4.8)

4.4 Charakteristicka rovnice a jeji reseni

Vyse ziskana rovnice (4.5) je linedrni homogenni obycejna diferencidlni rovnice 4. fadu
s konstantnimi koeficienty a ¢tyfmi homogennimi okrajovymi podminkami — ptivodni (4.2) a
nové ziskané (4.7), (4.8).

V piipadé takovéto homogenni diferencidlni rovnice hleddme feSeni ve tvaru
u(x) =e™ (4.9)
s néjakym r € C. Dosazenim (4.9) do rovnice (4.5) ziskame
dydyr*e™ + (dybyy + dybgy)r?e™ + detBe™ = 0,
kde naslednym vykracenim nenulového ¢lenu €™ dospéjeme k charakteristické rovnici
dydyr® + (dabyy + dyboy)r? + detB = 0 (4.10)

pro nezndmy parametr » € C. Vidime, Ze ziskand rovnice je bikvadratickd. Jednoduchou sub-

stituci
w=r? (4.11)
prevedeme (4.10) na obycejnou kvadratickou rovnici
dydyw? + (dabiy + dybyy)w + detB = 0,
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kterou dale budeme feSit zndmym vzoreCkem pro vypocet diskriminantu
Dw = (dgbll + dlbgg)Q — 4d1d2d€tB

a téz zname vyjadieni kofenti dané kvadratické rovnice

—(dabyy + dybas) £ /D,
2d,ds ’

Wi2 =

4.4.1 Nulovy diskriminat
Nyni bude zdleZet na hodnoté¢ diskriminantu. Vyjde-li D, = 0, ziskdme dvojnidsobny kofen
a ani v nasi ptvodni bikvadratické rovnici (4.10) pro neznamou r nebudeme mit ¢tyfi rizné
kofeny. CoZ by znamenalo fundamentdlni systém feSenti, ktery v pfipadé vicenasobného kofene

je tvaru

_ T T —Trx —Trx
FS = {e"® xe"® e "% ge "7}

Pripad D, = 0 neni genericky a nastdva pouze na mnoZiné miry nula v rovin¢ parametri

(dy, dy), proto nebudeme tento piipad uvazovat.

4.4.2 Nenulovy diskriminat
Zatimco vyjde-li ndm D, # 0, ziskame tim dva rizné kofeny w;, wo a opét zpétnym
dosazenim do (4.10) pro ziskani ptvodniho feSeni dostavame Ctyii kofeny, kdy dané dva se
vzdy 1i$f pouze znaménkové diky zavedené substituci w = 72, a proto je mozné povaZovat za

feSeni charakteristické rovnice kofeny
™ = \/w_l )
- = —\/W_l )
ro = \/w_2 ,
—ry = —y/Ws.

Ptislusny fundamentalni systém je

T —rx 0% —TroX
FS = {en® 7% " 720},

4.5 Obecné reseni rovnice

Obecné feSeni pro zndmy FS vytvoifime jako linedrni kombinaci
u(x) = Ae"® + Be " 4 Ce™* 4+ De™™*  x € (0,4), (4.12)
pro libovolné A, B,C, D € R.
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4.5.1 Dosazeni do okrajovych podminek
Ptipravime si jednotlivé derivace obecného feSeni (4.12), které postupné vyuZijeme pii
dalS$im vypoctu
' (z) =r1e""A —rie”" B+ 19e™ C — r9e” " D,
u'(z) = r2e" A+ rie " B 4+ r3e"C + rie” " D,

u”(z) = 13" A —rie” " B 4 rie" C — rje 2" D.
Tyto derivace dosazujeme nejprve do dvou okrajovych podminek definovanych pro x = 0 v
prvni Casti (4.2) a (4.7), u kterych nejdiive provedeme jednoduché pozorovéni a aZ nasledné
vyuZzijeme zbyvajici okrajové podminky
w'(0) =rA—rB+1r,C—ryD =0,
u”(0) =r?A—rB+r3C —riD = 0.
Provedeme vytknuti ¢lend 74, 7o
r1(A—B)+ry(C—D)=0,
(A= B)+r;(C — D) =0.
A zapiSeme v maticovém tvaru

T T A-B
r3 s C—-D

= 0. (4.13)

Z predeslé matice (4.13) si udélame determinant a nasledné vytkneme, co pujde

T2 3 3 2 2
= riry — rire = rire(ry — ). (4.14)
P33

1 72

Podle jiz diive zkoumanych vlastnosti kofent 1, 5 charakteristické rovnice (4.10) vime, Ze
plati 7o # 0 (viz [4], Kapitola 2). Pfi pouziti (4.11) a z pozadavku D, # 0 bude platit

w1 # we. Dame-li v§e dohromady, urcité bude platit

7’17"2(0.)2 — U.)1> 7& 0.

Vyse definovany vyraz je determinant matice soustavy (4.13) a je tedy patrné, Ze nikdy nebude
nulovy. Proto je jasné, Ze pro splnéni celého (4.13) musi byt splnéno

A-—B

C—-D

=0, (4.15)
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odkud dostavame

A=B,
C =D.

Nyni jiz staci uvazovat pouze koeficienty A, C'. Doposud jsme vyuzili pouze dvé okrajové
podminky pro x = 0 a nyni je Cas pouZzit zbyvajici dvé pro x = ¢. Opét do pripravené derivace

dosazujeme podminky (4.2), tentokrat vSak druhou Cast
u'(0) = rie™ A — rie T A 4 e C — rae 0 = 0.
Z prvnich dvou ¢lent vytkneme spole¢né a to samé udélame i pro posledni dva Cleny
u'(0) = Ari (et — e 4 Crye’ — e = 0.

V kapitole 2 sekci 2.6 jsme si zavedli substituce, které nyni mizeme pouZit pro zjednoduseni
vyrazu

u'(0) = Ar1S1(€) + CreSy(€) = 0.

Posledni nevyuzitou podminkou ziistiva Neumannova v transformované formé (4.8)
dyfau” (0) + (1 — a)u” (0)] + briau(l) = dy[a(r? A(e™ + e7™) + r2C(e™ 4 e72))+
+(1—a)(riA(e —e ) 1 r3C (e — e+ ba(A(e ) + C(e + 7)) = 0.

Nejprve ze sekce 2.6 vyuZzijeme zavedené substituce
di[a(r? ACL(€) + r3CCo(£)) + (1 — a) (rP AS1(£) +r3C Sy (0)] + biia(AC, (£) + CCy(£)) = 0.
Nyni vytkneme koeficienty A, C'

Aldy (ar?Cy(0)+(1—a)r?S1(£))+b11aC, ()] —C[dy (ar3Cy(£)+(1—a)rs Sy (£))+b11aCy(£)] = 0.

4.5.2 Soustava a jeji reSeni
V predchozi sekci 4.5.1 jsme pomoci prvnich dvou okrajovych podminek pro x = 0 zjistili,
ze nadale nam sta¢i pracovat pouze se dvéma z koeficientd. Zbyvajici dvé podminky ndm
vytvoii homogenni soustavu linedrnich rovnic, u které nds bude zajimat feSeni pro koeficienty

A, C'. Matice této soustavy je tvaru

di(ariCi(0) + (1 — a)r3S1(0)) + by1aCi(€) —di(ariCy(f) + (1 — a)r3Sy(£)) + by1aCy(f)
r151(0) 7952 (()

18



Koeficienty A, C' nulové nechceme, protoZze bychom v obecném feSeni dostali vSechny koe-
ficienty nulové, coZ by pro feSeni soustavy znamenalo pouze trividlni feSeni, o kterém jiz od
zacatku vime. Nés ovSem zajimd netrividlni feSeni, které ziskame v pripadé, Ze determinant
matice soustavy bude nulovy. To nastane tehdy, kdyz fddky matice budou linedrné zavislé.

Vybereme si jeden fadek matice, vyndsobime ho vektorem koeficientl (A, C)T a mame
ATl(Sl(g)) + CTQ(SQ(K)) =0.

Odtud si vyjadiime jeden zvoleny koeficient pomoci druhého

T'QSQ (E)

A=—
T151 (f)

. (4.16)

Nyni si uvédomime a pfipomeneme, jak vypadd obecné feSeni rovnice, které je uvedeno v
(4.12) a je tvaru
u(z) = Ae"® + Be " 4 Ce™* + De ™%,

U tohoto tvaru feSeni také vyuZijeme jiz zndmého faktu, Ze B = A, D = (' a tim dostaneme

obecné feseni ve tvaru
w(x) = Ae™" + Ae T 4 Ce* 4 Ce ™7,
po vytknuti koeficientti
u(z) = A(e"* + e ) + C(e™ + e 7).
Opét pro zjednoduseni miZeme vyraz prepsat pomoci substituce ze sekce 2.6
u(z) = AC, () + CCy(x).

Dosadime (4.16) do vyrazu vyse

7"252(6)
u(r) = —-C Ci(x) + CCy(x).
( ) 7”151(6) 1( ) 2( )
Findlni vyraz pro feseni jesté upravime vytknutim koeficientu C'
7”252(6)
u(x) = C(— Ci(x) + Ca(x)). 4.17
(x) = O~ 3 Chla) + Cofa) @17)

Pro ziskani druhé slozky feseni v(x) systému (4.1) dosadime do vyrazu (4.4) a ziskame

dy(r3Cs(x) — 701 (2) 254 + bua(Ca(z) — Ci(2) 24)
v(x) = —C( “21 SO (4.18)

Tim jsme ziskali hledané feSeni ulohy (4.1) s okrajovymi podminkami (4.2), (4.3).
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4.5.3 Kritické body

Jak je patrné z predchoziho postupu, mnoZzinu kritickych bodi dostaneme jako mnoZinu

nulovych bodt determinantu vyse uvedené matice

di(ar?Cy(0) + (1 — a)r3S1(0)) + by1aCi(€)  —di(ar3Co(l) + (1 — a)r3Sa(€)) + biraCa(l)
7”151 (g) 7’252(6)

Pokud si definujeme funkci f(a, d;, dy) jako determinant této matice, tedy
fla,dy,dy) = [di(ariCy(€) + (1 — a)r?Si(£)) + b1aCy(€)]r2Ss(£) —
7181 (0)[—dy (ariCy(f) + (1 — a)r3Sy(€)) + b1aCs(f)],
mnozina kritickych bodi je pak
K, ={(di,ds) € R% : f(a,dy,dy) = 0}. (4.19)

Zdtraznéme, Ze vSechny funkce S (¢), So (), C1(€), Cy(£) jsou funkcemi kofent charakteris-
tické rovnice 1,5, které jsou sami zase funkcemi parametrd d;,ds. Neni proto myslitelné
jeden parametr diftize pomoci druhého analyticky vyjadfit a ziskat tim explicitné mnoZinu

kritickych bodii.
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Kapitola 5

Priklad

V této kapitole si na prikladu nazorn¢€ ukazeme, jak vypada mnoZina kritickych bodu. Zvolime

si velikost intervalu ¢ = 7 a konkrétni matici

B =
2 =2
Ta spliiuje pozadavky na ni kladené, tzn. matice odpovida znaménkovym predpokladim pro

typ aktivator-inhibitor a plati

1
detB = =2 (—4)=2>0,
2 -2

trB=1+(-2)=-1<0.

5.1 Konkrétni soustava a okrajové podminky

Soustava odpovidajici matici B m4i tvar

i +u—2v = 0,
(5.1)
dov” +2u—2v = 0.
Rovnice uvazujme na intervalu (0, 7). Okrajové podminky jsou potom nasledujici
u'(0) = 0, u'(m) =0, (5.2)
V'(0) = 0, av(m)+ (1—a)d(r)=0. (5.3)

Na nékolika nésledujicich obrazcich je vykreslena mnoZzina kritickych bodi

Ka = {(dl,dz) < Ri . f((l,dl,dg) = 0},
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kde
fla,dy, do) = [di(ar?Cy(£) + (1 — a)riS1(€)) + braCy(£)]ra(Sa(€)) —

1 (Sl(€>>[—d1 (CLT’%OQ(£> + (1 - CL)T’;’SE(K)) + buaOQ(g)].

Na Obrazcich 5.1, 5.2 jsou zachyceny kritické body pro rtizné hodnoty parametru a. Na
Obrazku 5.3 je soucasné vykresleno totéZ pro nékolik hodnot parametru a, konkrétni hodnoty

nalezneme u jednotlivych popiskd.

133 T T T
"8,5=b,.bvp” using 53 {(F1==2?¥11:1/8) —+—
hyp{x,kapaj{1}} —
hyp{x,kapa_j{2}}
hyp{#.kapaj{3}}
hyp{x,kapa_j{4}}
88
68
48 -
28 -
B 1
1 1.5 2

Obrazek 5.1: Kritické body pro a = 0.5.
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188

" "@,3-b.bup" using 5:($1==27411:1/8) —+—
hypi{x,kapaji{1}} ——
hyp{x.kapaj{2}}
hyp{x,kapa_j{3)}
hyp{#. kapaj{4}}

88

68

48

28

B 1 1
a 8.5 1 1,5 2

Obrazek 5.2: Kritické body pro a = 0.3.

448 T T T
"8,5=b, bvp” using 53 (F1==2?F11:1/8) —+—
“d,3=u.bvp” using 9 FLI=S2:-F1151/0) ——
"8,2=h, bvp” using 53 {(F1==27?F11:1/8)
3%@ "8,1-b,.bvp" using S:{F1==27%11:1/8}
"8,85-b,.bvp” using 53 {F1==27F11:1/8)
hyp{x, kapaj{1}} ——
hypi{x,kapaj{2)} ——
L hyp{x,kapaj{3}} ——
388 hyp{x, kapajid4}) ——
258 -
208 -
158 -
188 -
a8 -
B 1 1 1
a 1 1.5 2

Obrazek 5.3: Kritické body pro a = 0.5,0.3,0.2,0.1, 0.05.
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Kapitola 6
Zaver

V této bakalarské praci jsme studovali systém reakce-difuze typu aktivétor inhibitor se tfemi
Neumannovymi a jednou Newtonovou okrajovou podminkou zévislou na parametru a € [0, 1].
Zabyvali jsme se existenci netrividlniho feSeni vzhledem k parametrim difize. Podafilo se
nam ukézat prechod mezi znamymi vysledky. Ukézali jsme, Ze dojde ke zméné v rovin€ pa-
rametri dy, ds pii pfechodu od hyperbol pro ¢tyfi Neumannovy okrajové podminky po zménu
v jedné z okrajovych podminek za Dirichletovu a tim ziskanou kfivku s asymptotou v ds. Pfi
spojité zmeéné od hodnoty parametru a = 1 (pfipad s Dirichletovou okrajovou podminkou) tato
ktivka ustupuje nahoru a zfejmé do nekonecna v proménné ds po hodnotu a = 0 (pfipad Cisté

Neumannovych podminek).

24



Literatura

[1]

[2]

[3]

[5]

[8]

E. J. DOEDEL, ALAN R. CHAMPNEYS, FABIO DERCOLE, ET AL., AUTO-07P: Conti-
nuation and Bifurcation Software for Ordinary Differential Equations, 2008. Dostupné

Z: http://sourceforge.net/projects/auto-07p/

J. EISNER, M. VATH, Location of bifurcation points for a reaction-diffusion system with

Neumann-Signorini conditions, Advanced Nonlinear Studies 11 (2011), s. 809-836.

C. EDWARDS, DAVID E PENNEY, Elementary differential equations. 6th ed. Upper Sad-

dle River, N.J.: Pearson Prentice Hall, 2008. ISBN 01-323-9730-7.

P. KOUBA, Existence netrividlniho feSeni pro systémy reakce-difiize typu aktivdtor-
inhibitor v zdvislosti na parametru. C. Budé&jovice, 2015. diplomova prace (Mgr.).

JihoCeska univerzita v Ceskych Budg&joviciich, P¥irodovédeckd fakulta.

KRAJC, BEREMLUISKI, Obycejné diferencidlni rovnice. Ostrava, 2012. Dostupné z:
http://mi2l.vsb.cz/modul/obycejne-diferencialni-rovnice.

Reseni projektu u ”"Matematika pro inZenyry 21. stoleti — inovace vyuky matematiky na
technickych Skoldch v novych podminkach rychle se vyvijejici informacni a technické
spoleCnosti”. Vysoka Skola banska - Technickd univerzita v Ostravé a Ziapadoceska

univerzita v Plzni.
M. KUCERA, Diferencidlni rovnice v Biologii II, studijni text ZCUv Plzni, 44 s.

M. KUCERA, M. VATH, Bifurcation for a reaction-diffusion system with unilateral and

Neumann boundary conditions, J. Differential Equations 252, 2012, s. 2951-2982.

J. KURZWEIL, Obyéejné diferencidlni rovnice: Uvod do teorie obycejnych dife-

rencidlnich rovnic v redlném oboru. 1. vyd. Praha: SNTL, 1978, 418 s.

25



[9] S. MiKA, A. KUENER, Okrajové iilohy pro obycejné diferencidlni rovnice, 1. vyd. Praha:

SNTL, 1981, 88 s.

[10] M. MIMURA, Y. NISHIURA AND M. YAMAGUTI, Some diffusive prey and predator

systems and their bifurcation problems, Ann. N.Y. Acad. Sci., 1979, s. 490-521.

[11] Y. NISHIURA, Global structure of bifurcating solutions of some reaction-diffusion sys-

tems, SIAM J. Math. Analysis, 1982, s. 555-593.

[12] A. M. TURING, The chemical basis of morphogenesis, Phil. Trans. Roy. Soc. 1952, s.
37-72.

26



	Úvod
	Základní pojmy
	Prostory funkcí
	Systém reakce-difúze
	Aktivátor-inhibitor

	Typy okrajových podmínek
	Neumannovy okrajové podmínky
	Neumannovy a Dirichletova okrajová podmínka

	Netriviální rešení systému
	Kritické body
	Použité substituce a znacení

	Známé výsledky
	Parametr  a=0  — Neumannovy okrajové podmínky
	Kritické body pro Neumannovy podmínky
	Rešení systému

	Parametr a=1 — Dirichletova okrajová podmínka
	Kritické body pro Dirichletovu podmínku
	Rešení systému


	Systém reakce-difúze s Newtonovou okrajovou podmínkou
	Zadání úlohy
	Požadavky na systém
	Rešení prevedením systému na jednu rovnici 4.rádu
	Transformace okrajových podmínek

	Charakteristická rovnice a její rešení
	Nulový diskriminat
	Nenulový diskriminat

	Obecné rešení rovnice
	Dosazení do okrajových podmínek
	Soustava a její rešení
	Kritické body


	Príklad
	Konkrétní soustava a okrajové podmínky

	Záver

