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této kvalifikačnı́ práce. Souhlası́m dále s tı́m, aby toutéž elektronickou cestou byly v souladu s
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1 Úvod 1
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3.2.1 Kritické body pro Dirichletovu podmı́nku . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Kapitola 1

Úvod

Bakalářská práce navazuje na již známé výsledky problematiky týkajı́cı́ se systému reakce-

difúze typu aktivátor-inhibitor [2, 4, 6, 7, 10, 11, 12].

Systém je řešen na obecném intervalu (0, `) a skládá se ze dvou homogennı́ch lineárnı́ch

rovnic druhého řádu. Okrajové podmı́nky jsou také homogennı́, proto systém má vždy triviálnı́

řešenı́ (u, v) = (0, 0). Hledáme tzv. kritické body, tj. takové parametry difúze d1, d2, pro které

existuje netriviálnı́ řešenı́, tzn. (u, v) 6= (0, 0).

Jednı́m z prvnı́ch vyřešených problémů je systém se čtyřmi Neumannovými okrajovými

podmı́nkami. Množinu kritických bodů tvořı́ hyperboly v rovině parametrů difúze. Je možné

ji spočı́tat analyticky a explicitně vyjádřit. Podrobnosti viz [4, 10, 11].

Druhý řešený problém spočı́vá ve změně jedné z okrajových podmı́nek předchozı́ho přı́-

padu, kdy mı́sto Neumannovy okrajové podmı́nky pro inhibitor na pravém konci intervalu

zadáme podmı́nku Dirichletovu. V tomto přı́padě již nenı́ možné dopočı́tat se analyticky k ex-

plicitnı́mu vyjádřenı́ množiny kritických bodů, lze zı́skat pouze implicitnı́ [2, 4, 7].

Bakalářská práce zkoumá přechodový typ výše popsaných problémů. Opět máme zadánu

úlohu se třemi Neumannovými okrajovými podmı́nkami a poslednı́ Newtonova obsahuje pa-

rametr a ∈ [0, 1], přičemž jejı́ zadánı́ nám dovoluje dostat se k oběma výše popsaným si-

tuacı́m a to pro a = 0, resp. a = 1. Cı́lem práce je pokusit se zodpovedět otázku, jakým

způsobem docházı́ ke kvalitativnı́ změně množiny kritických bodů při změně Neumannovy

podmı́nky za Dirichletovu. V pracech [2] (pro oblast v jedné dimenzi) a [7] (v obecné dimenzi)

byla pro úlohu s Dirichletovou podmı́nkou dokázána existence jedné z větvı́ kritických bodů

ubı́hajı́cı́ v parametru d1 do nekonečna, která je zároveň omezená v parametru d2. Takováto

větev nemůže existovat pro úlohu s čistě Neumannovými podmı́nkami, kde jsou všechny větve
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kritických bodů hyperboly omezené v proměnné d1 a ubı́hajı́cı́ do nekonečna v d2. Abychom

zjistili, co se s touto větvı́ stane, byla zvolena úloha s Newtonovou podmı́nkou a s parametrem,

umožňujı́cı́ spojitý přechod mezi oběma krajnı́mı́ situacemi.

Text je členěn do několika kapitol. V Kapitole 2 nalezneme základnı́ pojmy a seznam

značenı́, které se objevuje v průběhu celé práce. Kapitola 3 rozebı́rá známé výsledky pro

systém reakce-difúze jednak s čistě Neumannovými a dále se třemi Neumannovými a jed-

nou Dirichletovou okrajovou podmı́nkou. Systém s Newtonovou podmı́nkou a závislost na

parametru a jsou studovány v Kapitole 4. Výsledky práce jsou demonstrovány na konkrétnı́m

přı́kladě v Kapitole 5, kde je ukázáno, jak se měnı́ množina kritických bodů při změně para-

metru a.

Práce je sepsána systémem LATEX, obrázky byly numericky vypočteny v programu AUTO

a následně vykresleny v programu Gnuplot.
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Kapitola 2

Základnı́ pojmy

2.1 Prostory funkcı́
Zkoumaný systém zahrnuje funkce, které spadajı́ do množiny spojitých a spojitě diferen-

covatelných funkcı́. Označenı́m

Ck[a, b]

rozumı́me množinu všech funkcı́ na uzavřeném intervalu [a, b], které na něm jsou spojité a

také majı́ spojitou derivaci až do k-tého řádu včetně, kde k je celé nezáporné čı́slo. Na krajı́ch

intervalu uvažujeme jednostranné derivace, respektive derivaci zleva a zprava.

2.2 Systém reakce-difúze
Uvažujme systém o dvou rovnicı́ch pro funkce u, v ∈ C2[0, `] tvaru

d1u
′′ + b11u+ b12v = 0

d2v
′′ + b21u+ b22v = 0

 na (0, `),

kde členy b11u, b12v, b21u, b22v představujı́ reakci a členy u′′, v′′ difúzi, která je závislá a zároveň

ovlivňována parametry d1, d2 ∈ R+.

2.2.1 Aktivátor-inhibitor
Matice z jednotlivých členů představujı́cı́ch reakci v systému uvedeném výše

bij =

b11 b12

b21 b22


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může představovat speciálnı́ typ reakce-difúze. Při dodrženı́ znamének u jednotlivých členů,

symbolicky zapsané v maticovém tvaru+ −

+ −

 nebo

+ +

− −

 ,

mluvı́me o typu zvaném aktivátor-inhibitor, kde složka u představuje aktivátor a v inhibitor.

2.3 Typy okrajových podmı́nek
Opět uvažujeme stejný systém pro funkce u, v

d1u
′′ + b11u+ b12v = 0

d2v
′′ + b21u+ b22v = 0

 na (0, `), (2.1)

u kterého máme zadané přı́slušné okrajové podmı́nky. Tři z nich jsou Neumannovy a jedna

Newtonova

u′(0) = 0, u′(`) = 0, (2.2)

v′(0) = 0, av(`) + (1− a)v′(`) = 0, (2.3)

kde a je parametr a a ∈ [0, 1].

2.3.1 Neumannovy okrajové podmı́nky
V přı́padě že hodnota parametru a = 0, dostáváme systém, u kterého máme pouze Neu-

mannovy okrajové podmı́nky

u′(0) = 0, u′(`) = 0, (2.4)

v′(0) = 0, v′(`) = 0. (2.5)

Tato situace již byla v několika předchozı́ch studiı́ch zkoumána a množinu hledaných kri-

tických bodů v rovině parametrů difúze d1, d2 tvořı́ části hyperbol.

2.3.2 Neumannovy a Dirichletova okrajová podmı́nka
V přı́padě že hodnota parametru a = 1, dostáváme systém, u kterého máme tři Neuman-

novy okrajové podmı́nky a poslednı́ je Dirichletova

u′(0) = 0, u′(`) = 0, (2.6)

v′(0) = 0, v(`) = 0. (2.7)

I tato situace již byla zkoumána a na rozdı́l od předchozı́ho přı́padu se nedá množina kritických

bodů zapsat v explicitnı́m tvaru.
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2.4 Netriviálnı́ řešenı́ systému
Systém (2.1) společně s okrajovými podmı́nkami (2.2), (2.3), které jsou homogennı́, určitě

má triviálnı́ řešenı́ (u, v) = (0, 0), které pro nás ovšem nenı́ zajı́mavé. Cı́lem této práce bude

pro dané a ∈ [0, 1] nalézt netriviálnı́ řešenı́ systému v závislosti na parametrech d1, d2.

Za řešenı́ budeme považovat takové funkce u, v, které budou splňovat systém (2.1) a současně

s tı́m i okrajové podmı́nky (2.2), (2.3) a dále musı́ platit regularita

u, v ∈ C2[0, `].

2.5 Kritické body
Pod pojmem kritické body rozumı́me ty hodnoty parametrů d1, d2, pro které existuje i

netriviálnı́ řešenı́ okrajové úlohy.

2.6 Použité substituce a značenı́
Během celé práce se při některých výpočtech objevı́ složité a dlouhé vzorce, u kterých

bude pohodlnějšı́ zavést si substituce, které nalezneme právě v této sekci.

S1(x) = er1x − e−r1x, S2(x) = er2x − e−r2x,

C1(x) = er1x + e−r1x, C2(x) = er2x + e−r2x

pro ri ∈ C a x ∈ [0, `].

Při práci se systémem (2.1) budeme předpokládat několik věcı́. V matici

B =

b11 b12

b21 b22


výrazem

detB =
b11 b12

b21 b22
= b11b22 − b21b12

rozumı́me determinant matice B, u kterého v celé práci předpokládáme, že platı́

detB > 0.

Výrazem

trB = b11 + b22

označı́me stopu matice B, pro kterou opět v celé práci platı́

trB < 0.
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Kapitola 3

Známé výsledky

V následujı́cı́ kapitole si ve stručnosti shrneme známé výsledky pro dvě extrémnı́ hodnoty

parametru a = 0, a = 1. Jednotlivé postupy nebudou rozebı́rány úplně detailně. Podrobnosti

nalezneme až v Kapitole 4, ve které se zabýváme spojitým přechodem parametru a, což je

cı́lem této bakalářské práce. Jednotlivé kroky při hledánı́ kritických bodů jsou ovšem totožné.

3.1 Parametr a = 0 — Neumannovy okrajové podmı́nky
Uvažujme systém pro funkce u, v ∈ C2[0, `]

d1u
′′ + b11u+ b12v = 0

d2v
′′ + b21u+ b22v = 0

 na (0, `). (3.1)

Pro studovanou hodnotu parametru a = 0 dostáváme okrajové podmı́nky (2.4), (2.5) tvaru

u′(0) = 0, u′(`) = 0, (3.2)

v′(0) = 0, v′(`) = 0. (3.3)

3.1.1 Kritické body pro Neumannovy podmı́nky
V rovině parametrů d1, d2 kritické body tvořı́ hyperboly Hn (viz [4, 10]). Ty je možné

zapsat jako množinu bodů, kdy jeden parametr vyjádřı́me pomocı́ druhého

Hn = {(d1, d2) ∈ R2
+ : d2 =

detB − κnd1b22
b11κn − d1κ2n

}. (3.4)

Zde κn je vlastnı́ čı́slo úlohy

u′′ + κu = 0 na (0, `) (3.5)

s okrajovými podmı́nkami

u′(0) = 0, u′(`) = 0. (3.6)

6



Nynı́ si vyřešı́me tuto okrajovou úlohu a ukážeme si, jak vypadajı́ vlastnı́ čı́sla κn. Spočı́táme

ji pomocı́ charakteristické rovnice, jelikož předpokládáme řešenı́ tvaru

u(x) = erx.

Dosazenı́m do (3.5) dostáváme

r2erx + erxκ = 0 (3.7)

a vykrácenı́m nenulového členu erx zı́skáme

r2 + κ = 0. (3.8)

To už je obyčejná kvadratická rovnice, která má řešenı́

r1,2 = ±
√
−κ. (3.9)

Nynı́ je potřeba uvažovat κ > 0. V opačném přı́padě zı́skáme pouze triviálnı́ řešenı́ okrajové

úlohy (3.5). Pro κ > 0 zı́skáme komplexnı́ kořeny r1, r2. Obecné řešenı́ rovnice (3.5) pro ně je

tvaru

u(x) = c1 cos
√
κx+ c2 sin

√
κx. (3.10)

Máme předepsány Neumannovy okrajové podmı́nky, připravme si proto derivaci řešenı́

u′(x) = −
√
κc1 sin

√
κx+

√
κc2 cos

√
κx. (3.11)

Dosadı́me do okrajových podmı́nek (3.6)

0 = −
√
κc1 sin 0 +

√
κc2 cos 0, (3.12)

0 = −
√
κc1 sin

√
κ`+

√
κc2 cos

√
κ`. (3.13)

Protože vı́me, že sin(0) = 0, dosazenı́m do prvnı́ rovnice nám vyjde

0 =
√
κc2 cos 0.

Dále použijeme, že opět známe hodnotu cos(0) = 1, tı́m zı́skáme

0 =
√
κc2.

Vzhledem k pozitivitě κ nynı́ jasně vyplývá, že pro splněnı́ rovnice musı́ koeficient c2 = 0. Tı́m

pádem již ale koeficient c1 nulový být nesmı́, protože bychom se opět dostali ke triviálnı́mu
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řešenı́. To potom využijeme ve druhé podmı́nce pro x = ` a rovnice (3.13) přejde na jednoduššı́

tvar

0 =
√
κc1 sin

√
κ`.

Jak již bylo zmı́něno, κ ani koeficient c1 nulové být nesmějı́. Zbývá tedy možnost, že

sin
√
κ` = 0.

Aby se nám funkce sin
√
κ` vynulovala, musı́ pro jejı́ argument platit

√
κ` = nπ

pro nějaké n ∈ N. Vyjádřı́me si κ

κ = (
nπ

`
)2.

Pro ∀n ∈ N jsme dostali vlastnı́ čı́sla

κ = κn := (
nπ

`
)2. (3.14)

Řešenı́ okrajové úlohy (3.5), (3.6) je tedy pak tvaru

u(x) = un(x) := c1 cos
√
κx = c1 cos

nπx

`
, (3.15)

kde c1 6= 0 libovolné.

A tı́m tedy přı́slušné vlastnı́ funkce jsou

un(x) = cos
√
κnx. (3.16)

Nynı́ se vrat’me ke kritickým bodům (3.4):

Hn = {(d1, d2) ∈ R2
+ : d2 =

detB − κnd1b22
b11κn − d1κ2n

}

a vysvětleme si, jak k výše uvedenému tvaru dojdeme. Při samotném řešenı́ soustavy (3.1)

přejdeme k jedné rovnici 4. řádu, jejı́ž charakteristická rovnice se ukáže bikvadratickou a tı́m

pádem se po substituci ω = r2 stane obyčejnou kvadratickou rovnicı́, což je podrobně popsané

v Kapitole 4. Kořeny budou tvaru

ω1,2 =
−(d2b11 + d1b22)±

√
Dω

2d1d2
(3.17)

8



s přı́slušným diskriminantem

Dω = (d2b11 + d1b22)
2 − 4d1d2detB.

Podle vztahu (3.9) vı́me, že platı́

κ = κn = −r2

kde κ je tvaru (3.14) a podle zavedené substituce ω = r2 platı́

ω = −κn,

pro κn > 0. Za ω dosadı́me výraz (3.17)

κn = −
−(d2b11 + d1b22) +

√
(d2b11 + d1b22)2 − 4d1d2detB

2d1d2

a postupnými úpravami se snažı́me vyjádřit d2

−2d1d2κn = −(d2b11 + d1b22) +
√

(d2b11 + d1b22)2 − 4d1d2detB

(d2b11 + d1b22)− 2d1d2κn =
√

(d2b11 + d1b22)2 − 4d1d2detB.

Dalšı́m krokem bude umocněnı́ rovnice na druhou a následné úpravy

((d2b11 + d1b22)− 2d1d2κn)
2 = (d2b11 + d1b22)

2 − 4d1d2detB

(d2b11 + d1b22)
2 − 4d1d2κn(d2b11 + d1b22) + 4d21d

2
2κ

2
n = (d2b11 + d1b22)

2 − 4d1d2detB

−4d1d2κn(d2b11 + d1b22) + 4d21d
2
2κ

2
n = −4d1d2detB

Převedeme vše na levou stranu a vytkneme, co je možné

−4d1d2(κn(d2b11 + d1b22)− d1d2κ2n − detB) = 0.

vydělı́me to určitě nenulovým výrazem −4d1d2

κn(d2b11 + d1b22)− d1d2κ2n − detB = 0,

κnd2b11 + κnd1b22 − d1d2κ2n = detB,

d2(κnb11 − d1κ2n) = detB − κnd1b22

d2 =
detB − κnd1b22
b11κn − d1κ2n

.

Tı́mto jsme zı́skali explicitně vyjádřené d2 pomocı́ d1. Grafem množin kritických bodů pro

každé n ∈ N jsou hyperboly Hn, které jsou znázorněny na Obrázku 3.1.
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Obrázek 3.1: Kritické body pro Neumannovy podmı́nky — hyperboly Hn.

3.1.2 Řešenı́ systému
Úloha (3.1) s přı́slušnými okrajovými Neumannovými podmı́nkami (3.2), (3.3) má řešenı́

tvaru

u(x) = AC1(x) = A cos
√
κnx = A cos

nπx

`
,

v(x) = αn(d1, d2)AC1(x) = Aαn(d1, d2) cos
√
κnx = Aαn(d1, d2) cos

nπx

`
,

kde

αn(d1, d2) =
b11 − d1κn

b12
> 0,

κn = (
nπ

`
)2,

A ∈ R (A 6= 0) libovolné,

C1(x) = er1x + e−r1x = e
√
−κnx + e−

√
−κnx.

Podrobnosti lze nalézt v [4].
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3.2 Parametr a = 1 — Dirichletova okrajová podmı́nka
Opět uvažujme systém pro funkce u, v ∈ C2[0, `]

d1u
′′ + b11u+ b12v = 0

d2v
′′ + b21u+ b22v = 0

 na (0, `). (3.18)

Pro studovanou hodnotu parametru a = 1 dostáváme okrajové podmı́nky (2.6), (2.7) ve tvaru

u′(0) = 0, u′(`) = 0, (3.19)

v′(0) = 0, v(`) = 0. (3.20)

Rozdı́l od předchozı́ho přı́padu je v poslednı́ okrajové podmı́nce, která se mı́sto Neumannovy

stala Dirichletovou.

3.2.1 Kritické body pro Dirichletovu podmı́nku
Kritické body u této úlohy již nelze explicitně vyjádřit. Dojdeme pouze k implicitnı́mu

vyjádřenı́ této množiny ve tvaru

KD = {(d1, d2) ∈ R2
+ : f(d1, d2) = 0}. (3.21)

Funkce f(d1, d2) má přitom tvar

f(d1, d2) = r1S1(`)C2(`)(d1r
2
2 + b11)− r2S2(`)C1(`)(d1r

2
1 + b11), (3.22)

kde

S1(x) = er1x − e−r1x,

S2(x) = er2x − e−r2x,

C1(x) = er1x + e−r1x,

C2(x) = er2x + e−r2x.

Navı́c, proměnné r1, r2 také závisı́ na parametrech d1, d2.

Výsledek byl převzat z literatury [4], Kapitola 4, kde nalezneme podrobný postup. Na Ob-

rázku 3.2 je vykreslena množina kritických bodů KD. Je patrné, že v rovině parametrů difúze

d1, d2 kritické body tvořı́ kromě “hyperbol” ještě jednu křivku, která je omezená v d2 a jde s d1

až do nekonečna. Ta u čistě Neumannových podmı́nek v předchozı́m přı́padě zcela chybı́.
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Obrázek 3.2: Kritické body pro Neumannovy a Dirichletovu podmı́nku.

3.2.2 Řešenı́ systému
Úloha (3.18) s přı́slušnými okrajovými Neumannovými a Dirichletovou podmı́nkou (3.19),

(3.20) má pro všechna (d1, d2) ∈ KD řešenı́ tvaru

u(x) = A(C1(x)− C2(x)α(d1, d2)) x ∈ (0, `),

v(x) = −Ad1(r
2
1C1(x)− r22C2(x)α(d1, d2)) + b11(C1(x)− C2(x)α(d1, d2))

b12
x ∈ (0, `),

A ∈ R libovolné (A 6= 0) a α(d1, d2) =
r1S1(`)
r2S2(`)

.

Na jednotlivé kroky výpočtu se lze podı́vat opět do literatury [4], Kapitola 4, odkud byly

výsledky převzaty.
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Kapitola 4

Systém reakce-difúze s Newtonovou

okrajovou podmı́nkou

V této kapitole již budeme řešit systém reakce-difúze se zadanými smı́šenými okrajovými

podmı́nkami s parametrem. Zaměřı́me se na speciálnı́ typ aktivátor-inhibitor, kdy bude potřeba

předpokládat určité požadavky.

4.1 Zadánı́ úlohy
Zabýváme se soustavou dvou diferenciálnı́ch rovnic druhého řádu pro u, v zadanou následu-

jı́cı́m způsobem

d1u
′′ + b11u+ b12v = 0,

d2v
′′ + b21u+ b22v = 0,

 na (0, `), (4.1)

kde d1, d2 ∈ R+ a b11, b12, b21, b22 ∈ R. K danému systému náležı́ zadané okrajové podmı́nky,

z nichž tři jsou Neumannovy a jedna Newtonova

u′(0) = 0, u′(`) = 0, (4.2)

v′(0) = 0, av(`) + (1− a)v′(`) = 0, (4.3)

u poslednı́ podmı́nky vidı́me parametr a ∈ [0, 1]. V přı́padě a = 0 úloha přejde na systém

se čtyřmi Neumannovými podmı́nkami. Pokud a = 1 poslednı́ Newtonova podmı́nka se stane

Dirichletovou.
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4.2 Požadavky na systém
Abychom mohli mluvit o systému typu aktivátor-inhibitor potřebujeme mı́t zajištěné po-

žadavky na koeficienty bij . Sestavı́me-li z nich matici

B =

b11 b12

b21 b22

 ,

požadujeme, aby znaménkově splňovala jednu z následujı́cı́ch možnostı́+ −

+ −

 nebo

+ +

− −

 .

Navı́c při zavedeném označenı́ pro determinant matice B

detB = (b11b22 − b21b12)

vyžadujeme, aby platily podmı́nky

detB > 0, trB < 0,

kde trB je stopa matice B.

4.3 Řešenı́ převedenı́m systému na jednu rovnici 4.řádu
Po zmı́něnı́ všeho důležitého dalšı́m krokem bude převedenı́ systému na jednu rovnici

čtvrtého řádu a následná transformace okrajových podmı́nek. Z prvnı́ rovnice (4.1) si vyjádřı́me

proměnnou

v = −d1u
′′ + b11u

b12
na (0, `), (4.4)

které potom dosadı́me do druhé rovnice (4.1) a po jednoduchých úpravách se dostaneme ke

tvaru

d1d2u
′′′′ + (d2b11 + d1b22)u

′′ + (b11b22 − b12b21)u = 0 na (0, `), (4.5)

což je požadovaná rovnice 4. řádu.

4.3.1 Transformace okrajových podmı́nek
Nynı́ se zaměřı́me na okrajové podmı́nky (4.3), které je nutno transformovat, zatı́mco (4.2)

se zachovávajı́. Připravı́me si derivaci (4.4), která bude tvaru

v′(x) = −d1u
′′′(x) + b11u

′(x)

b12
. (4.6)
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Použijeme okrajové podmı́nky (4.2) pro přepočı́tánı́ (4.3) s využitı́m (4.6)

v′(0) = − 1

b12
(d1u

′′′(0) + b11u
′(0)) = − d1

b12
u′′′(0) = 0.

Z předpokladu b12 6= 0 a d1 > 0 plyne

u′′′(0) = 0. (4.7)

Zbývá ztransformovat poslednı́ Newtonovu podmı́nku:

av(`) + (1− a)v′(`) = − a

b12
(d1u

′′(`) + b11u(`))−
(1− a)
b12

(d1u
′′′(`) + b11u

′(`))

= − 1

b12
d1[(au

′′(`) + (1− a)u′′′(`)) + b11(au(`) + (1− a)u′(`))].

Pro finálnı́ formu čtvrté okrajové podmı́nky využijeme druhou podmı́nku (4.2)

d1(au
′′(`) + (1− a)u′′′(`)) + b11au(`) = 0. (4.8)

4.4 Charakteristická rovnice a jejı́ řešenı́
Výše zı́skaná rovnice (4.5) je lineárnı́ homogennı́ obyčejná diferenciálnı́ rovnice 4. řádu

s konstantnı́mi koeficienty a čtyřmi homogennı́mi okrajovými podmı́nkami – původnı́ (4.2) a

nově zı́skané (4.7), (4.8).

V přı́padě takovéto homogennı́ diferenciálnı́ rovnice hledáme řešenı́ ve tvaru

u(x) = erx (4.9)

s nějakým r ∈ C. Dosazenı́m (4.9) do rovnice (4.5) zı́skáme

d1d2r
4erx + (d2b11 + d1b22)r

2erx + detBerx = 0,

kde následným vykrácenı́m nenulového členu erx dospějeme k charakteristické rovnici

d1d2r
4 + (d2b11 + d1b22)r

2 + detB = 0 (4.10)

pro neznámý parametr r ∈ C. Vidı́me, že zı́skaná rovnice je bikvadratická. Jednoduchou sub-

stitucı́

ω = r2 (4.11)

převedeme (4.10) na obyčejnou kvadratickou rovnici

d1d2ω
2 + (d2b11 + d1b22)ω + detB = 0,
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kterou dále budeme řešit známým vzorečkem pro výpočet diskriminantu

Dω = (d2b11 + d1b22)
2 − 4d1d2detB

a též známe vyjádřenı́ kořenů dané kvadratické rovnice

ω1,2 =
−(d2b11 + d1b22)±

√
Dω

2d1d2
.

4.4.1 Nulový diskriminat
Nynı́ bude záležet na hodnotě diskriminantu. Vyjde-liDω = 0, zı́skáme dvojnásobný kořen

a ani v našı́ původnı́ bikvadratické rovnici (4.10) pro neznámou r nebudeme mı́t čtyři různé

kořeny. Což by znamenalo fundamentálnı́ systém řešenı́, který v přı́padě vı́cenásobného kořene

je tvaru

FS = {er1x, xer1x, e−r1x, xe−r1x}.

Přı́pad Dω = 0 nenı́ generický a nastává pouze na množině mı́ry nula v rovině parametrů

(d1, d2), proto nebudeme tento přı́pad uvažovat.

4.4.2 Nenulový diskriminat
Zatı́mco vyjde-li nám Dω 6= 0, zı́skáme tı́m dva různé kořeny ω1, ω2 a opět zpětným

dosazenı́m do (4.10) pro zı́skánı́ původnı́ho řešenı́ dostáváme čtyři kořeny, kdy dané dva se

vždy lišı́ pouze znaménkově dı́ky zavedené substituci ω = r2, a proto je možné považovat za

řešenı́ charakteristické rovnice kořeny

r1 =
√
ω1,

−r1 = −
√
ω1,

r2 =
√
ω2,

−r2 = −
√
ω2.

Přı́slušný fundamentálnı́ systém je

FS = {er1x, e−r1x, er2x, e−r2x}.

4.5 Obecné řešenı́ rovnice
Obecné řešenı́ pro známý FS vytvořı́me jako lineárnı́ kombinaci

u(x) = Aer1x +Be−r1x + Cer2x +De−r2x x ∈ (0, `), (4.12)

pro libovolné A,B,C,D ∈ R.
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4.5.1 Dosazenı́ do okrajových podmı́nek
Připravı́me si jednotlivé derivace obecného řešenı́ (4.12), které postupně využijeme při

dalšı́m výpočtu

u′(x) = r1e
r1xA− r1e−r1xB + r2e

r2xC − r2e−r2xD,

u′′(x) = r21e
r1xA+ r21e

−r1xB + r22e
r2xC + r22e

−r2xD,

u′′′(x) = r31e
r1xA− r31e−r1xB + r32e

r2xC − r32e−r2xD.

Tyto derivace dosazujeme nejprve do dvou okrajových podmı́nek definovaných pro x = 0 v

prvnı́ části (4.2) a (4.7), u kterých nejdřı́ve provedeme jednoduché pozorovánı́ a až následně

využijeme zbývajı́cı́ okrajové podmı́nky

u′(0) = r1A− r1B + r2C − r2D = 0,

u′′′(0) = r31A− r31B + r32C − r32D = 0.

Provedeme vytknutı́ členů r1, r2

r1(A−B) + r2(C −D) = 0,

r31(A−B) + r32(C −D) = 0.

A zapı́šeme v maticovém tvaru r1 r2

r31 r32

A−B
C −D

 = 0. (4.13)

Z předešlé matice (4.13) si uděláme determinant a následně vytkneme, co půjde∣∣∣∣∣∣r1 r2

r31 r32

∣∣∣∣∣∣ = r1r
3
2 − r31r2 = r1r2(r

2
2 − r21). (4.14)

Podle již dřı́ve zkoumaných vlastnostı́ kořenů r1, r2 charakteristické rovnice (4.10) vı́me, že

platı́ r1r2 6= 0 (viz [4], Kapitola 2). Při použitı́ (4.11) a z požadavku Dω 6= 0 bude platit

ω1 6= ω2. Dáme-li vše dohromady, určitě bude platit

r1r2(ω2 − ω1) 6= 0.

Výše definovaný výraz je determinant matice soustavy (4.13) a je tedy patrné, že nikdy nebude

nulový. Proto je jasné, že pro splněnı́ celého (4.13) musı́ být splněnoA−B
C −D

 = 0, (4.15)

17



odkud dostáváme

A = B,

C = D.

Nynı́ již stačı́ uvažovat pouze koeficienty A,C. Doposud jsme využili pouze dvě okrajové

podmı́nky pro x = 0 a nynı́ je čas použı́t zbývajı́cı́ dvě pro x = `. Opět do připravené derivace

dosazujeme podmı́nky (4.2), tentokrát však druhou část

u′(`) = r1e
r1`A− r1e−r1`A+ r2e

r2`C − r2e−r2`C = 0.

Z prvnı́ch dvou členů vytkneme společné a to samé uděláme i pro poslednı́ dva členy

u′(`) = Ar1(e
r1` − e−r1`) + Cr2(e

r2` − e−r2`) = 0.

V kapitole 2 sekci 2.6 jsme si zavedli substituce, které nynı́ můžeme použı́t pro zjednodušenı́

výrazu

u′(`) = Ar1S1(`) + Cr2S2(`) = 0.

Poslednı́ nevyužitou podmı́nkou zůstává Neumannova v transformované formě (4.8)

d1[au
′′(`) + (1− a)u′′′(`)] + b11au(`) = d1[a(r

2
1A(e

r1` + e−r1`) + r22C(e
r2` + e−r2`))+

+(1−a)(r31A(er1`−e−r1`)+r32C(er2`−e−r2`)]+ b11a(A(er1`+e−r1`)+C(er2`+e−r2`)) = 0.

Nejprve ze sekce 2.6 využijeme zavedené substituce

d1[a(r
2
1AC1(`) + r22CC2(`)) + (1− a)(r31AS1(`) + r32CS2(`)] + b11a(AC1(`) +CC2(`)) = 0.

Nynı́ vytkneme koeficienty A,C

A[d1(ar
2
1C1(`)+(1−a)r31S1(`))+b11aC1(`)]−C[d1(ar22C2(`)+(1−a)r32S2(`))+b11aC2(`)] = 0.

4.5.2 Soustava a jejı́ řešenı́
V předchozı́ sekci 4.5.1 jsme pomocı́ prvnı́ch dvou okrajových podmı́nek pro x = 0 zjistili,

že nadále nám stačı́ pracovat pouze se dvěma z koeficientů. Zbývajı́cı́ dvě podmı́nky nám

vytvořı́ homogennı́ soustavu lineárnı́ch rovnic, u které nás bude zajı́mat řešenı́ pro koeficienty

A,C. Matice této soustavy je tvarud1(ar21C1(`) + (1− a)r31S1(`)) + b11aC1(`) −d1(ar22C2(`) + (1− a)r32S2(`)) + b11aC2(`)

r1S1(`) r2S2(`)

 .
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Koeficienty A,C nulové nechceme, protože bychom v obecném řešenı́ dostali všechny koe-

ficienty nulové, což by pro řešenı́ soustavy znamenalo pouze triviálnı́ řešenı́, o kterém již od

začátku vı́me. Nás ovšem zajı́má netriviálnı́ řešenı́, které zı́skáme v přı́padě, že determinant

matice soustavy bude nulový. To nastane tehdy, když řádky matice budou lineárně závislé.

Vybereme si jeden řádek matice, vynásobı́me ho vektorem koeficientů (A,C)T a máme

Ar1(S1(`)) + Cr2(S2(`)) = 0.

Odtud si vyjádřı́me jeden zvolený koeficient pomocı́ druhého

A = −C r2S2(`)

r1S1(`)
. (4.16)

Nynı́ si uvědomı́me a připomeneme, jak vypadá obecné řešenı́ rovnice, které je uvedeno v

(4.12) a je tvaru

u(x) = Aer1x +Be−r1x + Cer2x +De−r2x.

U tohoto tvaru řešenı́ také využijeme již známého faktu, že B = A,D = C a tı́m dostaneme

obecné řešenı́ ve tvaru

u(x) = Aer1x + Ae−r1x + Cer2x + Ce−r2x,

po vytknutı́ koeficientů

u(x) = A(er1x + e−r1x) + C(er2x + e−r2x).

Opět pro zjednodušenı́ můžeme výraz přepsat pomocı́ substituce ze sekce 2.6

u(x) = AC1(x) + CC2(x).

Dosadı́me (4.16) do výrazu výše

u(x) = −C r2S2(`)

r1S1(`)
C1(x) + CC2(x).

Finálnı́ výraz pro řešenı́ ještě upravı́me vytknutı́m koeficientu C

u(x) = C(−r2S2(`)

r1S1(`)
C1(x) + C2(x)). (4.17)

Pro zı́skánı́ druhé složky řešenı́ v(x) systému (4.1) dosadı́me do výrazu (4.4) a zı́skáme

v(x) = −C(
d1(r

2
2C2(x)− r21C1(x)

r2S2(`)
r1S1(`)

) + b11(C2(x)− C1(x)
r2S2(`)
r1S1(`)

)

b11
). (4.18)

Tı́m jsme zı́skali hledané řešenı́ úlohy (4.1) s okrajovými podmı́nkami (4.2), (4.3).
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4.5.3 Kritické body
Jak je patrné z předchozı́ho postupu, množinu kritických bodů dostaneme jako množinu

nulových bodů determinantu výše uvedené maticed1(ar21C1(`) + (1− a)r31S1(`)) + b11aC1(`) −d1(ar22C2(`) + (1− a)r32S2(`)) + b11aC2(`)

r1S1(`) r2S2(`)

 .

Pokud si definujeme funkci f(a, d1, d2) jako determinant této matice, tedy

f(a, d1, d2) = [d1(ar
2
1C1(`) + (1− a)r31S1(`)) + b11aC1(`)]r2S2(`)−

r1S1(`)[−d1(ar22C2(`) + (1− a)r32S2(`)) + b11aC2(`)],

množina kritických bodů je pak

Ka = {(d1, d2) ∈ R2
+ : f(a, d1, d2) = 0}. (4.19)

Zdůrazněme, že všechny funkce S1(`), S2(`), C1(`), C2(`) jsou funkcemi kořenů charakteris-

tické rovnice r1, r2, které jsou sami zase funkcemi parametrů d1, d2. Nenı́ proto myslitelné

jeden parametr difúze pomocı́ druhého analyticky vyjádřit a zı́skat tı́m explicitně množinu

kritických bodů.
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Kapitola 5

Přı́klad

V této kapitole si na přı́kladu názorně ukážeme, jak vypadá množina kritických bodů. Zvolı́me

si velikost intervalu ` = π a konkrétnı́ matici

B =

 1 −2

2 −2

 .

Ta splňuje požadavky na nı́ kladené, tzn. matice odpovı́dá znaménkovým předpokladům pro

typ aktivátor-inhibitor a platı́

detB =

∣∣∣∣∣∣1 −22 −2

∣∣∣∣∣∣ = −2− (−4) = 2 > 0,

trB = 1 + (−2) = −1 < 0.

5.1 Konkrétnı́ soustava a okrajové podmı́nky
Soustava odpovı́dajı́cı́ matici B má tvar

d1u
′′ + u− 2v = 0,

d2v
′′ + 2u− 2v = 0.

(5.1)

Rovnice uvažujme na intervalu (0, π). Okrajové podmı́nky jsou potom následujı́cı́

u′(0) = 0, u′(π) = 0, (5.2)

v′(0) = 0, av(π) + (1− a)v′(π) = 0. (5.3)

Na několika následujı́cı́ch obrázcı́ch je vykreslena množina kritických bodů

Ka = {(d1, d2) ∈ R2
+ : f(a, d1, d2) = 0},
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kde

f(a, d1, d2) = [d1(ar
2
1C1(`) + (1− a)r31S1(`)) + b11aC1(`)]r2(S2(`))−

r1(S1(`))[−d1(ar22C2(`) + (1− a)r32S2(`)) + b11aC2(`)].

Na Obrázcı́ch 5.1, 5.2 jsou zachyceny kritické body pro různé hodnoty parametru a. Na

Obrázku 5.3 je současně vykresleno totéž pro několik hodnot parametru a, konkrétnı́ hodnoty

nalezneme u jednotlivých popisků.

Obrázek 5.1: Kritické body pro a = 0.5.
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Obrázek 5.2: Kritické body pro a = 0.3.

Obrázek 5.3: Kritické body pro a = 0.5, 0.3, 0.2, 0.1, 0.05.
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Kapitola 6

Závěr

V této bakalářské práci jsme studovali systém reakce-difúze typu aktivátor inhibitor se třemi

Neumannovými a jednou Newtonovou okrajovou podmı́nkou závislou na parametru a ∈ [0, 1].

Zabývali jsme se existencı́ netriviálnı́ho řešenı́ vzhledem k parametrům difúze. Podařilo se

nám ukázat přechod mezi známými výsledky. Ukázali jsme, že dojde ke změně v rovině pa-

rametrů d1, d2 při přechodu od hyperbol pro čtyři Neumannovy okrajové podmı́nky po změnu

v jedné z okrajových podmı́nek za Dirichletovu a tı́m zı́skanou křivku s asymptotou v d2. Při

spojité změně od hodnoty parametru a = 1 (přı́pad s Dirichletovou okrajovou podmı́nkou) tato

křivka ustupuje nahoru a zřejmě do nekonečna v proměnné d2 po hodnotu a = 0 (přı́pad čistě

Neumannových podmı́nek).
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