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Anotace

Diserta¢ni price se vénuje zejména teorii agregacnich funkci na konec-
nych svazech, na kterou se v jednotlivych kapitolach divame z ruznych dhla

pohledu a propojujeme ji s nékolika dalsimi teoriemi.

Prvni kapitola se zaobira generujici mnozinou agregac¢niho klonu. Z pred-
choziho ¢lanku pojednavajiciho o klonu agregacnich funkci, byla predstavena
generujici mnozina klonu idempotentnich agregacnich funkei na ohrani¢enych
svazech. Jako hlavni vysledek bylo ukazéno, ze tento klon je generovany ur-
¢itymi ternarnimi idempotentnimi funkcemi, ze kterych lze ziskat vSechny
idempotentni agregac¢ni funkce svazu pomoci klasického skladani funkei. Ci-
lem této kapitoly je ukézat zlepSeni vyse zminéného vysledku pomoci nové
generujici mnoziny tohoto klonu. Umélé ternarni funkce jsou zde nahrazeny
bindrnimi medidny a bindrnimi charakteristickymi funkcemi. V disledku
toho je klon generovan jeho binarni ¢asti, ¢imz vysledek posiluje zakladni
ilohu mediani v idempotentnich agrega¢nich funkcich. Navic ukazeme, ze

pro n-prvkovy svaz je horni hranice binarnich generatort rovna 2n — 1.

Druhéa kapitola se zaméfuje na transformaci aritmetického priméru na
konec¢né svazy. Podle encyklopedie agrega¢nich funkci Grabisch M. a spol.
(2009) je aritmeticky pramér charakterizovan ¢tyimi vlastnostmi: je neklesa-
jici, idempotentni, symetricka a aditivni. Prvni tfi mohou byt pfirozené kon-
vertovany do teorie svazi, ale posledni vlastnost (aditivitu) nelze obecné pie-
vést. Proto jsme ji nahradili jinou vhodnou vlastnosti nazvanou transferova-
stabilita. AvSak pfi konvertovani do kone¢nych svazi nedostaneme piesné
aritmeticky primér, ale jeho vhodné aproximace. Tyto funkce se nazyvaji
transferové-stabilni prumeéry. Prvnim cilem této kapitoly je poukazat na fakt,

ze transferové-stabilni prumeéry na konec¢nych fetézcich tvoii svaz izomorfni
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s direktni mocninou konec¢nych fetézcti. Druhym cilem je vytvoreni generujici
mnoziny vSech transferové-stabilnich priméri, tj. uvazovat takové priameéry,
které mohou vygenerovat vSechny transferové-stabilni pruméry stejné arity
pomoci klasického skladani funkci. Treti cil je zodpovézeni otazky, jak vyge-
nerovat vSechny transferové-stabilni praumeéry libovolné arity pomoci binar-
nich transferové-stabilnich priaméri. Pro tento problém bylo potfeba defino-

vat specialni skladani transferové-stabilnich primeéri.

Z piedchozi kapitoly jsme ziskali novou vlastnost, tzv. transferovou-stabi-
litu, charakterizujici aritmeticky prumér. Umoznila nam definovat speciélni
tvary aritmetického primeéru na konecnych svazech, pficemz idempotence
byla soucasti této definice. V posledni kapitole tuto vlastnost zanedbame
a budeme se zabyvat pouze transferové-stabilnimi agrega¢nimi funkcemi.
Diky tomuto je mozné definovat tyto agregacni funkce na libovolném ko-
necném svazu a nikoli pouze na koneénych fetézcich. Nicméné, existuje pod-
tiida kone¢nych svazi, tzv. transferové-stabilni svazy, na kterych lze chovani
transferové-stabilnich agregacnich funkci jednodusSe popsat, protoze transfe-
rové-stabilni t¥idy (bloky) jsou linedrné usporadané. Hlavnim cilem této ka-
pitoly je charakterizace této podtiidy. Ve druhé c¢asti se zamérime na vhodné
vlastnosti spojené se svazem vSech k-arnich transferové-stabilnich agregac-

nich funkei.
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Summary

The Ph.D. thesis is devoted to study the theory of aggregation functions
on finite lattices, which we look at from different angles in individual chapters

and connect it with several other theories.

The first chapter deals with the generating set of aggregation clone. In
one of the previous papers, a generating set of clone idempotent aggregation
functions on bounded lattices was introduced. As a main result it was shown
that this clone is generated by certain ternary idempotent functions from
which all idempotent aggregation functions of the lattice can be obtained
by usual term composition. The aim in this chapter is to present an essen-
tial improvement of the result above by presenting a new generating set of
this clone. A bit artificial ternary functions are substituted here by natu-
ral (binary) lattice a-medians and certain binary characteristic functions. As
a result, the clone is generated by its binary part and the result strengthens
the essential role of medians within all idempotent aggregation functions. In
addition, we will show that for an n-element lattice , the upper bound of

binary generators is 2n — 1.

The second chapter focuses on the transformation of the arithmetic mean
into finite lattices. According to the encyclopedia of aggregation functions
Grabisch M. et al. (2009), the arithmetic mean is a function characterized by
four features: it is non-decreasing, idempotent, symmetric and additive. The
first three of them can be naturally converted to the theory of posets but
the last one generally can not. Due to this problem, we will replace it with
another suitable property, which is called transfer-stability. However, we do
not get the exact arithmetic mean but some approximation. These functions

will be called transfer-stable means. The first aim of this chapter is to show
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that transfer-stable means on a finite chain form a lattice which is isomorphic
to the direct power of afinite chain. The second goal is to create agenerating
set of transfer-stable means, i.e., means that can generate all other transfer-
stable means of the same arity by classical composition of functions. The last
goal deals with question of how to generate all transfer-stable means of any
arity by binary transfer-stable means only. For this problem we define special

transfer-stable means composition.

From the previous chapter we obtained a new property, the so-called
transfer-stability, characterizing the arithmetic mean. With this property, it
is possible to define special forms of arithmetic mean on finite chains. The
idempotence property was required for this definition. In the last chapter, we
neglect this necessity and deal only with transfer-stable aggregation functi-
ons. Thanks to this fact, it is possible to define these aggregation functions
on any finite lattice (hereinafter “lattice”) and not only on finite chains. Ne-
vertheless, there is a subclass of finite lattices, the so-called transfer-stable
lattices, where the behavior of the transfer-stable aggregation functions is
simply described because the transfer-stability classes are linearly ordered.
Therefore, the main goal of this chapter is characterization of these transfer-
stable lattices. The second half of the chapter deals with some useful pro-
perties associated with the lattice of all k-ary transfer-stable aggregation

functions.
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UVOD

Teorie agregac¢nich funkci ma hluboké koreny sahajici az k poc¢atkim po-
uziti aritmetického primeéru [2], ¢ k prvnimu vyuziti nasbiranych dat a in-
formaci, z nichz byl vyvozen néjaky zavér v podobé jediné vysledné hodnoty.
Agregace je takovy proces, kdy na zakladé néjakych dat (vétSinou nume-
rickych) je vyvozen vysledek v podobé jediného vystupu ¢i jediné hodnoty.
Matematicka teorie zabyvajici se timto procesem se nazyva teorie agregacnich
funkei [4]. Agrega¢ni funkce pak matematicky realizuji vysledek v podobé je-
diné hodnoty a splhuji dvé pfirozené podminky. Nutno podotknout, Ze tyto
podminky nejsou zcela univerzéalni, nebot v celé historii studia procesu je
mozné narazit i na obecnéjsi funkce, které jakymsi zptsobem taktéz vyvo-
zuji urcity typ jediného vysledku. Nicméné pii zkouméni z obecného pohledu
se ukazalo, ze vétsina funkci, pouzivanych pro zpracovani statistickych dat,

spliiuji ony dvé zminéné podminky:.

Dlouhou dobu se agregacni funkce pouzivaly pouze na realnych ¢islech,
respektive ¢iselnych mnozinach obecné, a to kvili statistice jakozto nume-
rické discipliné. V nedavné dobé se ale stéle dostavaji vice do popredi i jiné
struktury, zejména nelinearné usporadané, kde se teorie agrega¢nich funkei,
v nékterych piipadech, projevuje odlisné (3, 9, 11]. Jednou z takovych uspo-
fadanych struktur jsou ohranicené svazy [5], o nichZ pojednava i tato prace.
Jednim z divodi, pro¢ se teorie uchylila k této struktufre, je propojeni agre-
gacni teorie s teorii kloni jakozto mnozinou vSech agregacnich funkei, kde
svazova problematika hraje vyznamnou roli. Teorie mé zaklady v logice, od-

kud pifimo navazuje na diskrétni matematiku a informacni védy.
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Uvazime-li mnozinu vSech agrega¢nich funkei, coby klon na ohranice-
ném svazu, ukazuje se, ze existuji i vhodné podmnoziny, které rovnéz tvori
klon. Jednim takovym piipadem jsou idempotentni agregacni funkce, pii-
¢emz idempotence je prirozenou vlastnosti nékterych znamych agregac¢nich
funkci. Podobné jako u klonu vSech agregacnich funkci, kde byly hledany
jeho vhodné generatory [8], tak i u jeho podklonu idempotentnich agregac-
nich funkei se v praci zamérime na generujici funkce. O nich pojednéavé prvni
kapitola této prace [6]. Nutno zminit, ze generujici mnozina klonu vSech agre-
gacnich funkci nemuze obsahovat jenom unérni funkce, nebot se ukazuje, ze
nevygeneruji iplné vSe. Proto se museli do generujici mnoziny pridat dalsi,
alespon binarni, funkce. U podklonu vSech idempotentnich agregac¢nich funkci
je situace odlisna, totiz unarni idempotentni funkci je pouze identita, ¢ili tri-
vialni funkce. Tedy generujici mnozina podklonu idempotentnich agrega¢nich
funkci musi obsahovat funkce arity alespon druhé. V praci ukdzeme, Ze lze

vybrat vSechny generatory jakozto binarni funkce.

Po uvedeni generujici mnoziny onoho podklonu se dale zabyvame sni-
zenim mohutnosti mnoziny generatorti. Jinymi slovy, ukdzeme vztahy, jak
mezi sebou vygenerovat funkce z generujici mnoziny podklonu idempotent-
nich agrega¢nich funkci. Hleddme tedy nejmensi generujici mnozinu. Je to
podobné jako u vektorovych prostort, kde je velky rozdil mezi generujici
mnozinou a bazi. V naSem piipadé ukidZeme nejmensi generujici mnozinu pro
konecné tetézce. Pro nejmensi generujici mnoziny z obecného pohledu, tedy
libovolného ohrani¢eného svazu, je situace velmi komplikovana a dosud stéle
nevyfesSend ani v piipadé klonu agregac¢nich funkci. Nicméné ukazeme rtizné
cesty, jak onu nejmensi generujici mnozinu nalézt. Z jedné strany hraje roli
povaha samotného svazu a z druhé strany nastinime algoritmus, ktery umoz-

nuje nalezeni nejmensi generujici mnoziny podklonu idempotentnich agregac-
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nich funkei libovolného ohranic¢eného svazu.

Ve druhé kapitole se budeme vénovat tzv. transferové-stabilnim funkcim.
Aritmeticky prumeér je asi nejznaméjsi agregacni funkci viibec a na realnych
¢islech je jeho podoba znamé. AvSak naSe zaméreni na koneéné ohranicené
svazy vyvolava otézku, jak lze onen aritmeticky primér modelovat prave
v téchto strukturach. Ukazeme, Ze aritmeticky primér nelze definovat na
nelinearné usporddanych strukturach, a ve druhé kapitole pfevedeme arit-
meticky pramér z nekoneénych fetézct (reélna ¢isla) do kone¢nych fetéze.
Transformace je zavisla na pojmu tzv. transferové-stability, pricemz budeme
postupné zvySovat jak pocet prvki daného fetézce, tak i aritu onéch funkei,
nazyvanych transferové-stabilni praméry [12|. Jednim z hlavnich vysledka
je popis struktury vSech transferové-stabilnich priumeéri. Ve druhé ¢asti hle-
dédme, podobné jako u kloni, generujici mnozinu vSech transferové-stabilnich
pruméri. Mnozina v8ech transferové-stabilnich primeért netvoii ovsem klon
a nemuzeme tedy vyuzivat stejnych principt jako driive. I presto se miizeme
zaméfit na generovani, ale pouze z pohledu dané arity funkei. Jinymi slovy,

pii generovani nemuzeme ménit aritu transferové-stabilnich pruméra.

V posledni kapitole transferové-stabilni priméry oslabime, ¢imz dosta-
neme transferové-stabilni agrega¢ni funkce, které lze sice definovat na li-
bovolném konecném fetézci, ale ze samotné jejich podstaty se zaméiime
pouze na dvé vhodné t¥idy svazi: distancéné-stabilni a transferové-stabilni
svazy, kdy prvni je podtiidou druhé. Postupné ukidZzeme rozdily mezi jed-
notlivymi tfidami a dokdzeme, jak dany svaz ovliviiuje chovani transferoveé-
stabilni agregacni funkce. Hlavnim vysledkem této kapitoly je charakterizace
transferové-stabilnich svazi podle jejich tvaru [13]|. Vyznamnou roli ohledné
transferové-stabilnich funkci hraje také posledni podkapitola pojednévajici

o mozné aplikaci transferové-stabilnich agregac¢nich funkei. Ukazeme aplikaci
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z pohledu obchodni strategie, kdy z pohledu koupé vicero produkti nam
praveé transferové-stabilni agregacni funkce mohou pomoci ke vhodnému vy-
béru kombinace produkti, abychom zachovali danou kvalitativni tiidu, na-

priklad pomér ceny k vykonu.
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Cile disertac¢ni prace

Studium této diserta¢ni prace je zaméreno na nékolik vlastnosti agregac-
nich funkci na kone¢nych svazech. Préace se z po¢atku vénuje propojeni teorie
klonti s teorii agregac¢nich funkci za podminky idempotence. Dalsim pred-
métem studia jsou transferové-stabilni agregacni funkce a jejich kompletni
popis, jak na kone¢nych fetézcich se zahrnutou idempotenci nebo obecné na

konec¢nych svazech bez ni.

Hlavni cile prace:

[. Podrobny popis klonu idempotentnich agrega¢nich funkci, zejména jeho

generatoru.

II. Transformace aritmetického prumeéru z realnych ¢isel na pfipad konec-

nych svazi.

ITI. Studium transferové-stabilnich agrega¢nich funkei.
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Vysledky

I. Idempotentni agrega¢ni klon [R1, R2]
— Binérni funkce x a med generujici tento klon byly nalezeny.

— Na zakladé predchoziho vysledku byla zkonstruovana nejmensi (x, med)-

generujici mnozina na kone¢nych tetézcich.

— Nasledné byly zkouméany postupy, jak nalézt potencialné nejmensi ge-
rr 7 v 2 v 2 b v 2z v
nerujici mnozinu na obecném koneéném svazu, at uz na zakladé tvaru

celého svazu nebo usporadani prvka ve svazu.
II. Transformace aritmetického praméru; [R3|

— S vyuzitim transferové-stability byly definovany transferové-stabilni pri-

méry jakozto aritmetické priméry na konecnych fetézcich.

— Struktura vSech transferové-stabilnich prumért stejné arity byla po-
psana v jednom piipadé jako Booleovské svazy a v dalsich jako direktni

mocnina konec¢nych retézct.

— Ve zkoumané struktute byly nalezeny generujici funkce, pomoci nichz

lze charakterizovat libovolny transferové-stabilni primér.

— Zavérem bylo zkonstruovano specialni generovani umozinujici binarni
transferové-stabilni praméry vyuzit k vytvoreni celé struktury transfe-

rové-stabilnich prameéru.
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ITI. Transferové-stabilni agregaéni funkce [R4|

— Dokazali jsme, ze aditivita a symetrie, jakozto vlastnosti aritmetického

prumeéru, jsou plné pokryty transferovou-stabilitou.

— Definovali jsme distancné-stabilni svazy, nacez byly zkoumaéany jejich
charakteristiky a dalsi vlastnosti spojené jak s teorii svazi, tak i teorif

transferové-stabilnich funkei.

— Dale byla rozsifena tiida distan¢né-stabilnich svazi na t¥idu transferove-
stabilnich svazi, na kterych jsme zkoumali vlastnosti podobné vyse

uvedenym.

— V neposledni fadé charakterizujeme transferové-stabilni svazy pomoci

nejvétsiho spolecného délitele.

— Aplikace transferové-stabilnich agrega¢nich funkei v obchodnim sektoru

pro koupi jednoho nebo vicero produkti.
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KAPITOLA

BINARNI GENERUJICI MNOZINA KLONU
IDEMPOTENTNICH AGREGACNICH
FUNKCI NA OHRANICENYCH SVAZECH



1.1 Algebraicky avod

Klicovym tvrzenim v tomto ivodu bude tzv. Baker-Pixleyho tvrzeni popisu-
jici vztah mezi klony a algebrami. Proto definujeme a pripomeneme nékteré
dilezité pojmy zabyvajici se touto problematikou. Za¢neme s pojmem alge-

bra, coz je zobecnéni pojmu svaz, o néjz se budeme opirat v celém textu.

DEFINICE 1.1. Dvojice (A, F') se nazyva algebra, jestlize A je neprazdna
mnoZina (nosi¢ algebry) a F je mnozina operaci na A, tj. f: A¥ — A
pro k € Ny. Navic pro libovolnou k-arni operaci f € F' a libovolnou k-tici
X = (z1,...,7) € AF oznac¢ime f(x) jakozto obraz (vyhodnoceni) k-tice x

pomoci operace f.

DEFINICE 1.2. Nepréazdnou podmnozinu B C A nazveme podalgebrou alge-
bry (A, F), jestlize pro libovolnou k-arnf operaci f € F a libovolné x € B*
plati f(x) € B.

Evidentné, (B, F') je opét algebrou s podobnymi operacemi jakozto algebra
(A, F), ale vztazenymi vzhledem k mnoziné B, tj. pro kazdou k-arni operaci

feF, f:A* = A je f|lp: B¥ — B restrikci operace f na mnozinu B.

Dalsimi dilezitymi pojmy jsou direktni ¢tverec a obecné direktni moc-
nina, jiz budeme hojné vyuzivat pii praci s tzv. agrega¢nimi funkcemi v na-
sledujici kapitole, ale i v dalsich hlavnich kapitolach pojednavajicich o tzv.

transferové-stabilnich funkeich.

24



DEFINICE 1.3. Necht (A, F') je algebra. Pak direktnim ctvercem algebry
(A, F) rozumime algebru (A% F) s nosicem A% = A x A (kartézsky ¢tverec
mnoziny A), a s operacemi definovanymi po slozkéch, tj. pro libovolnou k-arni
operaci f € F a libovolnou k-tici ((9511, 12)s -« (Th1, xkg)) prvki z mnoziny

A? plati

f(([[‘u, ZL’12>, ey (l’kl, ZEkQ)) = (f([[‘u, e ,Ikl), f(l’u, Ce ,Ikg)).

PozZNAMKA 1.4. VysSe zminénou definici miuzeme zobecnit na piipad di-
rektniho sou¢inu (mocniny) koneéné mnoho algeber, tj. algebra (A", F') je
n-tou direktni mocninou algebry (A, F'), kde A" = A x ... x A a operace

f € F jsou definované po slozkach, tj.

f((l’n, Ce ,{L‘ln), N (ZL’kl, Ce ,{L‘kn)) = (f(l‘u, N ,xkl), Ce 7f<£(]1m N ,l’kn)).

Pro vztah mezi algebrami a klony hraje dulezitou roli zachovavani podal-
geber nékterou z operaci. Nasledné definujeme pojem jiz zminéného klonu,

jenz bude klicovym pojmem v nasledujici kapitole.

DEFINICE 1.5. f{ekneme, ze k-arni operace g na mnoziné A zachovdvd podal-
gebry direktni mocniny (A", F'), jestlize pro libovolnou podalgebru B algebry
(A™, F') plati

bis b12 b1k g (511, big, ..., blk)
b b b bot, bag, ..., b

21 ’ 22 . 2k cB = g( 21 22. 2k) c B
bnl bn2 bnk g (bnh bn27 L abnk)

Ze zminéné definice je oc¢ividné, ze pokud funkce g nalezi mnoziné F', pak
se jedna o trivialni pripad, nebot kazda operace z mnoziny F automaticky

zachovava vSechny podalgebry podle Definice 1.3 a Poznamky 1.4.
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PozNAMKA 1.6. Na vySe uvedenou definici se miizeme divat i z pohledu
relaci na dané mnoziné.

Necht p C A" je n-arni relace na mnoziné A a f: A¥ — A je k-arni operace
na mnoziné A. Pak operace f zachovdvd relaci p (oznacujeme f < p), jestlize

pro libovolnych k& prvki z relace p plati

a1 a2 a1 f (CL11> a2, ... ,a1k)
21 22 A2k f (CL21, 22, . .. >G2k)

, _ e . Ep = _ € p.
an1 an2 Ank f (a'nla Ap2, .- - 7ank)

DEFINICE 1.7. Nechf A je mnozina, k,n € N, f: A¥ — A je k-arni operace
naAag,...,g,: A" — A jsou n-arni operace na A. Pak pro libovolné i < k

definujeme i-tou k-drni projekci pf : A¥ — A predpisem

e
Db; (.751, v ,l’k) =Z;

pro kazdé xi,...,x, € A. SloZenim operace f s operacemi ¢y, ..., gy rozu-

mime n-arni operaci f(gi,...,gx) : A" — A zadanou vztahem

.f(glv s 7gk)<x) = f(gl(x)7 s 7gk(X)>
pro kazdé x € A™.

DEFINICE 1.8. Mnozinu kone¢né-arnich operaci na mnoziné A nazveme klo-
nem na mnoziné A, jestlize obsahuje vSechny projekce na mnoziné A a je

uzaviena na skladani operaci.

Mnozina v8ech kloni mé vzdy nejmensi prvek, tzv. trividlni klon na A,
obsahujici pouze vSechny projekce a nejvétsi prvek, tzv. plny klon na A,
obsahujici v8echny operace na mnoziné A (ozna¢ujeme Q). Navic, vezmeme-
li libovolnou mnozinu klont, pak jejich prinikem dostaneme opét klon. Na

zakladé tohoto faktu muzeme vyslovit nasledujici definici.
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DEFINICE 1.9. Pro libovolnou podmnozinu operaci F' C O4 muzeme vy-
tvorit nejmensi klon [F| obsahujici mnozinu F' jakoZzto prinik vSech klont

obsahujicich mnozinu F' a nazyvame jej klon generovany mnozinou F, tj.
[F]=(){c|Fcc,Cjeklon}.

Jestlize klon C = [F] je generovany kone¢nou mnozinou F', pak fekneme, ze

klon C je konecné generovany.

Z hlediska generovani, zejména konecného generovani, hraje klicovou roli

nésledujici operace.

DEFINICE 1.10. Pro k € N, k > 3, k-a4rni operace na mnoziné A se nazyva

nu-operace (near-unanimity), jestlize

fly,z,....x) = f(z,y,x,...;2) = ... = f(x,...,z,y) =z,

pro kazdé x,y € A, tzn. jestlize n — 1 vstupu z n se shoduje, pak vysledkem
operace f je tataz hodnota.
Specialné, ternarni nu-operace se nazyvaji terndrni majoritni operace na
mnoziné A, tj.

[,z y) = fla,y,z) = fly,z,2) ==

pro kazdé xz,y € A.

PozNAMKA 1.11. Obecné, k-arni majoritni operace na mnoziné A pro liché
k je takova operace pro niz je vétSina vstupi stejné, pak vysledkem operace
je tato vstupni hodnota. Pfikladem realné majoritni operace je tzv. fadoveé
statisticka funkce (viz Definice 2.27) pro liché k, ktera uspofada vstupni hod-

noty a nalezne prostiedni hodnotu. Tuto funkci zname pod pojmem medidn.
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Zéaveérem algebraického tvodu zminime Baker-Pixleyho vétu, ktera ma

klicovy vyznam pii dokazovani v dalsich kapitolach.

TVRZENI 1.12. (Baker-Pixleyho) [1| Necht C je klon na koneéné mnoziné
A obsahugici terndrni majoritni operaci a f je libovolnd operace na mnoziné
A. Pak f € C prdavé tehdy, kdyzZ f zachovdvd vSechny podalgebry direktniho
ctverce algebry (A, C).

DUSLEDEK 1.13. [1| Necht C je klonem na konecné mnoziné A obsahujici

terndrni majoritni operaci, pak je klon C konecné generovany.

1.2 Idempotentni agregacni klony na ohranic¢enych sva-

zech

Pripomenme, Ze uspofadand mnozina (L, <) se nazyva svazem, jestlize pro
kazdé dva prvky z mnoziny L existuje supremum (nejmensi horni zavora —
spojeni) a infimum (nejvétsi dolni zavora — prisek). Operace po fadé oznacu-
jeme symboly V a A. Navic, existuje-li nejmensi (resp. nejvétsi) prvek svazu
L, oznacujeme jej 0, = 0 (resp. 1, = 1). Svaz L se nazyva ohraniceny, ma-li
nejmensi a nejvétsi prvek. Jestlize v usporadani < jsou kazdé dva prvky ze

svazu L srovnatelné, tj. pro kazdé x,y € L plati
r <y nebo y<ux,

pak se usporadani < nazyva linedrni. Linearné usporadana mnozina (L, <)

se nazyva retézec. Vice v knize [5].

DEFINICE 1.14. Pro libovolny svaz (L, <) a prvky z,y € L fekneme, Ze
prvek y pokryvd prvek x (prvek z je pokryt prvkem y), oznacujeme z < v,
jestlize x < y, x # y a neexistuje prvek z € L, z # x, z # y takovy, Ze

r<z<y.
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Jestlize L je svaz s nejmensim prvkem 0, pak atomem rozumime prvek po-
kryvajici 0, tj. x € L je atom, jestlize 0 < x. Mnozinu v8ech atomi oznacime
At(L). Dualng, jestlize L je svaz s nejvétsim prvkem 1, pak koatomem rozu-
mime prvek pokryty 1, tj. x € L je koatom, jestlize z < 1. Mnozinu vSech

koatomu ozna¢ime CoAt(L).

DEFINICE 1.15. Necht (L, <) je ohraniceny svaz. Zobrazeni A : L¥ — L se

nazyva k-drni agregacni funkce na svazu L, jestlize
i) je neklesajici (v kazdé proménné), tj. pro kazdé x,y € L™ plati

x <y = A(x) < A(y)

ii) spliiuje okrajové podminky, tj.

A(0,...,00=0 a A(l,...,1)=1.

Navic, pro prirozené ¢islo k > 1 oznac¢ime symbolem Aggk(L) mnozinu vsech
k-arnich agregacnich funkei na svazu L a symbolem Agg(L) mnoZinu vSech

agregacnich funkci na svazu L.

Symbolem x <y prox = (z1,...,2;)ay = (Y1, .., yg) rozumime z; < y;
pro kazdé i € {1,...,k}.

Aritu agrega¢ni funkce budeme znacit symbolem £, a symbolem n budeme
znacit pocet prvki daného svazu, zejména konec¢ného n-prvkového fetézce

C.

Na nésledujicim Obrazku 1 vidime piiklad binarni agrega¢ni funkce na

Ctyrprvkovém retézci.
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Obrazek 1: Binarni agrega¢ni funkce na ¢tyiprvkovém fetézci.

Lze snadno vidét, ze kazda projekce na svazu L je agrega¢ni funkci a také
slozenim agregac¢nich funkci na svazu L dle Definice 1.7 dostaneme opét agre-
gacni funkci. To znamené, Ze mnozina vSech agregacnich funkci Agg(L) na
svazu L tvofi klon a nazyvame jej agregacni klon na ohrani¢eném svazu L.

Navic svazové operace jsou téz agrega¢nimi funkcemi, protoze pro dvojice

(@1, 22) < (y1,y2) plati

T1 ANT2 <Y1 ANYs

1V <y Vi

0A0=0, 1Al=1

0V0=0, 1v1=1,
coZ znamena, Ze svazové operace A,V nélezi do agrega¢niho klonu Agg(L).
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Vsechny agregacni funkce a jejich generatory byly zkoumany v praci [8].
Nyni se zamérime na tzv. idempotentni funkce pro néz podobné, jako pro

vSechny agregacni funkce, nalezneme vhodné generatory.

DEFINICE 1.16. Agregac¢ni funkci A : L¥ — L na ohrani¢eném svazu L
nazveme idempotentni, plati-li A(z,...,x) = x pro kazdé x € L.

Pro pfirozené &slo k > 1 oznaéime symbolem 1d*(L) mnozinu viech k-arnich
idempotentnich agrega¢nich funkei na svazu L a symbolem Id(L) mnozinu

vSech idempotentnich agregac¢nich funkci na svazu L.

Nésledujici Lemma 1.17 popisuje vlastnost ekvivalentni idempotentnosti
z pohledu agregac¢nich funkci, kterou budeme hojné vyuzivat v dikazech,

jakozto kritérium idempotentnosti.

LEMMA 1.17. [4] Agregacni funkce A : L* — L na ohraniceném svazu L je
idempotentni prave tehdy, kdyz splnuje

k k

i=1 i=1

pro viechny k-tice (zy,...,x;) € L¥.

Diikaz. Predpokladejme, ze funkce A je idempotentni a uvazujme pevné zvo-
lenou k-tici x = (x1,...,2) € L*. Pak existuji i,5 € {1,...,k} takové, Ze
min(zy,...,Tx) = x; a max(zy,...,rx) = x;. S pouzitim idempotence funkce

A dostaneme
k k
/\xl =x; = Az, ..., 7)) < Az, .. op) < Alzy, ..o, zy) =2 = \/wl.
=1 =1

Naopak predpokladejme, Ze plati nerovnost (1). Pak

k k
a::/\:ch(x,...,x) < \/x:x
i=1 i=1
odkud dostaneme A(z,...,z) =z, a tedy funkce A je idempotentni. [
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Ocividng 1d*(L) ¢ Agg®(L) a tedy i Id(L) C Agg(L). Vzniki proto piiro-
zené otazka, zda i Id(L) je klonem. Jiz vime, Ze projekce je agregacni funkce
a zbyva tedy dokazat, zda je i idempotentni. Podobné pro skladéni agregac-

nich funkeci, zda je zachovana idempotence pii skladani.

LEMMA 1.18. Libovolnd projekce je idempotentni a idempotentni agregacni
funkce tvori tiidu funkci uzavrenych na skladdni. Tedy |d(L) tvori klon na

svazu L.

Diikaz. Necht pF: LF — L je libovolna i-ta4 k-arni projekce, pro k € N
ai€ {1,...,k}. Pak pro kazdy prvek x € L plati p¥(z,...,z) = 2.

Dale necht A : L* — L je k-arni idempotentni agregaéni funkce na svazu
L a By,...,B, : L™ — L jsou n-arni idempotentni agregacni funkce na
svazu L. Pak slozena n-arni agregacni funkce A(By, ..., By): L™ — L je také

idempotentni, nebot pro kazdy prvek z € L plati

A(By,...,By)(z,...,z) = A(Bl(:r;,...,x),...,Bk($,...,x))

Zavérem jsme dostali, ze mnozina Id(L) obsahuje vSechny projekce a je

uzaviena na skladani, coz znamené, ze se jedné o klon. n

Klon Id(L) z pfedchoziho lemmatu se nazyva idempotentni klon (presnéji
idempotentni agregacni klon) na ohrani¢eném svazu L. Navic tento klon ob-
sahuje jak svazové operace A, V, jelikoz plati rovnosti z Ax =2, x Vx = z,
tak i svazové ternarni majoritni funkce (ternarni mediany) med,: L? — L

amedy: L? — L, kde

medn(z,y,2) = (xAy)V(zAz)V(yA=z) (2)

medy(z,y,2) = (xVy) A(xVz)A(yVz), (3)
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nebot se jedné o idempotentni agregacéni funkcee, tj.

med,(z,z,2) = (zAz)V(zAz)V(zAz)=azVeVr=z

medy(z,z,z) = (zVz)A(zVz)A(zVa)=xAx Az ==

Odtud a z Disledku 1.13 vime, Ze pro konecny svaz L je idempotentni
klon Id(L) koneéné generovany. Nasim cilem bude nalézt generujici mnozinu
tohoto klonu pro pfipad kone¢nych svazi. Jesté zminme, ze dikaz Baker-
Pixleyho tvrzeni 1.12 ani dikaz jeho Diisledku 1.13 neposkytuje zadny navod,
jak tuto generujici mnozinu nalézt, ani zadnou informaci o funkcich a jejich

aritach v libovolné generujici mnoziné.

1.3 Binarni generatory idempotentniho klonu a jejich

vlastnosti

Ve clanku [8] byly zkoumény unéarni funkce x, a binarni funkce @,, pficemz
funkce x, nabyvala pouze hodnot 0 nebo 1 a funkce &, byla ,skoro“ kon-
stantni (viz rovnosti (4)).
1 ;2=1Ly=1
1 ;2>a,x#0
Xa(7) = TDy =49 0 ;2=0y=0 (4)
0 ; jinak,
a ; jinak.
Ukazalo se, ze tyto dva typy funkci, spolu se svazovymi operacemi, gene-
ruji agregacni klon Agg(L) ohrani¢eného svazu L. Nicméné ani funkce y,
ani funkce @, nejsou idempotentni. Je tedy nutné oba typy funkei vhodné

,Lupravit“, aby se z nich staly idempotentni funkce, ale s cilem zachovani

generovani idempotentniho klonu Id(L).
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Unarni funkei x,(z) ze vztahu (4) pfevedeme na binarni tim zpusobem,
7e misto hodnoty 1 bude nabyvat spojeni vstupnich hodnot a misto hodnoty
0 bude nabyvat priseku vstupnich hodnot x a y. Na druhou stranu, binarni
funkci @, ze vztahu (4) nelze pfirozené zobecnit na idempotentni funkei,
a proto je nutné vyuzit ternarni mediany ze vztaht (2) a (3), pficemz jejich

propojeni s funkci @, je dano nasledujici rovnosti:

TPy = med/\(XO(x Vy)Axi(zAy),a, xolz Vy)Vxi(zA y))

Vysledkem tohoto zkouméni jsou binarni funkce y, a med,, které nyni po-

drobné popiSeme v nasledujici definici.

DEFINICE 1.19. Na kone¢ném (ohrani¢eném) svazu L definujeme pro kazdé

a € L binarni funkce med,: L? — L a x,: L?> — L nasledujicimi piedpisy

med,(z,y) = (zAy)V (aA(zVy)), (5)
alwy) = { Y= 0
xr Ay ;jinak.

Poznamenejme, zZe funkce med, vznikla z prisekového ternarniho medi-
anu, tj.
medn(z Ay,a,zVy) = ((Ay)Aa)V ((zAy)AVy)V(aA(zVy))
= ((zAy) ANa)V(zAy)V (an(zVy))

= (zAy)V(aA(zVy)) = medy(z,y).

Ukézeme, ze pro kazdé a € L funkce med, a x, reprezentuji binarni

idempotentni agrega¢ni funkce na svazu L.
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1) Predpokladejme, ze (x1,22) < (y1,y2) a a € L. Pak funkce med, je

neklesajici, protoze

med,(z1,22) = (21 Az2)V (aA(z1V 1))

IN

(Y1 Aya) V (a A (21 V 2))

< Ay V(@A (g Vys)) = medy(y1, ).
Pro funkci x, mohou nastat 3 moznosti:

i) a <@ <y, pak
Xa(T1,%2) = 21V 22 <41 VY2 = Xa(Y1,Y2),

ii) z; <a <y, pak
Xa(T1,72) = 21 A2 <1 V Y2 = Xa(Y1,42),

iii) z; <y < a, pak
Xa(T1,72) = 11 Ay < Y1 Aya = Xa(Y1,42)-

2) Pro kazdé a € L plati

med,(0,0) = (0A0)V (aA(0V0)) =0V (aA0)=0

med,(1,1) = (LA V(aA(1V1)=1V(aAl)=1
Ovo ;0>a
Xa(0,0) = =0
0AO ;jinak
Xa(1,1) = {1v1 ;12@}21.
3) Pro kazdé a € L a libovolné x € L plati

med,(z,z) = (zAz)V(aA(zVz) =2V (aAz) oy
xNVxr ;xr>a
Xa($7x) - =,
x Az ;jinak

kde v rovnosti (#) byl pouZit zdkon absorpce pro svazy.

35



4) Navic pro kazdé a € L plati pro funkci med, komutativita, tj.
med,(z,y) = (xAy)V (a/\(a:\/y)) = (yAz)V (a/\(y\/m)) = med,(y, x),

a nebot funkce med, je majoritni funkci na L vyplyva pro funkci med,

rovnost med,(a,y) = a.

Na nésledujicich dvou obrazcich (Obrézek 2 a 3) jsou znézornény vsechny
funkce x. a med, na ctyiprvkovém fetézci Cy = {0,a,b,1}. Obrazky jsou
vedeny v podobném duchu jako Obréazek 1, kde se ¢ervené dvojice zobrazily
na hodnotu 0, modré dvojice na hodnotu a, funkéni hodnota zelenych dvojic

je b al je obrazem oranzovych dvojic.

Xo(, ) % % x1(z,y)

Obrézek 2: Vsechny funkce y, na Cj.



med,(z, ) med (z,y)

Obréazek 3: Vsechny funkce med, na C}.

Nyni poukdZzeme na nékteré dalsi vlastnosti, jenz spliuje funkce med,.
Nejdrive se zaméfime na distributivni svazy. Pfipomeneme, ze svaz L se na-
zyva distributivni, jestlize pro kazdé tii prvky z,y,z € L plati jedna z tzv.
distributivnich rovnosti: z A (y V z) = (z Ay) V (z A 2) nebo rovnost, kde
spojeni je distributivni vzhledem k praseku, tj. V (yAz) = (zVy) A(zV 2).
Navic, pokud v ohraniceném distributivnim svazu L pro kazdy prvek x € L
existuje (pravé jeden) komplement ' € L, tj. t A2’ =0 a x V' =1, pak se

svaz nazyva booleovsky.
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VETA 1.20. Necht L je konecny distributivni svaz. Pak pro kaZdé a,b € L
platt

i) med,(x,y) V medy(z,y) = medays(,y),
i) med,(x,y) A medy(z,y) = medyap(,y),
pro kaZdé x,y € L.
Diikaz. Za pouziti distributivnich rovnosti ovérime obé podminky.
i)

medav(2,y) = (zAy)V

((

= (zAy)V(aA x\/y)\/(b/\(lﬁ\/y)>

= @AYV (an(zVy))V(EAyV(AEVY))
Y)

V medy(x,y),
i)

meda/\b(’ra y) - (l’ A y)

[]

Véta 1.20 ukazuje, jak se chova prisek a spojeni funkci med, pro dis-
tributivni svazy. Otazkou nyni je, zda lze néjaké podobné vlastnosti funkce
med, odvodit i na libovolném svazu. Vétu 1.20 Ize s mirnou tipravou zobecnit

nésledujicim zptsobem.
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VETA 1.21. Necht L je konecny svaz a prvek b € L. Oznacme mmnoziny
A={aeL|a<b}aC={{ceL|b=<c}, pricemz |A| > 2,|C| > 2. Pak
plati

i) \/ med,(z,y) = medy(z,y),

a€A

”) /\ medc(ma y) = medb(xa y)>
ceC

pro kaZdé x,y € L.

Diikaz. 7 toho, ze svaz L je kone¢ny, plyne, Ze i mnoziny A a C' jsou kone¢né,
kde mnozina A obsahuje v8echny prvky, jenz prvek b pokryva, a mnozina C
obsahuje v8echny prvky, jenz pokryvaji prvek b. Ozna¢me prvky mnoziny A
jako aq,...,a, a prvky mnoziny C' jako cq,..., ¢y, kde n,m € N, n,m > 2.

Pak

,\/ med,, (x,y) = medy, (x,y) V...V med,, (z,9)
— @AYV (aA@VY)V.. V@AYV (e A Vy))
= (@AY V(amA@Vy))V...V(a, Az Vy)).

Zabyvejme se nyni nasledujicimi ptipady:

[.zVvy >0 Pak

\71/medai(x,y) = (@Ay)V(aA@Vy))V...V(aAzVy))
B = (xAy)VaV...Va,

= (zAy) Vb

= (zAy)V(OA(zVY))

= medy(z,y).
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II. z Vy < b Pak existuje alespon jedno i € {1,...,n} takové, ze
x Vy < a;. Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, Ze z V y < a; pro

je{l,...,i}. Pak

\/medai(x,y) = (@Ay)V(@aA@Vy))V...V(uA(zVy))V

V(g Az Vy)) V... V(aaA(zVy))
= (zAy)

V@eVy)V...V(@xVy)VziiV...Vz,
= (zAy)V
V

(

(z Vy)
(bA(zVy))
)

= med,(zx,y),

= (zAvy)

kde prvky zi11,...,2, <2 V.

III. 2 Vy > a; pro nékteré i € {1,...,n}. Pokud by platilo, ze x Vy > a;
axVy>agproj k€ {l,...,n}, j # k, pak se dostaneme na piipad 1., tedy

existuje pravé jedno i € {1,...,n} takové, ze z Vy > a;.

\/ med,, (z,y) =
i=1
=@AyYV(aA@Vy))V...V(aA@E@Vy))V...V(a, A(zVy)) =
=(@AyY)VaV...Vzii1Va;Vzia V... Vz, =
=(xAy)Va,=(@xANy)VIbA(xVy)) =
= medb(xa y)a
kde prvky z1,..., 21, Zix1, - -5 20 < a4
Zbyva nam dokazat, ze pro kazdé j # ¢ plati z; < a,. Pfedpokladejme, Ze
tomu tak neni. Pak mohou nastat dvé mnoznosti:
a) zj = (ajA(xVy)) > a;. Tedy a; > (a; A(zVy)) > a; coz je evidentnd

spor, protoZe prvky a; a a; pro j # i jsou nesrovnatelné.
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b) Prvky z; a a; jsou nesrovnatelné. Odtud plyne, ze z; V a; > b. Jenomze
z; = (aj/\(x\/y)) <aj;
zj\/ai Saj\/az- =b.
Dostavame tedy, ze z; V a; = b pro kazdé j € {1,...,n},j # i. Dale
plati, ze
zi=(a;N(zVy)) <zVy
b=z Va, <(xVy Va=zVy.
Dostali jsme, ze b < x V y, coz odpovida piipadu I.
an,b. Pak bA (xVy) < a;

IV. Prvek x Vy je nesrovnatelny s prvky aq, ...,
pro néjaké i € {1,...,n}. Odtud vyplyva, ze

bA(zVy <a;AN(zVy) < \/a] (xVy) =

= med,(z,y) < \/med z,y)

Obréceng, z predpokladu plati, ze a; < b pro kazdé j € {1,...,n}. Pak

= \/ med,; (2,y) < medy(z,y).
j=1

Dohromady dostavame, ze

\/ med,, (2,y) = medy(z,y).
j=1

Analogicky by se dokazala podminka i) pro priseky.
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VETA 1.22. Necht L je konecényj svaz. Pak pro kaZdé dva nesrovnatelné proky

a,b € L a kaZdé dva srovnatelné prvky e, f € L, e < f, plati

1.

Xa(Z,¥) A xo(Z,¥) = Xavs(T, V),

2. Xe(z,y) V xs(2,9) = Xe(,y),

pro kaZdé x,y € L.

Diikaz. Nejdrive dokdzeme prvni rovnost. Predpokladejme, ze a V b = ¢, tj.

a < ¢,b < c. Dukaz rozdélime na 4 ¢éasti:

L.

IL.

ITI.

r>a,x>b

Pak x.(x,y) = xVy a xp(z,y) = v Vy odkud je okamzitym disledkem,
ze Xa(Z,y) N xp(z,y) = x V y. Z predpokladu plati, ze x > a Vb = ¢,

a tedy xc(z,y) =2 Vy.

rFa, xFb

Pak x.(x,y) = x Ay a xp(z,y) = v Ay odkud je okamzitym disledkem,
ze Xa(z,y) A xo(z,y) = x A y. Déle z predpokladu mohou nastat dvé
moznosti, bud = < a, nebo = a a jsou nesrovnatelné. Z prvni moznosti
plyne nerovnost z < a < ¢ odkud x.(z,y) = = A y. Druhou moznost
dokazeme sporem. Kdyby platilo z > ¢, znamenalo by to, ze x > ¢ > a,

coz je spor s tim, Zze x a a jsou nesrovnatelné. Odtud musi platit, Ze
Xe(®,y) =z Ay.
r>a,xFb

Pak x.(x,y) = xVy a xp(z,y) = v Ay odkud je okamzitym disledkem,
ze Xa(z,y) A xp(z,y) = x A y. Déle kdyby platilo x > ¢, pak x > ¢ > b,
coZ je spor s tim, Ze podle predpokladu muZe nastat bud x < b, anebo

x a b jsou nesrovnatelné, a tedy x.(x,y) =z Ay.
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IV.z%a,z>b

Analogicky jako c¢ast III. akorat pro prvek a.

Dikaz druhé rovnosti je o poznéni jednodussi, nebot se miizeme zabyvat
pouze piipadem, kdy by rovnost nebyla splnéna. Tato skute¢nost nastane
v piipadé, Ze funkce x. nabude infima a funkce x ¢ suprema. To ale nastane
pravé tehdy, kdyz « > f, ale © # e, coZ je evidentni spor s predpokladem,
¢ili rovnost je splnéna pro kazdé x,y € L.

]

Ve Véte 1.22 miizeme vidét, Ze spojeni funkci y. je vazdno podmin-
kou srovnatelnych prvki, a proto ona rovnost neplati obecné, to znamené
Xa(Z,9) V Xxb(2,y) # Xaro(x,y) nastane pro néjaké prvky z,y € L. Bohuzel
tomu nepomuze ani podminka distributivity, nebot naptiklad pro booleovsky

svaz, zobrazeny na Obréazku 4, dostaneme pro dvojici (c,0) € L*:

Xa(c,0) V xp(c,0) =0V 0 # ¢ = xo(c,0) = xans(c,0).

0

Obrazek 4: Booleovsky Svaz.
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Pokud bychom generovani funkci y, pro a € L ve Vété 1.22 chéapali
jakozto generovani ,smérem nahoru®, tak pozdéji na piikladu ukazeme, Ze
generovani ,,smérem doli“ neni obecné mozné ani s pomoci funkei med, pro

a € L a svazovych operaci.

PRIKLAD 1.23. Na piikladu svazu L; zobrazeného na Obrazku 5 ukazeme
platnost pravé zminénych Vét 1.21, 1.22. Navic se nejedné o distributivni

svaz, protoze
aN(bVe)=and=a#0=0V0=(aAb)V (aAc).

Taktéz poukazeme na fakt, pro¢ Véta 1.20 neplati obecné.

1

0

Obrazek 5: Svaz L.
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Nejdrive se budeme zabyvat Vétou 1.20 a ukidZeme, ze

med, V med, # med, (respektive med, V med, # medavb)7
a podobné i pro prisek

med. A medy # med, (respektive med. A medy # medeAf).

Pro jednoduchost a lepsi znézornéni, vSechny ndmi pouzivané funkce vypi-

Seme a vhodné oznacime.

medas(z,y) = med, () v medy(z, y)

= (@Ay)V(aA(zVy))V(OA(zVy)),
medag, (2,y) = medy(z,y) V medy(z,y) V mede(z,y)

= (@Ay)V(aA(Vy))V(OA(VY))V(cA(@Vy)),
medy(z,y) = (zAy)V (dA(zVy)),

medey(z,y) = med.(z,y) V meds(z,y)
= [@ryVier@vy)]Aal@ay Vv (faEvy))],
medeyo(r,y) = med,(z,y) V med;(z,) V medy (, )
= [@Aay)V(ea@vy)]Al@ay v (fAVY)] A
y)

)]

Snadno se muzeme presvéd¢it o neplatnosti Véty 1.20 pro nedistributivni

A@Ay)V (gA(zV

svazy, protoze

med,s(0,¢) =0 # ¢ =medy(0,c) = med,(0,c)

mede,(1,9) =1 # g =medy(1,g) = meders(1,9).
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Nyni sestrojime tabulku pro vechny dilezité hodnoty z L? a srovname
funkce med, s, med; a med., g, ¢imZz ovérime platnost Véty 1.21. Piipomenme,
ze funkce med je komutativni i idempotentni, tim pddem nemusime uvazovat

vSechny hodnoty z L3.

(z,y) || medagy(x,y) | medg(x,y) | medeyo(z,y)
(0,a) a a a
(0,b) b b b
(07 C) & C
(0, d) d d d
(0,1)

(a,b)

(a,1) d d d
(b, c) d d d
(b, 1) d d d
(e, f) d d d
(e, 9) d d d
(e,1) e e e
(f,9) d d d
(f,1) f f f
(g,1) g g g

Tabulka 1: Vyhodnoceni nékterych dvojic ze svazu L? funkcemi med, s, medy

a med¢yg.
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Ve druhé casti prikladu se zamérime na Vétu 1.22; ale nejdiive ukazeme,
ze dudlni Véta 1.22 neplati, tzn. x.(z,y)V xs(x,y) # xa(x,y). Napiiklad pro

dvojici (g,1) € L? mame

Xe(9, 1)V xp(9,1) =gV g=9#1=xa(g,1).

Podobné jako v predchozim sestrojime tabulku a prokdzeme tim platnost

Véty 1.22. Tedy pro kazdé y € L plati

|| Xa(,¥) A xe(@,9) | xal@,y)
0 0 0

a alNy alNy

b bAy bAy

c cCAY cCNY

d dVy dVy

e eVy eVy

f fVy fVy

g gVy gVy

1 1 1

Tabulka 2: Vyhodnoceni pro z € L; funkcemi x, A x a x4

Jak ukazuje nasledujici lemma, svazové operace lze odvodit z funkei x,
a med,, a proto na né neni tfeba nahlizet zvlast jakozto na funkce, které je

potfeba mit vzdy v generujici mnoziné.

LEMMA 1.24. Necht L je konecny svaz, pak plati
i) medo(z,y) =z Ay,
ii) medi(x,y) =z Vy,

i) xo(z,y) =x Vy.
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Diikaz. Vhodnym dosazenim ihned obdrzime tvrzené rovnosti.
i)
medo(z,y) = (zAy)V (0A(zVy))=(xAy)VO=z Ay,
med;(z,y) = (zAy)V (LA (zVy))=(xAy)V(zVy) =z Vy,
i11)

xVy ;>0
Xo(z,y) = Z{x\/y ;xzo}zx\/y.
x Ay ;jinak

1.4 Generovani idempotentniho klonu

V dalsi kapitole ukdzeme, Ze binarni idempotentni agregacni funkce med,

a Xa, Spolu se svazovymi operacemi A a V, generuji idempotentni klon Id(L).

Ke zjednoduseni zapisu a vypocti zobecnime funkce y, a med, nasleduji-
cim zptisobem: pro kazdé a € L a k > 2 definujeme k-arni funkei x* : L*F — L

a med” : L* — L nésledovné

X’;(l’l,---,ﬁk) = k (7>

med®(z1,...,2,) = /\xi\/ (a/\ (\/:p,)) : (8)
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LEMMA 1.25. Nechta € L. Pak pro kazdé k > 2 funkce x* vznikne sloZenim
bindrnich funkci x, a k-drmich projekci pF proi € {1,...,k}, funkce medl;
slozenim bindrnich funkci med,, svazovyich operaci a k-drmich projekct pf

proi € {1,...,k}.

Drikaz. Dukaz prvniho tvrzeni provedeme indukci ptes aritu k. Pro k = 2 je
diikaz trivialni. Tedy pfedpokladejme, ze k > 3. Dokazeme, Ze plati nasledu-

jici rovnost:

Xiﬂ(xla e Tpy1) = Xa(XfL(xh . Jk),xkﬂ)-

Za prvé, jestlize x1 > a. Pak

Xlag(xla"'rrk) :\/IZ Zaa

a tedy

k1
k L
Xa (X (21, k), Thog1) \/.rzv,ivk“ \/xl = (1,0 Tpg)-

Za druhé, jestlize z1 # a. Pak

k

Xlag(xla"'7xk> :/\xl zaa

i=1
a tudiz

k+1

k k+1
Xa(Xa(l'l;---, »’L‘k+1 /\Cl?z/\ﬂfkﬂ /\:cl Xo (@1, .oy That)-

Druhé ¢ast Lemmatu 1.25 se dokaze nasledovné:

v (AeV) = (Ao on (A o)

i=1 =1
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Je evidentni, Ze k-arni funkce x* a med]; jsou opét idempotentnimi agre-
gatnimi funkcemi na svazu L, nebot jsou slozeny z idempotentnich funkei,
a tedy x*, med® € 1d(L).

Dale, pro k > 2 a pevné a = (ay,...,a;) € L*, definujeme k-arni funkci

Ua : LF — L piedpisem

k
Pal(Z, ..., xy) = /\X];i(ﬂfm ey Xy Ty,
i=1

e . . o : ok . - “_ .
jinymi slovy funkce p, vznikne prisekem funkei x; , prifemz se zaméni
vstupni hodnoty x; a z;. Napt. pro £ = 3 obdrzime
_ 3 Ay Ay
M(al,aQ,ag)(ﬂﬁ,ﬂUQ, 563) = Xa; (331, T2, 903) Xas (3327331, 96’3) Xas (333,332, 96’1)-

Je ztejmé, ze kazda funkce u, je taktéz idempotentni a vzhledem k predcho-
zimu Lemmatu 1.25 muze byt slozena pomoci projekci a mnozinou binarnich

funkei y, pro a € L definovanych vztahem (6).

LEMMA 1.26. Necht k > 2, k € N a a € L*. Pak pro funkci pq: L¥ — L

platt

k
\/xi ;X > a
i=1

fal(T1, ... xp) = .
[\ i ;jinak
=1

pro kazdé x € LF.

Diikaz. Predpokladejme, Ze x > a, tj. x; > a; pro kazdé i € {1,...,k}. Pak

pouzitim vztahu (7) plyne

k
X ( x x):\/x
a; \ Lty ey by ey Lk g
j=1

Tedy

ko[ k k
fa(Ty, ..., x)) = /\ (\/ x]) = \/xj.
i=1 \j=1 Jj=1



Jestlize x # a, tj. pro n&jaké j € {1,...,k} plati z; # a;, pak ze vztahu
(7) obdrzime

k
ij(xj,...,xl,...,xk) :/\xl gxlji(xi,...,xl,...,xk)
=1

pro kazdé i € {1,...,k}. Tedy

j—1 k k k
pa(ry, o) = \xb A Nan N\ xE = N\
=1 =1 =1

i=j+1

[]

Z pravé zminéného Lemmatu 1.26 a Véty 1.22 plynou vlastnosti pro funkei
Ha.

DUSLEDEK 1.27. Necht L je konecny svaz. Pak pro kaZdé dva nesrovnatelné

proky a, b € LF a kazdé dva srovnatelné proky e, f € LF, e < f plati
1. pa(®) A pn(®) = pavs (@),
2. pe(z) V e () = pe(),

pro kazdé x© € LF.

Jako posledni zavedeme k-arni (idempotentni) funkci hi: LF — L, jez je
pro libovolnou k-arni idempotentni agregacni funkci A na svazu L a a € LF

dana nésledovné
R (xy,. .. xk) = pa(zy, ..., k) A medz(a)(arl, L TE). (10)

LEMMA 1.28. Necht k > 2, k € N a a € L*. Pak pro funkci hgq: L*¥ — L

plati
med) g (T1,. .. 71); X > a
ho (2, .cm) =4k (11)
/\xi ; jinak
i=1

pro kazdé x € LF.
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Diikaz. Jelikoz k-arni funkce med]; je idempotentni, pak podle Lemmatu 1.17
plati nerovnost

k k
/\ x; < medﬁl(a)(xl, cxp) < \/ T;
i=1

i=1

pro viechny k-tice (zy,...,xx) € L*. Tedy pro x > a, vzhledem ke vztahu
(9) z Lemmatu 1.26, obdrzime

k
(... xp) = \/a:Z A medz(a)(xl, CoTy) = medfﬁl(a)(xl, CoTy),
i=1

zatimco pro x }_4 a mame

k k
hf(xl, CeTg) = /\xl A medﬁ(a)(xl, CTg) = /\xl
i=1 i=1

O
TVRZENT 1.29. Necht A: L¥ — L je libovolnd k-drni idempotentni agregacni
funkce na konecném svazu L. Pak

Alzx) = \/ h2(x).

acLk

Diikaz. Pro x € L* libovolné ale pevné zvolené, provedeme piimy vypocet

nésledovneé:

YRR ERVEACNMAVEACE

acLk acLk acLk
a<x afx
= \/ medz(a)(xl,...xk)\/ \/ (/\%) @
acLF acLk \i=1
a<x agx
3 4)
= \/ medi (21, o) 2 meds (21, an) 2 Ax),
a€<Lk

kde rovnost (1) plyne z Lemmatu 1.28, rovnost (2) a (4) z Lemmatu 1.17

a rovnost (3) ze skutecnosti, Ze podminka a < x implikuje

medZ(a)(xb <. xk) < medi(x)(l'l, c. LIZ’k)
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1.5 (x,med)-generujici mnozina idempotentniho klonu

7 Lemmatu 1.24 vime, Ze funkce o, medy a med; reprezentuji svazové ope-
race a mohou byt vynechany z generujici mnoziny, odkud plati néasledujici

dusledek.

DUSLEDEK 1.30. Pro kazdy konecény n-prvkovy svaz L mnoZina bindrnich

funkct
{V,A}U{xa|a€L\{0}}U{med,|aecL\{0,1}}

generuge idempotentni klon |d(L). Pocet generdtori je shora ohranicen cislem

2n — 1.

Mnozin generujicich idempotentni klon je nekone¢né mnoho a mohou ob-
sahovat rtzné typy funkei riznych arit. Budeme se zabyvat takovymi gene-

rujicimi mnozinami, jez obsahuji svazové operace a funkce y,, med,.

DEFINICE 1.31. Necht L je kone¢ny svaz. Mnozinu S nazveme (x, med)-

generugici mnozinou idempotentniho klonu Id(L), jestlize
S CH{V,A}U{xXa, med, | a € L}
a mnozina S generuje idempotentni klon Id(L).

TVRZENI 1.32. Necht L je alespon triprvkovy konecny Tetézec s n pruvky.

Pak mnoZina
G={V,A}U{xa|ae L\{0} }U{med,|ac L\{0,1}}

je nejmensi (vzhledem k inkluzi) (x, med)-generujici mnoZinou idempotent-

niho klonu Id(L).
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Diikaz. Pro jednoduchost, kone¢ny Fetézec L ozna¢ime L = {1,...,n} s kla-
sickym usporadanim 1 < ... < n. V tomto pripadé je nejmensi prvek 0 = 1
a nejvetsi prvek 1 = n. Podle Dusledku 1.30 mnozina G generuje idempo-
tentni klon Id(L). Dokazeme, Ze G je nejmensi moznou (x, med)-generujici
mnozinou, tzn. neexistuje vlastni podmnozina mnoziny G, které by genero-

vala idempotentni klon Id(L).

Nejprve ukazeme, ze pro libovolné ¢ € {1,...,n} mnozina G; = G'\ {x;}
negeneruje idempotentni klon Id(L). Pro dikaz tohoto tvrzeni nalezneme
podmnozZinu B; C L? takovou, Ze B; je zachovana viemi funkcemi z mnoziny
G, ale neni zachovana funkci y;, ¢imz podle Baker-Pixleyho Tvrzeni 1.12
zjistime, Ze funkce y; nenalezi do klonu generovaného mnozinou G;. Vzhledem
k tomu, Ze x; € Id(L), nutné musi platit, ze klon generovany mnozinou G; je

vlastni podmnozinou Id(L), tj. [G;] C Id(L).

Proi € {2,...,n— 1} polozime B; = {(i,i — 1), (¢,4), (i + 1,7 + 1) }. Pod-
mnozina B; C L? tvoii fetézec v L?, ktery je evidentné podsvazem L2, a tedy
B, je zachovan svazovymi operacemi. Jestlize j < ¢ — 1, pak funkce x; ko-
inciduje se svazovou operaci spojeni V aplikovanou po slozkidch na prvky
z podsvazu B;. Tedy podsvaz B; je také zachovan funkci ;. Podobné pro
J > i+ 1, funkce x; koinciduje se svazovou operaci priisek A aplikovanou po
slozkédch na prvky z podsvazu B;, kromé pfipadu kdy 57 = ¢ + 1 a dvojice
(1 + 1,7+ 1) jakozto prvni argument. V tomto pfipadé

Xiv1 (((+ 1,0+ 1), (z,y) = (i +1,i+1)

pro libovolnou dvojici (z,y) € B;, a tedy podsvaz B; je zachovan i kazdou

funkei x; pro j > i+ 1. AvSak funkce x; nezachovava podsvaz B;, protoze

Xi((i,i—1), (i+1,i+1)) = (x;(t,i4+ 1), x:(i —1,i+1)) = (i+1,i—1) ¢ B;.
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Déle ukdzeme, ze podsvaz B; svazu L? je zachovan vSemi funkcemi med,
pro j € {2,...,n — 1}. Vsimnéme si, ze funkce med; jsou komutativni a pro

r < y mame

r ;j<zw
med;(z,y) =< j :x<j<y (12)
y 5729

Odtud plyne, Ze

med; ((i,i — 1), (i,i)) = (13)
(i,i)  jinak,
a
med; ((i,i— 1), (i +1,i+ 1)) =< (i,4) =i (14)
(i14+ 1,1+ 1) ;jinak,
tedy podsvaz B; je zachovan kazdou funkci med;, j =2,...,n — 1.

Pro i = n polozme B, = {(n,n—1),(n —1,n—1),(n — 2,n — 2)}. Podobné
jako v predchozim pripadé muze byt jednoduse ukézano, Ze vSechny funkce

z G, = G\ {x»} zachovavaji podsvaz B,,. Na druhou stranu

Xn((n,n—1), (n=2,n—2)) = (xn(n,n—2), xn(n—1,n—-2)) = (n,n—1) ¢ B,.

Timto jsme ukazali, Ze zadna z funkei y; pro ¢ € {2,...,n} nemiZe byt

vynechana z generujici mnoziny G.
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Ve druhé ¢asti dikazu ukazeme totéz pro funkce med;, i € {2,...,n — 1}.
Polozme H; = G\ {med;} a C; = (L \ {i})*. Zfejmé C; C L?, a tedy vzhledem
k tomu, ze L \ {i} je podsvazem svazu L, je i podmnozina C; podsvazem
svazu L?. Dokazeme, Ze podsvaz C; je zachovan vSemi funkcemi z mnoZiny
H;. Kazda binarni funkce f € H; je definovana pomoci svazovych operaci
a funkci med; véetné konstanty z podsvazu L \ {i}. Odtud plyne, Ze pro
libovolné z,y € L\ {i} plati f(x,y) € L\ {i}, coz ma za nasledek zachovani
podsvazu C; vSemi funkcemi z mnoziny H;. Na druhou stranu pro funkci med;

obdrzime
med; ((1,n), (n,1)) = (med;(1,n), med;(n, 1)) = (i,7) & C;,

kde vidime, ze funkce med; nenalezi do klonu generovaného mnozinou H;,
tj. med; ¢ [H;] a tedy [H;] # Id(L), ¢imZ jsme dokazali, ze [G] = Id(L)
a pro kazdou vlastni podmnozinu K C G plati [K] C Id(L). To znamené, ze
mnozina G je nejmensi (x, med)-generujici mnozinou idempotentniho klonu

ld(L). O

Podivame-li se na Tvrzeni 1.32 vice do hloubky, je zfejmé, Ze Tetézce
obsahuji prvky, které maji pravé jedno pokryti a pokryvaji jediny prvek.
Jedné se o tzv. ireducibilni prvky. Takové prvky existuji i v jinych svazech
nez jenom v fetézcich, z ¢ehoz bychom mohli vyvodit obsazenost funkei y,
a med, v (), med)-generujici mnoziné.

DEFINICE 1.33. Prvek b € L nazveme ireducibilni, jestlize pro nékteré prvky

ai, a9, C1, Cy € L 7 rovnosti
a1Va2:b:cl/\02

plyne, ze a; = b nebo ay = b, a taktéz ¢; = b nebo c; = b. Jinymi slovy,
neexistuji prvky rizné od b € L takové, Ze jejich spojenim ¢i priissekem do-

staneme prvek b.
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Naptiklad ve svazu Ls z Obrazku 8 jsou prvky a,c,d,g,7,l,0,x € Lj
ireducibilni. Na druhou stranu, prvky b,q € Ls ireducibilni nejsou, protoze
eNg=">0 alee #bag#0b Podobné, fVh=gq,ale f # qah # q.
V nasledujici vété ukdzeme, ze ireducibilni prvky jsou velmi dilezité pro
(x, med)-generujici mnozinu, nebot jak ukézeme v Prikladu 1.39, funkce .
a med,, pro vyse zminéné ireducibilni prvky, jsou chté nechté soucasti kazdé

(x, med)-generujici mnoziny.

VETA 1.34. Necht L je konecnyj svaz s ireducibilnim prvkem b € L riznym od
0 a 1. Pak funkce x;, a med, museji byt obsaZeny v kazdé (x, med)-generugjici

mnoziné idempotentniho klonu Id(L).

Diikaz. Uvazujme podsvaz A = {(b, a), (¢, ¢)} svazu L. Vzhledem k podmince
a < b < ¢ se velmi snadno ukaze, ze tato mnozina je zachovana vSemi funk-

cemi x,, med, pro p € L\ {b}, a svazovymi operacemi. Plati

Xb((bv a)? (C, C)) = (Xb(bv C)?Xb(av C)) = (Cv a) ¢ A (15)

med, ((b, a), (¢, c)) = (medy (b, c), medy(c, c)) = (b,b) ¢ A. (16)

Tedy mnozina A neni zachovana ani jednou z funkci x, a med,.

Presnéjsi dikaz je zaloZzen na mnoziné B = {(b,a), (¢, c), (b,b)} pro funkci
Xp» & na mnoziné C = {(b,a), (¢, c),(c,a)} pro funkci med,. Jinymi slovy,
mnozina B je zachovana v8emi funkcemi z (x, med)-generujici mnoziny kromé

Xb, PTiCemz pro Yy, plati rovnost (15), ¢ili (¢,a) ¢ B.

Obdobné, mnozina C' je zachovana vSemi funkcemi z (y, med)-generujici

mnoziny kromé med,, pficemz pro med, plati rovnost (16), ¢ili (b,b) ¢ C. O
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Vratme se k Tvrzeni 1.32 pojednévajicim o znalosti minimélni (nejmensi)
(x, med)-generujici mnoziny pro fetézce. Nicméné nalezeni takovéto generu-
jici mnoziny pro obecny svaz je velmi obtizné, a navic, minimalni generujici
mnozina je v kazdém svazu odlisna. Diky Vétam 1.21 a 1.22 vsak mtzeme se-
strojit algoritmus, jak postupné redukovat funkce v (y, med)-generujici mno-
ziné. Predtim, nez k této konstrukci pristoupime, vyslovime dusledky, jenz

z Vét 1.21 a 1.22 okamzité plynou.

Pripomenme, Ze ohraniceny svaz L se nazyva atomdrni, jestlize kazdy

prvek rizny od 0 je spojenim kone¢ného poctu atomd, tj.
Ve e L 3ay,...,a, €At(L):x=a1 V... Va,.
Napriklad kazdy koneény booleovsky svaz je atomarni.

DUSLEDEK 1.35. Necht L je atomdrni svaz s n atomy aq, . ..,a, € L. Pak
mnozina

G = {Xa;, med,,

e {1,

je (x, med)-generujici mnoZinou idempotentniho klonu Id(L).

DUSLEDEK 1.36. Necht
G={V,A\}U{xs|ae L\{0}}U{med, | ac L\{0,1}}

je (x, med)-generujici mnoZinou idempotentniho klonu konecného svazu L
a pro prvky a,b € L existuji proky c1,...,¢, € L a dy,...,d; € L, pro
p,q € N, p,q > 2 takové, Ze c; < a,...,c, <a ab<dy,...,b <d, Pak
mnozina G* = G\ {Xa, med,, medy} je opét generujici (x, med)-mnoZinou

idempotentniho klonu Id(L).
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1.6 Hledani (x, med)-generujici mnoziny

V této kapitole se budeme zabyvat konstrukei (y, med)-generujici mnoziny.
7 Véty 1.22 vime, ze funkce x, lze generovat pouze ,smérem nahoru®, jinymi
slovy nas zajimé pouze spojeni, protoze z nésledujiciho prikladu vyplyne, ze

funkce x, obecné nelze generovat ,,smérem dola“.

PRIKLAD 1.37. Uvazujme svaz L3 z Obrazku 6.

1

°
0

Obrazek 6: Svaz Ls.

Podle Diisledku 1.30 vime, Ze mnozina
G = {\/7 /\} U {Xm Xbs Xes Xds Xl} U {medm medba medm medd}

je (x, med)-generujici mnozinou idempotentniho klonu Id(L). Navic z Vét

1.21 a 1.22 lze vygenerovat funkce {med,, x1}, tzn.
G* =G\ {med,, x1}

je opét (x, med)-generujici mnozinou.
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Dale zvolme mnozinu B = {(0,a), (a,a), (b,b), (¢, ¢), (d,d), (1,1)}. Cilem
je ukazat, ze funkce y, je potfeba a nelze ji vygenerovat. Uvazujme tedy
mnozinu funkei H = G* \ {x,}. VSechny funkce z mnoziny H zachovévaji

mnozinu B, ale funkce x, nikoli, protoze

Xa((07a)7 (17 1)) = (Xa(07 1)>Xa<a7 1)) = (07 1) ¢ B.

To znamené, neexistuje obecny postup k vygenerovani funkei .

Nyni bude nasSim cilem sestrojit generujici mnozinu svazu L, abychom

védeéli, jaké funkce y, a med, jsou potieba, a jaké jsou navic.

Pro pfipomenuti, generujici mnozZinou svazu L nazveme takovou pod-
mnozinu H C L, ze uzavienim na svazové operace dostaneme cely svaz L,
tzn. kazdy prvek x € L dostaneme vhodnym spojenim a prusekem prvki

z generujici mnoziny H svazu L.

Bohuzel, podle Véty 1.22 nestaci vzit generujici mnozinu svazu L pro
funkce x,, protoze napiiklad v Prikladu 1.37 generujici mnozina svazu L3 je
H = {0,b,¢,d}, ale jiz vime, ze z funkei {xo, Xs, Xe» Xa} Delze vygenerovat
funkci x,.

Obréazek 7: Svaz Ly.
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Ani pro funkce med, generujici mnozina svazu L nestaci, protoze ve Vété
1.21 bylo pouzito silnéjsiho predpokladu. Napiiklad generujici mnozina svazu
L, zobrazeného na Obrazku 7 je {a, b, e}, ale jiz vime, Ze pouze z {med,, med, }
nevygenerujeme medy. Tedy musime najit specidlni generujici mnozinu svazu
L, ktera se témto nedostatkim vyhne. Jeji konstrukei nyni algoritmicky po-

piseme.

Necht L je ohraniceny svaz. Oznac¢me H jako mnozinu generujicich prvki,
V' jako mmnozinu prvku, které lze vygenerovat, a H' a V' jako pomocné mno-
ziny. Navic symbolem x ~» B budeme znacit presun prvku x do mnoziny

B.

[. Nejmensi prvek 0 pfesuneme do mnoziny V' a vSechny atomy svazu L

pfesuneme do mnoziny H, tj. a ~ H pro kazdé a € At(L).
II. Ozna¢me A= {x € L\ {HUV} |h <z pro néjaké h € H}.

e Pokud pro x € A existuje pravé jeden prvek [ z L takovy, ze [ < x

a zaroven | € H, pak x ~~ H'.

e Pokud pro z € A existuje vice prvku l;,...,l, z L prop € N

takové, ze [y < z,...,l, < x azaroven ly,...,l, € H, pak x ~» V',

e Pokud pro prvek x € A existuji prvky [, [y ze svazu L takové,
ze i < x,ly < x a zaroven l; € H,ly ¢ H, pak x odebereme

z mnoziny A.
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Nyni mnozinu H obohatime o prvky z mnoziny H', tj. H U H' ~~ H
a mnozinu V' o prvky z mnoziny V', tj. VUV’ ~» V. Mnoziny H' a V'
vyprazdnime. Tedy mnozina A je nyni prazdné, nebot kazdy prvek z ni
jsme bud presunuli do jedné ze dvou mnozin H, V', nebo jej odstranili

k budoucimu pouziti.

II. Ozna¢me A={x € L\ {HUV} |h <z pronéaké he HUV}.

e Pokud x € A pokryva pravé jeden prvek ze svazu L a ten prvek

padne do mnoziny H nebo V', pak x ~~ H'.

e Pokud = € A pokryva vice prvki ze svazu L a vSechny prvky

padnou do mnoziny H UV, pak z ~» V.

e Pokud = € A pokryva vice prvki ze svazu L a jeden z nich padne

do mnoziny H UV a druhy nikoli, pak 2 odebereme z mnoziny A.

e HUH ~ H, VUV '~V aH V' =.

IV. Opakujeme krok III.

Algoritmus kon¢i, jakmile bude kazdy prvek ze svazu L bud v mno-
ziné H, nebo V, pricemz mnozina H je hledan& generujici mnozina

ohrani¢eného svazu L.

VETA 1.38. Necht L je ohraniceny svaz a mnozina H je vyslednd generujici

mnozina svazu L z vysSe popsaného algoritmu. Pak mnoZina
{V;, AN} U{xa|a€e H\{0}} U{med, | a € H\ {0,1}}

je (x, med)-generujici mnozinou idempotentniho klonu Id(L).
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V naésledujicim piikladu demonstrujeme algoritmus, pravé popsany ve

Véte 1.38.

PRIKLAD 1.39. Uvazujme svaz L5 z Obréazku 8.

1

Obréazek 8: Svaz Ls.

Nalezneme generujici mnozinu H svazu Lj pouzitim vySe popsaného al-

goritmu.
e H=0,V =0
[. V={0}aH ={a,b,c,d}.
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II. A={e, f,gh,n}
e Pro prvek e € A existuji dva prvky a,b € L takové, 7ze a < e,
b<e, a,be H. Tedy e ~ V'

e Pro prvek f € A existuje pravé jeden prvek b € L takovy, ze b < f
abe H. Tedy f~ H'

e Pro prvek g € A existuje pravé jeden prvek b € L takovy, ze b < g
abe H. Tedy g ~ H'.

e Pro prvek h € A existuji dva prvky b,c € L takové, ze b < h,
c<habce H. Tedy h ~ V',

e Pro prvek n € A existuji dva prvky d,i € L takové, 7ze d < n,
i<nade H,i¢ H. Tedy prvek n odstranime z mnoziny A.
V ={0,e,h}, V' =10
H: {aabvcad7f7g}7H/ = ®7A2®

II. A={j,k,1,i,n,q}
e Pro prvek j € A existuje pravé jeden prvek e € L takovy, ze e < j

ae€e HUV. Tedy j ~ H'.

e Pro prvek k € A existuji dva prvky e, f € L takové, ze e < k,
f<kae fe HUV. Tedy k ~ V'

e Pro prvek [ € A existuje pravé jeden prvek g € L takovy, ze g < [
age HUV. Tedy | ~ H'.

e Pro prvek i € A existuje pravé jeden prvek h € L takovy, ze h < i
ahe HUV. Tedy i~ H'.

e Proprvek n € A existuji dva prvky d,i € L takové, zed < n,i <n
ade HUV i¢ HUV. Tedy prvek n odstranime z mnoziny A.
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e Pro prvek ¢ € A existuji tfi prvky f,l,h € L takové, ze f < q,
l<q,h<qgaf,he HUV ¢ HUV. Tedy prvek q odstranime
z mnoziny A.
V ={0,e,h, k}, V' =10
H: {a’b7c7d7f7g7j7l7i}7Hl:®7A:®

IV. A={o,p,q,m,n}
e Pro prvek o € A existuje praveé jeden prvek j € L takovy, ze j < o
aje HUV. Tedy o~ H'.

e Pro prvek p € A existuje pravé jeden prvek k € L takovy, ze k < p
ake HUV. Tedy p ~ H'.

e Pro prvek q € A existuji tfi prvky f,l,h € L takové, ze f < q,
l<qg, h<qgaf,l,he HUV. Tedy q~ V.

e Pro prvek m € A existuje pravé jeden prvek i € L takovy, Ze

i<mai€ HUV. Tedy m ~ H'.

e Pro prvek n € A existuji dva prvky d,7 € L takové, ze d < n,
i<nadi€e HUV. Tedy n~ V'

V ={0,e,h, k,q,n}, V' =0
H:{a7b7c7d7f7g7j7l7i707p7m}7H/:®7A:®

65



V. A={t,u,r s}
e Pro prvek t € A existuji dva prvky o,p € L takové, ze o <t,p <t
ao,p€ HUV. Tedy t ~ V'.

e Pro prvek u € A existuji tii prvky p,q,r € L takové, ze p < u,
g=<u,r<uap,qge HUV, r¢ HUV. Tedy prvek u odstranime

z mnoziny A.

e Pro prvek r € A existuje pravé jeden prvek m € L takovy, zZe

m<ramé&HUV. Tedy r ~~ H'.
e Pro prvek s € A existuji dva prvky m,n € L takové, ze m < s,
n<sam,n€ HUV. Tedy s ~ V',
V ={0,e,h,k,q,n,t,s}, V' =10
H:{CL?b?C?d?f7g7j7l77:707p7m7,r}7H/:®7A:@

VI. A ={w,u,v}

e Pro prvek w € A existuji dva prvky t,u € L takové, ze t < w,
u<wate HUV, u¢ HUV. Tedy prvek w odstranime z mno-
ziny A.

e Pro prvek u € A existuji tii prvky p,q,r € L takové, ze p < u,

qg=<u,r<uap,qreHUV.Tedy u~ V"

e Pro prvek v € A existuji dva prvky r,s € L takové, 7ze r < v,
s<wvar,se HUV. Tedy v ~ V',

V ={0,e,h, k,q,n,t,s,u,v}, V' =0
H:{a’7bﬂc7d’f).g)j?l’i?O?p)m?T}’H/:@714:@
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VII. A={w,x}

e Pro prvek w € A existuji dva prvky t,u € L takové, ze t < w,
u<watue HUV. Tedy w ~ V'

e Pro prvek z € A existuje pravé jeden prvek v € L takovy, ze v < x

ave HUV. Tedy z ~ H'.

V =A{0,e,h, k,q,n,t, s,u,v,w}, V' =10
H: {a,b7C,d7f,g,j’l7i7O7p7m,/r‘7x}7H/:®,A:®

VIIL A= {1}

e Pro prvek w € 1 existuji dva prvky w,z € L takové, ze w < 1,

r<lawxe HUV. Tedy 1 ~ V.

V ={0,e,h, k,q,n,t,s,u,v,w, 1}, V' =1

H = {a7b7c7d7f’g’j7l7i’07p7m’/r7x}7H/ = ®7A :®
Zaveérem, hledané generujici mnozina svazu Lj podle algoritmu je

H:{a7b7c7d7f7g7j7l7i707p7m7717$}'
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Nicméné se evidentné nejedné o nejlepsi moznou (vzhledem k mohutnosti)

generujici mnozinu, protoze napiiklad mnozina
* .
H :{aﬂc7d’g’j’l7m’07p7x}

je taktéz generujici mnozinou svazu L, protoze pro ostatni prvky svazu Ls

plati

0 = aAc
b = gNy
e = oApD

f = pnNa=pnr(gVo)
h = bVe=(gANj)Ve
i = mAn=mA (cVd)

k = evf=(0Ap)V(pA(gVe))

n = cVd
g = gVec
r = wAz=(oVm)Az
s = mVd
t = oVp
u = pVvVm
v = mVn=mV(cVd)
w = oVm
1 = oVux.
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Avsak pro nase ucely pro vygenerovani vsech funkci y, a med, je gene-
rujici mnozina H* nedostacujici, nebot bychom mohli narazit na problém
s vygenerovanim nékterych funkei y., anebo med,, jelikoz by nemusely byt
splnény predpoklady Vét 1.21 a 1.22. Tim paddem budeme nasi pozornost vé-
novat generujici mnoziné H svazu Ls, odkud podle Véty 1.38 vime, Ze jsme

schopni vygenerovat vSechny ostatni funkce y, a med,. Jinymi slovy mnozina
G={V,AN} U{xa,meds | o, € H}

je (x, med)-generujici mnozinou idempotentniho klonu svazu Ls, protoZe pro

ostatni funkce x, plati

Xo = V

Xe = Xa/\Xb

Xn = Xo/\Xe

Xn = Xi/\Xd

Xk = XeAXy=Xa/AXo/AXs
Xa = Xf/\Xg

Xs = Xm/AXn=Xm/AXi/\Xd
Xt = Xo/\Xp

Xu = Xp/\Xr

Xo = Xr/AXs=Xr N Xm AXi/\Xd
Xw = XtAXu=XoNXpAXr

X1 = XoAXaz
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a pro ostatni funkce med, plati

medy = A

med, = med, V med,

med;, = med, V med.

med,, = med; V medy

med;, = med,V med; = med, V med, V med;

med, = med;V med; V med; = med; V med; V med;, V med.

med, = med,, V med,, = med,, V med; V med,

med; = med,V med,

med, = med,V med,V med, = med, V med; V med; V med;, V med, VV med,
med, = med, V med, = med, V med,,, V med; V med,

med,, = med; V med, = med, V med, V med; V med; V med; V med, V med,
med; = V.

Ani algoritmus ani Véta 1.38 nam nedavaji zadnou informaci o minima-
lit¢ (vzhledem k inkluzi) (y, med)-generujici mnoziny, tzn. v mnoziné G stale
mohou existovat nadbytecné funkce, jenomze v tuto chvili nevime o existenci
takovych funkci, a i kdyby ano, nevime, jakym zptisobem je vygenerovat po-
moci ostatnich funkei z mnoziny GG. Tim padem algoritmus, Véta 1.38 i Pr1i-
klad 1.39 nefikaji nic o minimalité (y, med)-generujici mnoziny, ale zabyvaji
se pouze vhodnym zredukovanim (y, med)-generujici mnoziny z Disledku

1.30.
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V navaznosti na Priklad 1.39 bychom mohli polozit otdzku, jaky je vztah
mezi nejmensi generujici mnozinou svazu L a nejmensi (y, med)-generujici
mnozinou idempotentniho klonu Id(L). Ukazuje se, Ze zadny, nebot z Prikladu
1.37, konkrétné ze svazu L3 z Obrazku 6, vidime, Ze nejmensi generujici
mnoZzina svazu Lz je {0,b, ¢, d}, ale potencialné nejmensi (x, med)-generujici

mnozina idempotentniho klonu Id(Ls), je ve tvaru

{\/7 /\} U {Xa7 Xbs Xes Xd} U {mEdb, medc, medd} .

Pro funkce y. jsou totiz dulezité prvky {a,b,c,d} a pro funkce med,. jsou
dulezité prvky {b, c,d}, pricemz tyto dvé mnoziny se od generujici mnoziny

{0,b,¢,d} svazu L3 lisi jak volbou prvku, tak i jejich po¢tem.
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I1.

KAPITOLA

TRANSFEROVE-STABILNI PRUMERY NA
KONECNYCH RETEZCICH



2.1 Transferové-stabilni funkce na realnych ¢éislech

Cilem této ¢asti bude transformovat aritmeticky primér z realnych ¢isel na
piipad kone¢nych svazi. Z knihy [4] vime, Ze aritmeticky pramér na realnych
¢islech je charakterizovan ¢tyfmi podminkami — je neklesajici (Definice 1.15),

idempotentni (Definice 1.16), symetricky a aditivni (Definice 2.1).
DEFINICE 2.1. Necht I C R. Pak funkce F': I¥ — R se nazyva

1. symetrickd, jestlize
F(ay, ...,z xg, o m) = Fay, o0, 2,00, 24,00, T)
pro kazdé i,j € {1,...,k} ax;,x; € L.

2. aditivni, jestlize

F(x+y)=F(x)+ F(y)

pro kazdé x,y z intervalu I* takové, ze x +y € I*.

PIné znéni charakteristiky pro aritmeticky primeér je v nasledujici véte.

VETA 2.2. [4] Funkce F: R* — R je neklesajici, idempotentni, symetrickd

a aditioni prdvé tehdy, kdyz funkce F je aritmetickym primérem, tj.

_a:l—i—...—i—;z:k

F(xlv"ka) 2

Diikaz. Predpokladejme, ze funkce F' je neklesajici, idempotentni, symetricka
a aditivni. Pak podle Véty 2.116 z knihy [4] (str. 52) plyne, Ze pro k-arni
aditivni funkei existuje k& unarnich funkei f;, ¢ € {1,...,k} takovych, ze

funkce F' je ve tvaru
k
F(%l, e ,.I'k) = Zfz(l'l)
i=1
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Navic, pokud je i neklesajici, pak vSechny unarni funkce f; jsou linearni bez
absolutniho ¢lenu, tj. f; = ¢a;, kde ¢;, pro i € {1,...,k}, jsou nezaporna
realna ¢isla. Tedy funkce F' je ve tvaru

k

F(xy,...,x) = ZCMZ

i=1

Ze symetrie funkce F' vyplyva nasledujici rovnost

1
F(xla'”axk) = Zcixi = Zcixi = F(ka-'axl)
i=1 i=k

odkud nutné plyne, ze ¢; = ¢; pro kazdé i,7 € {1,...,k}. To znamena, ze

k
F(xy,...,x) = ZC%‘
i=1
pro kazdé xq,...,zr € R a ¢ € R. Pridame-li podminku idempotence, tj.

Flz,...,2)=cx+...+cx==x

obdrzime, ze kc = 1, odkud ¢ = % Odtud funkce F' je tvaru

T+ ...+ 2
F(xy,...,x) = I —
coZ je presné aritmeticky primeér.

Druhou ¢ast dikazu uvedeme i pfesto, ze je hojné znamy a trivialni.

Predpokladejme tedy, ze funkce F' je aritmeticky prumér. Pak

I. Pro (z1,...,2x) < (y1,...,yr) mame

T < Y
x4+ S it Uk
F(I’l,...,$k): ! L < . L :F(y1a7yk)

Tedy aritmeticky prameér F' je neklesajici.
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II. Pro libovolné x € R dostaneme

Tedy aritmeticky prumeér F' je idempotentni.

III. Symetrie zaménuje libovolné dva prvky x; a z; pro i,j € {1,...,k}.
Bez tjmy na obecnosti predpokladejme zaménu prvniho a posledniho
prvku, tj. z; a x. Pak

1+ ...+

k
T+ ...+ 21

k
= F(xg,T2,...,Tp_1,T1).

F(xlaan"wmk—bxk) ==

Tedy aritmeticky primeér F' je symetricky.

IV. Pro libovolné (z1,...,2), (y1,...,yx) € R¥ plati

1+t Tt Yk

F(x1+y1a"'7$k+yk) =

k
LS Wi s w1 i o ¥ i I i /)
B k
- x1+...—|—xk+y1+...+yk
N k k

= F(xy,...,z6) + F(y1,- -, Yx)-

Tedy aritmeticky pramér F' je aditivni.
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Prvni tfi podminky (neklesajici, idempotentni, symetrickd) mtizeme jed-
noduse transformovat do teorie svazi. Problém nastéva s aditivitou, protoze
ve svazech neni obecné definovana operace s¢itani. Z tohoto divodu musime
aditivitu nahradit jinou vhodnou vlastnosti, jiz aritmeticky prumér dispo-
nuje. Tato nova vlastnost bere v potaz, ze aritmeticky primér z hodnot x a y
je tataz hodnota, jako aritmeticky pramér hodnot z + ¢ a y — ¢ (nebo = — ¢
a y—+c) pro libovolné realné ¢islo ¢ € R. Nazyvame ji tzv. transferova-stabilita

nebo taktéz transferovy princip ([15], [16]).

DEFINICE 2.3. Necht I C R. Funkce F: I¥ — R je transferové-stabilng,

jestlize pro libovolné ¢ = (cy, ..., c;) € R¥ takové, ze Z?:o ¢; = 0 plati
F(.Tl,...,l‘k) :F(xl—i-cl,...,xk—i-ck)
pro kazdé x = (1, ..., 1) € I* takové, 7e x + ¢ € I*.

Predtim nez piejdeme do teorie svazii, se chvili budeme zabyvat otazkou
sily transferové-stability vici aditivité. Jinymi slovy, jak moc se zméni Véta
2.2, kdyz aditivitu nahradime transferovou-stabilitou. Pozdéji se dozvime,
7ze béhem tohoto nahrazeni nevyvstane zadny problém, nebot transferova-

stabilita charakterizuje na redlnych ¢islech nejenom symetrii, ale i aditivitu.

Nyni se podivame na popis transferové-stabilnich funkei na realnych ¢&is-
lech. Ukazuje se, ze k plnému urceni k-arni transferové-stabilni funkce na

redlnych ¢islech staci pouze unarni funkce.

VETA 2.4. Vsechny transferove-stabilni funkce jsou uréené néjakou undrni
funket, to znamend, TS : T¥ — R je k-drni transferové-stabilng funkce prdvé

tehdy, kdyz existuje undrni funkce f:1 — R takovd, Ze

TS(x1,...,x,) = f (W) :

76



Diikaz. Mé&jme transferové-stabilni funkci TS a k-tici (x4, ..., 7;) € I¥ tako-
vou, ze r1 < o < ... < x;. Oznac¢me ¢ := w Predpokladejme existenci

i€ {l,...,k} takového, ze z; < ¢ < ;1. Pak

Z(C—xa): Z (xg —c).
a=1 B=i+1

Tedy plati rovnost TS(x1, ..., x,) = TS (c,. .., c) odkud plyne, Ze pro kazdou
k-tici (zq,...,x) existuje x € I takove, ze TS(xy,...,xx) = TS (x,...,x).
To jest, chovani funkce TS je charakterizovano funkei f(x) := TS(z,..., x),

odkud funkce TS je uréena unarni funkei f, tj.

TS(xlw'ka) - TS(x1+k+Ik77xl+k+xk)

T+ ...+
- p(mptn),

Naopak, necht f je unarni realna funkce. Oznacme

A(xy, ..., xx) :f<w>

Dokazeme, ze A je transferové-stabilni funkce. Tedy pro ¢; + ...+ ¢, = 0

plati

Az +cr,. .o+ ) = f(

Obecné, transferové-stabilni funkce neni aditivni nebo neklesajici, avsak
evidentné podle Véty 2.4 je symetricka. Na Obrazku 9 muzeme vidét, ze volba
intervalu I je velmi dtleZita. Pro unarni funkci f(x) = 22, transferové-stabilni
funkce na intervalu I = (—1,1) neni neklesajici, ¢ili se nejedna o agregacni

funkci, ale pro interval I = (0,1) uz dostaneme agregacni funkei.
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Obrazek 9: Transferové-stabilni funkce uréend funkei f(x) = z2.

Dalsim piikladem transferové-stabilni funkce, jakozto agregacni funkce,

je napiiklad Lukasiewiczova t-norma a t-conorma (viz Obrazek 10).

Obrazek 10: Lukasiewiczova t-norma a t-conorma.

Poslednim piikladem je transferové-stabilni funkce urcéena unarni funkei

f(z) = sin(z) na intervalu I = (0, 27) (viz Obrazek 11).
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Obrazek 11: Transferové-stabilni funkce urcena funkei f(z) = sin(x).

Jak uz vime, mezi transferové-stabilnimi funkcemi je i aritmeticky pri-

mér, jenz dostaneme za predpokladu idempotence ve Vété 2.4.

DUSLEDEK 2.5. Necht f: I — R je undrni funkce. Transferové-stabilni

funkce TS je aritmeticky primér prave tehdy, kdyZ f = id.

Zavérem zde méame slibenou silu transferové-stability, jez ukazuje, ze

transferova-stabilita v sobé zahrnuje jak aditivitu, tak i symetrii.

DUSLEDEK 2.6. Funkce TS je idempotentni transferové-stabilni funkce prdave

tehdy, kdyz TS je aritmeticky primer.

Diikaz. Necht TS je transferové-stabilni funkce. Z faktu, ze TS je idempo-
tentni agregacni funkce plyne, ze f je idempotentni neklesajici funkce. Tedy
funkce f musi byt identitou. Naopak je dikaz trivialni s vyuzitim Véty

2.2. [l
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2.2 Transferové-stabilni prameéry

7 pravé zminéného disledku muzeme usoudit, Ze vybér transferové-stability,
jakozto nahrady za aditivitu, je velmi vhodny, a tedy muzeme transferove-
stabilni funkce jednoduse prevést na pripad konec¢nych svazi s vyuzitim relace

pokryti ve svazech (Definice 1.14).

DEFINICE 2.7. Funkce A: L¥ — L na kone¢ném svazu L se nazyva transferove-

stabilni, jestlize
Az, oo miy oy, x) = Al®r, o Yo Yy oo, Th)

pro libovolné 4,5 € {1,....k} a z;,y; € L, kde ; < y; a y; < ;.
Navic, tiidu vSech transferové-stabilnich agregacnich funkci na konecném

svazu L ozna¢ime symbolem TSAgg; a symbolem TSAgg(Lk) oznac¢ime vSechny

k-arni transferové-stabilni agrega¢ni funkce na svazu L.

Vyslednou uvazovanou funkci je idempotentni symetrickd transferove-
stabilni neklesajici funkce na konecném svazu L. V nasledujici Vété 2.8 uka-
zeme, Ze vSechny zminéné vlastnosti nejsou na sobé nezavislé. Jesté pred
vyslovenim této véty se zamysleme nad tim, pro jakou tfidu svazi ma smysl

idempotentni symetrické transferové-stabilni neklesajici funkce uvazovat.

Idempotentni agregac¢ni funkce nebo transferové-stabilni agregacéni funkce
muze byt definovana na libovolném svazu L. AvSak zkombinovanim obou
téchto podminek, tj. uvazenim idempotentni transferové-stabilni agregacni
funkce TS, je patrné, ze touto tfidou svazii mohou byt jen konecné tetézce
C,, o n prvcich. Problém by nastal naptiklad uz u ¢tyfprvkového booleovského

svazu By ={0,a,b,1} (Obr. 12).
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0

Obréazek 12: Cty¥Fprvkovy booleovsky svaz Bi.

Dostali bychom totiz, ze
75(0,1) =TS (a,a) = a

a zaroven

TS (0,1) = TS (b, b) = b,

coz neni mozné. Tedy idempotentni transferové-stabilni funkce nemiizeme de-
finovat nikde jinde nez na kone¢nych (resp. nekoneénych) fetézcich, pricemz
prikladem nekonecného tetézce jsou realna cisla, uvazovaného v Dusledku

2.6.

VETA 2.8. Necht C, je n-prvkovy Fetézec pron € N a TS : C* — C,, je

transferové-stabilni funkce na retézci C,,. Pak TS je symetrickd funkce.

Diikaz. Necht z;, x; € C), s vlastnosti x; # x;. Bez tjmy na obecnosti pied-

pokladdejme, Ze x; < x;. Podle transferové-stability funkce TS dostaneme
TS (z1,.. iy, gy ooy xg) =TS (21,00 g, o, 2y, X))

coz dokazuje symetrii. O
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Véta 2.2 nepojednédva o koneénych mnozinach, a tedy nedéva zadnou
informaci, tykajici se koneénych retézci. V pripadé kone¢nych fetézci nemusi
byt vysledna funkce jedina a ukazuje se, ze dostaneme mnozinu funkei, které
jsou vhodnou aproximaci aritmetického pruméru. To znamena, ze tyto funkce
maji podobné chovani jako aritmeticky pramér. Vysledkem je néasledujici

definice.

DEFINICE 2.9. Transferove-stabilni primér na kone¢ném retézci C), je trans-
ferové-stabilni idempotentn{ agregacéni funkce TS : C* — C,,.

Ttidu vSech transferové-stabilnich prumért na koneéném fetézci C), oznacime
symbolem TSM¢, a symbolem TSMg? ozna¢ime vSechny k-arni transferove-

stabilni pruméry na konecném fretézci C,,.

e . ) .. k) . S PP
Vzniké4 pfirozeny problém, zda mnozina TSM(Cj je uzaviena na skladani

funkei (viz Definice 1.7). Nasledujici véta odpovidéa na tuto otazku kladné.

VETA 2.10. Pro k,l € N\{1}, necht A : C* — C,, je idempotentni agregacni
funkce a By,...,By : C\ — C, jsou transferové-stabilni priméry na konec-

ném vetézei C,,. Pak funkce D = A (By,...,By) : Ct — C, dand predpisem
D(x) = A(By(x), ..., By(x))
pro kazdé x € C', je l-drni transferové-stabilni primer na fetézci C,,.

Diikaz. Dukaz toho, ze funkce D je agregac¢ni funkci, je zminén naptiklad
v knize [4]. Ovéfeni, Ze funkce je idempotentni a transferové-stabilni je trivi-

alni. O

Diky transferové-stabilité miizeme vSechny k-tice rozdélit do navzajem
disjunktnich tfid, jinak feceno, transferové-stabilni primér rozdéluje k-tou

direktni mocninu n-prvkového fetézce C* do jednotlivych ,vrstev®.
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DEFINICE 2.11. Maximalni podmnozina k-tic svazu C¥

., obsahujici k-tice
vazané spolu transferovou-stabilitou, se nazyva (transferové-stabilni) blok, tj.
dva prvky x,y € C¥ nalezi do stejného bloku, jestlize TS(x) = TS(y) pro
vSechny k-arni transferové-stabilni prameéry TS € TSM(Ckz.

Bloky obsahujici konstantni k-tice, tj. (x,...,x), se nazyvaji vedlejsi bloky.

Zbyvajici bloky se nazyvaji hlavni bloky.

V pravé zminéné definici neni potieba idempotence, protoze ta je diilezita
pouze pro bloky obsahujici konstantni k-tice z pohledu obrazu jednotlivych
k-tic z vedlejsich bloku, ale k samotné konstrukci bloki jsme idempotenci
nikterak nevyuzili. Je zfejmé, ze kazdy blok je plné urcen jeho libovolnou
k-tici, bloky tedy budeme znacit do hranatych zavorek (,[“ a ,,]¢). Funkéni
hodnota prvku naleziciho do vedlejstho bloku je, jak uz vime, plné urcena, ale
funkéni hodnota prvku z hlavniho bloku nélezi do urcité podmnoziny fetézce
C,,, ktera neni jednoprvkova. Pozdéji se dozvime, Ze tato podmnozina je praveé

a jenom dvouprvkova.

Pro dany transferové-stabilni primér T.S : C* — C,, miizeme, diky vlast-
nostem idempotence a transferové-stability, prifadit nékteré k-tice do stejné
mnoziny, pokud obrazy (funkéni hodnoty) v TS jsou si rovny. Napftiklad, pro
fetézec Cy = {0, a,b,1} a ternarni{ transferové-stabilnf pramér 7S : C3 — C,

mame blok

{(1,0,0), (b,a,0), (a,b,0),(0,1,0), (b,0,a),
(a,a,a),(0,b,a),(a,0,b),(0,a,b), (0,0,1)},

jehoZ trojice se zobrazi na prvek a € Cy, protoze TS(a,a,a) = a. Tento

vedlejsi blok muzeme zapsat zkracené jako [(1,0,0)].
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Prikladem hlavniho bloku pro vySe zminény fetézec a transferové-stabilni

prumér je napiiklad mnozina

{(1,a,0),(b,b,0), (a,1,0),(1,0,a),
(b,a,a),(a,b,a),(0,1,a),(b,0,b),
(a,a,b),(0,b,0),(a,0,1),(0,a,1)} =1(0,a,1)],

jenz funkéni hodnoty trojic tohoto bloku [(0, a, 1)] nejsou jednoznaéné urcené.

2.3 Binarni transferové-stabilni praméry

Nejdiive se zamérime na piipad k = 2, tj. binarni transferové-stabilni pri-
méry. Uvazujme ¢tyiprvkovy fetézec Cy = {0,a,b,1}, kde 0 < a < b < 1.
Pak kazdy binarni transferové-stabilni primér je v jednom z nésledujicich
tvara (viz Obr. 13, kde dvojice znazornéné ¢ernou, fialovou, rtzovou a bi-
lou barvou representuji 4 vedlejsi bloky a dvojice znédzornéné svétle modrou,

¢ervenou a zelenou barvou representuji 3 hlavni bloky):

TS(0,0) = 0

75(0,a) = TS(a,0) € {0,a}

7S(0,b) = TS(a,a) = TS(b,0) = a

TS(0,1) = TS(a,b) = TS(b,a) = TS(1,0) € {a, b}
TS(a,1) = TS(b,b) = TS(1,a) =

TS(b,1) = TS(1,b) € {b,1}

TS(1,1) = 1.
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Obrazek 13: Vsechny bloky binérnich transferové-stabilnich priméra na Cy

a jejich mnoziny obrazu.

Vidime, Ze vSechny transferové-stabilni primeéry se lisi pouze ve dvojicich
(0,a), (0,1), (respektive (a,b)) a (b, 1), tj. v hlavnich blocich [(0,a)], [(0,1)]
a [(b,1)] (neobsahujicich konstantni dvojice (z,z)). Funkéni hodnoty hlav-
nich blokii jsou na sobé nezéavislé, tzn. pro kazdy hlavni blok méame dvé
moznosti pro zvoleni funkéni hodnoty. Z toho vyplyva, ze pocet vSech binar-
nich transferové-stabilnich praméra na ¢tyrprvkovém retézci je 8. Konkrétné

se jedné o nésledujici transferové-stabilni pruméry zobrazené na Obrazku 14.

Vzhledem k faktu, ze transferové-stabilni pruméry se lisi pouze v téchto
funkénich hodnotéch (funkéni hodnoty hlavnich bloki), mizeme jednoznacéné
zapsat binarni transferové-stabilni prumeér na ¢tyiprvkovém retézci do tvaru
(21| 22| 23), kde z1 € {0,a}, 22 € {a,b}, z3 € {b,1}. Tedy vSechny binarni

transferové-stabilni pruméry na Cy z Obrazku 14 jsou po fadé:

85



-

=3

D

oo
eSS

Obréazek 14: VSechny binarni transferové-stabilni priaméry na fetézci C.

o

o

1Y

TSi(x,y) = (0]alb)
ISy(x,y) = (0fall)
IS3(x,y) = (0]b]b)
TSy(x,y) = (0]b]1)
TSs(x,y) = f{alalb)
ISs(x,y) = f{alall)
TS7(x,y) = (alb]b)
TSs(z,y) = (a|b]1).
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Obecné, binarni transferové-stabilni pramér na fetézci C,, = {c1,...,¢cn}

je mozno zapsat do tvaru
TS(x,y) = (21| 22| -« | Zn-1),

kde

[(ersen)]; [(ers e2)] 5 [(ea, e2)] 5 [(ca, )]s [(ess ea)] s -5 [(enmry €n)] s [(€ns )]

je seznam vSech blokt, kde prvek z;, z vySe vypsaného tvaru, odpovida i-tému
hlavnimu bloku [(¢;, ¢;41)] pro @ = 1,...,n — 1. Z tohoto divodu muze byt
prvek z; také nazvan jakozto hlavni blok. Tento hlavni blok je jednoznac¢né
urcen pozici prvku z; ve formé (21 | 29 | ... | z,—1). To znamena, ze prvek z;

representuje obraz vSech dvojic nalezicich do tohoto hlavniho bloku.

Uvézime-li prusek ¢i spojeni dvou transferové-stabilnich prumeéru jakozto

prusek ¢i spojeni po slozkach, tj.

(il lz) A L yee) = Ay 2act Ann)

(21|l Vil ) = Vol | 2o Vna),

coz presné odpovida priseku ¢i spojeni samotnych funkénich hodnot, mohli
bychom polozit otézku, jakou strukturu (pfesnéji jaky svaz) tvori mnoZina
TSME.

Pro jednoduchost, vezmeme-li v8echny binérni transferové-stabilni pru-
méry na ¢tyiprvkovém fetézci (viz Obrazek 14) a poskladame-li je podle vyse
zavedeného priseku a spojeni transferové-stabilnich primeéri, dostaneme os-

miprvkovy booleovsky svaz (viz Obréazek 15).
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{alb]1)

Ofb]1) {a]b]b)

(O0]all) (alalb)

(0]alb)

Obrazek 15: Booleovsky svaz binarnich transferové-stabilnich pramért na Cy.

Evidentné se jedna o konecny booleovsky svaz a musi tedy existovat
nejmensi a nejvétsi bindrni transferové-stabilni priamér na fetézci C),. Kon-
krétnég, pro n-prvkovy fetézec C,, = {c1,...,c,}, je nejmensi binarni transfe-

rové-stabilni praumeér ve tvaru

TS™™(z,y) == {cy | ca | ... | cao1)
a nejvetsi binarni transferové-stabilni primeér je

TS™ (x,y) == (ca|cg|...|cn)

VETA 2.12. MnoZina bindrnich transferové-stabilnich primeéri TSMgZ na

n-prokovém vetézci C,, tvori booleovsky svaz s 21 proky.
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Diikaz. Predpokladejme, ze C,, = {c1,...,¢,} je n-prvkovy svaz. Pak mu-
zeme binarni transferové-stabilni prameér zapsat do tvaru (z; | ... | z,_1),
kde z; € {¢i,ciz1}, i =1,....,n— 1. Prvek z;, i € {1,...,n — 1}, je funkéni
hodnotou dvojice nélezici do i-tého hlavniho bloku [(¢;, ¢;41)] & z;. Vzhledem
k tomu, ze C, je Tetézec, jsou obrazy hlavnich blokt na sobé nezavislé. Tedy

pocet binarnich transferové-stabilnich primeéri na fetézci C), je roven

[ {ev, o} |- Heasesd [ [{enor,en} | = 2070

Z Véty 2.10 je evidentni, Zze prusek nebo spojeni dvou transferové-stabil-
nich praméria (provedenych po slozkach) je také transferové-stabilni pramér.
Navic, (¢1 | ca | ... | eno1) a{ca |3 | ... | cn) jsou po fadé nejmensi a nejveétsi

. e o .. 2 ” .
transferové-stabilni primér. Tedy mnozina TSI\/I%T)L tvori kone¢ny svaz.

Déle ukazeme existenci komplementarity. Necht 7S = (z; | ... | zp-1)
je transferové-stabilni primér a transferové-stabilni primér 7S je defino-
van predpisem TS = (y; | ... | yn_1), kde y; € {ci,cis1}, ¥i # 2. Pak
pramér 7S nebo TS mé prvek ¢;, i = 1,...,n — 1 na i-té pozici. V pri-
seku dostaneme pramér (c¢; | ... | ¢,—1). Podobnég, jeden z téchto priméra
mé prvek c;1q, ¢ = 1,...,n — 1 na i-té pozici. Spojenim téchto prumeéru
obdrzime transferové-stabilni pramér (c; | ... | ¢,). Celkové, pramér TS je
jednozna¢nym komplementem k funkeci 7.S. Tedy TSMgz je jednoznacné kom-
plementarni svaz. Dikaz je tim hotov, nebot vSechny konecné jednoznacné

komplementarni svazy jsou distributivni. O]
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Nasledujici diisledek pojednava o generatorech mnoziny TSMgi , tj. mno-
ziné binarnich transferové-stabilnich pruméri, jehoz uzavienim na prusek
a spojeni obdrzime celou mnozinu binérnich transferové-stabilnich priaméra
na fetézci C,,. Jelikoz svaz TSI\/IgBL je booleovsky, je i atoméarni, a z predchozi

kapitoly vime, Ze atomarni svaz je generovan pravé svymi atomy.

DUSLEDEK 2.13. KaZdy bindrni transferové-stabilni primér na n-prokovém
retézcr C, je spojenim nebo prisekem atomi svazu TSM(C?, kde wvsechny
atomy svazu TSMgZ se od nejmensiho bindrniho transferove-stabilniho pri-

meéru TS™™ 1isi pouze v jediné hodnoté.

Diikaz. Necht (zq | zo| ... | z,—1) je binarni transferové-stabilni primér na
fetézci C, = {c1,...,cnta{ci | ca| ... | cn_1) je nejmensi transferové-stabilni
pramér. Zvolme I = {i € {1,...,n — 1} | z; # ¢;}, pak
(1 lz |z =\ la el ezl | o).
i€l

Specialné dostaneme dva extrémni pfipady. Pro nejmensi transferove-
stabilni primér je I = (). V tomto pfipadé je binarni primér prisekem dvou
ruznych atomu svazu TS M(gz Naopak, pro nejvétsi transferové-stabilni pru-

mér je I ={1,...,n—1}. O

2.4 Transferové-stabilni primeéry vyssi arity

V této ¢asti se zamérime na transferové-stabilni primeéry vyssich arit. Rozdil
oproti predchozimu piipadu je ten, ze tentokrat nepriradime stejné mnoziné
obrazu pouze jeden hlavni blok, nybrz k — 1 hlavnich blok, tj. existuje k —1
hlavnich blokti mezi dvéma po sobé jdoucimi vedlejsimi bloky, jejichz funkéni

hodnoty nélezi do stejné mnoziny.
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Napriklad, k-ticim

(Ci,Ci, RN ,Ci,Cj), (CZ’,CZ', .. .,Cj,C]‘), ey (Ci,Cj, .. .,Cj,Cj),

kde ¢;,c; € Cp, ¢; < ¢, prifadime funkéni hodnoty ze stejné mnoziny, i kdyz
tyto k-tice nejsou svazany transferovou-stabilitou, tj. nenalezi do stejného

hlavniho bloku.

DEFINICE 2.14. Sekce je mnozina k-tic, kterym se prirazuje funkéni hod-
nota transferové-stabilniho primeéru ze stejné mnoziny, tj. mnozina hlavnich

blok1, jenz maji stejnou mnozinu obrazi.

Na Obrézku 16 je znazornéno vSech 7 bloku ternérniho transferové-stabil-
niho praméru na t¥iprvkovém svazu C3 = {0,a,1}. Sedé bloky predstavuji
vedlejsi bloky, na¢ez modré a ¢ervené bloky jsou hlavni, kde ¢ervené hlavni
bloky tvori prvni sekci a modré hlavni bloky tvori druhou sekci, protoze

mnoziny obrazi jsou stejné, tj. po fadé {0,a} a {a,1}.

{a,1}
{a,1}

{0,a}
{0,a}

Obréazek 16: Sekce ternarniho transferové-stabilniho priumeére na Cs.

Dale, naptiklad u ternarniho transferové-stabilntho primeéru na ctyfprv-
kovém fetézci Cy = {0,a,b,1} dostaneme 6 hlavnich bloki a 3 sekce, kde

prvni sekce obsahuje hlavni bloky [(0, 0, a)] a [(0, a, a)], druhé sekce ma hlavni
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bloky [(a,a,b)] a [(a,b,b)] a posledni tfeti sekce méa hlavni bloky [(b,b,1)]
a[(b,1,1)].

Podivame-li se na sekce u binarnich prumeéri, snadno vidime, Zze velikost
kazdé sekce je rovna 1, tj. existuje pouze jeden hlavni blok v kazdé sekci a na-
vic pocet sekei je roven n — 1. Podobné, transferové-stabilni pruméry vyssich
arit maji stejny pocet sekci jako binarni transferové-stabilni prameéry, tj. n—1,
ale rozdil je ve velikosti sekei, tj. poc¢tu hlavnich bloki mezi dvéma po sobé
jdoucimi vedlejsimi bloky. Z tohoto divodu musi byt obrazy hlavnich blokt

ze stejné sekce, pro transferové-stabilni priuméry arity veétsi nez 2, uvnitr

kazdé sekce usporadany. Napiiklad, nemuze platit A (¢;, ..., ¢, ¢, Cit1) = Cit1
a A(c,...,¢,¢Ci1,C01) = ¢, protoZze A by nebyla agrega¢ni funkce, nebot
(cia - Gy G,y Ci-‘rl) < (Cia -5 Gy Gt Ci-‘rl)? ale Ci+1 ﬁ G- NaViC7 Obrazy jed_

notlivych sekei jsou na sobé nezavislé jako v pfipadé bindrnich transferové-

stabilnich prameér.

Pouzitim zavedené notace pro zapis binarnich transferové-stabilnich pri-
méri mizeme podobné zapsat i k-arni transferové-stabilni pramér na retézci

C, ={c1,¢9,...,Ch1,C} ve tvaru
TS(xy,. .., zx) = <Z%,z%, e 211—1 | z%, zg, e zi_l | ... z{‘_l,zg_l, . ,zZ:ll
kde pro prvni sekci plati

229,52 €{en, e}, 5 <z <. <z,
druha sekce je tvorena prvky

2. € e}, A< A< <4,
a pro prvky z posledni (n — 1)-ni sekce je splnéno

2 ,z}j:ll €{co e}, < << zg_ll
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Specialné, v8echny ternarni transferové-stabilni prumeéry na C3 jsou

(0,0 a,a), (0,0 | a,1),(0,0]1,1),
(0,a | a,a),(0,a|a,1),(0,a|1,1),

(a,a | a,a),{a,ala,l1),{a,all,l),

kde (0,0 | a, a) je nejmensi ternarni transferové-stabilni prameér a (a,a | 1,1)
je nejvetsi .

Podobné jako u binarnich transferové-stabilnich prumérua, tak i zde se
muzeme zabyvat otazkou ohledné tvaru struktury TSM((;?. I v tomto pripadé
prusek ¢ spojeni transferové-stabilnich pruméra vysSsi arity provadime po
slozkéch, jedné se tedy o kone¢ny svaz. Pro predstavu muzeme nakreslit svaz
vSech vySe zminénych ternérnich transferové-stabilnich priméri na fetézci

C5 a zaroven je tim i usporadat. Vysledek je znazornén na Obrazku 17.

(aaa | 1, 1>

(0,a|1,1) (a,a|a,l)
(0,0]1,1)

<a’a | aa“’)

(0,0 | a,1) (0,a | a,a)

<090 | a7a>

Obréazek 17: Svaz vSech ternarnich transferové-stabilnich primeéri na Cs.
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I zde se mizeme pozastavit nad tvarem nejmensiho a nejvétsitho ternér-
niho transferové-stabilniho priméru. Podle vyse zminéného piikladu je jasné,
ze pro n-prvkovy fetézec C,, = {c1,...,c,} je nejmensi ternarni transferove-

stabilni primér tvaru
TS™™(z,y,2) = (c1,c1 | ... | Caet1,Cnot)
a nejvetsi transferové-stabilni pramér je dan predpisem
TS™(x,y,z) == (ca,ca | ... | Cnyn) -

Odtud uz je patrné, jak vypadéa nejmensi a nejvétsi k-arni transferové-stabilni

prumér na n-prvkovém fetézci C,, = {c1,..., ¢, }:
TS™™(zy,...,2) = {c1,...,¢1 ] | CatyereyCat) (17)
TS™ % (xy, .. k) = (cay..yca| ]| Cnyenycn). (18)

Predtim, nez vyslovime finalni tvrzeni této kapitoly ohledné typu svazu
mnoziny TSI\/lgCZ, podivame se na pocet hlavnich blokii pro libovolny k-arni
transferové-stabilni prumér. Jiz vime, Ze pocet sekci zavisi pouze na velikosti
svazu, nikoli na arité transferové-stabilniho pruméru. Tedy pro fetézec C,
dostaneme n — 1 sekci. Napiiklad pro C5 = {0, a,b, ¢, 1} obdrzime 4 sekce,
jejichz mnoziny obrazu jsou po fadé nésledujici mnoziny: {0,a},{a, b}, {b, c}
a {c, 1}. Na druhou stranu, pocet hlavnich blokii v jedné sekci zavisi pouze na
arité transferové-stabilniho priméru. Uvazme k-arni transferové-stabilni pri-
mér na C5. Pak hlavni bloky pro binarni, ternarni a kvaternarni transferove-

stabilni pramér, v sekci uréené mnozinou obrazu {0, a}, jsou nasledujici

k 2 3 4

[(0,a)] | [(0,0,a)] | [(0,0,0,a)]
[(0,a,a)] | [(0,0,a,a)]
[(0,a,a,a)]
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Jednoduse vidime, Ze se vzriistajici aritou roste pocet hlavnich blokt v jedné
sekci. Tedy velikost kazdé sekce je rovna k — 1, kde k je arita transferové-
stabilniho priameéru, tj. pro k-arni transferové-stabilni primér existuje prave
k — 1 hlavnich bloki v kazdé sekci. Zavérem, pocet vSech hlavnich bloki
k-drntho transferové-stabilnfho priméru na koneéném ftetézci C), je roven

(n—1)-(k—1). Nyni jiz mizeme formulovat zobecnéné tvrzeni k Véteé 2.12.

TVRZENI 2.15. Necht C,, je n-prvkovy tetézec pro n € N. Pak pocet vsech

k-drnich transferové-stabilnich priméri na vetézci C,, je roven k™1 a navic
(k) ~ -1
TSM, = Cy

tj. vSechny k-drni transferové-stabilni primeéry na C,, tvori (n—1)-ni direktni

mocninu k-prvkového Tetézce.

Diikaz. Predpokladejme, ze C), = {c1,¢a,...,¢h1,¢n} je n-prvkovy retézec.

Pak muzeme libovolny k-arni transferové-stabilni pramér zapsat ve tvaru:

11 1 2 2 2 n—1 _n—1 n—1
<zl,22,...,zk71|z1,22,...,zk71\...|zl , %5 ,...,zk_1>.

Volby hodnot jednotlivych sekci jsou na sobé vzajemné nezéavislé, ale uvnitt
jedné sekce uz nikoli. Pocet moznosti pro volbu moznych hodnot v jedné
sekci je roven k, protoze prvky zi, 2% ...,z | museji byt usporadané pro
kazde i € {1,...,n — 1}, tj. 2} < z5 < ... < 2. Navic 2} € {¢;, ¢y} pro
viechna j € {1,...,k — 1}. Celkové tedy, pocet vSech k-arnich transferove-

stabilnich primeéri je roven k" 1.
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Je zfejmé, ze prusek ¢i spojeni transferové-stabilnich priméri je opét
y e . k) . . : e
transferové-stabilni pramér, takze TS Mén) je konec¢ny svaz s nejmensim prv-

kem TS™" (viz rovnost (17)) a nejvétsim prvkem TS™ (viz rovnost (18)).

Dale, distributivita plyne z toho, Ze prusek a spojeni transferové-stabilnich
prameéri je provadén po slozkéch, pricemz v kazdé slozce provadime operace
na fetézci, coz je distributivni svaz.

Uvazujme nyni n — 2 pevné danych sekci. Pak dostaneme néasledujicich

k transferové-stabilnich priméri:

<~--’Ciaci7---7ci7ci | )
<...’Ci,Ci,...,Ci,Cj ’ >
<...|Ci,Ci,...,Cj,Cj | >
<...|Ci,Cj,...,Cj,Cj ’ >
<...|Cj,Cj,...,Cj,Cj | >,
kde ¢; < ¢;j ai,j € {1,...,n}. Vidime, ze tyto transferové-stabilni primeéry

jsou linearné usporadané, tzn. tvori k-prvkovy tetézec Cy. Ve druhém kroku
zafixujeme n — 3 sekei, z éehoZ dostaneme k? transferové-stabilnich priméri
usporadanych do druhé direktni mocniny k-prvkového svazu, tj. tvoii svaz
C?. Analogicky dospéjeme k tomu, Ze viechny k-arnf transferové-stabiln{ pri-
méry na n-prvkovém fetézci C,, tvoii (n—1)-ni direktni mocninu k-prvkového

fetézce, tj. koneény svaz C’,?_l. O]

DUSLEDEK 2.16. Transferové-stabilni primeér TS : C* — C,, je atomem
svazu TSI\/Ig? pravé tehdy, kdyzZ se od nejmensiho transferové-stabilniho prii-

meéru TS™™ 1157 pouze v poslednim prvku prdvé jedné sekce.
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Diikaz. Nejmensi transferové-stabilni pramér 7S™" na n-prvkovém fetézci
C, je ve tvaru

(1, e1 || enetye ooy Cnt)e
——— —_— ——

k—1 k—1
Jestlize zvysime jeden prvek v dané sekci (musi se jednat o posledni prvek
v sekci, jinak by byla porusena podminka monotonie), dostaneme transferové-
stabilni praimér nachazejici se ve svazu TSM(CI‘Z ihned nad nejmensim transfe-
rové-stabilnim pramérem T.S™", nebot je zfejmé, Ze mezi timto primérem
a nejmensim prumérem neexistuje zadny jiny transferové-stabilni prameér.

Tedy jedné se o atom svazu TSMgi). m

Vratime-li se k pfikladu na Obrazku 17, vidime, Ze mnozina vSech ter-
- . _ C o o PRSI 3 o
narnich transferové-stabilnich primeéru na tiiprvkovém retézci TSMgg tvori
svaz, jenz je druhou mocninou tiiprvkového fetézce, coz podle Tvrzeni 2.15,

pro k =3 a n = 3, plati, nebot
(3) ~ 12
TSM¢; = C5.

Navic, nejmensi ternarni transferové-stabilni pramér TS"" na t¥iprvkovém

fetézci C3 je ve tvaru
TS™(x,y,2) = (0,0 | a,a),

a tedy podle Diisledku 2.16, dostaneme dva atomy svazu TS Mg’) (méame dvé
sekece), které po fadé dostaneme zvednutim posledniho prvku v prvni a ve
druhé sekci, tj.

(0,a | a,a), (0,0 a,l),

coz podle Obrazku 17 presné odpovida.
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Na konci této kapitoly se podivame blize na vyhodnoceni vstupu k-drniho
transferové-stabilntho prameéru. U ,normalnich®“ funkci zadanych pfedpisem,
napiiklad aritmeticky pramér (viz Véta 2.2), je vyhodnoceni libovolného
vstupu velmi jednoduché, nebot stac¢i vstupni hodnoty zadat do predpisu
a spocitat vysledek (obraz ¢ funkéni hodnotu). Nicméné u transferové-stabil-
nich pruméra tento postup vyuzit nemuzeme, jelikoz predpis transferovée-
stabilnich praméri je zadan pomoci obrazi bloki, jinymi slovy zname vSechny
vysledky a jen se snazime najit ten spravny. Nasim tkolem je zjistit, do ja-
kého bloku dany vstup padne. Nékdy je na prvni pohled jasné, o jaky blok se
jedna, ale jindy musime pro urc¢eni bloku vyuzit potfebnych znalosti. Vyhod-

nocovaci proces je zalozen na tpraveé vstupni k-tice do pozadovaného tvaru.

Cilem je, pomoci transferové-stability, upravit ptvodni vstup (zi,...,zy),
kde x1,..., 2, € C,, do jednoho z nésledujicich tvara
(CisCiy v vy Cis )
(Ci7 Ciy...,Cq, Ci+1)
(CisCiy -, Ciy1, Cig1)
(CisCit1, -5 Civ1, Ciy1)
pro néjaké i € {1,...,n — 1}, tj. libovolnou pivodni k-tici pfevedeme na

k-tici obsahujici pouze jednu (konstantni vstup) nebo dvé po sobé jdouci
hodnoty ze svazu C,,. Pro takto upravenou k-tici (vzor), velmi snadno nalez-
neme jeji obraz, ¢imz zaroven i obraz puvodni k-tice. Nyni popiSeme postup,

jak z upravené k-tice vycist jeji funkéni hodnotu.
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Necht

/1 1 2 2 2 n—1 _n—1 n—1
TS(x1,...oxe) = (21,23, s 2oy | 200200y iy | oo |20 2870 L 20T
je k-arni transferové-stabilni pramér na n-prvkovém fetézci C,, = {c1,..., ¢y}

Pak z; € {c,ci1} proi =1,...,n— 1 a jedna se o j-ty hlavni blok v i-té

sekci pro j =1,...,k— 1.
Konkrétné, hlavni bloky v i-té sekci jsou nasledujici
[(ciy ey civt)] s ooy [(eis s Cigay s cin)] L [y Cinns - i)

tj. prvek 2% odpovida hlavnimu bloku

[(Ciy ey CiyCinty e vy Cin)]
—j,_/
prot=1,...,n—1.
PRIKLAD 2.17. Ukolem je nalézt obrazy (funkéni hodnoty) pro vstupy
L. (¢,1,b,1,a)
2. (d,1,b,a,0)
3. (0,0,d,0,0)
4. (d,1,b,d, 1)
pouzitim 5-arniho transferové-stabilntho prumeéru

TS(x1, x9, 3,24, 25) = (0,0,0,a | a,a,b,b | b,b,b,c|c,d,d,d]|1,1,1,1)

na Sestiprvkovém fetézci Cs = {0, a,b,c,d, 1}.
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sym

TS(c,1,b,1,a) 2 TS(a,b,c,1,1) “BXTS(b,b, ¢, d, 1)
e TS(b,c,c,d,d) Pt TS(c,c, e, e, d),

kde upravena 5-tice (c,c,c,c,d) generuje 1. hlavni blok ve 4. sekci, tj.
sekci mezi prvky ¢ a d. Hledame tedy prvek z{, jenZ podle tvaru T.S
odpovida prvku ¢ (viz diagram nize).

(C7 C’ C? C7 C) (d7 d7 d7 d7 d)

| |

| ¢, d, d, d |
(¢,c,c,e,d) (c,c,c,d,d) (¢ c,d,d,d) (¢,d,d,d,d)
Vysledek: zadana 5-tice (¢, 1,b, 1, a) se pres transferové-stabilni pramér

TS zobrazi na prvek ¢, tj. TS(¢,1,b,1,a) = c.

sym

TS(d,1,b,a,0) = T5(0,a,b,d,1) "2* TS(a, a,b,d, d)
TS (a,b,b, ¢, d) 2 TS (b, b, b, ¢, ¢),

kde upravena 5-tice (b,b,b,c,c) generuje 2. hlavni blok ve 3. sekci, tj.
sekci mezi prvky b a c. Hledame tedy prvek 22, jenz podle tvaru TS
odpovida prvku b (viz diagram nize).

(b,b,b,b,b) (¢c,c,c,c0)

% |

b, b, b ¢ |
(b,b,b,b,¢) (b,b,b,c,c) (byb,c,e,e) (bye e, e c)
Vysledek: zadana 5-tice (d, 1, b, a, 0) se pres transferové-stabilni pramér

TS zobrazi na prvek b, tj. TS(d, 1,b,a,0) = b.
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sym

75(0,0,d,0,0) 2" 75(0,0,0,0,d) "2 75(0,0,0, a, c)

" 15(0,0,0,0,b) "B T5(0, 0, 0,0, 0),

kde upravena 5-tice (0, a,a, a,a) generuje 4. hlavni blok v 1. sekci, tj.
sekci mezi prvky 0 a a. Hledame tedy prvek z{, jenZ podle tvaru T.S
odpovida prvku a (viz diagram nize).

(0,0,0,0,0) (a,a,a,a,a)

| |

| 0, 0, 0, a |
(0,0,0,0,a) (0,0,0,a,a) (0,0,a,a,a) (0,a,a,a,a)
Vysledek: zadana 5-tice (0,0, d, 0, 0) se pies transferové-stabilni prameér

TS zobrazi na prvek a, tj. 75(0,0,d,0,0) = a.

sym

TS(d,1,b,d,1) "2 TS(b,d,d,1,1) "2 TS(c, d, d, d, 1)
B TS(d,d,d,d,d),

kde upravena 5-tice (d,d,d, d, d) generuje predposledni (paty) vedlejsi
blok, tj. blok mezi 4. a 5. sekci. Navic se jednd o konstantni vstup,
coz tedy vysledek znacné ulehcuje. Danou situaci mizeme znézornit na
digramech nize, kde na prvnim diagramu je ¢tvrta sekce a na druhém

je zobrazena sekce pata.
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(d,d,d,d,1) (d,d,d,1,1) (d,d,1,1,1)(d,1,1,1,1)

Vysledek: zadana 5-tice (d, 1,b,d, 1) se pres transferové-stabilni pramér
TS zobrazi na prvek d, tj. TS(d,1,b,d,1) = d.

Y o

2.5 Generujici mnozZina transferové-stabilnich priméri
2.5.1 Prostredni transferové-stabilni primeér

V této kapitole se zaméiime na transferové-stabilni priaméry, které generuji
vSechny ostatni, to znamena, ze skladanim takovych priméri dostaneme libo-
volny transferové-stabilni pramér. Problém nastane, budeme-li chtit vygene-
rovat transferové-stabilni primér s vyuzitim transferové-stabilnich priméra
mensi arity. Napriklad, v minulé kapitole jsme vygenerovali idempotentni
agregacni funkci libovolné arity pomoci binarnich idempotentnich agregac-
nich funkei x, a med, nebo konstrukce ze ¢lanku [8], kde vSechny agregacéni
funkce byly generovany pouzitim unéarnich a binarnich agregacnich funkei vy-
uzivajicich teorii klonta. Takovéto generovani bylo mozné diky projekcim (viz
Definice 1.7). Nicméné v naSem piipadé je sice skladani transferové-stabilnich
pruméri uzaviené na sklddani, ale projekce nejsou transferové-stabilni prii-
méry, ¢imz tedy mnozina vSech transferové-stabilnich priaméra netvori klon.

Odtud je jiz patrné, Ze nelze vyuzit stejnych prostfedkit k vygenerovani
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funkei, jako v piipadé agrega¢niho (respektive idempotentniho) klonu, coz
nam tudiz znemoznuje generovat transferové-stabilni priméry raznych arit.
7 tohoto diuvodu se zaméfime na otazku generovani transferové-stabilnich
pruméru stejné arity. Pro tento tucel zavedeme tzv. prostfedni transferoveé-
stabilni praumér a vnitini a vnéjsi generujici transferové-stabilni priumeéry, coz
budou, ve spojeni s nejmensim a nejvétsim transferové-stabilnim primérem,
generatory mnoziny vSech transferové-stabilnich priaméri stejné arity na ko-

o o o k
necném retézci, t). generujici mnozina svazu TSM(Cg.

DEFINICE 2.18. Necht TS M(Ckz je mnozina vSech k-arnich transferové-stabil-
nich priméria na n-prvkovém fetézci C,, = {c1,...,¢,} pro n,k € N. Pak
k-arni transferové-stabilni primér T.5* nazveme prostredni transferove-stabil-

ni prumer, je-li tvaru

k—1 k—1 k—1
7\ 7\ 7\

7 N\ 7 7 N
<01,...,01,02,...,02|02,...,02,63,...,03 | ...|cn_l,...,cn_l,cn,...,cn>
—_———— | e — ——— —~ S ——
s s—1 s s—1 s s—1

prosudé k a s = g nebo

k—1 k—1 k—1
7\ 7\ 7\

7 Y 7 7 N
<cl,...,cl,02,...,cz|02,...,02,03,...,03 | ...|cn_l,...,cn_l,cn,...,cn>
—_———— ———— | e — ———— —~ S ——
s—1 s—1 s—1 s—1 s—1 s—1

pro liché k a s = [E

5 4+ 1], kde [2] je cela ¢ast &isla .

2.5.2 Vnitini generujici transferové-stabilni priaméry

Ke konstrukei vnitfnich a vnéjsich generujicich transferové-stabilnich pru-
méru se vyuziva specialniho vztahu mezi dvéma sekcemi. Z predchozi kapitoly

vime, Ze kazdé sekce k-arniho transferové-stabilniho priméru je ve tvaru

k—1
"
-
|Ci7"'7ci7c’i+17"'aci+1|
—_— ——
p q
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pro libovolné ¢; € C,, kde p,q € {0,1,...,k—1}, ¢ = k —p — 1, tj. i-ta
sekce obsahuje pravé dva prvky ¢; a c¢;yq z Tetézce C,, pricemz prvek ¢; se

vyskytuje v sekci praveé p-krat a prvek c; 41 je v sekci zastoupen pravé g¢-kréat.

DEFINICE 2.19. Necht 4,5 € {1,...,n— 1}, i # j. Pak fekneme, Ze i-ta

sekce ve tvaru

| Ciy+-3CiyCit1y---,Cix1 ‘
~—_———
q
a j-ta sekce ve tvaru
Cjyer 3Gy Cig1y -5 Cj41
~—
q

tvori kriZovou inverzi.

DEFINICE 2.20. Transferové-stabilni praumér se nazyva vnitiné generujict,
jestlize, az na posledni dveé sekce, mé stejné sekce jako prostiedni transferove-
stabilni primeér, tj. prvnich n — 3 sekci odpovida prostfednimu transferovée-

stabilnimu primeéru

[ ]
A

75 N
<C17...,C17CQ,...7C2|...‘C7L,3,...7Cn,3,Cn,2,...7Cn,2‘<]‘|>>7

S—— —— ~ ~~ o ~~

s—1 nebo s s—1 s—1 nebo s s—1

a posledni dvé sekce tvori kiizovou inverzi, tj.

<o | Croy vy Cpa | cn,...,cn>
<. ‘ Cpn—2,--+3,Cn-2,Cn-1 | Cn—1,Cns - - - acn>
<. ’ Cn—2,Cn—1,- - ‘7Cn—17| Cn—1y--- 7Cn—lycn>
<. | Cn—1y--+3Cn-1, ‘ Cn—1y--- 7Cn71>

jsou vSechny vnitini generujici transferové-stabilni pruméry na n-prvkovém

fetézci C),, pricemz pocet téchto pruméri je roven k.
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Naptiklad, kazdé dvé sekce prostiedniho transferové-stabilniho priméru
liché arity (k je liché) tvori kiizovou inverzi, odkud vyplyva, Ze prostfedni
transferové-stabilni primeér liché arity je vnitini generujici transferové-stabilni
pramér (viz Priklad 2.26). Pfipad transferové-stabilniho priaméru sudé arity,
véetné konstrukce vnitinich generujicich transferové-stabilnich praméru, uka-

zeme v nésledujicim prikladu.

PRIKLAD 2.21. Uvazujme aritu £ = 4 a pocet prvku fetézce n = 5, to
jest C5 = {0,a,b,c,1}. Pak podle Definice 2.18 je s = 2 a tedy prostiedni

transferové-stabilni pramér T.S* je
TS*(x1, w9, x3,24) = (0,0,a | a,a,b | b,b,c|c e 1).

Dale, podle Definice 2.20, prvni a druhéa sekce zustanou stejné jako u TS*,
ale tfeti a ¢tvrtou sekci musime zapsat tak, aby tvorily kiizovou inverzi. Také
vime, ze pocet vnitinich generujicich transferové-stabilnich primeéru je roven
k = 4. Tedy vSechny vnitiné generujici 4-arni transferové-stabilni prumeéry

na pétiprvkovém tetézci C jsou:
(0,0,a | a,a,b|b,b,b|1,1,1)
(0,0,a | a,a,b|bb,clc1,1)
(0,0,a | a,a,b|b,c,c|ecel)

(0,0,a | a,a,b|c,cclcec).

2.5.3 Vnéjsi generujici transferové-stabilni priameéry

Poslednimi generatory mnoziny TSM (c’fj, jez je potfeba zavést, jsou tzv. vnéjsi
generujici transferové-stabilni praméry. Pro jejich konstrukei je potfeba nejen
prostiedni transferové-stabilni primér, podobné jako u vnitfnich generuji-
cich transferové-stabilnich priméri, ale navic se vyuziji nejmensi a nejvetsi

transferové-stabilni primér TS™" a TS™* (viz vztahy (17) a (18)).
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DEFINICE 2.22. Vnéjsi generugici transferové-stabilni primeér na n-prvko-
vém Fetézci C), je prokazdé l € {1,2,...,n — 3} definovan podle nésledujicich

pravidel:

i) Prvnich (I—1) sekci je stejnych jako u prostredniho transferové-stabilni-
ho pruméru TS5, tj.

*
A

7 )
<cl,...,cl,02,...,02 | ...|cl_1,...,cl_1,cl,...,cl|<>|<1|...|>>.

—— N—— —_——— ——

s—1 nebo s s—1 s—1 nebo s s—1

ii) Jestlize [-t4 sekce ¢ je v jednom z nasledujicich tvara

| Cly...,C |
| ety cp |
| Cl,...,Cl,CH_l,...,Cl_H |,
————
s—2
pak zbyvajici sekce «, ..., > odpovidaji nejvétsimu transferové-stabilni-
mu prumeéru 75™* | tj.
<*|q,...,cl | cragy ooy caa || cn,...,cn>
<*|cl,...,cl,cl+1 | ooy ooy Caa ]| cn,...,cn>
<* | Cly+ - 5 CLC+1y -+ Cl41 | G425 -+ -5 Clg2 | | Cna"'7cn>'
—————

s—2
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iii) Jestlize [-t4 sekce ¢ je v jednom z nasledujicich tvara

| Cly- -+ L 41y -+ Cly1 |
~—————
S
| i cigay g |
| Cl41y -+ -5 Cl41 ’7
pak zbyvajici sekce <, . . ., > odpovidaji nejmensimu transferové-stabilni-
mu priméru TS™", tj.
<* \ Cly - CLHCHLy - -+ Q41 | C1s - -5 Cltl \ | Cn—la"-acn—l>
—_———
S
<* | Cly Clt1y - - -5 Cl41 ’ C+15- -5 Cl41 ’ ‘ Cn—la"'7cn—1>
<* R TSP IS R TR TS B Cn—lv--'acn—1>-

Z pravé zminéné Definice, konkrétné z bodi ii) a iii), lze vidét, ze po-
¢et vSech uvazovanych tvartu [-té sekce je k — 1. Jinymi slovy, pocet vSech
tvart jedné sekce je k, ackoli neuvazujeme sekci stejnou jako méa prostredni
transferové-stabilni prumeér 7.S*. Jelikoz se konstrukce vnéjsich generujicich
transferové-stabilnich pruméri zabyva prvnimi n — 3 sekcemi, je pocet vSech
vnéjsich generujicich k-arnich transferové-stabilnich priaméri na n-prvkovém
fetézci roven (k — 1) - (n — 3). Vice v nasledujicim piikladu.

PRIKLAD 2.23. Vratime-li se k Prikladu 2.21, zkonstruujeme vSechny vnéjsi
generujici 4-arni transferové-stabilni pruméry na pétiprvkovém ftetézci Cs.
V minulém piikladu jsme se zaméfili na posledni dvé sekce a nyni budeme

pokracovat s druhou a néasledné prvni sekei, tj. [ € {1,2}.
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Uvazujme [ = 2, pak prvni sekce je stejna jako u T.S* a druha sekce muze

nabyvat nésledujicich tvara
|a,a,a| 5 |a,a,b| 5 |a,bb| ; |bbb].

Mame-li vhodné usporadané sekce, pak sekce nalevo od sekce néalezici pro-
stfednimu transferové-stabilnimu priméru 7:S* spliuji bod ii) Definice 2.22
a sekce napravo spliiuji bod iii) oné definice. Jinymi slovy, podle bodu ii)
je vyskyt druhého prvku maximalné (s — 2)-krat. Nicméné v nasem piipadé
je s = 2, a tedy prvek b se nevyskytuje ani jednou pro sekce spliujici bod
ii), coz presné odpovida pouze sekci | a,a,a |. Zbylé sekce doplnime podle
nejvétsiho 4-arntho transferové-stabilntho pruméru 75™%* na pétiprvkovém

fetézci Cs, tj.
TS™Y(xq, x9, 3, 74) = (a,a,a | bbb | c,c,e|1,1,1).

Tedy
(0,0,a | a,a,a|cccll1,1,1)

je vnéjsi generujici 4-arni transferové-stabilni priumér spliujici bod ii) Defi-

nice 2.22.

Na druhou stranu, podle bodu iii) je vyskyt druhého prvku minimalné
s-krat, ¢ili prvek b se musi v sekci vyskytnout nejméné dvakrat, cemuz od-
povidaji sekce | a,b,b | a | b,b,b |. Zbylé sekce doplnime podle nejmensiho
4-arnfho transferové-stabilntho priméru 7.S™" na pétiprvkovém fetézci Cs,
tj.

TS™™ (1, 9, 73, 24) = (0,0,0 | a,a,a | b,b,b|c, cc).
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Tudiz

(0,0,a | a,b,b|bbb]c,cc)

(0,0,a | b,b,b|b,b,b]c,c,c)
jsou vnéjsi generujici 4-arni transferové-stabilni praméry spliwjici bod iii)
Definice 2.22.

Podobné pro ! = 1. V tomto piipadé neexistuji zadné sekce pred, tedy tyto
vnéjsi generujici transferové-stabilni priméry nebudou mit nic spole¢ného
s prostfednim transferové-stabilnim primérem 7:S*. I tentokrat vypiSeme ve

vhodném poradi v8echny tvary prvni sekce, kterych muze nabyvat, tj.
10,0,0] ; 10,0,a]| ; |0,a,a]| ; |a,a,al.

Ve stejném duchu jako v pripadé [ = 2, sekce | 0,0, 0 | splije bod ii) a sekce
| 0,a,a |, | a,a,a | spliuji bod iii) Definice 2.22. Tedy

(0,0,0|b,b,b]|c,c,c]1,1,1)

je vnéjsi generujici 4-arni transferové-stabilni prumér spliujici bod ii) Defi-

nice 2.22 a

(0,a,a | a,a,a|bbb]c,c,c)

(a,a,a | a,a,a|b,b,b|c cc)

jsou vnéjsi generujici 4-arni transferové-stabilni praméry spliwjici bod iii)

Definice 2.22.

Zavérem, pocet vSech vnéjsich generujicich 4-arni transferové-stabilnich

priamért na pétiprvkovém fetézci Cs je roven (k—1)-(n—3)=3-2=6.
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2.5.4 Generujici mnozina

Nyni uz méme vse potiebné k vysloveni tvrzeni ohledné generujici mnoziny
k) . o . qo N o

svazu TSM(Cz vSech k-arnich transferové-stabilnich priméria na fetézci C,.

Generujici mnozina svazu vyuziva svazové operace, které nejsou transferove-

stabilnimi primeéry, protoze napiiklad pro svaz z Obrazku 12 plati

OvVli=1 # a=aVa

OAN1=0 # a=aAa.

Tedy je nutné pridat svazové operace do generujici mnoziny, ¢imz by ale
bylo poruseno generovani funkei ve smyslu Definice 1.7. Ukazuje se vsak, ze
pruseku a spojeni transferové-stabilnich pruméri mizeme dosdhnout i jinym
zpusobem, a to pravé vyuzitim nejmensiho a nejvétsiho transferové-stabilniho

prameéru.

LEMMA 2.24. Necht TS, a TSy jsou libovolné k-drni transferové-stabilni

priuméry na n-prvkovém retézci C,,. Pak

TS, ANTSy = TS™™TS,,...,TS,,TS,)
TS,V TSy = TS™*(TSy,..., TS, TS).

Drikaz. Prusek dvou transferové-stabilnich primeéra je proveden po slozkach,

tj. pro
TS, = <Z%a---»zli—1‘---‘3?71v---722:11>
TSy = (Yl oybor | Ly u )
je
TSy ANTSs = (2t AYps ey 2y Ay |- |20 A 2 Ayt
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Ozna¢me C,, = {c1,...,c,}, pak nejmensi transferové-stabilni pramér je
TS™™(zy, ..., 21) = (c1,...,c1 | oo | Cooty ooy 1)
Dosadime-li 7'S; a TSy do T.S™", dostaneme

TS™" (TSy, ..., TSy, TSy) = TS™" (2}, ..., 2L, y})

K (g B

pro nékteré i € {1,...,n—1}aje{l,...,k—1}.
Nyni mohou nastat nésledujici 3 pripady, protoze prvky z; a y; nalezi i-té

sekci obsahujici pouze prvky ¢; a ¢;1 1. Necht

1. zi = yi. 7 idempotence transferové-stabilnich priméria a svazovych

operaci je vysledek ziejmy.

2. 2 < yi. Pak zi Ayl = 2L, piicemz 2} = ¢; a yj = cipq. Navic k-tice
(z;'-, 2 y;) nalezi do i-té sekce uréené prvnim hlavnim blokem. Podle

predpisu priméru TS™" se jedna o prvek c;.

3.y < 2. Pak yi A\ 2} =y}, pFicemz y! = ¢; a 2§ = c;y1. Navic k-tice
(z}, . ,z?, y;) nalezi do i-té sekce urcené (k — 1)-nim hlavnim blokem.

Podle predpisu priaméru 7S™" se jedna o prvek c;.

Spojenim vsSech ti{ krokt je dokdzéna prvni rovnost. Druha rovnost se dokaze

analogicky. [

TVRZENI 2.25. Necht k,n € N, k > 2, n > 3. Predpokladejme, Ze mno-
Zina G obsahugje vsechny k-drnd vnitini a vnéjsi transferove-stabilni priumeéry
a k-drni nejmensi a nejuétsi transferove-stabilni primer na retézci C,. Pak
mnozina G generuje vSechny k-drni transferové-stabilni priméry na retézci

C,, a jeji mohutnost je rovna (n — 2)k — (n —5).
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Diikaz. Necht
_ 1 1 n—3 n—3 n—2 n—2 n—1 n—1
TS—<21,...,zk71|...|Z1 U Al -l I 4 ,...,Zk_1>

je k-arni transferové-stabilni priimér na fetézci C,, = {c1, ..., ¢, }. Déle TS™"
a TS™* je po fadé nejmensi a nejvétsi transferové-stabilni prameér a 7.5
je prostfedni transferové-stabilni priumér. Pak existuji vnitini transferove-
stabilni praméry ITS; a ITS, takové, ze prumér I'TS; ma stejnou posledni
(n —1)-ni sekci jako pramér TS, a prumér I7Ss ma stejnou (n — 2)-hou sekci
jako primér 7'S. Ozna¢me symbolem TS? bud prisek, & spojeni priiméra

ITS; a ITS,, jez méa posledni dvé sekce stejné jako prumér T5S.

V dalsim kroku se zaméfime na (n — 3)-ti sekei pruméru TS, pricemz

mohou nastat dvé mozZnosti.

1) Praméry TS a TS* maji stejnou (n — 3)-ti sekci. V tomto piipadé nic

nedélame a presuneme se na dalsi, (n — 4)-tou sekci praméru 75.

2) Jestlize (n — 3)-ti sekce pruméra TS a TS* jsou odlisné, pak existuje
pravé jeden vnéjsi generujici transferové-stabilni primér OTS, ktery
mé stejnou (n — 3)-ti sekci jako pramér TS. Pak ozna¢ime symbolem
TS!T primér, jenz vznikne prisekem & spojenim priméria OTS a TS,

ktery mé posledni tii sekce stejné jako primeér T5S.

Podobnym zpiisobem vySetiime vSechny zbylé sekce, to jest i-té sekce
pro i € {1,...,n— 4}, az dojdeme k prvni sekci, ¢imz ziskdme vyslednou
generujici formuli. Tim jsme dokézali, Ze kazdy k-arni transferové-stabilni
priumér TS je prusekem ¢i spojenim k-arnich vnitinich a vnéjsich generuji-
cich transferové-stabilnich praméri, tj. vnitini a vnéjsi generujici transferove-

stabilni pruméry generuji svaz TSM(CIQ.
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Z Definice 2.20 vime, Ze pocet vSech k-arnich vnitinich generujicich trans-
ferové-stabilnich primeéru je k. Déle jsme zjistili, Ze pocet vSech k-arnich
vnéjsich generujicich transferové-stabilnich priméria pro n-prvkovy retézec je
(k—1)-(n—3) a navic uvazujeme jesté k-arni nejmensi a nejveétsi transferove-

stabilni pramér, tj.
k+(k—-1)-(n—=3)+2=(n—2)k—(n—>5).
m

V pravé zminéném Tvrzeni 2.25 jsme neuvazovali nékteré pripady pro

k a n, na které se nyni podivame.

i) k = 1, n libovolné. V tomto piipadé se jedna o unitarni transferove-
stabilni primér na koneéném ftetézci, ktery je ale diky idempotenci
roven identité, tzn. existuje pravé jeden unitarni transferové-stabilni

prumér na tetézci C,,.

ii) n = 1, k libovolné. Zde se jedna o jednoprvkovy fetézec C; = {0},
a mame tedy pouze jednu hodnotu k dosazeni, tj. T5(0,...,0) = 0.

iii) n = 2, k libovolné. Pro dvouprvkovy fetézec Cy = {0, 1} existuje pravé
jedna sekce slozené z nul a jednicek, a tedy, podle Tvrzeni 2.15, vSechny
k-arni transferové-stabilni prameéry na dvouprvkovém fetézci Cy tvori
Fetézec, z ¢ehoz vyplyva, Ze vSechny takové priméry jsou zaroven ge-

neratory svazu TS M(C]?
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iv) n = 3, k libovolné. Tento piipad je ve Tvrzeni 2.25 zahrnut, ale s mir-
nym upresnénim, nebot pro k-arni transferové-stabilni prumeéry na tii-
prvkovém Fetézci C'3 neexistuji vnéjsi generujici transferové-stabilni pri-
méry. Ty vSak nejsou potieba, nebot v tomto pripadé stac¢i na vygene-
rovani pouze vnitini generujici transferové-stabilni prumeéry a nejmensi

a nejvetsi transferové-stabilni prameér.

Z predchozich Prikladi 2.21 a 2.23 mizeme vidét, Ze pocet vSech generé-
torii svazu TSM(&) jeroven (n—2)k—(n—>5) = 3-4—0 = 12, ackoli mohutnost

celé mnoziny TSM(CL,? je, podle Tvrzeni 2.15, rovna k"~ ! = 4* = 256.

Myslenku Tvrzeni 2.25 ukazeme krok po kroku v nasledujicim ptikladu,

nacez se budeme drzet konstrukce zminéné v dikazu onoho tvrzeni.

PRIKLAD 2.26. Zvolme aritu & = 5 a pocet prvki fetézce n = 6, to jest
Cs = {0,a,b,c,d,1}. Pak s = [g + 1} = 3 a 5-arni prostfedni transferove-

stabilni prumér T5* na Sestiprvkovém retézci Cy je
75* =(0,0,a,a | a,a,b,b | b,b,c,c|c,c,d,d|d,d1,1).

Jiz. vime, Ze pro k liché se zaroven jedna o jeden z vnitinich generujicich
transferové-stabilnich prumeéri. Aplikovanim kiiZové inverze na posledni dvé
sekee (tj. 4. a 5. sekci) dostaneme 5-arni vnitini generujici transferové-stabilni

pruméry na fetézci Cg, tedy

ITS; = (0,0,a,a|a,a,b,b|b,b,c,c|ccccell 1,11

)
ITS; = (0,0,a,a]|a,a,bb|bb,c,c|ccedl|d1,1,1)

)
ITS, = )

{
{

ITS; = (0,0,a,a|a,a,b,b|bb,c,cl|cecdd|dd1,1
(0,0,a,a | a,a,b,b|b,b,c,c|ecddd|ddd1
{

ITS; = (0,0,a,a|a,a,b,b|b,b,c,c|d dd,d]|dd,d,Ad)
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a pocet téchto prumért je £ = 5. Pro dalsi konstrukci potfebujeme 5-arni

nejmensi transferové-stabilni primér na tetézci Cg, tj.

TS™™ =(0,0,0,0| a,a,a,a | b,b,b,b| c,c,c,c|d,d,d,d)
a b-arni nejveétsi transferové-stabilni primeér na Cj, tj.

TS™* = (a,a,a,a | b,b,bb| c,c,c,c|d,d,d,d|1,1,1,1).

Podobné jako v Piikladu 2.22 se nejdiive zaméiime na tieti sekci, poté na
druhou a zavérem na prvni sekci. Nejdrive vypiseme vSechny mozné varianty

pro tieti sekci a vhodné je usporadame, tj.
| b,0,b,b| ; | b,bb,c| ; |bbe,c| ;s |beec|; |eecc].

Vysledkem miizeme fici, ze prvni dvé sekce vnéjsich generujicich transferove-
stabilnich primért pro [ = 3 budou stejné jako u prostfedniho transferové-
stabilntho primeéru TS* a posledni dvé sekce budou doplnény sekcemi z nej-
vétsiho transferové-stabilntho prameéru 7T5™%* pro tieti sekce prvnich dvou
tvarit z vySe vypsanych variant. Na druhou stranu, posledni dvé sekce bu-
dou doplnény sekcemi z nejmensiho transferové-stabilniho priméru 7.S™"

pro tieti sekce poslednich dvou tvari z vyse vypsanych variant. Tedy

[=3:

OTS; = (0,0,a,a|a,a,bb|bbbb|dddd|1111)

(
o1S; = (0,0,a,a|a,a,b,b|bbbcldddd]|1,1,1,1)
o1S; = (0,0,a,a]|a,a,b,b|bccclccec|dddd)
(

or1s, = (0,0,a,a]|a,a,bb|cccrclceec|dddd).
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Za druhé, vsechny varianty pro druhou sekci po vhodném usporadéni jsou
|a,a,a,a| ; |a,a,a,b] ; |a,a,b,b| ; |a,bbb]| ; |b,bbb].

Pak prvni sekce vnéjsich generujicich transferové-stabilnich priaméra pro hod-
notu [ = 2 je stejnad jako prostfedniho transferové-stabilniho prumeéru 7.5*
a treti, ¢tvrta a pata sekce odpovida nejvétsimu transferové-stabilnimu pri-
méru TS™* pro ,levou stranu“ vySe vypsanych variant, anebo odpovida
nejmensimu priaméru 7S™" pro ,,pravou stranu® vyse vypsanych variant, tj.

[ =2:

oT1Ss = (0,0,a,a|a,a,a,a|ccccl|dddd]|1,1,1,1)

ors; =

(

o1Ss = (0,0,a,a|a,a,a,b|c,cccl|dddd]|1,1,1,1)
<0707a7a|a7b7b7b|b7b7b7b|c7c7c7c|d7d7d7d>
(

OTSs = (0,0,a,a|b,b,b,b|b,bbb]|c,cec|dddd)

Na zavér se zamérime na prvni sekci, pri¢emz vSechny varianty po usporadani

jsou
|10,0,0,0| ; |0,0,0,a] ; |0,0,a,a| ; |0,a,a,a| ; |a,a,a,al.

Podobné jako vyse, prvni dvé varianty jsou doplnény nejvétsim transferovée-
stabilnim priamérem T5™%* a posledni dvé varianty jsou doplnény nejmensi
transferové-stabilnim primérem 7.5™". Odtud 5-arni vnéjsi generujici transfe-
rové-stabilni primeéry na fetézci Cg pro [ = 1 jsou ve tvaru

l=1:

0TSy = (0,0,0,0|b,b,b,b]c,c,c,e|d,d,d,d|1,1,1,1)
OTSww = (0,0,0,a|b,b,b,b|c,c,c,c|dddd|1,1,1,1)
OTS,1 = (0,a,a,a|a,a,a,a|bbbb|ccoccl|dddAd)
OTS1» = (a,a,a,a|a,a,a,a|bbbb|ccoec|dddd).
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Snadno vidime, Ze pocet vnéjsich generujicich transferové-stabilnich praméra
je (k —1)(n —3) = 4-3 = 12. Tedy pocet vSech 5-arnich generujicich
transferové-stabilnich priaméri na fetézci Cy je roven 5+ 12 = 17 a s nejmen-
Sim a nejvétsim transferové-stabilnim priumérem dostaneme mohutnost ge-
nerujici mnoziny G (z Tvrzeni 2.25) rovnu (n —2)k—(n—>5) =4-5—1 = 19.
Navic, pocet v8ech 5-arnich transferové-stabilnich primeéria na tetézci Cy je

k! =55 = 3125.

Pravé zminénou konstrukci, pocinaje prostiednim transferové-stabilnim
prumérem a konce vnéjsimi generujicimi transferové-stabilnimi prameéry, lze
jednoduseji ziskat, vyuzijeme-li k tomu diagram znazornujici vSechny mozné

varianty kazdého bloku, tj.

0,0,0,0 | a,a,a,a | b,b,b,b | c,c,c,c | d,d,d,d
0,0,0,a | a,a,a,b | bbb c| c,cc,d |ddd1
0,0,a,a | a,a,b,b | b,b,c,c| c,c,d,d | d,d, 1,1
0,a,a,a | a,b,b,b | b,c,c,c| c,d,d,d | d,1,1,1
a,a,a,a | b,b,b,b | c,ce,c|dd,d,d|1,1,1,1

fadek) transferové-stabilni pramér je

Pak nejmensi (prvni fadek), pramérny (prostiedni fadek) a nejvétsi (posledni

0,0,0,0 | a,a,a,a | b,b,b,b | c,c,c,c | d,d,d,d
0,0,0,a a,a,a,b | b,0,b,c c,c c,d d,d,d,1
0,0,a,a | a,a,b,b | byb,c,c| c,c,d,d | d,d,1,1
0,a,a,a a,b,b,b b,c,c,c | ¢, d,d,d | d,1,1,1
a,a,a,a | b,b,b,b | c,c,c,c|d,d,d,d| 1,1,1,1
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a déle vnitini generujici transferové-stabilni primeéry mizeme z diagramu

vy¢ist nésledovné

0,0,0,0 | a,a,a,a | b,b,b,b | c,c,c,c | d,d,d,d
0,0,0,a | a,a,a,b | b,bb,c | c,coe,d | d,d,d, 1
0,0,a,a | a,a,b,b | b,b,c,c| c,c,d,d | d,d, 1,1
0,a,a,a | a,b,b,b | b,c,c,c | c,d,d,d | d,1,1,1
a,a,a,a | b,b,b/b c,c,c,c |dyd,d,d| 1,1,1,1

V poslednim kroku znazornime vSechny tii diagramy vnéjsich generujicich

transferové-stabilnich pruméru, tj. po radé pro [ = 3,2, 1.

o~
w

o~

I
b

o~

0,0,0,0

0,0,0,a
0,0,a,a
0,a,a,a

a,a,a,a

0,0,0,0

0,0,0,a
0,0,a,a
0,a,a,a

a,a, a,a

0,0,0,0
0,0,0,a
0,0,a,a

0,a,a,a

a,a,a,aq

a,a,a,a
a,a,a,b

a,a,b,b
a,b,b,b
b,b,b,b

a,a,a,a
a,a,a,b
a,a,b,b
a,b,b,b
b,b,b,b

a,a,a,a
a,a,a,b
a,a,b,b
a,b,b,b
b,b,b,b

b,b,b,b
b,b,b, c
b,b,c,c
b,c,c,c

c,c,CyC

b,b,b,b
b,b,b,c
b,b,c,c
b,c,c,c

c,c ¢ C

b,b,b,b
b,b,b, c
b,b,c,c
b,c,c,c

c,c,cC

118

c,C,CyC
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c,c,d,d
¢, d,d,d
d,d,d,d

c,c,cyC
c,c cd

c,c,d,d

¢, d,d,d

d,d,d,d

c,CyCyC
c,c c,d
c,c,d,d
c,d,d,d
d,d,d,d

d,d,d,d
d,d,d, 1
d,d, 1,1
d,1,1,1
1,1,1,1

d,d,d,d
d,d,d, 1
d,d, 1,1
d,1,1,1
1,1,1,1

d,d,d,d
d,d,d, 1
d,d, 1,1
d,1,1,1
1,1,1,1



Ve druhé poloviné piikladu se podivame na samotné generovani, tj. kon-
strukci z dikazu Tvrzeni 2.25. Uvazujme 5-arni transferové-stabilni primeér

na fetézci Cg zadany
TS =(0,a,a,a | a,a,b,b | b,b,b,c|c,d,d,d|d,1,1,1).

Nyni pouzijeme onen diikaz k nalezeni vnitinich a vnéjsich transferové-stabil-
nich priméria, které generuji transferové-stabilni prumér 7S. Podle prvni
¢asti dikazu existuji vnitini generujici transferové-stabilni praméry, jez maji
stejnou posledni a predposledni sekci jako zadany primeér TS, tj.

ITS, = <0,0,a,a | a,a,b,b]b,b,c,c|cccd)| d,1,1,1>

I7S, = <0,0,a,a | a,a,b,b | b,b,c,c|cddd)| d,d,d,1>.

a plati pro né, ze

TST = ITS, V ITS, = <0,0,a,a|a,a,b,b|b,b,c,c|c,d,d,d|d,1,1,1>.

Nésleduje treti sekce pruméru 75S. Najdeme vztah mezi tieti sekci pruméru
TS a prostfedniho transferové-stabilniho pruméru 75*. Snadno zjistime, ze
sekce jsou ruzné, a tedy existuje pravé jeden vnéjsi generujici transferove-
stabilni prumeér
OT1S; = <0,0,a,a | a,a,b,b|b,bb,cl|d,ddd| 1,1,1,1>
takovy, ze
TS = OTSy A (ITSy V ITS,)

- <0,o,a,a\a,a,b,b|b,b,b,c\c,d,d,d\d,1,1,1>.

Dale uréime vztah mezi druhou sekci pruméru 7' a prostiedniho transferove-
stabilnfho prameéru 7:S*. Tentokrat dospé&jeme k rovnosti sekei (vnitini gene-

rujici transferové-stabilni pramér neexistuje) odkud plyne, zZe

TSI — T8Il — <o,o,a,a|a,a,b,b|b,b,b,c|c,d,d,d\d,1,1,1>.
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V poslednim kroku opét zkontrolujeme vztah mezi sekcemi, tentokrat mezi
prvni sekci pruméru 7S a prostfedniho transferové-stabilniho priaméru 7.5*.
Dostaneme rozdilnost sekci, coz ma za nasledek existenci pravé jednoho vnéj-

stho generujiciho transferové-stabilniho priumeéru
OTS, = <0,a,a,a | a,a,a,a|b,b,bb|cccc| d,d,d,d>
spliujiciho

TS = OTS; Vv (OTSy A (ITSyV ITSy))

- <O,a,a,a|a,a,b,b|b,b,b,c|c,d,d,d|d,1,1,1>.

Zaveérem piikladu tedy existuji 5-arni vnitini generujici transferové-stabilni
priuméry ITSs a ITS, a 5-arni vnéjsi generujici transferové-stabilni primeéry
OTS5 a OTS1; na tetézci Cg, které generuji zadany 5-arni transferové-stabilni

prumér TS na Sestiprvkovém fetézci Cs.

2.6 Specialni generovani

Zkoumani transferové-stabilnich priméra na konecénych fetézcich zakonc¢ime
pohledem na to, jak vygenerovat transferové-stabilni primeéry vyssi arity po-
moci priuméra mensich arit, presnéji pomoci binarnich transferové-stabilnich
pruméru. Zde uz se nebude jednat o klasické skladani funkci, nebot jsme uka-
zali, Ze klasické skladani (viz Definice 1.7) na takovyto zptasob generovani ne-
staci a musime zavést néco nového. Z tohoto divodu vytvotrime nové skladani
funkci speciélné zkonstruované pro transferové-stabilni primeéry. V tomto
typu skladéni piijde o to usporadat vSechny prvky z jedné sekce vSech operu-
jicich transferové-stabilnich priméru a vytvorit z nich novou sekci. Nicméné
pro uspofadéani takového formatu potfebujeme zavést novou funkci, jez je
definovana na realném intervalu naptiklad v knize [4]. My ji definujeme na

konec¢ném retézci.
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DEFINICE 2.27. Na koneéném fetézci C,, nazveme funkci OS, : Cff — C,
Fadove statistickd (order statistic) pro p € N, p < k, jeZ je pro kazdé

x1,...,x € C), definovana
OS,(1,..., k) = 2(p),

kde x(,) je p-ta4 nejmensi hodnota z hodnot xq, ..., g, tj.

Speciilné,

k
OSk(xl, . ,l'k) = \/.Z‘Z
i=1

Napftiklad na desetiprvkovém fetézci Chg = {0,a,b,¢,d, e, f,g,h, 1} fun-

guje b-arni fadovée statisticka funkce nésledovné:

0Ss(f,h,1,¢,a) =c,
protoze a < c < f < h <1,

0Ss(f,b,d,a,h) =d,
protoze a <b< d< f <h,

OS4(g,h,a,b,e) =g,

protoze a < b<e< g<h.
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DEFINICE 2.28. Necht

TSa =21,y zpy |- |27 20

TSp = (yi,-- -y |- Lyt )

jsou po fadé k-arni a [-arni transferové-stabilni prumeér na n-prvkovém fetézci

C,,. Oznac¢me

_ 1 1 1 1
X = (Zl’"‘?Zk—17y17"'7yl—1)

x" 1 = (szl, . ,z,’;‘:ll, Yyt ,yl"_]l) )
Pak zobrazeni ® : TSM(C? X TSM(CZEL — TSM(ijlfl) definované nasledovné

TS, © TSy =
<os1 (x1),...,0S_1_a (x}) | ... | OS; (x 1), ..., 08415 (x"1) >

se nazyva transferové spojeni transferové-stabilnich primeéri na fetézci C,.
Specialné, pro binarni transferové-stabilni praméry takové, ze o; < [; pro

kazdé i € {1,...,n — 1} plati

(a1 | .. loam1) @ (B .. | Bucr) = (a1, B1 | ... | a1, Br1) -

PRIKLAD 2.29. Nalezneme spojeni dle Definice 2.28 ternarniho transferové-

stabilniho prumeéru

TSy =(0,a|a,a|b,1)
a kvaternarniho transferové-stabilniho priumeéru
TSp = (0,a,a | a,b,b|b,b,1)
na ¢tyrprvkovém retézci Cy = {0,a,b,1}.
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Nejdiive sestrojime vektory x!',x? a x3, tj.
x!' = (0,a,0,a,a)
x° = (a,a,a,b,b)
x* = (b,1,b,b,1).
Aplikace Tadové statistickych funkei OS, prop € {1,...,k =1 —2 =5} k vy-
tvoreni jedné sekce znamené usporadat vektor x* pro i € {1,2, 3} od nejmensi

hodnoty po nejvétsi. Napriklad

1

0S; (x') = 0
0S, (x') = 0
0S; (x') = a
0S,(x') = a
0S; (x') = a,

coz znamena, ze prvni sekce nového 6-arniho transferové-stabilniho pruméru
je ve tvaru
|0,0,a,a,a].

3

Podobné uspoiadame vektory x? a x3, ¢im# dostaneme

TS, © TS =(0,0,a,a,a | a,a,a,b,b | bbb, 1,1).

Jiz vime, Ze unéarni transferové-stabilni prumeér na libovolném fetézci
je pouze identita, Cili se jednd o ,nezajimavy* transferové-stabilni prumeér.
Mnohem zajimavéjsi jsou binarni transferové-stabilni pruméry, kterymi jsme
se zabyvali prvni polovinu této kapitoly. Taktéz jsme zminili v Diusledku
2.13, ze existuji binarni transferové-stabilni praméry, jez vygeneruji vSechny
ostatni binarni transferové-stabilni primeéry, a témito bindrnimi transferove-

stabilnimi pruméry jsou presné atomy svazu TSMg}L vSech binarnich transfe-

rové-stabilnich priméria na n-prvkovém retézci. Nazveme je atomdrni bindrni
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transferove-stabilnimi pruméry. Ve finalnim tvrzeni této kapitoly ukazeme, ze

atomarni binarni transferové-stabilnimi praméry (atomy svazu TSM(CQ)) jsou

mnohem diilezit&jsi, nez se puvodné zdélo.
Podle Definice 2.10 je nésledujici rovnost platna pro libovolny k-arni

transferové-stabilni prameér na fetézci O, tj.

11 1 2 .2 2 n—1 _n—1 n—1\ _
<Zl,22,...,zk_1|Zl,22,...,zk_1|...]z1 , 28 ,...,zk_1>—

<z%|zf\...|z’f’1>©<z%\z§|...\z§’1>@...©<zé_1\zﬁ_1|...]z}::11>7

kde na pravé strané rovnosti jsou pouze binarni transferové-stabilni primeéry
na C,. Jinymi slovy, kazdy k-arni transferové-stabilni primér lze transferové

spojit pomoci (k — 1) binarnich transferové-stabilnich praméri.

TVRZENI 2.30. Necht C,, je n-prvkovy Fetézec. Pak mnoZina vsech transfe-
rové-stabilnich prameéri TSM¢, je generovdana atomdrnimi bindrnimi transfe-
rové-stabilnimi primery na C,, svazovymi operacemi V, A\ a transferovym

spojenim ©.

Diikaz. Podle Disledku 2.13 lze kazdy binarni transferové-stabilni pramér
vygenerovat svazovymi operacemi pomoci atomarnich binarnich transferovée-
stabilnich pruméri na fetézci C),. Dale, podle vy$e napsané rovnosti pro libo-
volny k-arni transferové-stabilni prumér a Definice 2.28, 1ze kazdy transferoveé-
stabilni pramér na C,, vygenerovat transferovym spojenim pomoci binarnich

transferové-stabilnich priméru. O
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PRIKLAD 2.31. Vygenerujme 5-arni transferové-stabilni primeér 7S na Ses-

tiprvkovém tetézci Cg z Piikladu 2.26 pomoci Tvrzeni 2.30.

Nalezeni odpovidajicich binarnich transferové-stabilnich pruméra je velmi
snadné, nebot i-ty bindrni transferové-stabilni prumér je slozen z i-tych hlav-
nich bloka pruméru TS z kazdé sekce, tj. odpovidajici binérni transferoveé-

stabilni praméry jsou

T4 = (0]alblc]d)
ISp = (alalb[d]1)
TSc = {a|blb[d]1)
TSp = {a|blec|d|1).

Tedy

TS4©TSp @ TSc © TSp =

<07a7a‘7a’|a7a‘7b7b|b7b7b7c|C7d7d’d|d’]‘7171>7

kde transferové spojeni bylo velmi jednoduché, jelikoz se jednalo o specialni

piipad z Definice 2.28.

Nyni musime jesté nalézt atomarni binarni transferové-stabilni prameéry
na Sestiprvkovém fetézci pro vygenerovani prumeéru 154, TS, TSc a TSp.
Snadno se presvédcime o tom, ze TS 4 je nejmensi transferové-stabilni prumér,

¢ili k jeho vygenerovani staci vzit dva libovolné atomarni primeéry, napiiklad
TSa={alalb|lc|d)N{0]b|b|c]|d).

Dalsi tti binarni transferové-stabilni priméry se od nejmensiho znacéné odli-
Suji a nasim cilem je nalézt sekce, ve kterych se lisi a tim najit odpovidajici

atomarn{ binarni transferové-stabilni praméry. To znamena, ze napiiklad TSg
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se od nejmensiho priaméru lisi v prvni, ¢tvrté a paté sekci, ¢ili k vygenero-
vani potfebujeme atomarni binarni transferové-stabilni priméry, jez se od

nejmensiho prumeéru lisi praveé v téchto sekcich. Tudiz
TSg=(alalblc|d)Vv{0|albld|d)Vv{0|alblc]|l).

Zcela podobné, TSq se 1isi od nejmensiho primeéru ve vSech sekcich az na
treti sekci, tedy prumér TSs dostaneme z atomarnich binarnich prumeéru

nésledovné
TSe={(alalb|lc|dyv{0|b|blc|d)Vv{0|a|b|d|d)V{0|a|b|c|l).

Posledni binarni prumér se lisi ve vSech sekcich, coz ma za nasledek, Ze se
jedna o nejvétsi transferové-stabilni primér na Sestiprvkovém fretézci, jenz
je spojenim vSech atomérnich binarnich transferové-stabilnich praméri na

tetézci Cg, tj.
TSp = (alal|blc|dyVv{O|b|b|lc|d)Vv{0|alc]|c]|d)
VOl|al|b|d|dyv{0|a|b|c]|1).
Zavérem, zadany 5-arni transferové-stabilni priumeér na Sestiprvkovém fetézci

lze vygenerovat pomoci vSech atomarnich binérnich transferové-stabilnich

pruméri na retézci Cg, svazovych operaci a transferového spojeni.

Poslednim piikladem se vratime k y, a med, funkcim a pokusime se po-

moci nich vygenerovat transferové-stabilni prumér.

PRIKLAD 2.32. Vygenerujme binarni transferové-stabilni primeér na ¢tyiprv-
kovém fetézei Cy = {0,a,b,1} zadany predpisem TS(x,y) = (0] a | 1) po-

moci binarnich funkci y, a med, z minulé kapitoly.

126



S vyuzitim Tvrzeni 1.29 muzeme transferové-stabilni prumeér TS zapsat

TS(z,y) = \/ (ta(z,y) A medzsia(z,y)) |

acC?

nacez aplikovanim distributivity muzeme rovnost piepsat do tvaru

S = ( (M(o,b) V ps,0) vV o,1) V1,00 V Bab) V ba) V M(a,a)) A meda>

\/( (M(a,n V l1,a) V u(b,b)) A medb) \ (,u(b,l) \ ,U(l,b)) .

Uzitim vlastnosti pro funkce p, a x, z Disledku 1.27, Lemmatu 1.24 a Véty
1.22, a taktéz distributivity, mizeme vySe napsanou rovnost upravit do na-

sledujici formy

75(2,) = ((x(@,9) Vv, 2) V (xal@9) A xa(y, 7)) A med, )
V(((Xa(x,y) A Xa(y,2) A (x1(z,y) V x1(y, ) ) V xo(z, y) A xb(y,x)> A medb>

% <><b(fc, y) A xs(y ) A (xa(z, y) V xa(y, x)))-

Vidime, Ze tato rovnost je pomérné komplikované a je otézkou, zda ji nelze
zjednodusit. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o pomérné jednoduchy transferove-
stabilni primeér, muzeme vyuzit Obrazky 2 a 3, abychom pomoci priseku a
spojeni zkonstruovali transferové-stabilni prumér 7S, jenz je zobrazen na
Obrazku 14 (nahote, druhy zleva). Nasim cilem je pouze zjednodusit kom-
binaci y. funkci ve vySe napsané rovnosti, nebot med, uz vice zjednodusit
nelze. Podivame-li se vice na slozeni funkci x, u med,, je zde cilem, aby se
dvojice (0,a) a (a,0) zobrazily na 0, ¢ehoz jednoduse dosdhneme spojenim
Xo(2,y) a xp(y, z) a tuto funkei ozna¢ime symbolem y}; (viz Obrazek 18), t;.

X5 = xo(z,y) V xo(y, ).
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@

Obréazek 18: x%.

V pripadé funkci y, u med, jsou nutné dva kroky. Prvnim je, aby se dvo-
jice (a,b) a (b,a) zobrazily na a, ¢ehoz dosdhneme spojenim funkei xi(x,y)
a x1(y, ), ozna¢ime symbolem x{ (viz Obrazek 19, nahofe vlevo), to jest
Xy = x1(z,y) V x1(y, x), a za druhé, dvojice (1,0) a (0,1) se musi zobrazit
na 0, coz nam zaruci prisek funkei y.(z,y) a x.(y, z), ozna¢ime symbolem

X4 (viz Obrazek 19, nahote vpravo), tj. x4 == Xa(%,y) A Xa(y, ). Prisekem

)
(

obou piipadi dosdéhneme pozadované funkce pro med, (viz Obrazek 19, dole).

Obrazek 19: Nahore: xy a x4. Dole: x{ A x4.
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Na poslednim Fadku vySe napsané rovnosti jsou pouze samotné funkce y,
jejichz cilem je zobrazit dvojice (b, 1) a (1, b) na 1, ¢ehoz dosdhneme prisekem

funkei ,(z,y) a xp(y, ), oznacime symbolem x7 (viz Obrézek 20).

Obrazek 20: x5

Nyni vytvorime prisek funkce y}; z Obrazku 18 a med,, ¢imZ obdrZzime na-

sledujici funkei (viz Obrézek 21).

Obrézek 21: x%; A med,,.

Podobné, funkci xy A x4 z Obrazku 19 prosekneme s funkci medy, jejimz

vysledkem je funkce zobrazena na Obrazku 22.
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Obrézek 22: (x{ A x4) A med,.

Spojenim funkci z Obréazkua 20, 21 a 22 obdrzime zadany transferové-stabilni

prumér TS, ¢ili nasledujici ,,jednodussi rovnost je taktéz pravdiva.

TS(I‘, y) = ( (Xb(x7 y) \% Xb(y7 ZL’)) A meda(xa y))
v (( (x1(@,9) V x1(y, @) A Xa(@,9) A Xa(y, ) A medy(z, y))

V (xo(, y) A xp(y, 7)) -
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I11.

KAPITOLA

TRANSFEROVE-STABILNI AGREGACNI
FUNKCE NA KONECNYCH SVAZECH



V minulé kapitole jsme studovali tzv. transferové-stabilni prumeéry, jez
kvili idempotenci mohly byt definované pouze na fetézcich. Nicméné v této
kapitole idempotenci odstranime a budeme se zabyvat pouze transferoveé-
stabilnimi agregacnimi funkcemi, ¢imz definiéni obor téchto funkci vzroste
z Tetézci na celou tfidu (kone¢nych) svazi. Ukazuje se v8ak, Ze chovani
transferové-stabilnich agregacnich funkci zavisi na volbé svazu. Presnéji fe-
¢eno, existuji dvé podtfidy svazi, ve kterych se transferové-stabilni agregacni
funkce znac¢né 1isi. Prvni tfidou jsou tzv. distan¢né-stabilni svazy zachovéava-
jici vSechny vzdélenosti mezi prvky. V této tridé muzeme transferové-stabilni
agregacni funkce jednoduse popsat a diky tomu, Ze maji vztah k distribu-
tivnim a modularnim svaztiim, se tato tfida ukazuje jako ta ,zajimavéjsi®.
Druhou t¥idou jsou tzv. transferové-stabilni svazy, jez zachovavaji linearni
uspofadani blokti. Nutno podotknout, Ze tyto dvé tiidy nejsou disjunktni,
nebot kazdy distan¢né-stabilni svaz je zaroven transferové-stabilnim svazem.
Nicméné je nezbytné rozlisit dva pripady: distanc¢né-stabilni svazy a trans-
ferové-stabilni distancné-nestabilni svazy, protoze préaveé v téchto svazech se
popis i chovani transferové-stabilnich agregac¢nich funkei vzajemné odlisuje.
Ostatni svazy, mimo zminéné podtfidy, uvazovat nebudeme, protoze popis
transferové-stabilnich funkcich na téchto svazech je velmi komplikovany. M-
zeme tedy jednoduse definovat transferové-stabilni agrega¢ni funkce na zmi-
nénych dvou podtiidach a zamérime se na strukturu vSech k-arnich transfe-

rové-stabilnich agregac¢nich funkei.

3.1 Distanc¢né-stabilni svazy

P1i studiu transferové-stabilnich pramért byla dilezita relace pokryti ve sva-
zech, ktera samoziejmé bude dilezita i nadéle u transferové-stabilnich agre-

gacnich funkci. Obecné v teorii transferové-stabilnich funkei je klicova jesté
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jedna vlastnost, ktera vyuziva relaci pokryti, jakozto sviij defini¢ni zaklad.

Touto vlastnosti je vzdélenost mezi prvky v koneéném svazu.

Pro korektnost nasledujici definice je potfeba zminit tzv. Hassetv dia-
gram, presnéji jeho spravné grafické vykresleni v roviné. Na nasledujicim
Obrazku 23 muzeme vidét jasny rozdil mezi diagramem, jenz je spravné na-
kresleny do roviny, oproti diagramu nespliujici jednu z podminek Hasseova
diagramu, konkrétné pokryti prvki, protoze napiiklad prvek 1 nepokryva
prvek b, ackoli jsou spojeny tseckou.

1 1

Obréazek 23: Priklad Hasseova diagramu a diagramu, ktery neni Hassetiv.

DEFINICE 3.1. Vzddlenosti mezi prvky a,b € L, a < b v kone¢ném svazu
L rozumime pocet hran (tsecek) v Hasseové diagramu mezi prvky a a b ve

svazu L.

Symbol D, zna¢i mnozinu vSech vzdélenosti mezi prvky a a b, ve které
existuje nejmensi a nejvétsi vzdalenost mezi prvky a a b oznacena po radé

dr(a,b) :=minDy, a Dy (a,b) := max Dy,

Specialné, pokud a = b, pak se jednad o nulovou vzdalenost, to znamené

dr(a,a) = Dr(a,a) = 0.
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PozNAMKA 3.2. Bude-li zfejmé, kterym svazem se zabyvame, miizeme

dolni index L v d(a,b) a Dy(a,b) vynechat.

V kazdé kone¢né usporadané mnoziné existuje, pro kazdé dva rizné srov-
natelné prvky a, b, posloupnost prvki, zacinajici prvkem a a koncici prvkem
b, v niz se sousedni dvojice pokryvaji (nasledujici pokryvéa predchozi). Z to-

hoto faktu ihned plyne nasledujici definice.

DEFINICE 3.3. Cestou z prvku a do prvku b, a < b, v kone¢ném svazu L

nazveme posloupnost prvki zi,...,z, € L takovou, Ze
a=2x1 <Tg<...<Tp1 <Tp=0>

a oznacujeme ji P = {a = 1,22, ...,2y_1,2, = b}. Symbol |P| znaci pocet
prvka v cesté P, tzn. |P| = p. Na druhou stranu, symbol ||P|| zna¢i délku
cesty (poc¢et hran v cesté P) z prvku a do prvku b ve svazu L, to znamena
I1P|| = 1P| -1

Specialni vyznam maji cesty z 0 do 1 ve svazu L a mnozinu vS8ech téchto cest

znac¢ime symbolem Path[L.
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PRIKLAD 3.4. Uvazujme svaz L; zobrazeny na Obrazku 24.

1
®
b
e
d
c h
a
[ ]
0

Obrézek 24: Svaz L.

Pak vzdalenost mezi prvky a a b je rovna 2, 3 a 4, tj. D, = {2,3,4}, ¢ili
nejmensi vzdalenost mezi a a b je d(a,b) = 2 a nejvétsi je D(a, b) = 4. Odtud
tedy existuji 3 cesty mezi prvky a a b, tj. P, = {a,c,d, e, b}, P, = {a, f, g, b}
a Py = {a, h,b} jsou v8echny cesty z prvku a do prvku b ve svazu L;. Navic

|PL| =5, |Pi]| =4, |P2| =4, ||| =3, |Ps| =3, || P5]| = 2.

Zéavérem, vSechny cesty v PathL jsou Q; = P, U {0,1}, i € {1,2,3}, coz
znamend, ze PathL = {Q1, Q2, Q3}.

Podle Definice 3.1, presnéji podle vzdalenosti mezi prvky 0 a 1, muzeme
tridu vSech svazu rozdélit na dvé disjunktni podtridy. Prvni podtiida obsa-
huje vSechny svazy majici jednotnou vzdalenost mezi prvky 0 a 1, jinymi
slovy, vSechny cesty z mnoziny Pathl maji stejnou délku. Druha podtiida
je komplementem k prvni podtiidé, to znamena, ze existuji prvky a,b € L

takové, Ze |D,y| > 2. Nasledujici definice popisuje prvni zminénou podtiidu.
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DEFINICE 3.5. Kone¢ny svaz L se nazyva distancné-stabilni, jestlize vzdéle-
nost mezi kazdyma dvéma prvky je jednoznacné urcena, tj. d(a,b) = D(a,b)

pro kazdé a,b € L, a <.

YNV vrve

je svaz L spliujici podminku a V ¢ < bV ¢ pro vSechny prvky a,b,c € L za
predpokladu a < b. Lze dokazat, zZe v kone¢nych semimodularnich svazech
maji vSechny maximalni fetézce stejnou délku, coz presné odpovida definici
distan¢né-stabilniho svazu. Nicméné pro dané téma neni nazev semimodulér-
niho svazu uplné vystizny, proto preferujeme oznaceni distan¢né-stabilniho

svazu.

Ihned z Definice 3.5 plyne, Ze pokud existuji dva prvky ve svazu s rozdil-
nou vzdélenosti, pak se nemuze jednat o distan¢né-stabilni svaz. Jinak feceno,
podsvaz distan¢né-stabilniho svazu je opét distancéné-stabilni. Na zakladé to-
hoto faktu miZzeme vyslovit néasledujici charakteristiku distanc¢né-stabilnich

svazu.

VETA 3.7. Konecny svaz je distancne-stabilni prdvée tehdy, kdyzZ nejmensi

a nejuetsi vzddlenost mezi prvky 0 a 1 je shodnd, tj. d(0,1) = D(0,1).

Vzdalenost mezi prvky 0 a 1 z pravé zminéné Véty 3.7 budeme nazyvat

délkou distancné-stabilniho svazu.

Podle Véty 3.7 lze velmi snadno rozhodnout o distanc¢ni-stabilité svazu.
Naptiklad na Obrazku 25 miizeme vidét rozdil mezi distan¢né-stabilnim a sva-
zem, jenz neni distancné-stabilnim (nazyvanym taktéz distanéné-nestabilnim

svazem).
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Obrazek 25: Distancné-stabilni a distan¢né-nestabilnf svaz.

Nyni se podivame na nékteré pfirozené vlastnosti, jez maji distancné-

stabilni svazy. Jedna z téchto vlastnosti ukazuje spojitost mezi nové defino-

vvvvvv

Pro ptfipomenuti, svaz L se nazyva moduldrni, jestlize pro kazdé prvky
a,b,c € L plati jedna z tzv. modularnich rovnosti: a A (bV ¢) = (a Ab) V¢

pro a > ¢, anebo aV (bAc) = (aVb)Acproa<ec.

VETA 3.8. KazZdy konecny distributivni nebo moduldrni svaz je distancné-

stabilni.

Diikaz. Predpokladejme, Ze svaz L je distributivni nebo modularni, tj. neob-
sahuje pentagon (viz Obréazek 23) jakozto podsvaz, a neni distancné-stabilnim.
Pak existuji dva prvky a,b € L takové, Ze jejich vzdalenost neni stejné, to
znamena, ze existuji dvé rozdilné cesty P = {a1,...,a,} and Q = {by,...,b,}
z prvku a do prvku b, kde p, ¢ € N, p # ¢. Tedy existuji indexy i € {1,...,p},
J. ke {1,...,q} takové, ze mnozina {a,a;,b;, by, b} je podsvazem svazu L,

ktery neni distributivni ani moduléarni, coz je spor s predpokladem. O
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Obracena implikace neplati, protoze naptiklad distanc¢né-stabilni svaz z Ob-

razku 25 neni distributivni
bV(and)=bV0=b#d=1ANd=(bVa)A(bVd)
ani modularn{
aV(bNc)=aV0=a#c=1Nc=(aVDb)Ac

za podminky a < c.

Dalsi uziteéna vlastnost tykajici se distanc¢né-stabilnich svazi se zaobira
jejich mocninou. Presnéji feceno, jak se ovlivni distan¢ni-stabilita v pripadé

direktniho ¢tverce.

LEMMA 3.9. Necht L je distancné-stabilni svaz. Pak
drz ( (w1,22), (y1,92) ) =dg (z1,91) + dr (72, 12)
pro kazdé (x1,s), (y1,y2) € L?, (21,22) < (y1,%2)-
Diikaz. 7 faktu, ze svaz L je distan¢né-stabilni plyne existence cest
P =A{z,a1,....0p, 01} a Py={xa,b1,...,b.12},

tj. dp (x1,11) =p+ 1 adp (x2,y2) = ¢+ 1. Pouzitim cest P, a P, vytvofime
cestu P mezi (1, 22) a (y1,Ya).
(x1,22) = (a1,22) = ... = (ap, x2) —
— (Y1, 22) = (Y1,01) = ... = (Y1, bg) = (Y1, 92)-
Vidime, ze plati dzz ((z1,22), (y1,%2)) = p+ 1+ g + 1. Navic, libovolna

cesta z (x1,x2) do (y1, y2) je vytvofena pouzitim cest Py a Py, jenZ jsou jediné,

a tedy cesta P je taktéz pravé jedna. O
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DUSLEDEK 3.10. Necht L je distancné-stabilni svaz, pak L* je distancneé-

stabilni svaz.

Nasledujici véta prirozené zobeciuje Lemma 3.9 a Disledek 3.10 a neni

treba ji dokazovat.

VETA 3.11. Direktni prirozend mocnina distancné-stabilniho svazu je opét

distancneé-stabilnim svazem. Navic,

de((xh--wﬂCk),(yb--wyk)) =dp (v, 1) + ... +dp (T, Uk) -

V predchozi kapitole jsme zavedli pojem (transferové-stabilniho) bloku
(viz Definice 2.11), jenz obsahoval vSechny k-tice vazané transferovou-stabi-
litou. Nicméné jsme tehdy uvazovali pouze kone¢né fetézce, ale definice (trans-
ferové-stabilniho) bloku se nikterak nezmeéni, uvazujeme-li direktni mocninu
libovolného koneéného svazu, to jest dva prvky x,y € L* naleZi stejnému
bloku, jestlize plati rovnost TS(x) = TS(y) pro kazdou transferové-stabilni
agrega¢ni funkei TS € TSAggS:k).

Oproti blokum v Tetézcich, nelze bloky na libovolnych svazech jednoduse
sestrojit, a proto zavedeme symboliku <, jez zna¢i prechod z jedné k-tice
do jiné pomoci transferové-stability, tj. necht B je blok v L* obsahujici dvé
k-tice (z1,...,2k), (Y1, ..., yk) € B, pak (x1,...,2x) < (Y1, -, Yk)-

Uvazujme piipad £ = 2. VySSi mocniny vyuzivaji pfi pohybu ve svazu
L* pomoci transferové-stability pravé binarni piipad, a proto jsou tyto pii-
pady analogii ke druhé mocniné svazu L. Dokézeme, Ze relace <+ je relaci

ekvivalenci na LZ2.

L (z,y) < (z,9)
Tato podminka oc¢ividné plati, nebot z prvku (z,y) se dostaneme do

toho samého, nepouzijeme-li Zadny posun pomoci transferové-stability.
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2. (z,y) ¢ (a,b) = (a,b) + (x,y)

Predpokladejme, ze z prvku x se dostaneme do prvku a o vzdalenost

a, a tedy i z prvku y se dostaneme do prvku b o stejnou vzdalenost a.

Je nutné podotknout, Ze se zde nebavime o vzdalenosti podle Defi-
nice 3.1, nebot a miize byt slozena z vice vzdalenosti, které jsou jiz
opravnéné (viz Obrazek 26). Tedy, «; pro i € {1,...,6} jsou vzda-
lenosti (podle Definice 3.1) mezi prvky, ale «, jakozto jejich soucet,
a = ai + ...+ ag, je pouze posun z prvku x do prvku a (respektive

z prvku y do prvku b) smérem nahoru ¢éi doli o celkovy pocet hran a.

Obréazek 26: Pohyb pomoci transferové-stability ve svazu.

Vratime-li se k ditkazu, mizeme jednoduse vidét, zZe pokud se pomoci
transferové-stability dostaneme z prvku (z,y) do prvku (a,b), pak je

ziejmé, Ze existuje i opacny smeér.
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3. (z,y) < (a,b),(a,b) < (u,v) = (z,y) < (u,v)
7 predchoziho ptipadu, presnéji Obrazku 26, snadno ovéfime platnost
tohoto vyroku, nebot pokud existuje posun z prvku (z,y) do prvku
(a,b), a navic posun z prvku (a, b) do prvku (u,v), pak zkombinovanim

obou téchto posunii jisté obdrzime pohyb z prvku (x, y) do prvku (u, v).

Jak jsme jiz zminili, diikaz pro vys$i mocniny by se provedl analogicky,
jelikoz pohyb ve vyssich mocninach lze vzdy rozlozit na pohyb pouze dvou
prvki, ¢ili mizeme prohlasit, ze relace <+ je relaci ekvivalence na LF a jeji
tiidy ekvivalence odpovidaji (transferové-stabilnim) blokim. Na zakladé to-
hoto zjisténi je kazdy blok plné urcen jeho libovolnou k-tici a oznacujeme
jej do hranatych zavorek. Presnégji feceno, blok B = [(z1,...,x;)] oznacuje
tiidu (ekvivalence) vSech k-tic spojenych transferovou-stabilitou s prvkem
(1,...,2k), to znamend, ze (yi,...,yx) € [(x1,...,2x)], jestlize je splnéno
(@1, .. 2) < (Y1, -+, Yk) -

Dalsi rozdil oproti blokiim pro transferové-stabilni prumeéry je ten, Ze neni
nutnost délit bloky na hlavni a vedlejsi. U transferové-stabilnich primeéria
vyplynulo z idempotence, Ze vedlejsi bloky byly jiz plné popsany a nemu-
seli jsme je nadéle studovat. Avsak transferové-stabilni agregacni funkce jiz
nejsou idempotentni, coz mé za nasledek, Ze se musime zabyvat vSemi bloky
bez rozdilu k-tic, jez jsou obsazeny v jednotlivych blocich. Jednoduché zna-
zornéni bloki muzeme vidét na Obrazku 27, kde jsou zobrazeny bloky pro
druhou mocninu ¢étyfprvkového tetézce Cy = {0,a,b,1} a druhou mocninu
¢tyiprvkového booleovského svazu By = {0,a,b,1}. Zde nazorné vidime, ze
zatimco pocet blokl pro fetézec je roven 7, tak u booleovského svazu je jich
0 poznani méné, jenom 5. Jinymi slovy, jde o jev, pfi kterém ma vice spo-
jeni mezi prvky daného svazu za nésledek lepsi propojeni pres transferovou-

stabilitu.
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Obrazek 27: VSechny bloky ve druhé mocniné ¢tyiprkového fetézce a boole-

ovského ctytprvkového svazu.
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Je tieba jesté poukézat na skutecnost, ze relace <+ neni ,,dokonala”, nebot
nezachovavé svazové operace. 7Z teorie svazi vime, ze urcité relace ekvivalence
hraji velmi dulezitou roli. Pfipomenme, Ze relace ekvivalence € zachovéavajici

svazové operace se nazyva svazovd kongruence, tj.
(a,b) € e,(x,y) €c = (aNz,bAy) €Ec,(aVa,bVy)Ee.

vSem z Obrazku ze vypozorovat, ze vyse zminén minka neni splnén
Ovsem z Obréazku 27 lze ozorovat, ze vyse éné podminka neni splnéna
pro relaci <» ani v pfipadé fetézce ani booleovského svazu. Naptiklad u Cy

mame
(a,b) + (1,0, (b,0) <> (b,0) = (@A b,bAD) «» (1AD,0AD).

Z minulé kapitoly jiz vime, Ze symetrie plyne z transferové-stability pro
koneéné tetézce, tj. jestlize (x1,...,x;) nalezi bloku B kone¢ného fetézce
C,, pak k-tice y € C*, piedstavujici permutaci prvki zy, ..., z, také nalezi
bloku B. Otazka nyni zni, zda toto tvrzeni plati obecné pro libovolny konecény

svaz.

VETA 3.12. Blok B v konecném svazu L* obsahuje s kazdou k-tici x € L¥
i jeji libovolnou permutaci, tj. jestlize (x1,...,% ..., %4, ..., 25) € B, pak

(1,...,25,..., %, ..., 25) € B.
Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze
min (d (O, .CL’@) > d (0, ZE]') > d (1, x,) s d (1, .Tj) ) =d (O, .ﬁl]z) .

Pak existuje prvek y; € L (viz Obrazek 28) takovy, ze

(1, Ty Ty ey ) 2 (1,0, 0,0 Yy, e Tg)
S (Y0 Tg) & (T, Ty Ty D)
kde ve druhém kroku byla pouzita symetrie z [12]. O
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Obrazek 28: Priklad svazu pouzitého v ditkkazu Véty 3.12.

3.2 Binarni transferové-stabilni agregac¢ni funkce

Nyni se zaméfime pouze na binarni transferové-stabilni agregac¢ni funkce,
presnéji na binarni bloky (bloky obsahujici dvojice). Jak jsme jiz nékolikrat
i u vyssich arit. V kapitole 3.6 se budeme zabyvat transferové-stabilnimi
agregacnimi funkcemi vyssich arit, pficemz vétsina dikazi bude zaloZena

pravé na znalosti bindrnich transferové-stabilnich agregacnich funkei.

7. definice bloku, popiipadé relace ekvivalence <>, vime, Ze kazdy blok
je charakterizovan jeho libovolnou dvojici. Otéazkou je, zda neexistuji takové
dvojice, jez by dany blok mohly co nejlépe charakterizovat. Odpovédi jsou
dvojice obsahujici prvek 0 nebo 1, coz z Obrazku 27 snadno vidime, Ze v kaz-
dém bloku je nékterda z téchto dvojic. Jesté nutno podotknout, ze takova
dvojice nemusi byt pravé jedna az na symetrii, nebot napiiklad u druhé moc-
niny ¢ty¥prvkového booleovského svazu B? je druhy blok charakterizovan jak

dvojici (0,a), tak i dvojici (0, b).
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LEMMA 3.13. Pro kazdij blok B svazu L* existuje x € L takové, Ze dvojice

(0,2) nebo (1,z) ndlezi do bloku B.

Diikaz. Pro pevné danou dvojici (z,y) € L? ozna¢me funkci

f(xv y) = min (d<0a .T), d(07 y)a d(la .T), d(17 y)) .
Mohou nastat dva piipady:

1. Jestlize f(z,y) = d(0,z) (respektive f(x,y) = d(0,y)), pak existuje
b € L takové, ze (z,y) <> (0,b) (respektive existuje ¢ € L takové, ze

(x,y) <> (¢,0)). Myslenka tohoto kroku je zobrazena na Obrazku 28.

2. Jestlize f(x,y) = d(1,x) (respektive f(z,y) = d(1,y)), pak existuje
b € L takové, ze (z,y) <> (1,b) (respektive existuje ¢ € L takové, Ze

(z,y) < (¢, 1)).
]

PozZNAMKA 3.14. 7Z pravé zminéného Lemmatu 3.13 a zejména z binarnich
bloku na ¢tyiprvkovém booleovském svazu (viz Obréazek 27) rozliSujeme ¢tyii
specialni piipady blokt, jez méa kazdé druha mocnina svazu s vice jak dvéma

prvky.
1. Nejmensi blok obsahuje pouze dvojici (0,0) € L?, tj. [(0,0)] = {(0,0)}.

2. Atomdarnim blokem nazveme blok, jehoz jeden prvek je 0 a druhy je

atomem svazu L, tj. [(0,a)] = {(0,a),(a,0) | a € At(L)}.

3. Dualné k atomarnimu bloku nazveme blok koatomdrni, odkud tedy

jeden z prvka je roven prvku 1 a druhy je koatomem svazu L, tj.

[(1,2)] = {(1,2),(2,1) | = € CoAt(L)}.
4. Nejveétsi blok obsahuje pouze dvojici (1,1) € L?, tj. [(1,1)] = {(1,1)}.
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Z prikladu booleovského svazu na Obrazku 27 je ihned patrné, ze cerny
a bily blok jsou po fadé nejmensi a nejvétsi, nacez ¢erveny blok je atomérni
a zeleny blok je koatoméarni. Jesté poznamenejme, Ze pro druhou mocninu
dvouprvkového svazu, tj. ¢tyiprvkovy booleovsky svaz, je atomarni blok ro-
ven koatoméarnimu, a toto je jediny piipad, kdy se tak stane. Jinak feceno,
pro kazdy konec¢ny alespon tiiprvkovy svaz je atomarni blok rizny od koa-

tomarniho.

Dalsim velmi dilezitym, a jak se ukaze dale, klicovym v mnoha oblas-
tech transferové-stabilnich agregacnich funkci, nejen u distan¢né-stabilnich
svazl, je blok representovany dvojici (0, 1), to jest blok [(0, 1)], jenZ nazveme

centralnim blokem.

S vyuzitim Lemmatu 3.13 miZeme snadno popsat vSechny bloky v distan-

¢né-stabilnim svazu. Co se tyce blokt v ostatnich svazech, tak zde se bude

Vi wiv s

zeme na fakt, ze mimo distan¢né-stabilni svazy se prvky v blocich nechovaji
presné podle rfadu, jako u distanéné-stabilnich svazi. V nésledujici vété mu-
zeme vidét, Ze bloky v distan¢né-stabilnich svazech jsou presné takové, jak

oCekavame.

VETA 3.15. Necht L je distancné-stabilni svaz a cesta P = {0, aq, ..., a,, 1},
P € PathL, bud cesta z 0 do 1 ve svazu L. Pak ndsledujici bloky

[(0,0)], [0, a1)], -, [(0, an)], [(0, )], [(ar, )], - -, [(@n, D], [(1,1)]

jsou vsechny navzdjem rizné bloky svazu L? s poctem rovngm 2 -d(0,1) + 1.
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Drikaz. Nejdrive dokazeme, Ze nezalezi na volbé cesty P € PathL. V distanc¢né-

stabilnim svazu je pro kazdé dva prvky a,b € L splnéna podminka
d(0,a) = d(0,b) pravé tehdy, kdyz (0,a) a (0,b) nélezi stejnému bloku.

Jestlize Q = {0,b1,...,byn, 1}, Q € PathL je cesta v L razné od cesty P, pak
nutné m = n, protoze svaz L je distanc¢né-stabilni. Z vyse zminéné podminky
je ziejme, ze (0,a;) € [(0,b;)] pro i = 1,...,n. Tedy nezalezi na volbé& cesty

z mnoziny Path[L.

Ve druhé casti dokazeme, Ze se jedné o vSechny navzajem rtzné bloky.
7 Lemmatu 3.13 je zfejmé, Ze vySe zminéné bloky jsou vSechny bloky svazu
L?. Zbyva tedy dokazat, Ze jsou rozdilné. K tomu nim staci se zamérit pouze

na néasledujici dva ptipady, nebot ostatni jsou jejich analogii.

i) Uvazujme bloky [(0,a;)] a [(0,a;)], kde a; < a;. Aplikovanim transfero-
vé-stability na dvojici (0, a;) dostaneme dvojici (b;,0) s rovnosti vzda-
lenosti d(0,b;) = d(0,a;), coz znamena, ze (0,a;) ¢ [(0,a;)], protoze
d(0,a;) < d(0,a;).

ii) Uvazujme bloky [(0,a;)] a [(a;,1)]. Pouzitim podobné myslenky jako
v predchozim kroku, miuzeme zjistit, ze ze dvojice (0, a;), a; # 1, nikdy
neobdrzime dvojici obsahujici prvek 1, ¢ili (0,a;) ¢ [(a;,1)] pro kazdé

je{l,...,n}.
[l

Napiiklad ve ¢tyiprvkovém tetézci Cy = {0, a,b, 1} existuje pravé jedna
cesta P = {0,a,b,1}, odkud podle Véty 3.15 jsou vSechny bloky jeho druhé

mocniny nasledujici:

[(0,0)] [(0, @)1, [(0, )], [(0, )], [(a, )], [(b, D), [(L, 1)].
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Ve druhém piipadé, u ¢tyiprvkového booleovského svazu By = {0,a,b, 1},
existuje napiiklad cesta P = {0, a, 1}, odkud podle stejné véty obdrzime pro

jeho druhou mocninu bloky

[(0,0)], (0, @)]; [(0, 1)], [(a, D], [(L, )],

coz nam Obrazek 27 v obou piipadech davé za pravdu.

Hlavni myslenka v dikazu Véty 3.15 se zaobira podstatou propojeni vzda-
lenosti prvku od nulového prvku s jeho incidenci s danym blokem, ¢imz obdr-
zime nasledujici pfimy diusledek charakterizujici vSechny bloky v distanéné-
stabilnich svazech jakozto jednotliva ,patra“ v druhych mocninach, pres-
néji, stejné vzdalenosti od nejmensiho prvku. To znamené, Ze kazdy blok na
distan¢né-stabilnim svazu je plné urcen vzdalenosti jeho libovolného prvku

od nejmensiho (respektive nejvétsiho) prvku.

DUSLEDEK 3.16. Necht B je blok ve svazu L? pro distancné-stabilni svaz

L. Pak (z1,3), (y1,y2) € B prdvé tehdy, kdyz

dL?( (z1,22), (0>0)) = dLQ( (Y1, 92) » (an))-

Diikaz. Predpokladejme, ze blok B generovany dvojici (0,a), tj. B = [(0,a)],
obsahuje dvojice (x1, z3), (y1, y2). Piipad, kdy by dvojice (z1,x2), (y1,y2) né-
lezely do néjakého bloku generovaného dvojici (1,b), pro b € L, se dokaze
analogicky. Pak (x1,22) <> (0,2) a (y1,¥2) <> (0,y) pro n&aké z,y € L.
Z distanc¢ni-stability svazu L je evidentni, ze dy, (0,x) = dr, (0,a) = df, (0,y).

Odtud dostaneme, s vyuzitim Lemma 3.9, Ze

dLZ( (ZEl,l‘Q) s (O, 0) ) == dL (O,Il) + dL (0, 1'2) == dL (0,1’) ==

= dL (O’ y) = dL (07 yl) + dL (07 y2> = dL2 ( <y17 y2) ) (07 O) )
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Naopak, pfedpokladejme bez tjmy na obecnosti, ze

min (dL <07 Il) 7dL <07 LUQ) 7dL (07 yl) 7dL (07 92) ) - dL (07 ‘Tl) 3

tj. prvek x; je neblize prvku 0. Navic uvazujme, ze d(0,21) < d(1,z2).
(Opacny pripad by se dokazal analogicky.) Pak (z1,z2) < (0,2%) pro né-
jaké x5, € L, a tedy

dr, (0,25) = dp (0,21) + dp, (0,22) = dp, (0,31) + dp, (0, 42) .

Odtud plyne, Ze y; nebo ys mize byt presunut do prvku 0 (predpokladejme
y1), a tedy (y1,y2) <> (0,5) pro néjaké yh € L. Ziejmeé dy, (0, x%) = dy, (0, y5).
Véta 3.15 ukazuje, ze (0,25) a (0,y)) nalezi stejnému bloku, coz je taktéz

splnéno pro dvojice (z1,x2), (Y1, y2). ]

DUSLEDEK 3.17. Duojice (x1,32) € L? koneéného distancné-stabilniho svazu
L ndlezi do centrdlniho bloku [(0,1)] prdvé tehdy, kdyz jeji vzddlenost od

nejmensiho prvku svazu L? je rovna délce distancéné-stabilniho svazu L, tj.

drz((z1,22),(0,0)) =d. (0,1).

Z podstaty Diusledku 3.16 1ze vyc¢ist charakterizaci distancéné-stabilnich
svazl podle usporadani dvojic v daném bloku, pfesnéji, ze zadné usporadani

nemuze nastat.

VETA 3.18. Konecny svaz L je distancéné-stabilni praveé tehdy, kdyZ kaZdy

blok v L? obsahuje pouze nesrovnatelné dvojice.

Diikaz. Predpokladejme, Ze svaz L je distan¢né-stabilni a v jeho druhé moc-
niné existuje blok B obsahujici srovnatelné dvojice, tj. (z1,x2), (y1,y2) € B
takové, ze (z1,x2) < (y1,y2). Navic, bez Gjmy na obecnosti predpokladejme,

ze (x1,x2) +> (0,2) pro ngjaké z € L. Pak mohou, pro dvojici (y1, y2), nastat

tyto dva pripady:
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1. (y1,92) <> (0,y) pro n&jaké y € L. Pak (0,2),(0,y) € B, kde z < y,

coz je spor s Vétou 3.15.

2. (y1,y2) < (y,1) pro néjaké y € L. Pak (0,z),(1,y) € B, coZ je spor
s Vétou 3.15.

Obréacené, necht L neni distan¢né-stabilnim (je distanéné-nestabilnim)
svazem. Pak existuji prvky a,b € L s nejednozna¢nou vzdalenosti, tj. existuji
rozdilné cesty Py a Py z prvku a do b takové, ze || Py|| < || P||. PouZitim cest
Py a P, dostaneme (0,b) <> (x,0) a (0,b) +> (y,0), kde v prvnim piipadé
jsme s prvkem b ,8li doli“ po cesté P, a ve druhém pripadé po cesté P,
viz Obrazek 29. To znamena, Ze dvojice (0, z), (0,b) a (0,y) nalezi stejnému
bloku, pfi¢emz plati (0,2) < (0,b) < (0,y). Tedy, existuje blok obsahujici

srovnatelné dvojice. O

0

Obrazek 29: Znazornéni srovnatelnych dvojic v daném bloku.
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Zamyslime-li se nad myslenkou v dikazu Véty 3.18, zejména druhou
casti s Obrazkem 29, muzeme polozit otazku, jak je to s centralnim blo-
kem [(0,1)] u distan¢né-stabilnich svazi (respektive distanéné-nestabilnich).
I zde vidime, Ze existence ruznych cest mezi dvéma prvky ovliviiuje zejména

centralni blok, odkud ihned plyne nasledujici disledek.

DUSLEDEK 3.19. Konecny svaz L je distancné-stabilni prdvé tehdy, kdyz

centrdlni blok [(0,1)] v L* obsahuje pouze nesrovnatelné dvojice.

Jiz nékolikrat jsme zminili, jak moc jsou dilezité cesty z nejmensiho prvku
do nejvétsitho prvku svazu, ¢ili mnozina PathL. Otéazkou je, kolik takovych
cest existuje. Vzhledem k tomu, Ze tvar svazu miize byt témér ,jakykoli®,
nelze mohutnost mnoziny Path L vypocitat piimo, nybrz postupné od atomi
smérem nahoru. Podrobnéji popiseme myslenku nasledovné. Vime, ze do li-
bovolného atomu vede pravé jedna cesta. Uvazujme nyni prvek ve vzdale-
nosti 2 od nejmensiho prvku 0 pokryvajici pouze jeden atom. Pak je jisté,
ze cesta do takového prvku je taktéz jedina. Nicméné, kdyby prvek ve vzda-
lenosti 2 pokryval vice atomt, pak pocet cest do takového prvku je roven
souctu cest do jednotlivych atomi. Na podobné mysSlence se zakladé nasle-
dujici véta popisujici pocet vSech cest do urcitého prvku ve svazu. Jesté je
tfeba podotknout, ze tato myslenka v sobé neuchovava predpoklad distan¢ni-

stability svazu, ale plati pro obecny konec¢ny svaz.

VETA 3.20. Necht a je prvkem konecného svazu L s vlastnosti, Ze proky
bi,...,b, € L, n € N, jsou vSechny prvky jez pokrjvd, tj. by < a,...,b, < a.
Pak soucet poctu vsech cest do jednotlivijch prvki by, ..., b, je roven poctu

vsech cest do prvku a.
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Diikaz. Predpokladejme, ze existuje p; cest do prvku b; pro i € {1,...,n}.
Pak jakékoli dvé cesty, po fadé do prvka b; a b; pro nékteré i, j € {1,...,n},
jsou ruzné. Odtud plyne, Ze pridanim prvku a ke vSem cestam do prvku b; pro
kazdé i € {1,...,n} se neporusi riznorodost cest. Navic se jedna o vSechny
cesty do prvku a, nebot kazda z uvazovanych cest prochazi vSsemi prvky, jez

jsou pokryty prvkem a. O

Nyni ukdZeme netrivialni ptiklad, na kterém predvedeme platnost néko-

lika zde zminénych vysledku.

PRIKLAD 3.21. Uvazujme svaz Ly znazornény na Obrazku 30.

Obrézek 30: Svaz L.

Podle Véty 3.7 je svaz Lo distanc¢né-stabilnim svazem, nebot nejmensi
i nejvetsi vzdalenost mezi jeho nejmensim a nejvétsim prvkem se shoduje

a je rovna 8, tj. délka distan¢né-stabilniho svazu L je d(0,1) = D(0,1) = 8,
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odkud tedy podle Véty 3.15 je pocet viech blokt ve druhé mocniné L2 svazu

Ly roven 2-d(0,1)+1=2-8+1 =17, pficemZ z Poznamky 3.14 je po fadé

nejmensi, atomarni, koatomérni a nejvétsi blok ve tvaru:

[(0,0)] = {(0,0)}

[(0,a)] = {(0,a),(0,b),(a,0), (b,0)}
[(1,n)] = {(L,n),(n, )}

(L, D] = {0}

Mezi atomarnim a koatomarnim blokem se, s vyuzitim Véty 3.15, nachazi,

kuptikladu pro zvolenou cestu P = {0,a,c, e, h, j, k,n, 1}, nasledujici bloky

se svymi vSemi dvojicemi az na symetrii:

{(0.d), (a,0), (a,a), (b,b)}

{(0,).(0,9), (a, ), (

{(0,4), (a,e), (a, f), (@, 9), (b,€), (b, ), (b, 9), (c,c), (¢, d), (d, d)}
{(a,h), (a,4), (b, ), (b,9), (c,e), (c, f), (c.9), (d.€), (d, [),(d, )}
{(0,0),(0,m), (a, ), (b, 5), (¢, h), (¢, i), (d, h), (d, 1), (e,e), (e, f),

(e,9), (f. f):(f.9),(9,9)}

{(a,k), (a,1), (a,m), (b, k), (b,1), (b,m), (¢, ]), (d, j), (e, h), (e,%)

(fsh), (f,9), (g, h), (9,9)}

{(a,n), (b,n), (¢, k), (c, 1), (c,m), (d, k), (d, 1), (d,m), (e, ), (f, )
(9,7), (h; 1), (R, ), (i, 0) }
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[(1,a)] = {(1,0),(¢,n), (d,n), (e, k), (e,1), (e;m), (f, k), (f,1), (f,m), (g, F)
(9,0), (g, m), (h, 3), (4, 5)}

(1L, o] = {(Ld),(e,n),(f,n),(g,n), (h, k), (h,1), (h,m), (i, k), (i, 1), (i, m)
(4,7}

(L)l = {1 1), (1,9), (h,n), (@,n), (4, k), (1), (4;m) }
(L] = {(,4), G, n), (k k), (K, 1), (k,m), (1, 1), (I, m), (m, m)}
(L) = {(k,n),(l;n), (m,n)}

(LK) = A1), (A,m),(n,n)}.

Dalsi moznosti, jak mizeme ovérit, ze dvojice nalezi do stejného bloku,

respektive do uré¢itého bloku, je Diisledek 3.16. Uvazujme kupiikladu dvojice

(b, 1), (b,1), (¢, 7), (¢,e), (d, 1), (e, k), (f,m),
(9, 1), (h, 1), (i, 5), (3, 1), (K, 1), (I, m), (m, n).

Pak vzdélenosti od nulového prvku, dle Lemmatu 3.9, jsou:

d((b,h),(0,0)) = d(b,0)+d(h,0)=1+4=5
d((b,1),(0,0)) = d(b,0)+d(l,0)=1+6=
d((c,7),(0,0)) = d(c,0)+d(j,0)=2+5=
d((c,e),(0,0)) = d(c,0)+d(e,0)=2+3=
d((d,1),(0,0)) = d(d,0)+d(l,0)=2+6=
d((e,k),(0,0)) = d(e,0)+d(k,0)=3+6=
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d((f,m),(0,0)) = d(f,0)+d(m,0)=3+6=
d((g,h),(0,0)) = d(g,0)+d(h,0)=3+4=
d((h,i),(0,0)) = d(h,0)+d(i,0)=4+4=
d((i,7),(0,0)) = d(i,0)+d(j,0)=4+5=9
d((,1),(0,0)) = d(j,0)+d(1,0)=5+6=11
d((k,1),(0,0)) = d(k,0)+d(1,0) =6+ 6= 12
d((l,m),(0,0)) = d(1,0)+d(m,0)=6+6=12
d((n,n),(0,0)) = d(n,0)+d(n,0)=7+7=14,

odkud vidime, Ze dvojice (b, h) a (c, e) nalezi stejnému bloku, pficemz tento

blok je urcen dvojici (0, ), nebot
d((0,7),(0,0)) =d(0,0) +d(j,0)=0+5=35,

to jest, (b, h), (c,e) € [(0, )]

Déle, dvojice (b,1), (¢, 7) a (g, h) jsou ekvivalentni pfes transferovou-stabilitu

a ve svazu Ly je prvek n ve vzdalenosti 7 od nejmensiho prvku 0, coz odpovida
(0,1), (¢, ), (g, h) € [(0,n)].

Vzhledem k tomu, Ze délka distan¢né-stabilniho svazu je rovna 8, je ziejmé,
dle Dusledku 3.17, ze dvojice (d,l) a (h,i) musi nalezet centralnimu bloku

ur¢enému dvojici (0, 1).

Co se tyce dalsich dvojic, tak zde mizeme vidét, ze vzdalenosti jsou vétsi
nez nejvétsi vzdalenost ve svazu Lo, to znamena, Ze tyto dvojice musi na-
lezet do bloku uréeného dvojici s jednim prvkem rovnym 1. Tteba dvojice
(e,k),(f,m) a (i,7) jsou ve vzdalenosti o jedna vétsi neZ nejvétsi vzdalenost
ve svazu Lo, ¢im7z tedy nélezi do prvniho bloku po centralnim bloku [(0, 1)],

tj. (e, k), (f,m), (i, 7) € [(1, a)].
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Dalsi dvojici, pro kterou musime uré¢it vhodny blok, je (j,). Podle predchozi
myslenky vime, Ze by méla nalezet do tretiho bloku po centralnim bloku.
Nicméné na to muzeme jit i jinak. Misto vzdélenosti od nejmensiho prvku

(0,0), spo¢itame vzdalenost od nejvétsiho prvku (1, 1), kterd je rovna
d((5,0),(1,1)) =d(j,1) +d(l,1) =3+2=5.

Podobné jako u dvojic predtim, akorat naopak, nalezneme prvek ve vzdé-
lenosti 5 od nejvétstho prvku 1 ve svazu Lo, coz odpovida prvku e, dili
(:0) € [(1,e)].

Analogického postupu muzeme dosahnout i u poslednich nezminénych dvo-
jic, kde namisto vzdalenosti od nejmensiho prvku druhé mocniny svazu Lo,
urc¢ime vzdalenost od nejvétsiho prvku vyuzitim znalosti, ze dvojice (k,1)

a (I,m) jsou propojeny transferovou-stabilitou. Tedy

d((k,0),(1,1)) = dk,1)+d(,1)=2+2=4

d((n,n),(1,1)) = d(n,1)+d(n,1)=1+1=2,

odkud podle tvaru svazu Ly vime, Ze ve vzdélenosti 4 od nejvétsiho prvku
1 je prvek h, zatimco prvek k je ve vzdalenosti 2, ¢ili (k,1), (I,m) € [(1,h)]
a (n,n) € [(1,k)].

Samoziejmé uz vime, ze svaz Lo je distanc¢né-stabilnim, nicméné ze zna-
losti blokii muzeme taktéz vyvodit zavér pro distancné-stabilni svaz. Presnéji
ze znalosti centralniho bloku [(0,1)], dle Dusledku 3.19, mtzeme prohlasit,
7e svaz Ls je distancné-stabilnim, nebot vSechny dvojice v tomto bloku jsou

vzajemné nesrovnatelné.

Na zavér prikladu ukazeme platnost Véty 3.20. Znézornime postupné po-
¢et v8ech cest do kazdého prvku svazu Ly symbolem n”, kde n je pocet vSech

cest do prvku z svazu Ls.
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Do prvku a nebo b vede jen jedna cesta ve tvaru A; = {0,a} nebo ve
tvaru By = {0, b}. Podle myslenky Véty 3.20 je pocet cest do prvku ¢ stejny
jako pocet cest do prvku a, tj. C; = {0,a,c} je jedina cesta do prvku c. Na
druhou stranu, pocet cest do prvku d je roven souctu cest do prvki a i b,
tj. D1 = {0,a,d} a Dy = {0,b,d}. Dle vyse zavedeného oznaceni mame
12,1° 1¢, 2%,

Pro ostatni prvky jsou pocty vSech cest zndzornény na Obrazku 31. Napiiklad

pocet vSech cest do prvku A je roven 5, tj.

H, = {0,a,c,e h}
Hy, = {0,a,d,e, h}
Hs; = {0,a,d, f, h}
Hy = {0,b,d,e h}
Hs = {0,b,d, f h},

a pocet vSech cest do prvku ¢ je roven 4, tj.

L = {0,a,d,f,i}
I, = {0,a,d,g,i}
I; = {0,b,d, f,i}
Iy = {0,b,d,g,i}.

Celkové tedy pridanim prvku j ke kazdé z téchto cest obdrzime vSech devét

cest do prvku j.
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Obréazek 31: Pocet vSech cest z prvku 0 do jednotlivych prvki svazu Ls.

Tudiz pocet vSech cest od nejmenstho do nejvétsiho prvku svazu Lo je

roven 27, tj. |PathL| = 27.

Pro zajimavost, pokud vycet cest, dle Obrazku 31, udélame i naopak, tj.
hleddme vSechny cesty vychézejici z prvku 1 (viz Obrazek 32), pak sou¢in
¢isel u stejného prvku odpovida poctu vyskyti v cestach onoho prvku. To
znamend, ze kuptikladu prvek h se ze vSech 27 cest ve svazu L nachézi pouze

v 5 -3 = 15 cestach, zatimco prvek ¢ jen v 2 -3 = 6 cestéch.
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Obréazek 32: Pocet vSech cest z prvku 1 do jednotlivych prvki svazu Ls.

Na prikladu jsme vidéli, jak funguji dokédzana tvrzeni pro distancné-
stabilni svaz. Podivejme se na priklad distanc¢né-nestabilniho svazu a zkusme
tak vystihnout silu onéch tvrzeni pro distancné-stabilni svazy. Zaroven s tim

nastinime myslenku, kterou se budeme zabyvat v nasledujici kapitole.

PRIKLAD 3.22. Nejmensi distanéné-nestabilni svaz je pentagon N5 zobra-
zeny na Obréazku 33, spolu se svou druhou mocninou. Vidime, ze d(0,1) = 2
zatimco D(0,1) = 3, mizeme tedy usoudit, ze, podle Véty 3.7, se nejedna

o distanc¢né-stabilni svaz.
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(c,b)

(b,c)

(b,b)

Obrazek 33: Druha mocnina pentagonu NVs.

Zabyvejme se nejdiive Lemmatem 3.13, které, jak jsme jiz zjistili, plati
obecné, takze i u druhé mocniny pentagonu vime, ze v kazdém bloku bude
dvojice obsahujici nejmensi prvek 0 nebo nejvétsi prvek 1. Konkrétné dle
Obrazku 33, modry blok obsahuje kupiikladu dvojici (0,a), ¢erveny blok
dvojici (0, e), dokonce i (1, b), a zeleny blok tfeba dvojici (1, ¢). Thned muzeme
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vidét jeden rozdil mezi distan¢né-stabilnimi a distan¢né-nestabilnimi svazy.
V ¢erveném bloku jsou totiz dvojice (0,e) a (1,b), coz by se v distantné-
stabilnim svazu nikdy stat nemohlo, nebot jak uz z dikazu vime, transferova-
stabilita ndm zakazuje v distan¢né-stabilnim svazu prejit od libovolné dvojice

(0, z) do dvojice (1,y), pro néktera x,y € L.

Muzeme piejit k Vété 3.15, nebot uz jsme zminili vSechny bloky druhé
mocniny pentagonu. Podle oné véty staci vzit libovolnou cestu z mnoziny
PathL a z ni je mozno vytvorit vSechny bloky. Velmi snadno se presvéd¢ime,
Ze v pentagonu existuji pouze dvé cesty P, = {0,a,1} a P, ={0,b,¢,1}. Pak
vSechny bloky podle cesty P; jsou:

[(0,0)] 5 [0, @)] 5 [(0, D)] s [(a, D] 5 [(1, D],

ale podle cesty P, mame bloky

[(0,0)]5 [€0, )] 5 [€0, )] 5 [(0, DT 5 [(b, D] 5 [(e, DI [(1, 1))

Problém je ihned patrny, nebot pro cestu P, jsme dostali vice blokii nez pro
cestu Py, ¢imz tedy vSechny bloky sice mame, ale u cesty P, nejsou vzajemneé

ruzné, nebot
[(0,¢)] = [(0, )] = [(b,1)].

Na druhou stranu, bloky pro cestu P; jsou vzajemné rizné, takze by se mohlo
zdati, Ze nejkratsi cesta je klicem k zobecnéni Véty 3.15, ale neni tomu tak.

Podstatu pro zjisténi vSech navzajem rtaznych bloku zjistime pozdéji.

Déle se budeme zabyvat Disledky 3.16 a 3.17. Jedné se o vzdéalenost
dvojic od nejmensiho prvku ve druhé mocniné, coz méa za nasledek incidenci
se stejnym blokem. Nicméné v tomto pfipadé tomu tak neni, nebot dvojice

(0,¢),(0,1),(1,b) a (c,c) nalezi stejnému bloku, ale pro jejich vzdalenosti
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plati

d((0,¢),(0,0)) = d(0,0)+d(c,0)=0+2=

d((0,1),(0,0)) = d(0,0)+d(1,0)=0+2=2
d((1,0),(0,0)) = d(1,0)+d(b,0)=2+1=3
d((c,c),(0,0)) = d(c,0)+d(c,0)=2+2=4,

a také

D((0,¢),(0,0)) = D(0,0)+D(c,0)=0+2=2
D((0,1),(0,0)) = D(0,0)+D(1,00=0+3=3
D((1,0),(0,0)) = D(1,0)+ D (b,0)=3+1=
D((c,c),(0,0)) = D(c,004+ D(c,0)=2+2=

Nejenom ze shodnost dvojic v jednom bloku neni zarucena stejnou vzdale-
nosti, ale v distan¢né-nestabilnim svazu existuji jak nejmensi, tak i nejvetsi
vzdalenosti, nacez ani tak nemame zaruc¢enou podminku pro nélezitost do
stejného bloku. Nijak tomu nepomtze ani centrélni blok, nebot d(0,1) = 2
a D(0,1) = 3 a z vySe zminénych vzdélenosti se, dle Disledku 3.17, ani tak
nemusi shodovat. I v tomto pfipadé se v dalsim textu dozvime, jak podle

vzdalenosti dané dvojice od nejmensiho prvku urcit jeji spravny blok.

Charakterizace jednotlivych bloku podle Véty 3.18, respektive Disledku
3.19, jiz podle vyse napsaného textu rozhodné neplati, protoze kupiikladu

v centralnim bloku existuji srovnatelné dvojice (b,b) < (¢,b) < (1,b).

Zaveérem piikladu a zaroven celé kapitoly muzeme prohlasit, Ze u distancné-
nestabilnich svazii dochazi k nékolika problémim, kterym je potieba se vice

vénovat.
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3.3 Usporadani blokia a transferové-stabilni svazy

Pokud svaz L neni distan¢né-stabilnim, pak existuji prvky z,y € L takové,
ze |D,y| > 2. Pfedpokladejme, ze D,, = {n,m}, n > m, presnéji svaz L

zobrazeny na Obrazku 34.

0

Obrazek 34: Znézornéni vzdalenosti mezi bloky v distanéné-nestabilnim

svazu.

Pak (x,y) < (v, x) < (x,vy), kde prvek y byl pfesunut po cesté délky n do
prvku z a zaroven byl prvek x presunut o vzdéalenost n nahoru, do prvku /.
Ziejmé y' >y ad(y,y’) = n—m. Tedy v distan¢né-nestabilnich svazech miuze
dojit k tomu, ze dva prvky z jednoho bloku jsou od sebe vzdaleny v urcité
vzdalenosti, v naSem ptipadé n — m, respektive jeho celo¢iselného nasobku.

Nacez mezi témito dvojicemi jsou dvojice z jinych bloki.
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0

Obrazek 35: Svaz Ls.

Napriklad pro svaz Ls z Obrazku 35 plati, ze n = 4 a m = 2, ¢imz by
tedy nejmensi vzdalenost mezi dvojicemi ze stejného bloku méla byt rovna
2. Pro nazornost, kromé ¢tyf specialnich blokt (nejmensiho, atomérniho,

koatomérniho a nejvétsiho), mame jesté dalsi dva bloky (aZ na symetrii).

[0,d)] = {(0,d),(1,b),(a,¢), (b;¢c), (¢, d)}

[0, D] = {(0,1),(0,¢),(d,d), (1,¢),(a,b), (a,d), (b,b), (b, d), (¢, c)}
Odtud vidime, ze pro dvojice (0,d), (¢,d) € [(0,d)] a (b,d), (d,d) € [(0,1)]
plati nerovnosti (0,d) < (b,d) < (¢,d) < (d,d), takze bloky [(0,d)] a [(0,1)]
vypliuji mezeru mezi atoméarnim a koatomarnim blokem, pri¢emz jejich uspo-

radani je na preskacku (viz Obrazek 36). Navic pro vzdalenosti v bloku [(0, 1)]

plati
d((0,¢),(1,¢)) = d(0,1)+d(c,c)=2+0=2
D((0,¢),(1,¢)) = d(0,1)+d(c,c)=4+0=14
d((b,b),(d,a)) = NELZE
d((0,¢),(d.d)) = d(0,d)+d(c,d)=3+1=4
d((b,d),(c,1)) = d(bc)+d(d1)=1+1=2,
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(d,d)
(d;c)
(d,b)

(b,d)

(b,)
(b,b)

Obrazek 36: Druh& mocnina svazu Ls.

¢ili jak nejmensi nebo nejvetsi vzdalenosti mezi dvéma dvojicemi ze stejného
bloku bud neexistuji, anebo jsou nasobkem dvojky.

Celkem tedy bloky v libovolném kone¢ném svazu mohou byt bud linearné
usporadané, jak jsme to mohli vidét ve vSech predchozich prikladech, anebo
stiidavé neuspofadané, viz minuly piiklad se svazem Lj. Presnéjsi definice

stifdavého uspoiadani zni, Ze pro kazdé dva bloky A, B C L? druhé moc-
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niny existuji a,a’ € A,b € B takové, ze a < b < a’. Ziejmé, jestlize jsou
bloky neuspotfadané, pak existuji prvky x,y,z € L, x < y < z takové, Ze
(0,2),(0,2) € A and (0, z) € B. Zkombinovanim této myslenky a Véty 3.15

dostaneme usporadani bloktu v distan¢éné-stabilnim svazu.

VETA 3.23. Transferové-stabilni bloky jsou v kazZdém distancné-stabilnim

svazu linedrné uspordadané.

Prirozené otazka zni, jestli existuji dalsi svazy, jez by mély taktéz line-
arné usporadané bloky. Piimou odpovédi je Priklad 3.22, kde pentagon je

distan¢né-nestabilni, ale jeho bloky jsou linearné uspotradané, tj.
[(0,0)] < [(0,a)] < [(0,1)] < [(1,a)] < [(1,1)].

Na zékladé této skutecnosti se budeme déle zabyvat svazy, jez maji pravé
linearné usporadané bloky. Presnéji, jaké svazy, kromé distancéné-stabilnich,
maji zminéné usporadéani bloki. Nejdfive definujeme takovou tfidu svazu

a posléze se budeme zabyvat jeji charakterizaci.

DEFINICE 3.24. Kone¢ny svaz L se nazyva transferové-stabilni, jestlize (tran-

sférové-stabilni) bloky v jeho druhé mocniné L? jsou linearné usporadané.

Okamzity dusledek zni, ze kazdy distan¢né-stabilni svaz je transferoveé-
stabilnim svazem. Obracené to samoziejmé neplati, nebot jsme jiz narazili na
vSechny tfi moznosti, jez mohou nastat pro libovolny konec¢ny svaz. étyf‘prv—
kové svazy z Obrazku 27 jsou distancné-stabilni a zaroven i transferové-
stabilni. Pentagon na Obréazku 33 je distan¢né-nestabilni, ale je transferove-
stabilni. Poslednim piikladem je svaz Lz (viz Obrazek 35), ktery je distan¢né-
nestabil-nim a zaroven i transferové-nestabilnim. Celkovy rozdil je znédzornén

na Obrazku 37.
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Distancéné-Stabilni Distancéné-Nestabilni Distancné-Nestabilni

Transferové-Stabilni Transferové-Stabilni Transferové-Nestabilni

Obrézek 37: Transferové-stabilni a nestabilni svazy.

Nejdiive za¢neme s nejjednodussim typem distan¢né-nestabilnich svazi,
coz je pripad, kdy existuji pouze dvé rizné vzdalenosti mezi nejmensim a nej-
vétdim prvkem svazu rozdilné o 1, tj. |Do1| = 2 a n,n + 1 € Dy; pro néjaké
n € N. Dokazeme, Ze takovy svaz je transferové-stabilni. K onomu dikazu
vyuzijeme nésledujici Lemma 3.25 pojednavajici o tvaru centralniho bloku

za predpokladu existence dvou prvku s rozdilnou vzdalenosti mezi nimi o 1.

LEMMA 3.25. Jestlize n, n+1 € Dy, pro nejoké v,y € L, v <y an €N,
pak (z,y), (0,y), (1,2) € [(0,1)].

Diikaz. Piedpokladejme, ze n, n+1 € D,,. Pak (z,y) > (z,y'), kde y < ¢/
takové, ze © 1" '= ¢y a y |,;1= z, kde symbol 1" (resp. |"*!) oznacuje
pohyb nahoru (resp. doli) o n + 1 prvki. Podobné (z,y") < (z,y”), kde
Yy <y takové, Ze x 1""2= y” a y |,4o= x. Opakovinim tohoto kroku
dostaneme, ze dvojice (z,y) a (z,1) nalezi do stejné¢ho bloku (viz Obréazek

38).
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n+1

o
0

Obréazek 38: Myslenka ditkazu v Lemma 3.25.

Naopak, pouZitim piesunt z "=y a y |,.1= 2/, kde 2/ < z, se z dvo-
jice (z,y) dostaneme do dvojice (2’,y). Analogicky jako vyse, jsou dvojice
(x,y) a (0,y) transferové ekvivalentni. Zkombinovanim obou téchto kroku
dostaneme dvojici (0,1), pFesnéji uzitim prvniho (resp. druhého) odstavce

na dvojici (0,y) (resp. (z,1)) obdrzime dvojici (0, 1). O

V této chvili se jesté jednou vratime k chovani blokd v koneénych sva-
zech a poukazeme na hlavni rozdil mezi distan¢né-stabilnimi a distanéné-
nestabilnimi svazy. V distan¢né-stabilnich svazech jsou vSechny dvojice ve
stejném bloku stejné vzdalené od nejmenstho prvku podle Disledku 3.16.
Avsak, jak jiz vime z nékolika prikladi, tato vlastnost neni zachovana v distan-

¢né-nestabilnich svazech. Na druhou stranu jsme jiz vidéli, ze i v tomto pfi-
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padé dochézi k jakési pravidelnosti ohledné srovnatelnych dvojic ve stejném
bloku. Tuto myslenku vice objasnime na svazu L znazornéném na Obrazku

39.

1
O2(k—p) @
Ok—p ’
.
01
Q
mprg—1 Np—1
m, @
i P P
meo no
my n
0

Obréazek 39: Vzdélenost mezi srovnatelnymi dvojicemi ve stejném bloku.

V predchozim textu jsme jiz na podobné téma upozornili, takze snadno

muzeme vidét, ze plati

(0,mp) <+ (0, ) <+ (0,05—p) > (0, 0206—p)) > - ..
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Navic vzdalenost, po fadé, mezi dvojicemi je rovna k — p. To potvrzuje mys-
lenku, Ze vzdalenost mezi srovnatelnymi dvojicemi stejného bloku je rovna ce-
lo¢iselnému nasobku rozdilu velikosti libovolnych cest mezi nékterymi prvky
svazu, presnéji mezi nejmensim a nejvétsim prvkem svazu. Toto pravidlo
plati i v pfipadé existence vicero cest ruznych vzdélenosti, ale v tomto pii-
padé pujde o zjisténi nejmensi vzdalenosti (aZ na nulovou) mezi dvojicemi
stejného bloku, nacez zde bude hrat roli nejvétsi spolecny délitel, coz bude

mit 1 souvislost s charakterizaci transferové-stabilnich svazi.

Co se ale tyce naseho pripadu, tak dale plati, ze (0,m;) < (0,a) pro
viechna i € {p+1,...,k — 1}, to znamena, ze kazda dvojice tvaru (0,m;),
i€ {p+1,...,k— 1} representuje jiny blok. Jinak feceno nam to vlastné
rika, kolik blokt se bude vzajemné stiidat v pripadé svazu, jenz mé neuspora-
dané bloky. To jsme mohli vidét u svazu Lz na Obrazku 36, kde byl rozdil cest
roven 2, ¢imz se tedy vzajemné stiidaly dva bloky (¢erveny a modry). Odtud
taktéz prameni, pro¢ nam pozdéji pijde o zjisténi nejmensi vzdalenosti po-
moci nejmensiho spole¢ného délitele zminéného v predchozim odstavci, nebot

timto urcéime pocet takovych vzajemné se stiidajicich blokt.

Vratime-li se k ptivodni myslence z Lemmatu 3.25 s rozdilem dvou cest
rovnym 1, tj. & = p — 1, dostaneme [(0, my)] = [(0,1)]. Nuze, pokud nastane
rovnost bloki [(0,m;)] = [(0,m;)], pak nezbytné j = i+1. V takovém piipadé
jsou bloky linearné usporadané, jak popisuje nasledujici Lemma 3.29, coz
zaroven dokazuje Vétu 3.30 ohledné vztahu mezi rozdilem vzdalenosti rovnym

1 a transferové-stabilnimi svazy.
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Avsak jesté predtim, nez se ke zminénym tvrzenim dostaneme, definu-
jeme dva typy dulezitych prvki v koneé¢ném svazu, které pomohou vytvorit

vSechny bloky v transferové-stabilnim svazu.

DEFINICE 3.26. Prvek o se nazyva proni nestabilni prvek vzhledem k 0,
jestlize mnozina Dy, neni jednoprvkova, ale mnoZina Dy, pro kazdé v € L
takové, ze d(0,v) < d(0, «), je jednoprvkova.

Podobné, prvek (8 se nazyva proni nestabilni prvek wvzhledem k 1, jestlize
mnozina Dg; neni jednoprvkova, ale mnoZina D.,, pro kazdé v € L takové,

ze d(vy,1) < d(5,1), je jednoprvkova.

Definici 3.26 miizeme Fici i jinak a to tak, ze prvni nestabilni prvek vzhle-
dem k 0 (resp. 1) je prvni prvek v nejmensi vzdalenosti od nejmensiho (resp.
nejvétsiho) prvku, u kterého dochazi k rozdilnosti mezi nejmensi a nejvétsi
vzdélenosti od nejmensiho (resp. nejvétsiho) prvku. Nadto jsme nic nefi-
kali o tvaru svazu L, pro které uvazujeme nestabilni prvky, ale je jasné, ze
v distan¢né-stabilnim svazu nestabilni prvky neexistuji, ¢imz tedy vyse zmi-
néné definice a jakékoli dalsi tvrzeni, uvazujici nestabilni prvky, je nutno brat

v potaz pouze nad distan¢né-nestabilnimi svazy.

PozNAMKA 3.27. Prvni nestabilni prvek vzhledem k 0 (resp. 1) neni jed-
noznacné urcen, tj. takovych prvkt mize ve svazu existovat vice, ale v poz-

déjsich avahéach nebude zélezet na vybéru prvku.
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PRIKLAD 3.28. Na piikladu svazu L, (viz Obrazek 40) nastinime definici

prvnich nestabilnich prvki z Definice 3.26.

1

Obrazek 40: Vyznaceni nestabilnich prvkia vzhledem k 0 i 1 ve svazu Ly.

Podle oné definice hledame prvek v nejmensi vzdalenosti od nejmensiho
prvku 0 takovy, ze do néj existuji cesty dvou riznych vzdéalenosti. Zacnéme

postupné.

Do atomu vzdy existuje pouze jedna cesta délky 1, takze nutné plati

d(0,a) = d(0,b) = 1, a zaroven Dy, = Dy, = {1}.

Dalsi uvazované prvky c, d, e jsou ve vzdalenosti 2 od nejmensiho prvku,
ale co je dilezitéjsi, jsou jejich mnoziny vSech vzdalenosti, po fadé k jednot-
livym prvkam, Do. = Doy = Do = {2}, které jak vidno jsou jednoprvkové,
¢imz tedy ani jeden ze zminénych prvkiu stale neni prvnim nestabilnim prv-

kem vzhledem k 0.
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Prvky v nejmensi vzdalenosti 3 od prvku 0 jsou f, h, i, g, nac¢ez nastanou
dva piipady Doy = Do, = {3} a Do, = Dy; = {3,4}. Odtud tedy mizeme
vidét, ze v prvcich h a i nastala nestabilita, co se po¢tu riznych cest tyce,
a proto se jedna o prvni nestabilni prvky vzhledem k 0, to jest h = a3
a1 = ay. Navic lze velmi snadno nahlédnout, ze dvojice (0, ) a (0, az) nalezi
stejnému bloku, a tudiz nezalezi na volbé prvniho nestabilntho prvku. Jesté
poznamenejme, ze i pfesto, ze prvky f a g maji stale jednotnou vzdalenost,
tak dvojice (0, f) a (0,g) také tvoii stejny blok, ktery je stejny s blokem

[(0, ).

Zcela analogicky muzeme najit prvni nestabilni prvky vzhledem k 1. Po-
dobné jako s atomy, tak i do koatomt vede jen jedna cesta, ¢ili prvni mozné
prvky, kde mize nastat nestabilita, jsou az ve vzdalenosti 2 od nejvétsiho
prvku. To znamené, Ze v nékterém z prvki f,d, k, anebo g by mohla nastat
nestabilita, k ¢emuz opravdu doslo, protoze Dyg = Do, = {2,5}. Tedy prvky
d a h jsou prvni nestabilni prvky vzhledem k 1, tj. d = 31 a g = Bs, pTicemz
opét plati, ze (1, 51) <> (1, B2) <> (1, f) <> (1, k), tj. tvori stejny blok [(1, 51)].

Nez se pustime dale, na prikladu svazu Ls miZeme vidét, Ze spliuje
onu myslenku s rozdilem vzdalenosti rovnym 1, a mélo by se tedy jednat

o transferové-stabilni svaz. Podivame-li se blize, vSechny bloky jsou

[(0,0)]5 [0, @)] 5 [(0, )] 5 [(0, DI 5 [(1, m)] 5 [(1, 1]

Vyse zminéné bloky [(0, k)] a [(1, g)] se spojily s centralnim blokem, protoze
(0,h) < (1,0) a (1,g9) <> (0,1). Kromé toho ve svazu L, plati kupiikladu
(1,7) < (a,1) <> (1,0) nebo (1,4) <> (0,1), coz ma za nasledek, ze v tomto
piipadé opravdu nemtze nastat zadné vzajemné piehazovani (neusporada-

nost) blokt, protoze centralni blok vSechno ,pohlti“ do sebe.
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LEMMA 3.29. Necht prvky o, € L jsou po tadé pruni nestabilni prvky
vzhledem k0 a 1 konecného transferove-stabilniho distancné-nestabilniho svazu
L. Predpokladejme, Ze cesta P = {0,a1,...,a,, a} je nejkratsi cestou mezi
nejmensim prvkem svazu L a pronim nestabilnim prvkem o vzhledem k 0,
a zdroveri cesta QQ = {5,by,...,b., 1} je nejkratsi cestou mezi nejuétsim pru-
kem svazu L a pronim nestabilnim prvkem [ wvzhledem k 1, pricemZ plati

rovnosti d(0,a) =p+1 a d(1,8) = r + 1. Pak ndsledugici bloky

[(Oa 0)] ) [(O’ al)] ) [(O’ ap)]
[(0,1)]
[(17 bl)] IR [(17 br)] ) [(17 1)]

jsou vSechny navzdjem rizné bloky svazu L s celkovym poctem rovnym cislu

d(0,a) + 1+ 4d(1, ).

Diikaz. Necht (z,y) € L?. Piedpokladejme bez jmy na obecnosti platnost
(z,y) <> (0,y') pro n&jaké y' € L. (Analogicky, ptipad (z,y) <> (1,v') pro

néjaké 3y’ € L.) Pak mohou nastat dvé moznosti:

1) Jestlize d(0,y') < d(0,«), pak existuje a;, i € {1,...,p} takové, ze
(1:73/) A (07y/> A (07ai>'

2) Jestlize d(0,y’) > d(0, ), pak nutné (0,y’) <> (0, 1) musi byt splnéno,
jinak by blok [(0, )] byl nesrovnatelny s blokem [(0, 1)], coz neni mozné

v transferové-stabilnich svazech.

Ve druhé casti dokazeme, Ze vSechny bloky jsou rizné. Je splnéno, ze
bloky [(0,a;)] # [(0,a;)], i,7 € {1,...,p}, ¢ # j, protoze M = (M, A), kde
M = {ze€L|d0,z) <d0,a)} je distan¢né-stabilni prusekovy polosvaz.
Analogicky bychom dostali distancné-stabilni spojovy polosvaz. Na zakladé

téchto distancéné-stabilnich polosvazi plati i nerovnost [(0, a,)] # [(0,1)]. O
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Jinymi slovy nam Lemma 3.29 1ika, ze v distan¢né-stabilni ¢asti svazu,
bud od nejmensiho prvku 0, anebo od nejvétsiho prvku 1, se bloky chovaji
stejné jako u distancné-stabilnich svazu. Zbyla ¢ast je plné dané centralnim
blokem, to znamena, ze v transferové-stabilnich distanc¢né-nestabilnich sva-
zech je blok [(0,a)] prvnim, jenz tvori centralni blok, nacez blok [(0, 3)] je
poslednim, jenz uzavira centralni blok, kde a a 3 jsou po fadé prvni nestabilni

prvky vzhledem k 0 a 1.

VETA 3.30. Necht L je konecny svaz a predpokladejme, Ze existuji proky

a,b € L takové, Ze n,n+ 1 € Dy,. Pak L je transferove-stabilni svaz.

3.4 Konstrukce transferové-stabilniho svazu

Pouzitim pravé zminéné Véty 3.30 mtuzeme jednoduse vytvofit transferove-
stabilni svaz z transferové-nestabilniho svazu. Nasledujici konstrukce pred-

poklada, ze D(0,1) > 3, jinak by totiz nastaly dvé moznosti:

1) Jestlize D(0,1) = 1, pak svaz L je dvouprvkovym fetézcem, coz je

distan¢né-stabilni svaz, a tedy i transferové-stabilni svaz.

2) Jestlize D(0,1) = 2, pak svaz L je tzv. n-dimenziondlni diamant (viz
Obrazek 41), coz je taktéz distanéné-stabilni svaz, ¢ili i transferove-
stabilni svaz.

ai ap

0

Obrazek 41: n-dimenzionalni diamant.
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Tudiz v transferové-nestabilnim svazu L existuje prvek a € L takovy, ze
3 € Dy,, ¢imz tedy dle Véty 3.30 pridame prvek ¢ do svazu L tak, ze prvek
c je atomem svazu L a plati ¢ < a. Nové vytvofeny svaz oznac¢ime symbolem

L. splnujici 2,3 € Dy,, odkud s vyuzitim Véty 3.30 méame okamzity disledek.
DUSLEDEK 3.31. Svaz L. je transferové-stabilnd.

PRIKLAD 3.32. Na nasledujicim piikladu svazu Ljs (viz Obrazek 42) uka-

zeme platnost Dusledku 3.31.

Obrazek 42: Transferové-nestabilni svaz Ls.
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Nejprve potvrdime transferovou-nestabilitu svazu Ls. Prvnim krokem je
urc¢eni prvnich nestabilnich prvka vzhledem k 0 a 1. V nasem piipadé se
jedna o prvky j a k, které jsou nestabilni vzhledem k 0 a na druhou stranu,
prvky d a ¢ jsou nestabilni vzhledem k 1, ¢ili podle Lemmatu 3.29 miizeme
ici, jak vypada zacatek i konec mnoziny vsech blokt svazu Ls podle principu
distan¢né-stabilnich svazi. Bloky [(0,0)],[(0,a)], [(0, c)] jsou prvni tii bloky
mnoziny v8ech blokt druhé mocniny svazu L;. Naopak, bloky [(1,7)],[(1,1)]
jsou posledni dva bloky téze mnoziny. Zbyva ukazat, jestli mezi bloky [(0, ¢)]
a [(1, )] je pouze centrélni blok, anebo je vice bloki, jez se vzajemné stiidaji.
Jesté poznamenejme fakt, ze Doy = {4, 6,8}, coz tedy nespliuje predpoklady
Veéty 3.30, a tedy uz mame mirnou napovédu v tom, ze svaz L5 nemusi byt
transferové-stabilni. Nicméné véta neni charakterizaci transferové-stabilnich

svazu.

Vidime, Ze mezera je vyplnéna bloky [(0,7)] a [(0,1)], protoze napitiklad
(0,7) < (1,a) <> (0,m) < (k,0), zatimco (0,h) < (1,0) <> (0,1) <> (,0),
¢ili dvojice (0, k), (0,m) € [(0, 7)] a zaroven dvojice (0,1),(0,4) € [(0,1)], kde
(0,7) < (0,k) < (0,1). Dokazali jsme tedy, Ze svaz L je transferové-nestabilni.

Nyni mtuzeme pouzit Dusledek 3.31 a vytvorit tak z transferové-nestabil-
niho svazu Ly transferové-stabilni svaz. Ve, co k tomu potfebujeme, je novy
prvek p, jenz ptridame do svazu Ls jakozto novy atom pokryty naptiklad

prvkem f, ¢imz obdrzime novy svaz Ls, (viz Obréazek 43).
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0

Obrazek 43: Transferové-stabilni svaz Ls, .

Tato uprava svazu Ls prinesla nové zmény, kterymi jsou vzdalenosti mezi
nejmensim a nejvétsim prvkem, tj. Dy = {4, 5,6, 8}, a déle doslo k zameéné
prvniho nestabilniho prvku vzhledem k 0, to znamena, Ze prvek j je sice
stale nestabilnim prvkem vzhledem k 0, ale jiz neni prvnim. Misto ného se
stal prvnim nestabilnim prvkem vzhledem k 0 prvek f, coz méa za nasledek

i zménu bloki. Prvni dva bloky jsou [(0,0)],[(0,a)] a posledni dva bloky jsou

[(n, D], [(1, D]
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Podle Véty 3.30 jiz vime, Ze svaz Ls, je transferové-stabilni, tudiz mezera

je vyplnéna pouze a jenom centralnim blokem, protoze

0, f) (¢,0) < (0,d) < (e0)

<~
< (h0) < (0,)) « (k0 < (0,9)

(0,1) < (L,a) <« (b,1) « (¢9,1) « (1,k)
< (pl) < (L,0) & (d,1) <« (1,7)

(1,1) <« (1,h),
a tedy neexistuje zadny jiny blok v dané mezefe kromé centralniho bloku.

PozNAMKA 3.33. K transformaci transferové-stabilniho svazu nemusime
nutné pouzivat jen atom, jakozto pridani prvku, ale existuje mnoho zptsobi,
jak vytvorit transferové-stabilni svaz. Nyni je nutné, aby v novém svazu byl
splnén piedpoklad Véty 3.30, tedy napiiklad svazy Ls a Ls, (viz Obrazek
44), kde jsme v prvnim piipadé pridali prvek ¢ tak, aby vznikly dvé cesty

s rozdilem 1, a u druhého svazu jsme odebrali prvek c.
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0 0

Obrézek 44: Transferové-stabilni svazy Ls, a Ls,.

3.5 Charakterizace transferové-stabilnich svazu

Vratme se k pravidelné a vzajemné rotaci (neuspofadanych) blokt v trans-
ferové-nestabilnich svazech. Necht L je transferové-nestabilni svaz a predpo-
kladejme existenci navzajem ruznych bloka M, My, ..., M, obsahujicich po

rfadé dvojice
(x,y), (&', y") € M, (x1,31) € My, ..., (Tn,yn) € M,

spliiujici

(z,y) < (z1,y1) < oo < (@, yn) < (@, ).
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Déle, ve svazu L existuje m ruznych cest Py, ..., P, z mnoziny PathL uspo-
rfadanych od nejdelsi po nejkratsi cestu svazu L. Z predchoziho jiz vime, Ze
skoky mezi bloky jsou uzpusobené podle rozdilu dvou délek cest. Pokud je ale
téchto cest vice, pak je otazkou, ktery rozdil vybrat, aby byl ten nejvhodnéjsi.
Ukazuje se, ze vysledkem neni ani jeden z rozdild, nybrz jejich nejvétsi spo-
le¢ny délitel. Pak pro pocet vzajemné se stfidajicich neusporddanych blokua

plati
n=NSD(| Pl = P2l 1Pl = N5l - [P = ([Pl ) = 1,

kde nejvétsi spolecny délitel (NSD) dvou & vice kladnych celych ¢isel je

nejvetsi kladné celé ¢islo, které déli vSechna zadana kladna cela ¢isla.

Uzitim této myslenky pro transferové-stabilni svazy ihned dostaneme po-
zadovanou vlastnost, jez vSechny tyto svazy charakterizuje, to znamené, ze
zarudi linearni uspotradani bloku. Presnéji, M = M, = ... = M, ¢imz tedy

n = 0.

TVRZENI 3.34. Konecnyj svaz L je transferové-stabilni prdve tehdy, kdyz je

distancné-stabilni, anebo existuji cesty Py, Py, Py € PathL takové, Ze

NSD( || 1]l = [|1Pa]l, | Poll = || s Pl — (1 Ps]l ) = 1.

Drikaz. 'V pripadé existence pouze dvou cest ve svazu L, tj. P, = P, a Ps,

obdrzime
NSD(0, || Pr[| = | Ps]l, | Prll = [|Ps]| ) = 1Pl = (1 Psll

odkud podle Véty 3.30 je nutné, aby ||Py|| — || Ps]] = 1.
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Nyni predpokladejme, ze svaz L je sestrojen z cest Py, P> a P3, to jest
L = P, UP,U Py (viz Obréazek 45). Oznacme ||Py|| = a, | P:|| = b, || P3| = ¢
a NSD (a —b,a — ¢,b— ¢) = d. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze

a>b>c.

0

Obréazek 45: Svaz L.

V prvni ¢asti dikazu bude nasim tkolem vytvorit cyklus C obsahujici dvo-

jice (0, ), x € P, pouzitim transferové-stability. K tomu vyuZzijeme symbolu

(2.9) € (a,0)

oznacujici pohyb prvni slozky po cesté P a druhé slozky po cesté Q). Tedy

konstrukce cyklu C je nasledujici:
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Py
1. (0,1) < (21,1,0), kde 211 € Py a d(0,21,1) = c.
3

Obréazek 46: Pohyb v kroku 1.

2. (211,0) % (0,1) %) (212,0), kde x10 € Py ad(z11,212) =b—c.
1 1
P P, ) Py T1o P P Py
11 ‘/
0 0

Obréazek 47: Pohyb v kroku 2.
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Py

Py
3. (212,0) <;3> (y1,2,1) <;2> (213,0), kde Y12, 213 € Py ad(x12,213) =b—c.

1 1

T1,3

P1 PQ P3 P1 P2 P’i

Z1,2

\_/

Y12 Y2

0 0

Obréazek 48: Pohyb v kroku 3.

4. Opakovanim kroku 3. se dostaneme az do dvojice (0, 1) pro né&jaké
k € N s podminkou d(x1x,1) < b — ¢. Ozna¢me o = d(x1,1). Tudiz

jsme vytvorili prvni tfidu cyklu C obsahujici dvojice
(0, 371,1)7 (0, 551,2)7 (0, 131,k)

s vlastnosti
(07 CCl,l)) (07 xl,?)? R <07 Il,k) € [(Ou 1)] :

5. V tomto kroku vytvofime prvni prvek druhé t¥idy (0,z2;) cyklu C.
Pouzijeme postup z kroku 3. na dvojici (0, z1 ), ale nedostaneme se do
prvku 0 po cesté P, protoze a < b — ¢, to znamena, ze

P P

1 1
(xl,ka 0) <? (yl,k: 1) ? (1>y)7
3 2

kde z1 4, y1x € P,y € Py ad(0,y) = b — ¢ — « (viz Obrazek 49).
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Dale
P3 ,
(1,y) <> (0,4,
2
pricemz y' € P, a d(0,y’) = b — a. V poslednim kroku se vratime do

cesty P, tj.
Py

(0.4/) 45 (221,00,
kde 291 € Py a d(0,291) = b— o (viz Obrazek 49).

1

X1k

1
Py P, \ P P P P
Y1k / Y1,k Y
0
1

0
1
¢y
P P P, Py
T2.1
0

Obrazek 49: Pohyb v kroku 5.

6. Aplikujeme krok 2. na dvojici (0, za,).
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7. Obdrzime druhou t¥idu cyklu C pouzitim stejné metody jako v krocich
3. a4 tj.
(07 $271>7 (07 $272)a SR (07 z?,p) € [(07 1)] .

8. Cyklus C kon¢i, jakmile posledni dvojice néjaké tfidy je rovna (0, 1), tj.

(0, zpm) = (0,1) pro nékteré n,m € N.

Cyklus C mizeme také vySettit skrze tfidy kongruenci zbytkovych tiid,

to znamena

d(0,z1;) = ¢ (modb—c)
d(0,22;) = b—a+c (modb—c)

d(0,z3;) = 2b—2a+c¢ (modb—rc)

d0,z,;) = (mn—1b—(n—1)a+c (modb—c).

Vsechna feSeni i-té rovnice v intervalu (c,a) odpovidaji prvkim v i-té t¥idé
cyklu C, presnéji, feSeni jsou vzdalenosti od nejmensiho prvku 0. Navic, aby

v8echny rovnice mély vzajemné rizna reSeni, musime obdrzet (b — ¢) t¥id.

Dokéazeme, Ze je-li d = 1, pak cyklus C obsahuje vSechny dvojice (0, z) pro
11 < x <1, tj. pocet vSech dvojic je roven a — ¢ + 1. Plati, Ze pocet vSech
a—c b—c

prvki v jedné tiidé je roven [{=¢] a pocet vSech tiid je roven *7¢. Kdyby

b d
d # 1, pak

a-c b_c< —c<a—c+1
— ¥ a—c<a-—c+1,

coz znamena, ze cyklus C neobsahuje vsechny dvojice. Tedy cyklus C obsahuje

vSechny dvojice jen v ptipadé d = 1.
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Dokézali jsme, Ze dvojice ve specifické ¢asti I svazu L? nélez do cent-
ralniho bloku, a tyto dvojice se jedna po druhé pokryvaji. Odtud ma podle
Véty 3.30 svaz L linedrné usporadané bloky. Kdyby tomu tak nebylo, pak by
existovala pravidelnd mezera mezi bloky, a tedy by byla i mezera v ¢asti I,
coz ale neni mozné.

Obracené, jestlize svaz L je transferové-stabilni, pak je bud distanc¢né-
stabilni, ¢imz je dikaz hotov, nebo existuje prvni nestabilni prvek a vzhle-
dem k 0. Necht P;, P, € PathL jsou cesty takové, ze a € Py, P,. Odtud
(0,a),(0,a1),...,(0,a,) € [(0,1)], kde @ < a1 < ... < a,, < 1, pak existuje
cesta Pj spliwjici predpoklady Tvrzeni 3.34, tj. NSD = 1. Kdyby takova cesta
neexistovala, pak svaz L je transferové-nestabilni podle prvni ¢éasti dikazu,

coz je ale spor s predpokladem. O

3.6 k-arni transferové-stabilni agregac¢ni funkce

Nyni nase poznatky z binarnich transferové-stabilnich agrega¢nich funkci, re-
spektive druhych mocnin distan¢né-stabilnich a transferové-stabilnich svaz,
zobecnime do vySsich arit, respektive mocnin. Budeme studovat pouze ty
,hejdilezitéjsi” vlastnosti, jez jsme dokézali pro bindrni piipady a odhalime
tim jednoduchost vyssich arit, respektive mocnin, nebot stidle miuzeme vyu-
zivat binarnich vlastnosti, jelikoz pohyb nahoru a dolii pomoci transferové-
stability je rozdélen préavé na dvé slozky, kde jedna se pohybuje nahoru

a druha doli. Ukazuje se, Ze vicero slozek neni problémem.

Ze vieho nejdiive zapo¢neme zobechovani s distan¢né-stabilnimi svazy.
Zaméiime se na Vétu 3.15 a dokazeme, Ze i v pripadé k-arnich transferové-
stabilnich agregacnich funkci 1ze bloky velmi jednoduSe popsat. Nasledujici

véta pojednava o tom, jak vypadaji bloky v distanéné-stabilnim svazu L*.
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VETA 3.35. Necht L je distanéné-stabilni svaz a P = {0,a4,...,a,,1} je

libovolnd cesta z neymensiho do nejvétsiho prvku svazu L. Pak

[(z,...,z, )] (2, g, )]s s @y )]s (e w)]

kde z,y € P, x =< y jsou vsechny navzdjem rizné bloky svazu L* a jejich
pocet je roven k- d(0,1) + 1.

Diikaz. Necht (xq,...,7;) € L* a predpokladejme bez jmy na obecnosti,
ze (x1,x9) <> (0,2%) pro néjaké z), € L. V podobném duchu by byl dikaz
provadén pro piipad (z1,x) <> (1,25). Pak existuji v; € L, i = 2,...k

takové, ze

(0,25) < (0,92)

(0,23) <> (0,y3)

(O, I‘k) < (0, yk) ,

kde y; € P proi = 2,...,k, a tedy (aplikovanim transferové-stability) mu-
zeme preusporadat k-tici (0, ys, . .., yx) tak, ze (0,y2, ..., yx) ¢ (0, 22,...,21),
pricemz 2o < 23 < ... < 2, 2; € P pro ¢ = 2,... k. Vyuzitim znalosti

z transferové-stabilnich praméra (viz [12]) obdrzime

(0,29, ...,2k) & (x,...,2,9,...,Y),

kde z,y € P, z X .
Riznorodost v8ech bloki, tj. kazdé dva bloky jsou vzajemné rizné, také

plyne z [12] a neni potieba nic vice dokazovat.
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V zavéru dokazeme, ze pocet blokt je roven k-d(0,1)+1. Pro pevné prvky
x,y € P, x <y je pocet blokl roven k, pficemz mohou nabyt pravé téchto
dvojic (0,a4), (a1,a2),...,(an-1,a,), (an, 1) a jejich po¢et nabude hodnoty
n+1 = d(0,1). Nakonec pfidame blok [(0,...,0)], jelikoZ jsme jej nezahrnuli
do svych tvah. O]

PRIKLAD 3.36. Podle Véty 3.35 sestavime vSechny bloky pro tfeti mocninu
svazu Lo z Obrazku 30. Nejprve zvolime libovolnou cestu z nejmenstho do
nejvétsiho prvku, a jak uz vime, pocet takovych cest je 27, takze sta¢i zvolit
jednu z nich. Napiiklad P = {0, a,c, e, h,j, k,n,1}, nacez d(0,1) = 8. Tedy
podet viech blokii v distan¢éné-stabilnim svazu L3 je roven 25 a jejich vycet
je nasledujici

[(0,0,0)]5[(0,0,a)];[(0, a, )] ; [(a, a, a)] ; [(a, a, c)] ; [(a, ¢, )] ; [(c, ¢, €]

[(c,c.e)l;[(c,e. )]s [(e e, )]s [(e, e, )]s [(e, by B)]5 [(Rs by R [(Ry By )]

[(hy 3, D)5 1G53, 0015 1G5 3, )] [ R RV LR B R [(Ks By )]s [(K, 2, n))]

[(n, 72, n)]; [(n,m, 1)) 5 (0, 1, 1)]5 [(1, 1, 1]
Pro ovéfeni muzeme zvolit libovolnou trojici a upravit ji do vhodného

tvaru dle generatort vyse vypsanych blokt. Kuprikladu
L. (b,h,m) <> (d,e,m) <> (h,e,h) <> (e, h, h),
2. (a,b,n) <> (h,b,h) < (e,d,h) <> (e, e,e),
3. (¢,1,b0) <> (c,a,h) < (c,c,e),
4. (0,0,1) <> (h,0,h) <> (c,c, h) <> (c,e,e),

5. (0,1,1) <> (h,h,1) <> (h, k, k) <> (4,7, k).
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U binarnich piipada jsme blok [(0,1)] nazvali centralni. Nyni takovych
blokii mame vice, jak muzeme vidét v kroku ¢islo 4. a 5., takze obecné
podle poc¢tu jednicek budeme takovy blok nazyvat i-ty centrdlni blok pro
i = {1l,...,k—1}. Tedy blok [(0,0,1)] = [(c,e,e)] je prvni centralni blok
a blok [(0,1,1)] = [(4, 7, k)] je druhy centralni blok.

Kdybychom fesili dejme tomu patou mocninu svazu Lo, respektive 5-arni
transferové-stabilni agrega¢ni funkci na svazu Lo, pak dostaneme Ctyti cent-

ralni bloky:
1. [(0,0,0,0,1)] = [(a,a,c,c,c)], protoze

(0,0,0,0,1) <> (0,0,0,h,h) <> (0,¢,¢,c,c) < (a,a,c,cc).

2. [(0,0,0,1,1)] = [(e, e, e,e, h)], protoze

(0,0,0,1,1) <> (0, h, h,h,h) <> (¢,c,h,h,h) <> (e, e, e, e, h).

3. [(0,0,1,1,1)] = [(h,7,4,7,7)], protoze

(0,0,1,1,1) <> (h,h,h,h,1) <> (h,h, h, k, k) < (h,j,7,7,7)-

4. [(0,1,1,1,1)] = [(k, k,n,n,n)|, protoze

(0,1,1,1,1) < (h,h,1,1,1) 5 (k, k, k. k, 1) < (k, k, k,n, n).

Dokonce i v piipadé vyssich mocnin, respektive arit, miizeme zjistit, ze
bloky distan¢né-stabilniho svazu L* jsou jednotlivd pokryti svazu LF, tj.
prvky daného bloku jsou ve stejné vzdalenosti od nejmensiho prvku svazu
LF. Tedy bloky v distancné-stabilnim svazu LF jsou linearné usporadané.
Dalsi dulezity poznatek je, Ze se zvysujici se aritou transferové-stabilni agre-

ga¢ni funkce se zvysuje pocet bloku. Jinymi slovy, poéet blokii svazu L* zavisi
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pouze na arité transferové-stabilni agregacni funkce. Nicméné, jak ukazeme

pozdéji, tento jev plati pouze u distan¢né-stabilnich svazu.

Jiz vime, Ze ze znalosti distanc¢ni-stability svazu L plyne distan¢ni-stabilita
svazu L* podle Véty 3.11. Vznika tedy otézka, jestli charakterizace distanéné-

stabilnich svazi z Véty 3.18 plati obecné.

VETA 3.37. Konecny svaz L je distancné-stabilni prave tehdy, kdyzZ kaZdy

blok svazu L* obsahuje pouze nesrovnatelné k-tice pro nékteré (a tedy pro

kazdé) k € N, k > 2.

Diikaz. Necht L je distan¢né-stabilni svaz a B je blok v jeho k-té moc-
niné L*. Dale predpokladejme existenci srovnatelnych k-tic z bloku B, tudiz
(X1, ..y 28), (Y1, yk) € B, ). (z1,...,2%) < (y1,...,yk). Pouzitim stejné
myslenky jako ve Vété 3.35 existuji k-tice (zf,...,2}) a (yi,...,y,) takové,
ze (xy,...,xx) < (), ...,2}) a (y1,...,yx) ¢ (Y),...,Yy,), PiicemZ prvky
xhyi, 1 = 1,... k nalezi stejné cesté P € PathL, a plati 2} < ... < af,

v < ... <y

Podle transferové-stabilnich priméra z [12] musi byt splnéna nerovnost
(), z) < (Y-, yp). Tedy (2, ..., 2%) a (Y1, - .., y,) nendlezi stejnému

bloku, coz je spor s predpokladem.

Opac¢nou implikaci dokédzeme pouzitim negace, to znamena, jestlize svaz L
je distan¢éné-nestabilni, pak existuji k-tice x,y € L*, x < y nalezici stejnému
bloku. TudiZz, necht svaz L je distan¢né-nestabilni. Pak existuje prvek a € L
takovy, ze d(0,1) = d(0,a), a odtud mame (0,...,0,1) <> (0,...,0,a), kde
(0,...,0,a) < (0,...,0,1). Dokézali jsme, ze v distan¢né-nestabilnim svazu

LF existuje blok, ktery obsahuje srovnatelné k-tice. O]
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Vratime-li se k Prikladu 3.36, vime dle Véty 3.37, ze kazdy ze zminénych
bloki, véetné centralnich bloku 5-arni transferoveé-stabilni agrega¢ni funkce,
musi mit nesrovnatelné dvojice, nebot svaz Lo je distancéné-stabilni a jak
jiz- vime, i jeho druha mocnina je distan¢né-stabilnim svazem, ¢imz tedy

libovolné pfirozena mocnina je taktéz distan¢né-stabilnim svazem.

U distanc¢né-stabilnich svazii bylo zobecnéni zcela prirozené a platnost di-
kaz v8ech tvrzeni byla o¢ekavatelna. Ve druhé ¢asti se zamérime na transfe-
rové-stabilni distancné-nestabilni svazy. Jako v predchozim piipadé se ze
vSeho nejdiive podivame na vycet vSech bloka pro tyto typy svazu. K du-
kazu vyuzijeme nasledujici Lemma 3.38 a Diisledek 3.39 zabyvajici se prvnim

centralnim blokem [(0,...,0,1)].

LEMMA 3.38. Necht L je transferove-stabilni distancné-nestabilni svaz s nej-

delsi a nejkratsi cestou
P =10,¢1,...,¢, 1} a P™ ={0,dy,...,dn, 1},
tj. D(0,1) =n+1 ad(0,1) =m+ 1. Pak k-tice
0,...,0,1),(0,...,0,1,1),...,(0,0,1...,1),(0,1,...,1)
ndlezi stegnému bloku.

Diikaz. 7 toho, ze dikaz je analogicky pro vSechny vyse zminéné k-tice, staci

dokazat, ze k-tice (0,...,0,1) a (0,...,0,1,1) nalez{ stejnému bloku.

1. (0,...,0,1) <> (0,...,0,¢1, 1), kde (0,1) <> (cq1, 1), protoze plati nerov-
nost d(1,¢;) > d(1,3), pficemz ( je prvni nestabilni prvek vzhledem
k1.

2. (0,...,0,¢1,1) <> (0,...,0,dq, 1), protoze (0,¢;) <> (0,dy).
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3. (0,...,0,dy,1) < (0,...,0,¢;, 1), kde (1,dy) <> (1,¢;) pro n&jaky index
i€ {l,...,n}, protoze d(1,d;) = d(1, ¢;).

Pak mohou nastat dvé situace:

A) (0,¢;) € [(0,1)], a tedy (0,...,0,¢;,1) <> (0,...,0,1,1).
nebo

B) d(0,¢;) < d(0,«), kde « je prvni nestabilni prvek vzhledem k 0.
Pak existuje prvek d; € P™" takovy, ze (0,¢;) <> (0,d;), a tudiz
0,...,0,¢;,1) > (0,...,0,d;,1). Nésledné

(0,...,0,d;,1) < (0,...,0,¢;,1),

pticemz (1,d;) <> (1,¢;) pro n&jaké i € {1,...,n}, protoze plati
rovnost d(1,d;) = d(1,¢;). Opét pouzijeme vySe zminéné situace
A) nebo B) pro k-tici (0,...,0,¢;j,1). Po koneéném poctu kroki
obdrzime (0,¢,) € [(0,1)], p € {1,...,n}, a tedy

(0,...,0,1) > (0,...,0,1,1).

O

Pravé dokdzané Lemma 3.38 nam jinymi slovy 1iké, ze v pfipadé transfe-
rové-stabilnich distan¢né-nestabilnich svazi dochazi k propojeni vSech cent-

rélnich bloku.

Transferové-stabilnim distan¢né-nestabilnim svazem byl kuptikladu pen-
tagon vyobrazeny na Obrazku 33, kde nejdelsi cesta je P™* = {0,b,¢, 1}

a nejkratsi cesta je P™" = {0,a,1}. Dejme tomu, Ze k = 5, tedy uvazujeme
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patou mocninu pentagonu. Pak plati

(0,0,0,0,1) > (0,0,0,1,b) <> (0,0,a,1,0) +
& (0,0,1,¢,0) < (0,0,1,0,1) < (0,0,0,1,1) >
+(0,0,0,1,1) <+ (0,0,1,b,1) <> (0,a,1,0,1) +
& (0,1,¢,0,1) + (0,1,0,1,1) < (0,0,1,1,1)

< ...« (0,1,1,1,1).
To znamena, zZe
[(0,0,0,0,1)] =[(0,0,0,1,1)] =[(0,0,1,1,1)] = [(0,1,1,1,1)],

takze doslo ke spojeni vSech centralnich blokt, jinak feceno v pentagonu,
obecné transferové-stabilnich distancéné-nestabilnich svazech, existuje pouze

jeden centréalni blok.

V nésledujicim Disledku 3.39 uvidime, Ze centralni blok u takovych svazu
je pomérné rozsahly a staci, aby k-tice obsahovala prvky 0 a 1, a automa-
ticky padne do onoho centralniho bloku. V ptipadé pentagonu napiiklad plati
nésledujici

(a,b,¢,0,1) < (1,0,¢,0,1) < (1,1,0,0,1) .

DUSLEDEK 3.39. Je-li L transferové-stabilnim distancné-nestabilnim sva-

zem, pak (z1,...,25-2,0,1) € [(0,...,0,1)] pro vSechny xy,...,x5-2 € L.

Diikaz. Pouzitim predchoziho lemmatu dostaneme (z;,0,1) < (0,1,1) pro

vSechna i =1,...,k — 2, a tedy

(1, Tp2,0,1) < (0,1,...,1) <> (0,...,0,1).

194



V Prikladu 3.22, zabyvajicim se pentagonem, jsme zjistili vSechny bloky
pro druhou mocninu pentagonu. Podobné mizeme najit vSsechny bloky kupfi-
kladu paté mocniny, jelikoz i zde je vyuzivano prostiedkii prvnich nestabilnich

prvki vzhledem k 0 a 1, tudiz vSechny bloky jsou

[(0,0,0,0,0)] : [(0,0,0,0,a)]
[(0,0,0,0,1)]

[(1,1,1,1,0)];[(1,1,1,1,1)] .

VETA 3.40. Necht L je transferové-stabilni distancné-nestabilni svaz s nej-
kratsi cestou Py = {0, ¢y, ..., ¢y, a} 2z nejmensiho prvku 0 do proniho nestabil-
niho prvku vzhledem k O a nejkratsi cestou Py = {f,dy,...,d.,1} z pruniho
nestabilniho proku vzhledem k 1 do nejvétsiho prvku 1, tj. d(0,a) = p+ 1
ad(l,8)=r+1. Pak

[(0,...,0)],[(0,...,0,¢1)],...,[(0,...,0,¢,)],
[(0,...,0,1)],
[(1,...,1,d)], .. [(1, .., 1,d)] L [, 1)

jsou vSechny navzdjem rizné bloky svazu L.

Diikaz. Necht (zy,...,7;) € LF a podle Lemmatu 3.13 vime, Ze existuje
x, € L takovy, ze (x1,23) <> (0,2%) nebo (z1,x2) > (1,24). Pak mohou

nastat dvé moZnosti:

1) (x1,...,2x) < (0,25, 25, ..., x%)
nebo
2) (z1,...,25) <> (L,xh,x3,... k).
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Stejny krok jako predtim nyni pouzijeme na prvky zf, z3, a tedy existuje
xhy € L takovy, ze (z),x3) <> (0,2%) nebo (x},x3) < (1,2%). V tomto mo-

menté obdrzime ¢tyfi moznosti:

1) (0,2, z3,...,2%) <> (0,0, 2%, 24 ..., xx)
2) (0,2h, s, ..., xx) <> (0,1, 2%, 4. .., 2%)
3) (1,2, x3,...,2) <> (1,0,25, 24 ..., 2%)
4) (1,24, x3,...,x%) <> (L, 1,25, 24 ..., xp).

U moznosti 2) a 3) jsou vysledkem k-tice nalezici do centralniho bloku podle
Dusledku 3.39. Zbyva ukazat, do jakého bloku nalezi k-tice ve vyse uvedenych
moznostech 1) a 4). Jelikoz moznost ¢islo 4) je analogickd k moznosti 1),

zaméfime se pouze na k-tici (0,0, 25, x4, . . ., Tg).

Jestlize obdrzime (), z;41) <+ (1,2),,) béhem tprav dané k-tice, pak je

ditkaz u konce. Plati, ze existuje y € L, y # 1 takovy, ze
(0,0, 2%, T4, ..., 2x) <> (0,...,0,y).
Kdyby d(0,y) < d(0, «), pak existuje ¢; € P, tak, ze
(0,...,0,y) < (0,...,0,¢).
Jinak (0,...,0,y) < (0,...,0,1).
Ocividné jsou vSechny bloky podle Lemmatu 3.29 riizné. O]

Zde jasné vidime, Ze bloky transferové-stabilnich distancéné-nestabilnich
svazil se ani se zvySujici se mocninou svazu L, respektive aritou transferovée-
stabilni agrega¢ni funkce, neméni a jejich tvar, presnéji generatory, jsou

velmi podobné tém z binadrniho piipadu. Navic i jejich pocet ztstava stejny.
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Vracime se zde k tomu, Ze i pfes vzristajici pocet blokt s rostouci ari-
tou transferové-stabilnich agrega¢nich funkei pro distancéné-stabilni svazy se
v piipadé transferové-stabilnich distanéné-nestabilnich svazii toto nestane
a jejich pocet zistane i nadale stejny, at je arita transferové-stabilni agre-

gacni funkce jakakoli.

PRIKLAD 3.41. Dalsim transferové-stabilnim distan¢né-nestabilnim svazem
byl svaz L, z Ptikladu 3.28 zobrazeny na Obrazku 40. Podobné jako diive,
i tentokrat je pocet blokt roven 6 a jejich vycet je podobny tomu v onom
prikladu, tj. dejme tomu pro 4-arni transferové-stabilni agregac¢ni funkci jsou

bloky ve svazu L4 nasledujici

[(0,0,0,0)]1(0,0,0,a)];[(0,0,0,d)]
[(0,0,0,1)]

(1,1, 1,m)];[(1,1,1,1)].

Zvolime-li libovolnou &tvefici ze svazu L}, pak nutné padne do jednoho z vyse
zminénych blokt. Navic, jak jsme jiz zminili, centralni blok je velky a obsa-
huje vétsinu ctveric. Je tedy velka pravdépodobnost, Ze nami zvolené ¢tverice

bude nélezet pravé centralnimu bloku, takze kupftikladu

(c,i,e,k) <> (0,7,e,1) <> (0,a,0,1) <> (0,1,0,0);
(h,k,g,d) <> (1,k,g,a) > (1,k,7,0) <> ... <> (0,0,0,1),
kde v obou pfipadech jsme skutecné skonéili v centralnim bloku. Navic z Dii-

sledku 3.39 vime, ze pokud jiz béhem upravy dostaneme prvky 0 a 1, pak

jisté zadana k-tice padne do centralniho bloku.

Zavérem kapitoly shrneme vSechny naSe ziskané poznatky do dvou dile-

zitych dusledku Véty 3.40.
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DUSLEDEK 3.42. Pocet viech blokii transferové-stabilniho distancéné-nestabil-
ntho svazu L je stejnyj pro vSechny k-drni transferové-stabilni agregacni funkce

svazu L a je roven d(0,«) + d(1, ) + 1.

DUSLEDEK 3.43. TFida transferové-stabilnich svazi je stejnd pro vSechny
k-drni transferove-stabilni agregacni funkce na svazu L, to znamend, Ze svaz
L je transferove-stabilni pravé tehdy, kdyZ (transferové-stabilni) bloky svazu

L* jsou linedrné usporddané pro nékteré (a tedy pro kazdé) k € N, k > 2.

3.7 Svaz transferové-stabilnich agregac¢nich funkci

Na zékladé predchozich kapitol, zejména linedrniho usporadani bloki v trans-
ferové-stabilnich svazech, muZzeme, podobné jako transferové-stabilni pri-
méry, zapsat transferové-stabilni agregacni funkci na transferové-stabilnim
svazu ve tvaru:

TS(x) :== (0,a1,as,...,a,, 1),

kde prvky ay,...,a, € L, a; < as < ... < a, jsou obrazy jednotlivych blokt
s prvkem a; jako obrazem atomistického bloku a prvkem a, jako obrazem
koatomistického bloku. Z okrajovych podminek z definice agrega¢ni funkce
vime, Ze k-tice samych nul (prvni blok) se vzdy zobrazi na nulu a k-tice

samych jednicek (posledni blok) se vzdy zobrazi na jednicku, t;.
[(0,...,0)] =0 a [(1,...,1)]—1.

Odtud muzeme libovolnou transferové-stabilni agrega¢ni funkci na transfe-

rové-stabilnim svazu psat ve zkrécené formeé
TS(x) = (a1, az,...,a,) .

Vzhledem k typu svazu, muzeme transferové-stabilni agregacni funkce za-

psat dvéma zpusoby:
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e Distancné-stabilni svazy
Necht P € PathL, P = {0 = €0, C1,C2, - -, C4(0,1)—15 Cd(0,1) = 1}, to jest
|P| =d(0,1)+ 1 a ||P| = d(0,1). Pak k-arni transferové-stabilni agre-

gacni funkce TS na distancné-stabilnim svazu L je ve tvaru

TS(x) = <&1, az, . .. 7akd(0,1)71> )

kde prvek a; je obrazem bloku

[(Cpy - vy Cps Cpgts - v o5 Cpi1)]
—_—

q

pro i = pk + ¢, pticemz p € {0,...,d(0,1) — 1}, ¢ € {1, ..., k}.

o Transferové-stabilni distanéné-nestabilni svazy

Necht P, = {0, Cly. .- ;Cd(O,a)—laa} je nejkratsi cesta z 0 do « (prvni
nestabilni prvek vzhledem k 0), tj. |P1| = d(0,a) + 1 a || P]| = d(0, «),
a dile P, = {5, di, ..., dgq,g)y—1, 1} je nejkratsi cesta z  (prvni nesta-
bilni prvek vzhledem k 1) do 1, tj. |Py| = d(B,1) + 1 a | P = d(B, 1).
Pak k-arni transferové-stabilni agregac¢ni funkce 7S na transferove-

stabilnim distan¢né-nestabilnim svazu L je ve tvaru

TS(X) = <CL1, e ,ad(o,a),l, (Id(()’a), a’l, ceey (1:1(176)_1>,
kde prvek

e a; € L je obrazem bloku [(0,...,0,¢;)] proi=1,...,d(0,a) — 1,
——
k-1
® 4(0,0) € L je obrazem centralniho bloku [(0,...,0,1)],
——
k—1
e a) je obrazem bloku [(1,...,1,d;)] pro j =1,...,d(1,8) — 1.

k-1

199



PozNAMKA 3.44. Vyhodnoceni transferové-stabilni agrega¢ni funkce TS se
vstupem x je podobné jako u transferové-stabilnich pruméri, to znamené,
ze zékladem je upravit vektor x do pozadovaného tvaru pomoci transferové-
stability. Navic, vyhodnoceni zavisi na typu svazu. Jestlize svaz L je distan¢né-

stabilni, pak upravime vektor x do tvaru

(Cpa <o Cpy Cpt1y - - - 7Cp+1)7

kde ¢, =< cp41. Na druhou stranu, jestlize L je transferové-stabilni distancne-

nestabilni svaz, pak zaménime vektor x na jeden z nasledujicich tvartu
(0,...,0,¢,),(0,...,0,1),(1,...,1,d,)),

kde prvky ¢; a d; odpovidaji vySe zminéné moznosti pro transferové-stabilni

distan¢né-nestabilni svazy.

PRIKLAD 3.45. V navaznosti na Priklad 3.36, kde jsme stanovili v8ech 25
blokt tfeti mocniny distan¢né-stabilniho svazu Lo z Obrazku 30, zvolime libo-
volnou transferové-stabilni agregac¢ni funkci TS, nacez pro jeji obrazy urcime
odpovidajici bloky a v dalsi poloviné ptikladu vyhodnotime nékteré vstupy

podle predchozi Pozndmky 3.44. Necht
TS(I‘l,I‘Q,I’g) = (0,0,a,a,a,d, f7f7 f7f7 ha h7j7j7j7l717l7n7n7n7n71>

je ternarni transferové-stabilni agregacni funkce na distan¢né-stabilnim svazu
L,. Jelikoz jsou bloky v distan¢né-stabilnim svazu linearné usporadané, pak
zadana transferové-stabilni funkce bude agregacni, jestlize vSechny obrazy

budou usporadané. V naSem piipadé se jedna o funkci agregacni, nebot

0<a<d< f<h<j<I<n<L
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Déle pro stanoveni spravnych bloki budeme pouzivat stejnou cestu jako

predtim, a tedy P = {0,a,c, e, h, j, k,n,1}. Pak napiiklad:

1)

Obraz d na 6-té pozici, tj. ¢ = 6, odpovida podle zapisu transferove-

stabilnich agregacnich funkci pro distanéné-stabilni svazy, bloku

[(e; e, )],

protoze podle vztahu ¢ = pk + ¢, kde k = 3 a ¢ € {1, 2,3} nutné plati,
ze p =1 a g = 3, nacez prvek ¢, = ¢; odpovida v cesté¢ P prvku a, ale

vysledny blok obsahuje 3 prvky cp41 = ¢ = c. Tedy

[(c,c,c)] — d.

Obraz h je na 11-té pozici, tj. ¢ = 11 a podle onoho vztahu musi platit,
ze p =3 a q = 2, coz zhamena, ze vysledny blok obsahuje jeden prvek

¢y = c3 = e a dva prvky c,11 = ¢4 = h. Tudiz

[(e, h,h)] — h.

Obraz [ je na 16-té pozici, tj i = 16. Pak 16 = 3p + q¢ odkud p = 5
a ¢ = 1, nacez podle cesty P plati c5 = 7 a ¢g = k, ale podle hodnoty

q je prvek k zastoupen pouze jednou. Proto

(5,5, k)] = L.
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Opaénym postupem bychom zjistili obrazy pro dané vstupy. Méjme na-

priklad vstup ve tvaru:

1)

(e,1,1) <> (e,4,7) <> (h,h,j), tedy (e,i,1) € [(h,h,j)]. Odtud mizeme
vycist, ze h = ¢4 a prvek j je v generdtoru zastoupen pouze jednou, coz
znamend, ze p = 4 a ¢ = 1. Dosazenim do vztahu dostaneme ¢ = 13,

¢imz vysledny obraz pro zadanou trojici je j, tj.
TS(e,i,7) = j.

(1,i,n) < (n,n,n), tj. (1,{,n) € [(n,n,n)], odkud vidime shodnost
vSech tff prvkd, tudiz ¢; = n, coz odpovida ¢,11 a ¢ je samoziejmé
rovno 3. Vysledkem je ¢+ = 6 - 3 + 3 = 21. Na této pozici vidime podle
predpisu funkce TS prvek n, tj.

TS(n,n,n) = n.

Zde je na misté podotknout, Ze vyslednd shodnost prvkia je ¢isté na-

hodné a nemaé nic spolecného s idempotenci.

(b,c,7) < (0,e,5) <> (0,h,h) <> (c,c,h) <> (c,e,e), ¢imz obdrzime
(b,c,7) € [(¢,e,e)], kde prvek e je zastoupen dvakrat, tj. ¢ = 2, a prvek
c je roven co, tj. p = 2. Vysledna pozice hledaného obrazu je index

1 =2-3+2 =28, coz odpovida prvku f, tj.

TS(b,c,7) = f.

Na druhou stranu, co se tyce transferové-stabilnich agrega¢nich funkei na

transferové-stabilnim distan¢né-nestabilnim svazu, tak zde je situace o po-

znani jednodussi, nebot mame méné bloku, pfesnéji feceno se vzristajici

aritou zustava pocet bloku stejny. Navic vétsinu k-tic pozre centralni blok.
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PRIKLAD 3.46. Uvazujme 5-arni transferové-stabilni agrega¢ni funkei
TS(I’l, T2,T3, T4, $5) = <b7 g, j7 l>

na transferové-stabilnim distanéné-nestabilnim svazu L, (viz Obréazek 40).
Podobné jako v predchozim piikladu, nejdiive prifadime obrazy funkce TS
jednotlivym blokim, nac¢ez v tomhle ptripadé je pritazeni blokt velmi jedno-

duché, protoze mame pouze ¢tyfi netrivialni bloky. To znamena

[(0,0,0,0,a)] — b
[(0,0,0,0,d)] — ¢
[(0,0,0,0,1)] — 7
[(1,1,1,1,h)] —1
Presnéji, podle vyse uvedeného zépisu pro takové typy svazi, prvnim ne-

stabilnim prvkem vzhledem k 0 je h a naopak, prvnim nestabilnim prvkem

vzhledem k 1 je d, tudiz odpovidajici nejkratsi cesty jsou
P, ={0,a,d,h} a Py={d h,1},
kde d(0,h) =3 a d(1,d) = 2. Pak
TS(x1, x2, 23, 24, 75) = (b, g, J, 1) = {(ay, as, as,a’)

a z definice vime, Ze prvni dvé hodnoty odpovidaji dvéma bloktm pied cen-
tralnim blokem, tfeti hodnota odpovida centralnimu bloku a dalsi hodnoty
odpovidaji blokiim po centralnim bloku, coz pfesné odpovidé shora uvede-
nym prifazenim.

Ve druhé poloviné prikladu budeme opét hledat funkéni hodnoty pro za-
dané vstupy, pricemz napovédou je, ze vétsina vstupt se zobrazi na hodnotu

7, protoze tato hodnota je obrazem centralniho bloku.
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1) (¢,9,k,l,m) < (0,9,1,1,m) <> ...+ (0,0,0,0,1), a tedy

TS(c,g,k,l,m) = j.

2) (a,b,c,d,e) <> (0,d,c,d,e) < (0,d,0,1,e) < (0,1,0,1,0), a tedy

TS(a,b,c,d,e) = j.

3) (0,b,0,a,0) <> (0,0,0,d,0), a tedy

TS(a,b,c,d,e) = g.

Nyni se zaméfime na strukturu v8ech k-arnich transferové-stabilnich agre-

)

gacnich funkci TSAgg(Lk a zjistime, o jakou strukturu jde. Evidentné

TS (x) = (0,...,0)
TS™*(x) = (1,...,1)
jsou po fadé nejmensi a nejvétsi transferové-stabilni agregacéni funkce. Dale,
necht 7S (x) = (a1, . .., an) aTSs(x) = (by, ..., b,) jsou libovolné transferove-
stabilni agregacni funkce na transferové-stabilnim svazu L. Pak
TSl /\TSQ = <G1 /\bl,...,an/\bn)

TSl \/TSQ = <CL1 \/bl,...,an\/bn)
jsou také transferové-stabilni agrega¢ni funkce na svazu L. Tudiz struktura
<TSAgg(Lk), A, \/)

vSech k-arnich transferové-stabilnich agregac¢nich funkci na transferové-stabil-
nim svazu L spolu s prisekem a spojenim tvofi koneény svaz, pricemz tento
svaz ma stejné vlastnosti jako ptvodni svaz L, pokud jsou tyto vlastnosti
zadany identitou, nebot podle priseku a spojeni transferové-stabilnich agre-

gacnich funkei se takové typy vlastnosti odrazeji od ptvodniho svazu L na

svaz TSAgg(Lk).
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LEMMA 3.47. Konecny svaz L splnuje identitu
I(zy,...,20) = J(21,...,2p) (19)

prdaveé tehdy, kdyz svaz TSAgg(Lk) spliiuje identitu (19) pro libovolné k € N.
Ve specidlnim pripadé: Svaz TSAgg(Lk) je distributivni pravé tehdy, kdyZ svaz

L je distributivni.

Diikaz. Predpokladejme, Ze svaz L spliwuje identitu (19) pro vSechny prvky

Z1,...,Ty € L. Ozna¢me

TS (x) = <a%,...,a11]>

TS, (x) = {(a},...,a}).

7P

jako libovolné k-arni transferové-stabilni agregac¢ni funkce ze svazu TSAgg(Lk).

Pak

I(TSy,...,TS,) = (I (ay,...,a}),.... I (ap,...,a})) =

D’ P

:<J(a%,...,a’f),...,J(a1 ...,a")>:J(TSl,...,TSn).

p’ p

Necht I (TS4,...,TS,) = J(TSy,...,TS,), pficemz term I je aplikovan
na jednotlivé slozky funkce TS; pro v8echna i € {1,...,n}, podobné term J.
Tedy identita (19) je splnéna pro jednotlivé slozky funkce TS;, coz jsou prvky

nélezici svazu L, a proto je tato identita splnéna taktéz ve svazu L. O

PRIKLAD 3.48. Zkonstruujme svaz v8ech binarnich transferové-stabilnich
agregacnich funkci na ¢étyiprvkovém booleovském svazu By (viz Obrézek 25)
a na pentagonu (viz Obrazek 33). V obou piipadech méa transferové-stabilni

agregacnich funkce pouze 3 bloky, tudiz musime sestavit takové trojice, aby
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spliovaly definici agregacni funkce, ¢ili vSechny binarni transferové-stabilni

agregacni funkce na ¢tyfprvkovém booleovském svazu jsou

(0,0,0);(0,0,a);(0,a,a);{a,a,a)
(0,0,b);(0,0,1);(0,a,1);(a,a,l)
(0,b,0);(0,b,1);(0,1,1); (a,1,1)
(b,b,by; (b,b,1);(b,1,1);(1,1,1)

s poftem rovnym 16 a usporddanim podle nasledujictho Obrazku 50:

1,1,1)

(a,a,a) (b, b,b)

(0,0,0)

Obrazek 50: VSechny binérni transferové-stabilni agregacnich funkce na

ctyrprvkovém booleovském svazu.
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Vidime, Ze z booleovského svazu B, se na svaz TSAgggz prenesla jak distri-
butivita, tak i modularita, podle Lemmatu 3.47, ale uz ne komplementarita.
Obdobné by to dopadlo u funkci vyssi arity, nebot napiiklad pro ternarni
transferové-stabilni agregac¢nich funkce na ¢tyiprvkovém booleovském svazu,
jez maji 5 bloku, obdrzime 36 funkeci uspofadanych do druhé mocniny Sesti-
prvkového Fetézce, tj. TSAgg(Bgz ~ (2.

Situace u pentagonu je o poznéni komplikovanéjsi, nebot i pfes maly

T

.
(0,0,0);(0,0,a);(0,a,a);{a,a,a)
(0,0,0);(0,0,1);(0,a,1);(a,a,1)
(0,b,b);(0,b,1);(0,1,1); {(a,1,1)
b, b, b> ;(b,b,1); <b, 1, 1) : (1, 1,1

{ )
(0,0,¢);(0,c,c);{c,c,c); (e, e, 1)
( )

(b,c,c);(b,c, 1),

s jejich celkovym poctem 26 funkei, usporadanych do nasledujiciho Hasseova
diagramu (viz Obrazek 51). Opét muzeme vidét, Ze jelikoz pentagon neni
distributivni ani modularni, pak ani svaz z Obrazku 51 nema Zzadnou ze

zminénych vlastnosti.
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(1,1,1)

(¢,¢,c)

(b,c,c)

(b,b,1)

(0,¢,c)

(b, b, c)

(b, b, b)

(0,0,0)

Obréazek 51: VSechny binarni transferové-stabilni agregacnich funkce na pen-

tagonu.
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Kromé vyuziti Lemmatu 3.47 v Prikladu 3.48 jsme taktéz narazili na dalsi
uzitecnou skutecnost, kterou je pocet prvki svazu TSAgg(Lk). Nicméné urcit
obecné pocet vSech k-arnich transferové-stabilnich agrega¢nich funkci at na
distan¢né-stabilnim svazu nebo transferové-stabilnim distancéné-nestabilnim
je velmi slozité. Jak jsme ale mohli vidét v pravé uvedeném Piikladu 3.48, tak
pro urcité typy svazu lze toto ¢islo vypocitat, protoze v téchto svazech jsou
vSechny cesty odlisné az na nejmensi a nejvétsi prvek. Témi svazy jsou tzv.
horizontalni sumy fetézci, které jsme taktéz studovali v [14]. Jednoduse fe-
¢eno, horizontdlni suma konecnijch retézci je svaz, jenz vznikne sjednocenim
onéch Tetézci a jejich spoleénym prvkem je pouze nejmensi a nejvétsi prvek
kazdého z tetézcli. Napiiklad, pentagon je horizontalni suma dvou Fetézct

Plz{O,CL,l} aP2:{0,b,c,1}.

Pokud tedy svaz L je horizontdlni sumou kone¢ného poc¢tu koneénych
Fetézcu, pri¢emz tento svaz je transferové-stabilni, pak muzeme zjistit pocet

vSech k-arnich transferové-stabilnich agrega¢nich funked.

VETA 3.49. Necht L je horizontdlni suma stejné mohutniyjch retézci s poctem

¢, pak pocet vSech k-drnich transferové-stabilnich agregacnich funkci na L je

-1
C‘((n—i—r )—1—7“)+1+7“,
r

kde ¢ je pocet vSech cest z nejmensiho do nejuétsiho prvku, tj. ¢ = |PathL],

n=d0,1)+1ar==%k-d0,1)—1.

roven

Diikaz. Jelikoz L vznikne sjednocenim stejné mohutnych retézct, pak se evi-
dentné musi jednat od distan¢né-stabilni svaz. Necht 7S(x) = (a1, ..., a,) je
libovolné k-arni transferové-stabilni agrega¢ni funkce na distan¢né-stabilnim
svazu L, tj. r = k-d(0,1)—1,a P = {0,¢y,...,¢h_2,1}, |P| = n, P € PathL je

cesta z 0 do 1 takova, ze a; € P pro vSechna i € {1,...,r}. Pak pocet riznych
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transferové-stabilnich agrega¢nich funkei pro cestu P je roven kombina¢nimu

¢islu (”Jr:_l), piicemz jsme pouzili kombinaci s opakovanim, abychom zacho-

vali podminku a; < ay < ... < a,. Dale, pocet vSech k-arnich transferové-

r+1

stabilnich agrega¢nich funkei s a; € {0,1} se rovna ("7

) a toto ¢islo musime

<. o -1
odecist od &isla (”Jr: )

nich funkei, kde a; € P\ {0,1} pro ngjaké i = 1,...,r je (nﬂ*l) — (TH).

T r

. Tedy pocet k-arnich transferové-stabilnich agregac-

Toto odpovida jedné cesté P ve svazu L. Zavérem vynasobime toto ¢islo po-
¢tem v8ech cest (Fetézcti v horizontalni sumé) a navic pridame pocet vSech

k-arnich transferové-stabilnich agrega¢nich funkei, kde a; € {0, 1}. O

DUSLEDEK 3.50. Pocet vSech k-drnich transferové-stabilnich agregacnich

funkci na transferové-stabilni distancné-nestabilni horizontdlni sumé Tetézci

L je
—1
S (7))
n=|P| "

PePathL

kde r = d(0,a) +d(1,5) — 1.

Vratime-li se k Prikladu 3.48, pro c¢tyrprvkovy booleovsky svaz mame

c=2,n=24+1=3ar=2-2—1=3. Pak

(G R R (G

Na druhou stranu, pro pentagon musime pouzit Disledek 3.50 a pro hodnotu

r=2+2—1=3 mame

(7)) B )

n=|P]| n=3

ENCRRCRRE
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Zaveérem kapitoly se zamérime na generujici mnozinu svazu vsech k-arnich

transferové-stabilnich agregac¢nich funkeci TSAgggc), to znamené na takovou

mnozinu transferové-stabilnich funkeci, jejimz uzavienim na prisek a spojeni

obdrzime vSechny transferové-stabilni funkce z mnoziny TSAgg(Lk).

VETA 3.51. MnoZina G C TSAgg(Lk) obsahugici ndsledujici transferove-stabil-

ni agregacni funkce:
0,...,0);(0,...,0,1);...5(0,1,...,1);(1,...,1);{a,...,a)

pro vsechna a € Hy, kde Hy je generujici mnoZinou svazu L, generuje svaz

(TSAgg(Lk), A, \/) )

Diikaz. Necht TS = (aq,...,a,) je libovolna transferové-stabilni agregac¢ni
funkce. Dale, transferové-stabilni agregac¢ni funkce tvaru {(a;, . .., a;) pro index
i =1,...,m mizeme ziskat z funkei (a,...,a), a € Hy vhodnou kombinaci

pruseku a spojeni. Pak

<CL1,...,CL1>\/<0,].,...,1> = <CL171,...,1>

<a2,...,a2)\/<0,0,1,...,1> = <a2,a2,1,...,1>

<6Lm_1, ce ,am_1> V <0, ceey 0, 1> = <6Lm_1, vy m1, 1>

(Amy oy a) V(0,...,0) = {(amy---sQm),

a prusek pravych stran vSech rovnosti odpovida agregacni funkci 7S, protoze

ar < as < ... < ap. UJ
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Opét vratime-li se k Prikladu 3.48, generujici mnozina ¢tyiprvkového bo-
oleovského svazu By je Hp, = {a,b}, a tedy z Véty 3.51 dostaneme ¢&tyii
generujici binarni transferové-stabilni agrega¢ni funkce na ¢tyiprvkovém bo-

oleovském svazu (viz Obrazek 52):
(0,0,1);(0,1,1);(a,a,a); (b,b,b),

pficemz nejmensi (0,0,0) a nejvétsi (1,1, 1) transferové-stabilni agregacéni

funkce nejsou treba, protoze

(a,a,a) A (b,b,b) = (0,0,0)
(a,a,a) vV (b,b,b) = (1,1,1).

(1,1,1)

(b,b,b)

(a,a,a)

(0,0,0)

Obrazek 52: Generatory svazu TSAgggj.
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V pripadé pentagonu P obsahuje generujici mnozina Hp prvky a,b a c,
tudiz obdrzime pét generujicich binarnich transferové-stabilnich agrega¢nich

funkei na pentagonu (viz Obréazek 53):
(0,0,1);(0,1,1) s {(a,a,a); (b,b,b) ; {(c,c,c),

kde nejmensi a nejvétsi transferové-stabilni agregacni funkce nejsou tireba ze

stejného duvodu jako predtim.

(1,1,1)

Obrazek 53: Generatory svazu TSAggg).
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Napftiklad binarni transferové-stabilni agrega¢ni funkci (b,b,c) muzeme

dle diukazy Véty 3.51 vygenerovat nasledovné
(b,b,c) = ({bb,BYV(0,1,1)) A ({b,5,B)V (0,0,1)) A {e,e,c)
anebo taktéz

(b,b,c) = (b,b,b) Vv ({0,0,1) A (c,c,c)).

3.8 Aplikace transferové-stabilnich agregac¢nich funkci

Transferové-stabilni agregacni funkce jsou velmi silnym néstrojem k urcovani
toho, jaké moznosti jsou vuc¢i sobé ekvivalentni v zavislosti na vstupnich
parametrech. Napfiklad, kdyz zménime jeden parametr k lepsimu a druhy
k horsimu, tak jestli dostaneme ekvivalentni moznost k té prvni, anebo uz ji

lze povazovat za lepsi variantu, ¢i dokonce horsi.

V nasem piipadé se podivame na dva parametry: cena a kvalita produktu.
Praveé s vyuzitim transferové-stabilnich agregacnich funkei miizeme rozhod-
nout ohledné kvality produktu v zéavislosti na cené. Jinymi slovy, kazdy blok
transferové-stabilni agrega¢ni funkce odpovida kvalité nakupu (piesnéji, po-
méru cena:kvalita). UkaZeme, jaké produkty jsou viici sobé ekvivalentni, at

uz jeden mé horsi nebo lepsi cenu ¢i kvalitu.

Uvazujme dva lingvistické svazy
Cy = {Drahé, Prumérné, Levné}
reprezentujici cenu produktu a
Cy = {Nevyhovujici, Podpriumérné, Pramérné, Nadprimérné, Excelentni}

reprezentujici kvalitu produktu, viz Obréazek 54. Jen pro zajimavost, lingvis-

ticky svaz je takovy svaz, kde jednotlivé prvky jsou oznacené slovy.
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Excelentni @

Cl CQ
® Levné Nadprumérné @
@ Priumérné Pramerné @
@ Drahé Podpriumeérné @

Nevyhovujici @

Obrazek 54: Lingvistické svazy C; a Cj.

Nyni vytvorime direktni soucin lingvistickych svazi C; a (s, ¢imz dosta-

neme distanéné-stabilni svaz L = € x C (viz Obrazek 55), kde

L ... Levné
P ... Prumdérné
D ... Drahé
a
E ... Excelentni
Np ... Nadprimérné
P ... Pramérné
Pp ... Podprimérné
N ... Nevyhovujici,
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tedy kuptikladu DN je Drahy Nevyhovujici vyrobek, PPp je Pramérny Pod-

Primérny a LE je Levny Excelentni.

DN

Obréazek 55: Distan¢né-stabilni svaz L v8ech vyrobki.

Podle Véty 3.15 jsou nasledujici bloky

(DN, DN)J;[(PN, DN)]; [(LN, DN)
[(LPp, DN)]; |

(
(LP, DN)]; [(LNp, DN)]
[(LE,DN)]

(

(LE, PN)J; [(LE, LN)];[(LE, LPp)]
[(LE,LP)];[(LE, LNp)];[(LE, LE)]

vsechny bloky ve svazu L2
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Nejdrive uvazujme koupi jednoho produktu v situaci, kdy spolecnost chce
prodat jejich produkt s vidinou nejvyssiho zisku. Bohuzel zakaznik se proti
navrhu spolecnosti ohradi a prvni nabidku odmitne, jelikoz je produkt piilis
drahy a neuspokojujici. Proto spolecnost, za ticelem prodeje, nabidne zakaz-
nikovi jinou nabidku v rozdilné kvalitativni t¥idé (pomér cena:kvalita) podle

toho, co je zédkaznik schopen piijmout, jinymi slovy vznika otéazka:
Které nabidky jsou ve stejném pomeéru cena:kvalita?

Tento problém muze byt elegantné vytesen pravé pomoci transferové-stabil-

nich agregac¢nich funkci, respektive jejich jednotlivych blok.

Uvazujme dvojici (X, DN), kde X € L, pak dostaneme sedm kvalitativ-
nich trid:

[(DN,DN)] ... 0
(DPp, DN)] = [(PN,DN)] ... 1
(DP,DN)| = [(PPp, DN)] = [(LN,DN)] ... 2
[((DNp, DN)] = [(PP,DN)] = [(LPp, DN)] 3
(DE, DN)| = [(PNp, DN)] = [(LP,DN)] ... 4
(PE,DN)] = [(LNp,DN)] ... 5

(LE,DN)] ... 6

a jelikoz se zabyvame pouze jednim produktem, ostatni t¥idy nejsou potieba,

nebot pravé vlastnost agregac¢nich funkci usporada bloky.

Vsechny produkty ze svazu L muzeme rozdélit do sedmi tfid reprezentu-
jicich pomér cena:kvalita (viz Tabulka 3). Napiiklad kvalitativni tiida O je

,Nejpiiznivéjsi pro spoleénost (vyrobee), protoze prodéava drahy produkt ne-

vyhovujici kvality, to znamena, malé vyrobni naklady, velky zisk. Na druhou
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stranu, kvalitativni tfida 6 je ,nejvhodné&jsi“ pro kupujiciho, nebot kupuje

produkt excelentni kvality za nizkou cenu.

0 1 2 3 4 5 6
Drahé Primeérné Levné Levné Levné Levné Levné
Nevyhov. | Nevyhov. | Nevyhov. | Podprim. | Primérné | NadPram. | Excel.
Drahé Primérné | Primérné | Primérné | Primérné
Podprim. | Podpram. | Praimérné | NadPruam. Excel.
Drahé Drahé Drahé
Primérné | NadPrim. Excel.

Tabulka 3: VSsechny kvalitativni tfidy pro koupi jednoho produktu.

7 Tabulky 3 muzeme snadno kuptikladu vidét, Ze produkty ,Levny Pod-
praumérny*, , Primérny Nadprimérny“ a ,,Drahy Excelentni® nalezi stejné
kvalitativni tiidé, coz ma tedy za nésledek, ze at si koupime jakykoli z téchto
t¥i produkti, budeme na tom v poméru cena:kvalita vzdy stejné. Tedy, po
dohodé mezi zakaznikem a prodavajicim na vhodném poméru mezi cenou
a kvalitou, prodavajici muze kupujicimu nabidnout rizné moznosti produktii

z odpovidajici kvalitativni t¥idy.

Zasadni piinos teorie transferové-stabilnich agregac¢nich funkei se projevi
az v pripadé, kdy zékaznik kupuje dva nebo vice produkti, nebot se tim
vlastné ukaze, jaké vhodné kombinace produkti jsou vuc¢i sobé ve stejné
kvalitativni t¥idé. Jinymi slovy, at koupime tak nebo onak, zistaneme ve

stejném poméru cena:kvalita.
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Za druhé se tedy zamétrime na koupi dvou produkti k ¢emuz je jiz potieba

vSech 13-ti blokt svazu Lo, presnéji 13-ti kvalitativnich tiid:

(DN,DN)] ... 0
[(PN,DN)] ... 1
(LE,DN)] ... 6
(LE,LNp)] ... 11
(LE,LE)] ... 12

Napriklad,
(LNp, DE) ,(PE,LP) € [(LE, LPp)],

coz znamena, ze uvazované produkty ,,Levny NadPrumérny* a ,,Drahy Exce-
lentni“, nebo ,,Primérny Excelentni” a ,Levny Primérny*, nebo ,,Levny Ex-
celentni“ a ,,Levny PodPramérny* nalezi stejné kvalitativni tridé s ¢islem 9.
Jinak Teceno, jestlize si prvni zakaznik koupi levny nadprimérny a drahy ex-
celentni produkt a koupé druhého zakaznika zahrnuje levny excelentni a levny
podprumérny produkt, pak podle vyse zminéného seznamu jsou jejich koupé
ve stejné kvalitativni tiide, ¢imz jsou tedy jejich koupé v poméru cena:kvalita

ekvivalentni.

Pravé znazornénou myslenku mizeme zobecnit na nakup koneéného po-
¢tu produkti. Predpokladejme, Ze chceme koupit dejme tomu 5 produkti,
¢imz tedy musime vyuzit 5-a4rni transferové-stabilni agregac¢ni funkci na dis-

tan¢éné-stabilnim svazu L.
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Pak dostaneme 5 -d(0,1) +1 = 5-6 + 1 = 31 bloku (kvalitativnich t¥id),

napiiklad

[((DN,DN,DN,DN,DN)] ... 0
[((PN,PN,PN,PN,PN)] ... 5

[((PPp, PPp, PPp, PPp, PPp)] ... 10
[(DP,DP,DP,DP,DP)] ... 15
[(LP,LP,LP,LP,LP)] ... 20

[((PNp, PNp, PNp, PNp, PNp)] ... 25
(LE,LE,LE,LE,LE)] ... 30,

kde opét kvalitativni tfida O je nejlepsi pro vyrobce, a na druhou stranu
kvalitativni t¥ida 30 je nejlepsi pro zadkaznika, tudiz prichazi na fadu domluva
mezi vyrobcem a zakaznikem na vhodné kvalitativni tiidé. Jinak feceno se
snazi dohodnout zlatou stifedni cestu tak, aby byl spokojeny jak zakaznik,

tak i vyrobce.
Predpokladejme, Ze zlata stiedni cesta odpovida kvalitativnimu bloku 18,
tj.
(LP,LP,LP,LP,DP)] ... 18.

Pak mé zakaznik nékolik moznosti, jak nakoupit 5 produkti ale s tim, ze
jakakoli kombinace zlistane v kvalitativni tfidé 18. S vyuzitim transferové-

stability vime, ze pétice
(LE,LE,LE,DN,DN);(DE,DE,DE,DE,DP);(LN, LPp, PP, PNp, LE)

taktéz nalezi do kvalitativni t¥idy 18, coz odpovidé tfem moznostem pro

zékaznika:
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1) t¥i levné excelentni produkty a dva drahé nevyhovujici produkty,
2) ¢tyfi drahé excelentni a jeden drahy primérny produkt,

3) levny produkt nevyhovujici kvality, levny podpramérné kvality, pro-
dukt primérné ceny i kvality, primérné ceny nadprimérné kvality

a levny excelentni,

¢ili je na zédkaznikovi, jakd moznost mu nejlépe vyhovuje a k ¢emu dané pro-
dukty potfebuje. Zejména posledni moznost by mohla predstavovat situaci,

kdy je potteba koupit jeden produkt od kazdé kvality.

PRIKLAD 3.52. Predpokladejme, Ze jsme vedouci urc¢itého tymu v néjaké
firmé a dostali jsme za tkol naSemu tymu koupit nové mobilni telefony.
V tymu mame 6 zaméstnanci Z, ..., Zg, Cili musime koupit 6 mobild. Vy-
uzijeme proto 6-arni transferové-stabilni agrega¢ni funkci. Otézkou je, na
jakém svazu. Tentokrat pouzijeme dva distanéné-stabilni svazy L, a Lo, kde
prvni svaz reprezentuje zkusenosti pracovnikt a druhy svaz zastupuje kvalitu

mobilu.

Svaz L (viz Obréazek 56) vznikne direktnim sou¢inem dvou t¥iprvkovych

lingvistickych fetézcd, kde prvni z nich mé prvk
g Y p prvky
{Novy, Zac¢inajici, Dlouholety }
pracovnik tymu a druhy svaz obsahuje zkusenosti pracovniki, tj.

{Snesitelny, Pracovity, Expert} .
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Dlouholety Expert

Dlouholety Pracovity Zatinajici Expert

Zacinajici Pracovity

Dlouholety Snesitelny Novy Expert

Zatinajici Snesitelny Novy Pracovity

Novy Snesitelny

Obréazek 56: Distan¢né-stabilni svaz Ly reprezentujici zkuSenosti zaméstnance

a jeho dobu v tymu.

V tomto piipadé, £ = 6, obdrzime 25 tiid predstavujicich silu tymu, to
znamena, ze pokud v tymu budeme mit Sest novych zaméstnanci, kteri pro
zatim nic neukazali pro tym, pak budou mit silu 0, na druhou stranu, tym slo-
zeny 7z dlouholetych experti ma silu 24. Nas tym je slozeny ze dvou novych
zaméstnancl, kde jeden z nich je snesitelny a druhy je pracovity, tii zaci-
najicich zaméstnancu (snesitelny, pracovity, expert) a jednoho dlouholetého

experta, tj. (NS,NP,ZS,ZP,ZE, DE), coz odpovida sile 11, protoze
(NS,NP,ZS,ZP,ZE, DE) € [(ZS, DS, DS, DS, DS)].

Jelikoz prumérna tiida je 12, pak bychom mohli prohlasit, Ze nas tym je

celkem prumérny.
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Nyni pfijde na fadu svaz Ly (viz Obréazek 57), jenz je taktéz direktnim
souc¢inem dvou tfiprvkovych lingvistickych fetézcu reprezentujicich po radé

velikost displeje mobilu a vykon mobilu, tj.
{Maly, Stfedni, Velky }

displej a
{Nizky, Pramérny, Vysoky}

vykon.

Velky Vysoky

Velky Prumeérny Stiedni Vysoky

Velky Nizky Stiedni Prumeérny Maly Vysoky

Stiedni Nizky Maly Prumérny

Maly Nizky

Obrazek 57: Distan¢né-stabilni svaz Lo reprezentujici velikost displeje a vy-

kon mobilu.
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Opét samoziejmé dostaneme 25 t¥id pro 6 zaméstnanci. Zde ale bohuzel

Ny oy N2

nejlepsi po nejhorsi znamku, na druhou stranu ale vykon ano. To znamen4,

ze bloky
(MV, MV, MV, MV, MV, MV)] ... 12
[(SV,SV,SV,SV, SV, SV)] ... 18
(VV,VV,VV.VV.VV,VV)] ... 24

by 8lo z urcitého hlediska povazovat za nejlepsi. Nicméné, kazdy ze zamést-
nanci ma jiné priority co se velikosti displeje ty¢e. Dejme tomu, Ze zaméstna-
nec Zs ma rad maly displej, zaméstnanci 7, Z3 a Z5 by chtéli stfedni displej
a zameéstnanci Z, a Zg vyzaduji velky displej. Na zakladé téchto pozadavki
muzeme prohlasit, jaka tiida je pro nas nejhorsi a jaka nejlepsi. Pii splnéni

prani nasich zaméstnancu ale s vidinou nizkého vykonu obdrzime tiidu
[(MN,SN,SN,SN,VN,VN)| ... 7,

kdezto pro vysoky vykon dostaneme tiidu
(MV, SV, SV, SV, VV.VV)] ... 19.

Spojime-li tuto skutecnost s faktem, ze nas tym je témér primérny, mizeme
nalézt primérnou tiidu z vySe uvedenych, coz je tiida 13, a tedy pro nas

tym zvolime tiidu 12, jenz je charakterizovina Sestici

(VN,VN,VN,VN,VN,VN).
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(MN,SN,SN,SP,VV,VV
(MN, SP,SP,SP,VP,VP
(MV,SN,SN,SP,VP,VP
(MP,SP,SP,SV,VN,VN

(MN, SN, SN, SV,VP,VV

V této tfidé mame diky transferové-stabilité nasledujici Sestice:

MP,SN,SN,SN,VV,VV)
MP, SN, SP,SP,VP,VP)
MN, SP,SV,SV,VN,VN)
MV, SP,SP,SP,VN,VN)

MV, SN, SP,SP,VN,VP)
(MN,SN,SP,SV,VN,VV MP,SN,SP,SV,VN,VP)

MV, SN, SP,SV,VN,VN

)
)
)
)

(MN,SP,SP,SP,VN,VV)
)
)
) ; (MN,SN,SP,SV,VN,VV)
)

(
(
(
(
(MP,SP,SP,SP,VN,VP)
(
(
(
(

(
(MV,SV,SN,SN,VN,VP MN,SN,SP,SP,VP,VV),

pricemz zalezi ¢isté na nés, jakou kombinaci vyuzijeme pro nase zaméstnance
v tymu. Vyuzijeme-li navic jiz vyse zminéné skutecnosti, ze zaméstnanci Z;
a Zy jsou novi, ale Z; je snesitelny, nacez Z, pracovity, zaméstnanci 23, Zy
a Zy jsou zacinajici, ale po fadé snesitelny, pracovity a expert, a jako po-
sledni méme zaméstnance Zg, ktery je dlouholetym expertem v tymu. Navic,

zavedeme prifazeni
(21, T2, T3, T4, Ts, ) V> (Lo, L1, L3, Ls, Ly Zs)
pro libovolné prvky xy, 2, x3, x4, x5, 6 € Lo, to znamena, ze napiiklad
(MV,SP,SP,SP,VN,VN)

lze popsat tak, ze zaméstnanec Z5 dostane mobil s malym displejem a vyso-
kym vykonem, zaméstnanci Z;, Z3 a Z5 obdrzi mobil se stfednim displejem
a prumérnym vykonem, a zaméstnanci Z; a Zg ziskaji nizko-vykonny mobil

s velkym displejem.
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Pak kuptikladu Sestice (MV,SV,SN,SN,V N,V P) by mohla predsta-
vovat, ze novym zaméstnancim déme vykonné mobily, abychom je udrzeli
v tymu, zac¢inajicim zaméstnanciim mobily s nizkym vykonem, protoze dlou-
holetému expertovi, na zakladé vykonnosti prvnich dvou mobili, musime
dét pouze prumérné vykonny mobil. Nebo tuplné naopak, dle Sestice z po-
sledniho tadku (MN,SN,SP,SP,VP,VV), dlouholetému expertovi dame
mobil s vysokym vykonem, zac¢inajicim zaméstnancim stac¢i pramérny vy-
kon a novi zaméstnanci musi ukazat, co v nich je, a proto obdrzi mobily

pouze s nizkym vykonem.

Nicméné, nase finalni rozhodnuti bude Sestice ze Sestého raddku seznamu,
tj.
(MN,SN,SN,SV, VP, VV),
nebot dvéma naSim expertum koupime vykonné mobilni telefony, zacinaji-
cimu, ale pracovitému, prozatim stac¢i prumérné vykonny, a co se ostatnich
tyce, jedné se bud o uplné nové zaméstnance, anebo o ty, ktefi jesté neukazali
svij cely potencidl, a proto dostanou mobily s nizkym vykonem.
Jesté poznamenejme, Ze vybér odpovidajici tfidy bychom mohli provést
i na zakladé rozpoc¢tu, uvazime-li, Ze cena nizko-vykonného mobilu se po-
hybuje kolem 5000 K¢, stfedné-vykonného kolem 15000 K¢ a cena mobilu
s vysokym vykonem se pohybuje okolo 25000 K¢, pak na zakladé téchto
udaji muzeme prohlasit, ze tiida 7, tj.
[(MN,SN,SN,SN,VN,VN)]|,
mé rozpocet kolem 30000 K¢, nacez trida 19, tj.

[(MV, SV, SV, SV,VV,VV)],

by méla rozpocet zhruba 150000 K¢. Pozor ale na to, ze bez pfedpokladu

ohledné velikosti displeju by toto rozdéleni neslo udélat, protoze kuptikladu
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Sestice [(VN,VP, VP, VP VV,VV)] nalezici t¥idé 19 méa rozpocet ptiblizné
100000 K¢, nikoli pozadovanych 150 000 K¢&. Avsak s predpokladem velikosti
displeji dospéjeme k tomu, ze vSechny odpovidajici Sestice maji stejny rozpo-
cet, jak muzeme vidét v seznamu odpovidajici t¥idé 12, kde rozpocet kazdé
Sestice ¢ini 80000 K¢, s jistotou tedy vime, Ze at bychom se rozhodli pro
jakoukoli Sestici s danymi predpoklady, vzdy zaplatime za mobily pro naSe
zaméstnance kolem 80 000 K¢.

Pro predstavu by finalni nakup mohl vypadat nasledovné (viz Obréazek

58):

VV ... Samsung Galaxy Note 20
VP ... Xiaomi Mi 10T
SV ... iPhone 12

SN ... MyPhone Hammer Explorer
SN ... HUAWEI P smart
MN ... Blackview GBV5500 Pro

Obrézek 58: Finalni ndkup mobilnich telefonii.
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ZAVER
Cela prace je zasazena do teorie agregacnich funkcich na ohranicenych

(koneénych) svazech.

V prvni kapitole jsme vyse zminénou teorii zizili do teorie idempotentnich
agregacnich funkci, jez je spjata s teorii kloni. Cilem bylo pro tuto celou
strukturu, presnéji klon, najit vhodné generujici funkce a posléze odhalit,

zda tuto generujici mnozinu nelze jesté vice zredukovat.

Nasledujici kapitola se od té prvni razantné lisila, nebot jsme opustili
studium kloni a zaméfili se na nejznaméjsi agregacni funkci — aritmeticky
prumér. Cilem bylo pretransformovat jej do konecnych fetézcii, dostali jsme
transferové-stabilni primeéry, a podobné jako v prvni kapitole jsme zkoumali

strukturu v8ech téchto funkci a néasledné i jeji generatory.

Posledni kapitola navazuje na predchozi kapitolu v tom sméru, ze jsme
odstranili idempotenci a zkoumali jsme transferové-stabilni funkce z obec-
néjsiho pohledu a zejména na libovolném koneéném svazu. Ukazali jsme, Ze
pojem libovolného kone¢ného svazu se musi brat s rezervou, nebot chovani
téchto funkci se rapidné lisi od typu svazu. Zaméfili jsme se na dva typy
svazil: distan¢né-stabilni a transferové-stabilni svazy, pficemz cilem v této

kapitole byla charakterizace pravé druhé zminéné tiidy svazii.

Vysledka v této préaci je nékolik a tim padem i rozsah mozné aplikace
je Siroky. Kupiikladu generatory idempotentniho klonu z prvni kapitoly lze
vyuzit v informatickych systémech, kde se nevyskytuji pouze linearné uspo-
radané mnoziny, ale také castecné usporadané mnoziny, anebo svazy. Tim
padem pak neni nutné vyuzivat vSechny idempotentni agrega¢ni funkce, ale
staci jenom jejich generatory. Vysledkem ve druhé kapitole bylo mozné vyu-

ziti aritmetického pruméru na konec¢nych tetézcich, a tedy jiz vime, Ze pod-
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minka nekonecnosti fetézce neni zabranou a lze ji prekonat, ¢imz se otevira
okno mozného pouziti v praxi. Poslednim a feknéme i nejdilezit&jsim vysled-
kem jsou transferové-stabilni funkce a zejména jejich aplikace v distanéné-

stabilnich svazech, nacez tato aplikace méa vyuziti v obchodnim sektoru.
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that this clone is generated by certain ternary idempotent functions from which all idem-
potent aggregation functions of L can be obtained by usual term composition.

The aim of this paper is to present an essential improvement of the result above by pre-

MSsC: senting a new generating set of this clone. A bit artificial ternary functions are substituted
06A15 here by natural (binary) lattice a-medians and certain binary characteristic functions. Con-
Keywords: sequently, the clone is generated by its binary part and the result strengthens the essential
(Monotone) clone role of medians within all idempotent aggregation functions. Moreover, we will show that
Monotone function for an n-element lattice L, the upper bound of binary generators is 2n — 1.
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1. Introduction

Aggregation theory is a rapidly growing field of mathematics with roots in all domains where a merging of several inputs
from a considered ordered scale into one output, reflecting some natural constraints, is considered. Its historical roots go
back to Moscow papyrus (problem 14) and can be traced in the ancient Greece - recall several kinds of means, such as
Heronian, for example. The major contribution in aggregation theory have delt with some real interval scales and they were
summarized is monographs such as [1,2,8].

Only recently more abstract scales were considered, in particular lattice (poset) scales. For information sciences, and in
particular for subjective decision problems, typical scales deal with bounded (distributive) lattices. Not going into details,
among different papers dealing with aggregation functions acting on lattices, we recall e.g. the seminal papers [5,6], our
recent papers [11-13], or the papers on nullnorms and uninorms on bounded lattices...

Particular classes of aggregation functions can be seen as special clones, ranging from the smallest one (all projections)
to the biggest one (all aggregation functions of a considered lattice L). One special case is related to the class of all idem-
potent aggregation functions on L, and its subclass of idempotent lattice polynomials (i.e., Sugeno integrals, see [5,6]). Note
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that in the case of real intervals, idempotent aggregation functions are just monotone means, and they are indispensable in
several domains related to unanimous decision making. The possible complexity of mentioned clones can be reduced when
we look on their generating sets, i.e., subsets of aggregation functions from the considered clone such that their composi-
tions generates all members of that clone. This problem was discussed for idempotent lattice polynomials on a distributive
bounded lattice L in [5,6], see also [9,10], and for all idempotent aggregation functions on a bounded lattice L in [3]. Note
that the generating set introduced in [3] has contained also quite artificial ternary aggregation functions and it was far from
to be minimal. The main aim of this work is to improve earlier results concerning the generating sets of idempotent aggre-
gation functions on lattices, where only binary generating idempotent aggregation functions will occur. We also show that
our introduced generating sets are minimal.

2. Algebraic preliminaries

This paragraph is devoted to recalling the necessary concepts from universal algebra, for details we refer to standard
monographs [4,17]. By an algebra we mean a pair (X; F) consisting of a nonempty set X (called the support of the algebra)
and the set F (possibly empty) of operations on X. For any n-ary operation feF and any n-tuple X = (X1, ..., xn) € X" we
denote by f{x) the evaluation of f in x.

We call a nonempty subset BCX a subalgebra of (X; F) if for any n-ary operation feF and for any n-tuple x € B" we have
fix)eB. It is evident that (B; F) is again an algebra where the operations are those on X but restricted to B.

Further, given an algebra (X; F), by the direct square of (X; F) we mean an algebra (X2, F) with the support be-
ing the Cartesian square X2 of X, and the operations defined component-wise, i.e. for any n-ary feF and any n-tuple
(1. X12). ... (X1, Xn2)) of elements of X? we have

F(G,x12), s (s xn2)) = (F @, X)), f(2, - X))

We say that a k-ary function g on X preserves the subalgebras of the direct square (X2, F) if for any subalgebra B of (X2, F),
whenever we have a 2 x k matrix (b;;) of elements of X all the columns of which belong to B, then so does the 2-tuple when
applying g to its rows, i.e.,

b b1, b1k g(b11. b1z, ..., by)
, ey B — B.
<b21> (bzz) <b2k c 8(ba1, by, ..., byy) €

Clone theory turned out to be an extremely useful part of universal algebra with many applications in different areas
of mathematics. The concept of a clone comes from that of a monoid in a sense that monoids of selfmaps of a set X form
a composition-closed class. Abstracting from this elementary example we arrive to a general definition of a clone. For an
overview of clone theory we refer to [7,14-16].

A clone on a set X is a set of (finitary) operations on X which contains all the projections on X and that is closed under
the composition in the following sense.

For a set X, a positive integer n € N and for any i <n, the ith n-ary projection is for all xq, ..., x; € X defined by
Pl (X1, ....xn) ==X
Composition is then formed as follows: given a k-ary operation f: X*— X and k n-ary operations g, ...,g : X" — X, their
composition is an n-ary operation f(gy,...,&) : X" — X defined by
flgr &) &%) = f(g1(xa, . %n), o (X, X)), (1)
for all xq,...,xy, € X.

It can be easily checked that the composition is a usual product of selfmaps for k =n = 1. A set of functions which is
closed under composition is said to be composition-closed. Hence the clones are composition-closed classes containing all
projections.

Let us note that clones on a set X can be viewed equivalently as the term operations of algebras on X. This follows from
the fact that algebraic terms include the projections and they are composed in the same way as functions in clones.

The set of all clones on X (ordered by set inclusion) has always the least and the greatest element, the least one called
the trivial clone on X consisting just of all the projections, the greatest one called the full clone on X containing all the
functions on X (denoted by Ox).

For any subset F € Ox we always have the least clone [F] on X containing F. It can be obtained as the intersection of all
clones on X containing F and we call it the clone generated by F. If C = [F] for some finite set F, then C is said to be finitely
generated.

Clones on a finite set X containing the so-called near-unanimity function are known to be finitely generated. Recall that
for n> 3, an n-ary function f on X is called a near-unanimity function if

fo.x ... x0)==fx ..., 0% ....,x)=-=f(X,...,X,y) =X

for any x, yeX, i.e., if any n—1 of the n inputs coincide, the output of f takes the same value. In particular, 3-ary near-
unanimity functions are called ternary majority functions on X.
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More generally, a majority function (sometimes called also quorum function) is an n-ary function (with n odd) that
produces an input x whenever the majority of the inputs are x. These functions are defined for three or more odd inputs
only and can be found in various applications such as adders, subtractors, hash functions, and Muller C-element. Thus a
ternary majority function f on a set X fulfills the equalities

fxy) =fxy.%)=f(x.x.y) =x

for any x, y €X. As a prototypical ternary majority function f: X> — X one can consider the function f given by stipulation

Fos s = 1 T ard(fie (1:23) =) =2
Considering a lattice (L; v, A) the next ternary medians are majority functions:
med, (X,),.2) ;= (XAY) V(I AZ)V (XA2Z) (2)
or
med, (X,,2) ;= XVY)AYVZ)A(KXVZ) 3)

Note that if L is a distributive lattice, then both above introduced median functions coincide (and then we call them
simply a ternary median).

The presence of a ternary majority function in a clone has the following important consequence which is a special variant
of the so-called Baker-Pixley theorem, see [14]:

Theorem 2.1 (Baker-Pixley theorem). Let C be a clone on a finite set X, f € Ox and assume that C contains a ternary majority
function. Then f e C if and only if f preserves all subalgebras of the direct square of the algebra (X;C).

Remark 2.2. In what follows we will use the Baker-Pixley Theorem for proving negative results, i.e., in order to show that
f ¢ C, it suffices to find a subalgebra B of the direct square of (X,C) such that f does not preserve the subalgebra B.

From the Baker-Pixley theorem, the following important assertion can be deduced, cf. [13,16].

Theorem 2.3. Let C be a clone on a finite set X containing a ternary majority function. Then C is finitely generated.
3. Idempotent aggregation clones on bounded lattices and their binary generators

Recall that an aggregation function on a bounded lattice L is a function A: L" — L that
(i) is nondecreasing (in each variable), i.e. for any x, y e L":
A(X) <A(y) whenever x <y (i.e, x; <y; Vie {1,2,...,n}),
(ii) fulfills the boundary conditions
A, ---,0)=0, and A1 ---,1)=1;.

The integer n represents the arity of the aggregation function.

An n-ary aggregation function A on L is said to be idempotent if it satisfies A(x, ..., x) = x for all x e L. For a positive integer
n>1 denote by Id"(L) the set of all n-ary idempotent aggregation functions on L and by Id(L) the set of all idempotent
aggregation functions.

It is a well-known fact that idempotent aggregation functions are exactly the so-called intermediate functions, see e.g.
[8]:

Lemma 3.1. An aggregation function A: L" — L is idempotent if and only if it satisfies
n n
% <AG %) <\ % (4)
i=1 i=1
for all (xq,...,xn) € L™
One can easily prove the following elementary but for our purposes important property of idempotent functions:

Lemma 3.2. Any projection is idempotent and idempotent aggregation functions form a composition-closed class, i.e. Id(L) forms
a clone.

We shall call Id(L) the idempotent clone on L. Moreover, as Id(L) apparently contains the majority functions (2) and (3),
for any finite lattice L the idempotent clone is finitely generated by Theorem 2.3. Let us mention that the proof of this fact
does not give any algorithm how to produce generating sets of idempotent clones, as well as it does not yield to any a priori
estimates of arities of generating functions.
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Let L be a bounded lattice and a < L. Define the binary functions medg : [ — L and x4: L2 — L by stipulation

meda(X,,V)Z(X/\y)v(aA(X\/y))’ 7
_)xvy, ifx>a,
Xa(,y) = {XA y. otherwise. N

It can be easily seen that for all aeL, the functions med, and x, represent binary idempotent aggregation functions. To
justify the notation medq, this function is in fact derived from one of the ternary medians (2):

medg(X,y) = med (X Ay, Q, XV Y).

Similarly, the function x, represents an idempotent version of the characteristic function above a.

In the sequel we will show that the lattice operations and the functions defined by (5) and (6) respectively, generate the
idempotent clone Id(L).

To simplify further notation and calculations, for each aeL and n>3 we define the n-ary analogue xJ :L" — L of the
binary function y, as follows:

n
\/ % if x> a,
X, %) = 45 (7)
/\ xi. otherwise.
i=1
Lemma 3.3. Let acL be an arbitrary element. For any n>2 the function xJ] can be obtained as a composition of the function
Xa and the n-ary projections.

Proof. We proceed by induction on n. If n = 2, the assertion is trivial. Hence, assume that for n>2 the statement is valid.
Then we claim that

1
Xa X1y Xnp1) = Xa(Xg (X1, -0 X)), Xng)
Assume first x; > a. Then xJ(xq,...,%n) = V/iL; X; > a, and we obtain
n n+1

XaOXa K, X)), X)) = \/ %V X = \/ X
i=1 i=1
Secondly, if x; # a we have x[(xq,...,Xs) = AlL; X; # a and, consequently,

n n+1

Xa(Xq (X1, Xn), Xng1) = \Xi A Xnia = \ X
i=1

i=1

g
Further, for n>2 and a = (a4, ...,ay) € L" put
n
Ma(X1, . Xn) = \ X& (i o X0 Xn). (8)
i=1
Informally, the function w, is the meet of the functions Xa (X, ... X1, ..., xn), where x; and x; interchanged their positions.

Note that we omit the symbol denoting the arity of the function w,, since it is implicitly given by the arity of the tuple aeL".
Obviously, each of the functions ., is idempotent and, with respect to Lemma 3.3, it can be composed by the projections
and the set {xq|aeL} of binary functions defined by (6).

Lemma 3.4. Let n>2 and a<L" be arbitrary. Then for all xeL",

n
\/x,-, if x> a,
Ha(X1, ..., Xp) = i?,] (9)
/\xi. otherwise.
i=1
Proof. Assume x> a. Then x; >q; for all i € {1,...,n} and from (7) we have Xgi Kiy oo X1s.e Xp) = \/’}=1 x;. Hence

n n n

pat0 = A (V) = V5

I=1 j=1 j=1
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If x#a, then x;#4q; for some j € {1,...,n}. From (7) we obtain

n
X (oo X xn) = \ XS X (Kis X Xn)
=1

for all i e {1, ..., n}, which according to (8) yields pa(x) = AL;X. O
Further, given any n-ary idempotent aggregation function A on L and a<L", define the n-ary (idempotent) aggregation
function hj : I" — L as follows:

n

hé(xh .. .,Xn) = ,bLa(X1, .. .,Xn) A medA(a)(/\Xi, \/X,'). (10)

i=1 i=1

Lemma 3.5. Let n>2 and acL" be arbitrary. Then for all xe L™,

n n
medA(a)(/\Xi, \/Xi), if x > a,
hA(xq, ..., %) =1 » =1 (11)
/\xi, otherwise.
i=1

Proof. Recall that by Lemma 3.1 the inequality

n n n n
J\xi < medaay (A% \/ %) < \/ %
i=1 i=1 izl i=1

holds for all x<L". Hence, for x> a, with respect to (9) of Lemma 3.4 we obtain

n n n

n
Xi, \/ %) = medaa) (/\ Xi. \/ %)
1

n
hg (X) = \/Xi A medA(a)(
i=1 i i=1 i=1 i=1

while for x2a we have

n n

n
Xi, \/X,‘) = /\Xi.
1 i=1

= i=1

n
h':(x) = /\Xi A medA(a)(
i=1 i

O

Theorem 3.6. Let A: L" — L be an n-ary idempotent aggregation function on a finite lattice L. Then

AX) =\/ hy(x).

aeln

Proof. Let xeL" be fixed. We proceed by direct calculations:

Vo= \/ Heov \/ Kol

aeln aelm, a<x aeln, a%_x

V(A V) vV ()

ael", a<x aeln, ajgx i=1
n n 3 n n 4
\/ medA(a)(/\Xi, \/X,’) (=) medA(x)(/\xi, \/X,’) (=) A(X),
ael", a<x i=1 i=1 i=1 i=1

where (1) follows from Lemma 3.5, (2) is due to Lemma 3.1, (3) follows from the fact that a <x implies med,) (A X,V X) <
medyx) (A X,V X) and finally, (4) is due to Lemma 3.1. O

Observe, that for a =0p, xo, (x.y) =xVvy and medg, (x,y) =x Ay, while for a =1, we have med;, (x,y) =x v y. Conse-
quently, the functions xp,, medp, and med;, can be omitted from the generating set.
We have proved the following corollary:

Corollary 3.7. For any finite n-element lattice L, the set of binary functions {v, A} U {xa(x.y) | @ € L\ {01} } U {meda(x.y) | a e
L\ {0, 1L}} generates the idempotent clone |d(L). The number of generators is bounded from above by 2n — 1.

In the sequel, the generating sets of Id(L) containing the lattice operations, functions 4 for acICL and med, for aeJ<L
will be referred to as (), med)-generating sets. Obviously, in Corollary 3.7 an example of a (), med)-generating set is de-
scribed.
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Remark 3.8. In order to generate the idempotent clone Id(L), the dual approach to the presented one can be used. More
precisely, for any a <L one can define the dual functions x; and med; as follows:

. _)xAy, ifx<a,
Xa X, y) = {va, otherwise, -
med (X, y) = (X\/y)A(a\/(X/\Y))~ (13)

Using dual arguments, it can be shown that the idempotent clone Id(L) can also be generated by the set {A, v} U { Xelae
L\ {1L}} U {medz | aeL\ {0, 1L}}. Note that in this case, any idempotent aggregation function A: L™ — L has the expression

n

Ax) = A\ (u:(x) v med ) (/\ % \/x,-)),

aeln i=1 =1
for all xeL", where u} represents the dual version of the function defined by (8).

There is an important question whether the above mentioned upper bound 2n — 1 for the (), med)-generating sets is
optimal. By optimality here we mean the minimal number of generators x.(x, y) and medq(x,y) which together with the
lattice operations v, A are needed in order to generate Id(L) for any n-element lattice L. In what follows we show that when
L is an n-element chain, the mentioned upper bound will be achieved.

Theorem 3.9. Let L be a finite chain with n>3 elements. Then the set G = {v, A} U {xa | a € L\ {0p}} U {medq | a € L\ {0, 1;}}
is a minimal (with respect to set inclusion) (x, med)-generating set of 1d(L).

Proof. For the sake of simplicity, let L = {1,2,...,n} be the finite chain with the usual order 1 <2 < ... < n. Note that in
this case 0, =1 and 1; = n. According to Corollary 3.7, the set G generates the idempotent clone Id(L). We prove that G is
minimal, i.e., no proper subset of G generates Id(L).

First we show that for any i e {2,...,n}, the set G;=G\ {x;} does not generate Id(L). For this, we find a subset B;CL?
such that B; is preserved by all the functions from G;, but which is not preserved by the function ;. According to the Baker—
Pixley theorem (see Remark 2.2), this yields that x; does not belong to the clone generated by the set G;. As x; € Id(L), this
implies [G;] € Id(L).

Forie{2,...,n—1} we put B; = {(i,i— 1), (i,i), i+ 1,i+ 1)}. The set B; forms a chain in L2, which is evidently a sub-
lattice of L2, hence B; is preserved by the lattice operations. If j <i— 1, then x ; coincides with the lattice operation v when
applied component-wise on elements of B;. Thus the set B; is also preserved by the function x;. Similarly, for j > i+ 1 the
function x; coincides with A when applied component-wise on elements of B;, except the case when j =i+ 1 and the pair
(i+1,i+ 1) being the first argument. In this case Xi+1((i+ 1,i+1), (x,y)) =({+1,i+1) for any (x, ¥)€B;, and the set B;
is preserved by all the functions y;, j > i+ 1. However, the function x; does not preserve B;, since

xi(@i=1),(+1i+ 1) = (. i+1), (- 1,i+ 1)) =({+1.i—1) ¢B;.

Further, we show that B; is preserved by all the functions med; for j € {2,....n—1}. Observe that med; are commutative
and for x <y we have

x, if j <x,
med;(x,y) =1Jj, ifx<j<y,
y. if j=y.

Since medj((i,i— 1), (i, i)) ={i-1)ifj<i-1, medj((i,i— 1), (i, i)) = (i,1) otherwise, and medj((i,l'f D, G+1,i+ 1)) =
(i.i—1)if j<i—1, medj((i,i—1), (1. 1)) = (i,i) if j =i, med;((i,i—1), (i.i)) = (i+ 1,i+ 1) otherwise, it can be easily seen
that B; is preserved by med;.

Fori=n we put B, ={(n,n—-1),(n—1,n—-1), (n —2,n—2)}. Similarly, as in the previous case it can be shown that B,
is preserved by all the functions from G,. On the other hand,

xn((mn=1),(n=2,n-2)) = (xa(n,n—2), xa(n—1,n=2)) = (n,n - 2) ¢ By.

This shows that any of the functions yx;, i € {2,...,n}, cannot be omitted from the generating set G.

In the second part of the proof we show that the same is valid for the medians. For ie {2,..., n—1} we put H; =
G\ {med;} and G = (L \ {i})2. Obviously, C;cL? and we show that it is preserved by all the functions from the set H;. Clearly,
L\{i} is a sublattice of L and so C; is a sublattice of L2 as well. If fe H;, it is defined via lattice operations and possibly using
a constant from L\{i} in the case of median functions. Hence, it follows that for any x, y € L\{i} we have f{x, y) e L\{i}. From
this it can be easily seen that C; is preserved by all the functions from H;.

On the other hand, for med; we obtain

med;((1,1), (1, 1)) = (med; (1, n), med;(n, 1)) = (i, 1),
which yields that med; does not belong to the clone generated by the set H;, O
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Observe that considering a general bounded lattice (L, A, V), two types of L-valued Sugeno integrals (coinciding with
the original Sugeno integral [18] if L =[0, 1] is the standard real unit interval equipped with the usual ordering of reals)
were introduced. For a fixed positive integer n, denote N = {1, ..., n}. A monotone set function wu: 2N — L with p(#) = 0 and
1(N) =1 which is an order homomorphism is called an L-capacity. Then the mappings Suy, : L" — L and Suj, : L" — L given
by

Sup (X1, x0) = \/ (L(E) A A\ %)

EcN icE

and

Sup (x1..... %) = /\ (RIN\E)v\/x).

ECN icE

are called a conjunctive and a disjunctive Sugeno integral, respectively. Moreover, these integrals are idempotent aggregation
functions on L. Observe that if L is a distributive lattice, then both types of the Sugeno integral on L coincide.
Now, an interesting problem opens, namely what is a role of Sugeno integrals for generating the idempotent clone on L.

4. Conclusion

In this paper we have presented a binary generating set of the idempotent aggregation clones on finite lattices. We have
also discussed the minimality of this generating set.

We believe that our results will be convenient also for the analysis of other special classes of idempotent aggregation
functions on lattices, or for explaining the role of Sugeno integrals for generating the idempotent clone.
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1. Introduction

Aggregation theory has its roots in ancient Greece where several kinds of means were already considered, cf. [1]. It is a
process when (usually numerical) data are merged in a single output. Mathematical theory of aggregation is then described
by the so-called aggregation functions satisfying some natural widely accepted constraints. Nowadays, it is a rapidly growing
field of mathematics where even non-ordered scales are considered. Traditionally, the major part of aggregation theory deals
with some real interval scales, the results are summarized e.g. in the monographs by Beliakov et al. [4,5] or Grabisch et al.
[11].

Classical theory of aggregation is based on numerical scales. However, during the last decades it turned out that this
approach cannot be applied in many natural practical situations. Consequently, more abstract scales were considered, in par-
ticular those forming a lattice or a poset. For example, in information sciences, and in particular for subjective decision prob-
lems, typical scales deal with bounded (distributive) lattices. Among different papers dealing with aggregation functions
acting on lattices we recall e.g. the seminal papers [8,9] or our recent papers [15,17,18].

One of the key observations concerning sets of aggregation functions on bounded posets is that they form a clone. The
clone theory has its origin in logic where algebras of functions modeling logical connectives have been considered. Clones
acting on non-empty sets have been studied for decades and many results on clones can be found e.g. in the monographs

* Corresponding author.
E-mail addresses: radomir.halas@upol.cz (R. Hala$), zbynek.kuracO1@upol.cz (Z. Kurac), pocs@saske.sk (J. Pocs).

https://doi.org/10.1016/j.ins.2021.02.070
0020-0255/© 2021 Elsevier Inc. All rights reserved.


http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1016/j.ins.2021.02.070&domain=pdf
https://doi.org/10.1016/j.ins.2021.02.070
mailto:radomir.halas@upol.cz
mailto:zbynek.kurac01@upol.cz
mailto:pocs@saske.sk
https://doi.org/10.1016/j.ins.2021.02.070
http://www.sciencedirect.com/science/journal/00200255
http://www.elsevier.com/locate/ins

Radomir Halas, Zbynék Kura¢ and J. Pécs Information Sciences 564 (2021) 193-201

[10,20,22]. It is worth noticing that the clone theory has many important applications in various branches of science, espe-
cially in discrete mathematics and information sciences. For example clone theory plays a crucial role in solving many nat-
ural problems which can be modeled as the so-called constraint satisfaction problems (CSP, for short).

Clones of functions are, roughly speaking, sets of functions containing all the projections and being composition-closed.
Particular classes of aggregation functions can be seen as special clones, ranging from the smallest one (all the projections) to
the largest one (all aggregation functions of a given lattice L). To be more specific, we mention two important classes of func-
tions, namely the class of all idempotent aggregation functions on L, and its subclass of idempotent lattice polynomials (i.e.,
Sugeno integrals, see [8,9]). The possible complexity of the aforementioned clones can be reduced when we look at their gen-
erating sets, i.e., subsets of aggregation functions from the considered clone such that their compositions generate all mem-
bers of that clone. This problem was discussed for idempotent lattice polynomials on a bounded distributive lattice L in [8,9],
see also [13,14], and for all idempotent aggregation functions on a bounded lattice L in [7,19].

In [18] we have shown that for lattices with at least three elements, no set of unary aggregation functions together with
the lattice operations is enough to generate the full aggregation clone. Consequently, at least one aggregation function of
arity at least two (and different from the lattice operations) must be present in every generating set. In our recent paper
[16] we have presented a general method for constructing various generating sets of the aggregation clone. Our approach
was based on extending L-valued capacities, cf. [21], leading to the so-called full systems of aggregation functions. We have
shown that aggregation functions from any full system together with certain unary aggregation functions and the lattice
operations already form a generating set of the aggregation clone. In comparison with the first result presented in [18],
where only one particular type of generating set of the aggregation clone was presented, the method based on full systems
allowed to find new families of generating sets. This more flexible method also provided a better upper bound for the num-
ber of generators of arity at most two that has been found in [18].

In several application exploiting information techniques the considered data are not real values, but they belong to some
different scale, such as linguistic scales equipped with the ordinal structure, for example. Then, mostly finite chains are con-
sidered (e.g., in evaluation of students), and the processing of several input data requires then some relevant aggregation
technique. Obviously, the number of all possible k-ary aggregation functions on a finite chain is still finite, but depending
on the size of the considered chain and the number of input arguments to be aggregated it can be rather large. Therefore,
any significant reduction of the number of considered aggregation functions that are needed to cover the clone of all aggre-
gation functions on a fixed finite chain is a challenging problem for all domains where general aggregation functions are con-
sidered (image processing, multicriteria decision support, expert systems, etc.). In our paper, we look for minimal sets
generating the clone of aggregation functions and we show that, working on an n-element chain, it is enough to consider
2n — 3 particular aggregation functions forming such a minimal set.

The aim of this paper is to extend previous results about generating sets of aggregation functions with respect to their
minimality. The minimality here is understood in the following sense: a set G of generators of a clone is called minimal
whenever no proper subset of G generates the clone. More precisely, we will deal with minimality of generating sets of func-
tions mentioned in [18].

The paper is organized as follows. In Section 2 we recall necessary algebraic concepts and tools used in the paper. In par-
ticular, we focus on clones as a crucial concept of the paper as well as on the famous theorem of Baker and Pixley as a crucial
tool. Next, some basic and preliminary observations concerning generating sets of the full aggregation clone are presented.
Section 3 contains our main results concerning the generating sets of the full aggregation clone with respect to their min-
imality. Special interest is devoted to chains for which it is shown that they can be characterized by the minimality of a
specific set of generators.

2. Preliminaries

In this section we briefly recall the basic notions and statements concerning lattices and clones which will be used in the
paper. For lattices and clones we refer to the standard monographs [12,22].

A lattice is a partially ordered set (L, <) such that for any pair of elements x,y € L there exists their supremum (the least
upper bound, or join) and their infimum (the greatest lower bound, or meet). The operations of join and meet are denoted by
xVyandx Ay, respectively. A bounded lattice contains the greatest element, denoted by 1, and the least element, denoted by
0.

An element x € L is covered by an element y € L (or equivalently, y covers x), written x < y, if x < y and there is no element
z € Lsuchthatx < z < y. An element x € L is said to be an atom of L if L has a least element 0 and 0 < x. The set of all atoms is
denoted by At(L).

Further we recall the notion of a clone. In universal algebra, a clone is a set % of finitary operations on a set A such that %
contains all the projections and it is closed under finitary composition (superposition). Let us note that for a positive integer
n e N and any i < n, the i-th n-ary projection is given by

pi(X1,...,Xn) == X;. (1)

Composition is defined in the following way: let f : A™ — A be an m-ary operationand g;,...,g,, : A" — A be a system of n-ary
operations. The composition is an n-ary operation given by
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f(glv"‘vgm)(xlv"'vxl”l) ::f(gl(xh"‘7X")7"‘7gm(x17"'7xﬂ))7 (2)

for all xq,...,x, € A.

It can be easily seen that the system of all clones on A forms a closure system (or intersection closed family) on the set ¢4
of all finitary operations on A. Consequently, the system of all clones is a complete lattice with respect to set inclusion. More-
over, given F C (4, the least clone ¢ (F) = "{% : F C ¥, %clone} always exists and it is referred to as the clone generated by F.
Adopting the universal algebraic point of view, for a given subset F C (4 the pair (A, F) can be seen as an algebra. Then the
clone generated by F represents exactly the family of all term operations of the algebra (A, F).

Characterization of clones is closely related to the preservation of certain relations. Let p C A’ be a d-ary relation on A, and
f: A" — A an n-ary operation on A. Then f preserves p, or p is invariant with respect to f, if for any d x n matrix (by) of ele-
ments of A all the columns of which belong to the relation p, then the same is valid for the d-tuple, arising when applying f to
the rows of the considered matrix, i.e.,

b]] b12 b]n f(b117b12~,~~~7b1n)
by b2, ban f(b21,b2a, ..., ban)

L T ] e = , e p.
ba ba, ban f(ba1,baz, ..., ban)

The fact that a function f preserves p will be denoted by f < p. For a family F C ¢, of operations, Inv(F) denotes the set of all
relations invariant with respect to all operations in F, i.e., Inv(F) = {p : (3n € N, p CA")and(Vf € F,f < p)}. Since the basic
operations in the direct power of algebras are computed pointwise, any d-ary relation p € Inv(F) can be seen as a subalgebra
of the d-th power of the underlying algebra (A, F).

In what follows we recall the famous Baker-Pixley theorem, which gives a very strong tool for the investigation of clones
on finite sets. Its application is closely related to the presence of the so-called near-unanimity operation.

Let d € N be a positive integer, d > 2. An operation g : A" — A is said to be a near-unanimity operation if for all x,y € A
the following identities are valid

X, xy)=8(X, ..., X Y. X) =... =g(¥,X,....,X) =X,

i.e., if g reflects arguments which are unanimous except for one.
In the case of lattices, 3-ary near-unanimity operations (called majority functions) can be obtained using the lattice oper-
ations of join and meet, respectively. These operations are defined by stipulations

8/ (%,y,2) = (XAY) V(Y A2Z) V(XN 2), (33)

g\(%,y,2) =(xVy)A(yVZ) A (xV2) (3b)
A classical theorem of Baker and Pixley [6] states that if A is a finite algebra with a (d + 1)-ary near-unanimity term and f is

an n-ary operation on A, then f preserves every subuniverse of A% if and only if f is representable by a term in A. Using clone
theory formulation we obtain:

Proposition 2.1. Let A be a finite set, F C ¢4 and assume that the clone %(F) generated by F contains a (d + 1)-ary near-
unanimity operation. Then for any f € ¢4 we have

fe®F) iff fap foralld- aryrelations p € Inv(F).
Due to the Baker-Pixley theorem it is known that every clone .#" over a finite domain A containing a near-unanimity oper-
ation is finitely generated, i.e., there exists a finite set F C ¢, of functions such that #" = ¢(F).

Further, we recall the definition of aggregation function on a bounded poset. Given a bounded poset P with 0 and 1, a
function f : P* — P is called an aggregation function if it is:

(i) nondecreasing, i.e., for any X = (x1,...,%,), ¥y = (V1,--.¥,) € P"
x<y, e, x; <y foralli=1,...,n, implies f(x) < f(y),
(ii) fulfills the boundary conditions
f(0,...,00=0 and f(1,...,1)=1.

It can be easily seen that the family of all aggregation functions on a bounded poset forms a clone, denoted by Agg(P) and
called the aggregation clone of P.

Obviously, considering a bounded lattice L, the operations join and meet are binary aggregation functions. Consequently,
for a finite lattice L its majority functions g, g, belong to the aggregation clone Agg(L), which yields that Agg(L) is finitely
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generated. In [18] a generating set consisting of simple unary and binary aggregation functions was presented. These aggre-
gation functions, beside the two lattice operations, are defined in the following way:
Let a € L be an element. We put y,:L — L as

1,if x > a,x # 0;
x — b b b 4
LalX) { 0, otherwise. @)
Further, for b € L we define a binary function @, : L x L — L by
1,if x=1,y=1,
XBpy = 0,if x=0,y=0; (5)

b, otherwise.

It can be easily verified that both y, and ¢, are aggregation functions. Let us note that for a # 0, the function y, represents a
characteristic function of the principal filter F(a) = {x € L : x > a} generated by the element a, while &, can be seen as “al-
most” constant aggregation function.

As one of the main results from [18] we recall the following proposition:

Proposition 2.2. Let L be a finite lattice. Then the aggregation clone Agg(L) on L can be generated by the lattice operations
V, A, by the functions y,,a € L, defined by (4) and by the functions &;,b € L, defined by (5).

Example 2.3. Consider the binary aggregation function f defined on a three element chain L with elements 0 < a < 1 which
is depicted in Fig. 1.

We provide a formula expressing the function f as a composition of functions (4) and (5) mentioned in Proposition 2.2.
Involving considerations from [18] and using distributivity of L, we have:

FY) = [0V 1) A xBY)] V [ %) A x&1))] V (L) A D)) V 1) A (X)) (6)

Remark 2.4. Once a generating set G is considered, another one with functions of arbitrary high arity can be easily con-
structed. For an n-ary aggregation function f € G and m > 1 define an (n + m)-ary function f by
f(x17"'7xn7"'7xn+m) :f(xl:~--7xn)7
i.e., the “new” function f depends only on the first n variables. Obviously, the set G = {f’ :f € G} is a generating set as well.
This simple construction shows that there exists a countable system of generating sets of Agg(L) which are pairwise

disjoint. Obviously, as the set of all finitary aggregation functions defined on a finite set is countable, any system with such
properties is at most countable.

Fig. 1. A binary aggregation function f : L — L.
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The paper is focused on a simple generating set mentioned in Proposition 2.2. The simplicity of this generating set is two-
fold. Firstly, the generating functions are of minimal possible arities (cf. [18] where it was shown that for |L| > 3 at least one
aggregation function different from the lattice operations of arity higher than 1 must be present in any generating set). Sec-
ondly, the generating functions (beside the lattice operations) attain only two or three values, respectively.

Hence, we formally introduce the notion of a (), ®)-generating set of the aggregation clone.

Definition 2.5. Let L be a finite lattice. A set {Vv,A}US is said to be a (y,®)-generating set of Agg(L), provided
SCc{y,:ael}u{e,:bel}and {v,A} US generates the aggregation clone Agg(L).

Going back to Example 2.3, one can easily verify that not all of the aggregation functions (4) and (5) described in Propo-
sition 2.2 are needed in order to generate the aggregation clone. Indeed, the formula (6) can be expressed in the following
form:

fx,y) = [((xD1%) V (y21Y)) A (xBoY)] V [(xDox) A (x21Y)] V [((x21X) A (¥B1Y)) V (YS0Y)) A (XBaY)]-

In the following section we will investigate which of them can be omitted in general.

3. Characterization of chains by minimality of generating sets

It is well known that vector spaces are completely determined by their bases. For finitely dimensional vector spaces all
bases have the same number of elements (equal to the dimension). Analogical situation can be found across the whole math-
ematics: we have a certain structure and a subset by which it is generated. Concluding, generation is one of the key concepts
in mathematics. Usually, generating sets of minimal cardinalities are of the greatest importance.

In this section we will investigate minimality of (), &)-generating sets of the aggregation clone. Recall that minimality is
related to the inclusion relation, i.e., a (), ®)-generating set G of the aggregation clone Agg(L) is minimal if no proper subset
of G is (), ®)-generating. In other words, our aim is to identify minimal elements in the set of all (y, ®)-generating sets par-
tially ordered by the inclusion relation.

For the investigation of minimality we mainly use Baker-Pixley theorem (see Proposition 2.1 and the related remark con-
cerning finite lattices) in its negative form. That is, in order to show that some aggregation function f cannot be omitted from
a generating set G, we find a binary relation p € Inv(G \ {f}) such that f does not preserve p. Consequently, f does not belong
to the clone generated by G\ {f}, i.e., the set G\ {f} does not generate Agg(L).

First, we state some technical results which can be easily checked.

Lemma 3.1. Let L be a finite lattice. Then for any a,b,c € L such that a # 1,b # 1,a%b and c # 0 the following hold:

(i) xo(X) = x.(x®cx) for all x € L.
(ii) %, (x) = y,(x@px) for all x € L.

(iii) x®oy = ,(1 (x) Ay (y) for all x,y € L.
(iv) x®1y = xo(X) V xo(y) for all x,y € L.

Let us note that if a lattice L contains the only atom a € At(L), then it can be easily verified that y, and y, represent the
same aggregation function. The following lemma shows that if L possesses more atoms, the functions y,,a € At(L), can be
expressed by the function y,, too. The proof is straightforward and hence omitted.

Lemma 3.2. Let L be a finite lattice and a € At(L) be an atom. Then
Xa(X) = Yo(X N (X&aX)) 7)
forall x € L.

In the light of the previous statements there is a natural question which of the ) and @ functions can be omitted from the
generating sets. In what follows we will give the answer to this question for aggregation clones on finite chains.
Theorem 3.3. Let L be a finite chain and

G={y,:aecl}u{dy:becl\{0,1}}U{A,V}.
Then the set G. = G\ {&.} does not generate the aggregation clone Agg(L) for any c € L\ {0,1}.
Proof.. Let c € L\ {0, 1} be an arbitrary element. Denote by L. the subchain L\ {c}. Note that L. is closed with respect to the

operations Vv and A. Define a binary relation p CL x L as

p={(xx):xel}.
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First, we show that each function from G, preserves the relation p. For the function y,,a € L, applied on a pair (x,x) € p we
obtain either (y,(x), x,(x)) = (1,1) provided x > a, or (),(x), x,(x)) = (0,0) if x2a,a # 0. Hence all the functions y,,a €L,
preserve the relation p.

Further, consider a function @,,b € L\ {c, 0,1}, and pairs (x,x), (y,y) € p. We obtain that the pair (x®,y, x®py) is equal to
one of the following three possibilities: (0,0), (1,1) or (b, b). In any case, (x®py,XDpY) € p, i.e., the relation p is invariant with
respect to ®.

For the operations v and A let us consider the pairs (x Vy,xVvy) and (X Ay,x AY), respectively. Since L. is closed under v
and A, it follows that both pairs belong to the relation p, provided (x,x), (¥,¥) € p. Thus this yields that p is invariant with
respect to all operations in the set G..

If G. generates the aggregation clone, then according to Baker-Pixley theorem, the relation p would be preserved by every
aggregation function. However, for the function @, and the pairs (0,0),(1,1) € p we obtain (0¢.1,0®:1) = (c,c) ¢ p.
Consequently, the set G. does not generate the aggregation clone Agg(L).

Theorem 3.4. Let L be a finite chainand b € L\ {0, 1} be an element such thatb ¢ At(L). Then the function y,, is contained in each
(x, ®)-generating set of the aggregation clone Agg(L).

Proof.. Let b e L\ {0,1},b ¢ At(L) be an arbitrary element and put
G={t,:aeliu{e.:aecl}u{v,A}

We show that the set G, = G\ {),} does not generate the clone Agg(L).
Let us define a binary relation p CL x L by

p={ch)u{xx:xel),

where c satisfies ¢ < b. Note that the assumptions on the element b imply that c¢,b # 0 as well as ¢, b # 1.

We shall verify that p is invariant with respect to all functions from the set G, while y, does not preserve p. Due to Baker-
Pixley theorem this yields that the clone generated by G, differs from the full aggregation clone Agg(L).

Indeed, let a € L\ {b}. Evidently, for a pair (x,x) € p we have only two possibilities: either (y,(x), x,(x)) = (0,0) € p, or
(Xa(x), %a(x)) = (1,1) € p, depending on the mutual position of the elements a and x. Also, considering the pair (c,b) € p we
obtain (y,(c), x4(b)) = (0,0) for a < c and (y,(c), x4(b)) = (1,1) for a > b.

Next, consider a function &, for some a € L. Obviously, for each x,y € L the relation (x®.y, x®qy) € p is valid. Since ¢,b # 0
as well as c,b # 1, it can be easily seen that (c@&qx, bdax) = (c@qcC, bdeb) = (a,a) € p for all x € L. Consequently, the function
@q preserves the relation p.

For the operation Vv, consider pairs (c,b), (x,x) € p for some x € L. If x <, then (cvx,bVx)=(c,b) € p. For x > c we
obtain (c vx,bVvx) = (x,x) € p for all x € L. Evidently (x Vy,x vVy) € p for all x,y € L, thus we have shown that the relation p
is invariant with respect to the operation V. Similarly, it can be shown that p is invariant also with respect to the operation A.

Finally, the fact that the function y, does not preserve the relation p is obvious, as (c,b) € p, while
(26(€) 15 (b)) = (0,1) ¢ p.

The following theorems provide characterizations of finite chains by means of minimality of certain (), ®)-generating set
of the clone of all aggregation functions. First we formulate the result for finite lattices having at most three elements. We
will investigate the cases n = 2 and n = 3 separately, n denoting the cardinality of a lattice. Let us note that one of the impli-
cations of the following theorem can be easily deduced from the well-known fact that the lattice operations on a two-
element chain form a minimal generating set of the monotone clone. Despite this fact, we present its elementary proof.

Theorem 3.5. Let L be a finite lattice. Then the set {\/, A} is a minimal (), ®)-generating set of the aggregation clone Agg(L) if and
only if L is a two-element chain.

Proof.. Let L be a finite lattice with |L| > 3. We show that in this case {V, A} does not generate Agg(L), hence it is not a min-
imal (y, ®)-generating set. For this consider the relation p C L x L such that p = {(0,0), (1, 1)} and an aggregation function ¢,
for some ceL\{0,1}. It can be easily seen that p is invariant with respect to the lattice operations, while
(0®.1,0®.1) = (c,c) ¢ p, i.e., &, does not preserve p.

Further, we show that if L is a two-element chain, then {V, A} is a minimal (y, ®)-generating set of Agg(L). According to
Proposition 2.2, the set {v, A} U {)o, X1} U {®o, 1} generates the aggregation clone. However, it can be easily seen that

XoX) = 1 (x) =xforallx € L,
as well as

X®oy =xAyandxe;y=xVvyforallx,y €L
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This yields that the set {\V, A} generates the clone Agg(L). As any (), ®)-generating set contains the lattice operations by def-
inition, the set {V, A} is obviously minimal.

Theorem 3.6. Let L be a finite lattice, |L| > 2 and a € L,a # 0,a # 1 be an arbitrary element. Then the set {V, A} U {®o, ®q, ®1} IS
a minimal (y, ®)-generating set of the aggregation clone Agg(L) if and only if L is a three-element chain.

Proof.. Let L be a finite lattice such that |L| > 4. We show that the set G = {V, A} U {®, ®q, ®1} does not generate the aggre-
gation clone. Let b € L with b ¢ {0,a,1} and consider the relation p = {(0,0), (a,a), (1,1)}. As the set {0,a,1} CL forms a
sublattice of L, it follows that p is invariant with respect to the lattice operations. Also it can be easily verified that each
of the operations ¢y, $q, 1 preserves the relation p. However, (04,1,09,1) = (b,b) ¢ p, i.e., the operation &, does not
belong to the clone generated by the set G.

Further, we show that if |L| = 3, i.e., L is a three-element chain, the set G forms a minimal (), ®)-generating set of Agg(L).
According to Proposition 2.2, the set GU { o, X4, X1 } is @ generating set of the aggregation clone. Since a € L is the only atom
of L, it follows that y, and x, represent the same aggregation function. Also, for all x € L we obtain x@®ox = y;(x) and
XP1X = )o(x). Hence, the set G generates the aggregation clone Agg(L).

Due to Theorem 3.3, the operation ¢, cannot be omitted from the set G. To show that the similar assertion holds for @y,
consider the relation p, = {(a,a); (1,1)}. Obviously, p, is invariant with respect to any member of G\ {®¢}, while it is not
preserved by the operation @(. Hence, the set G\ {®p} is not a generating set of Agg(L). Analogously, if we consider
p1 = {(0,0); (a,a)}, we obtain that the operation &; must be also present. This shows that G is a minimal (y, ®)-generating
set of the aggregation clone on a three-element chain.

Theorem 3.7. Let n > 4 be a positive integer and L be an n-element lattice. For an arbitrary atom a € At(L) denote
Ke={y,:beL\{0,1,a}} U{&:ceL\{0,1}} U{v,A}. (8)

Then the set K, is a minimal (y, ®)-generating set of the aggregation clone Agg(L) if and only if the lattice L forms a chain.

Proof.. Let a € At(L) be an atom and let K,, given by (8), be a minimal (y, ¢)-generating set of the aggregation clone Agg(L).
We show that in this case the lattice L is a chain.

First, assume that there is another atom b € At(L). If n = |L| > 5, there is an element c € L\ {0, 1,a, b} such that, due to
Lemma 3.1 (i), xo(X) = x.(x®cx). Consequently, according to (7) of Lemma 3.2, the function j,, belongs to the clone generated
by the set Ko\ {,}. i.e., K4 is not minimal.

If n =4, then L = {0,1,a,b},a,b atoms. In this case we have
To(X) = XB1X = (XBaX) V (XDpX)

for all x € L, which similarly as in the previous case yields that y, € K, \ {y,}. i.e., K, is not minimal.
Further, suppose that a is the only atom in L. If L is not a chain, then there is a pair u, v € L of incomparable elements with
uA v > a#*0. Consequently

XDuppy = (XBuY) A (XB,Y),

which yields that K, \ {®u.,} generates the aggregation clone Agg(L) as well.

Thus the minimality of K,, with respect to generation of Agg(L), implies that L is a chain.

Conversely, suppose that L is a chain and let a € At(L) be the only atom. As |L| > 4, from Lemma 3.1 we obtain that the
functions y,,; and @®o,®; can be generated from K,, while y, =y, as a is the only atom of L. Hence, according to
Proposition 2.2 the set K, is a (), ®)-generating set of the aggregation clone Agg(L).

Since L is a chain, according to Theorem 3.3, no aggregation function &.,c € L\ {0, 1} can be omitted from the generating
set K. Similarly, Theorem 3.4 yields that all functions y,.b € L\ {0,1,a} must be contained in K,. Thus K, represents a
minimal (y, ¢)-generating set of Agg(L).

4. Possible applications

Clones play an important role in universal algebra. In fact any clone defined on a non-empty base set A represents a family
of all term functions corresponding to an algebra with the support A.

Skipping technical difficulties, we shall provide a more detailed explanation of this important fact. An algebra A = (A, F) is
a set A equipped with a family F of finitary operations on it. The set of terms T¢(X) over an algebra A = (A, F) is the smallest
set of symbols containing all variables X, which is closed under the operation symbols from F, i.e., if f € F is an operation
symbol and t;,...t, are terms then f(ty,...,t,) € Tr(X) as well.
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Every n-ary term t € T¢(X) induces in the natural way the term operation A : A" — A and it can be easily seen that the
family 7% = {tA:t € Te(X)} of all term operations forms a clone on the underlying set A. It is apparent from the definition

of a generating set of a clone that if F generates a clone % on a set A, then A = (A, F) is an algebra for which 7% = & holds.

Let us remark that relating clones with term operations of suitable algebras appears in many situations across mathemat-
ics. For example, taking the two-element Boolean algebra 2 = {0, 1} with operations A,V and complementation /, it follows
that the clone of all term operations on 2 is equal to the clone of all operations on the set {0, 1}. This is an algebraic version of
the well-known fact of propositional logic that every truth table can be realized by a formula in conjunctive (disjunctive)
normal form.

Specifically, if L is a finite lattice and G is a (), ®)-generating set of the aggregation clone, then 7% = Agg(L), where
L = (L,G) is the corresponding algebra. It is well-known that Agg(L) is generated by the lattice operations if and only if L
is a two element lattice, cf. Theorem 3.5. Hence the algebra L = (L, G) can be seen as an extension of the lattice L in such
a way that the extended set of term functions coincides with the family of all aggregation functions.

In the realm of universal algebra, even more can be said about the family 7% of all term operations over an algebra A. To
be more specific, the family 7 equiped with the set of operations F forms the so-called free algebra with countable set of
generators in the variety (equational class of algebras) generated by the algebra A = (A, F). Recall that a free algebra F,-(X)
over a set X for a class ¥ of algebras of the same type is an algebra generated by X which belongs to ¥~ and has the universal
mapping property, i.e., for every B € ¥~ and every function » : X — B there is a unique homomorphism h : F,-(X) — B extend-
ing the mapping v (that is, »(x) = h(x) for all x € X). It is a well-known fact in universal algebra that F,-(X) exists for every
variety ¥~ and it is unique up to isomorphism. Recall that a variety ¥~ generated by an algebra A is the smallest variety con-
taining A and due to the famous Birkhoff’s theorem, ¥~ = HSP(A). Here the operators P, S and H denote (in this order) form-
ing arbitrary direct products of the algebra A, taking subalgebras and homomorphic images of the respective classes of
algebras.

Applying the above mentioned fact to the case of algebra L = (L, G), L finite, G a (), ®)-generating set of the aggregation
clone, we obtain F, (X) = (Agg(L), G),X countable, v~ = HSP(L), i.e., the pair (Agg(L), G) represents a free algebra with count-
ably many generators in the variety HSP(L). There is a close connection between properties of varieties and the structure of
their free algebras. The variety HSP(L) has some desired properties, e.g., it is finitely generated as L is a finite set, it is con-
gruence distributive since L has a lattice reduct, etc.

One of the main tools of the study of varieties is determination of identities which are valid in all algebras belonging to
this class. In the case of the variety HSP(L), the identities valid within this class coincide with the set ¥; of all identities sat-
isfied in L. This can be obtained by describing a finite equational basis, i.e., a finite list of (term) identities of L that imply all
the other identities valid in L. Note that if a finite algebra is a member of a congruence distributive variety of a finite type
(only finite number of operations are presented), then it has a finite equational basis.

Consequently, the elements of some equational basis can be used as rewriting rules, allowing to study aggregation func-
tions (free algebra in the variety HSP(L)) by means of the so-called term rewriting systems, cf. [2]. Note that a term rewriting
system is a set of rewriting rules, identities [ ~ r such that the term [ is not a single variable and Var(l) D Var(r). These equa-
tions are considered only in one direction, e.g. from left to right, and usually rewriting rules are denoted as [ — r.

One can use the term rewriting system approach to aggregation functions for the study of certain kinds of normal forms.
In this context, a term t is a normal form with respect to a term rewriting system R if there is no term s such that t — s, where
— D R represents one-step reduction relation, cf. [2,3] for more details. In our opinion, a normal form associated with any
aggregation function may serve as an important tool in the study of questions related to aggregation theory, e.g., it can be
used for estimation of the number of particular classes of aggregation functions.

Another possible approach how to tackle issues connected with a process of merging several values in a single represen-
tative is to study aggregation functions by means of process algebras, cf. [3]. A process algebra represents an approach to
study processes via universal algebraic methods, particularly using equational logic. In this case the word process refers
to behavior of a system, where a system is anything with observed behavior, e.g., actions of a machine, an execution of a
software system, or actions performed by a human being.

The main idea behind the approach to the algebraic study of processes is that a process is something that obeys a certain
set of axioms, while axioms are equations (identities) asserting the equality of certain terms. Thus, the approach taken to
reason about behavior is axiomatic and uses algebraic tools. There is a view of concurrent processes whereby each process
is a term over a certain signature of operator symbols. By interpreting these symbols on nets or transition systems one can
find semantical interpretation of considered terms (in our particular case aggregation functions), while considering the rela-
tion of derivability between the subsets of terms and terms itself allows to syntactical study of aggregation functions.

5. Conclusion

In this paper we have discussed the minimality of (), ®)-generating sets of the full aggregation clone on finite chains.
These minimal sets were described and it has been shown that its special form provides a characterization of finite chains.
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In the future research we intend to extend the results concerning the minimality of certain generating sets of the full
aggregation clone also for other types of finite lattices. We also plan to investigate similar problems for other important sub-
clones of the full aggregation clone, in particular for the clone of idempotent aggregation functions.

CRediT authorship contribution statement

Radomir Halas: Conceptualization, Methodology, Investigation. Zbynék Kurac: Investigation. Jozef Pécs: Investigation,
Writing - original draft.

Declaration of Competing Interest

The authors declare that they have no known competing financial interests or personal relationships that could have
appeared to influence the work reported in this paper.

Acknowledgments

The authors were supported by the project of Grant Agency of the Czech Republic (GACR) No. 18-06915S and by the pro-
ject MSMT Mobility 8]J19AT023; the second author by the IGA project of the Faculty of Science Palacky University Olomouc
PrF2020014; the third author by the Slovak Research and Development Agency under the contract No. APVV-16-0073 and by
the Slovak VEGA Grant 2/0097/20.

References

[1] C. Antoine, Les Moyennes, Que Sais-Je? [What Do I Know?], vol. 3383, Presses Universitaires de France, Paris, 1998.
[2] F. Baader, T. Nipkow, Term rewriting and all that, Cambridge University Press, 1998.
[3] J.C.M. Baeten, T. Basten, M.A. Reniers, Process Algebra: Equational Theories of Communicating Processes, Cambridge Tracts in Theoretical Computer
Science 50, Cambridge University Press, 2010.
[4] G. Beliakov, H. Bustince, T. Calvo, A practical guide to averaging functions, Springer, 2016.
[5] G. Beliakov, A. Pradera, T. Calvo, Aggregation Functions: A Guide for Practitioners, Studies in Fuzziness and Soft Computing 221, Springer, 2007.
[6] K.A. Baker, A.F. Pixley, Polynomial interpolation and the chinese remainder theorem for algebraic systems, Math. Zeitschrift 143 (1975) 165-174.
[7] M. Botur, R. Halas, R. Mesiar, ]. Pécs, On generating of idempotent aggregation functions on finite lattices, Inform. Sci. 430-431 (2018) 39-45.
[8] M. Couceiro, ]J.-L. Marichal, Characterizations of discrete Sugeno integrals as polynomial functions over distributive lattices, Fuzzy Sets Syst. 161 (2010)
694-707.
[9] M. Couceiro, J.-L. Marichal, Associative Polynomial Functions over Bounded Distributive Lattices, Order 28 (2011) 1-8.
[10] B. Csakany, Minimal clones - a minicourse, Algebra Universalis 54 (2005) 73-89.
[11] M. Grabisch, J.-L. Marichal, R. Mesiar, E. Pap, Aggregation Functions, Cambridge University Press, Cambridge, 2009.
[12] G. Grétzer, Lattice Theory: Foundation, Birkhduser, Basel, 2011.
[13] R. Halas, R. Mesiar, ]. Pécs, A new characterization of the discrete Sugeno integral, Inform. Fusion 29 (2016) 84-86.
[14] R. Halas, R. Mesiar, ]. Pécs, Congruences and the discrete Sugeno integrals on bounded distributive lattices, Inform. Sci. 367-368 (2016) 443-448.
[15] R. Halas, R. Mesiar, ]. Pécs, Generators of Aggregation Functions and Fuzzy Connectives, IEEE Trans. Fuzzy Syst. 24 (6) (2016) 1690-1694.
[16] R. Halas, R. Mesiar, J. P6cs, On generating sets of the clone of aggregation functions on finite lattices, Inform. Sci. 476 (2019) 38-47.
[17] R. Halas, J. Pécs, On lattices with a smallest set of aggregation functions, Inform. Sci. 325 (2015) 316-323.
[18] R. Halas, J. Pécs, On the clone of aggregation functions on bounded lattices, Inform. Sci. 329 (2016) 381-389.
[19] R. Halas, Z. Kurag, R. Mesiar, ]. Pécs, Binary generating set of the clone of idempotent aggregation functions on bounded lattices, Inform. Sci. 462 (2018)
367-373.
[20] S. Kerkhoff, R. Péschel, F.M. Schneider, A Short Introduction to Clones, Electronic Notes Theor. Computer Sci. 303 (2014) 107-120.
[21] E.P. Klement, R. Mesiar, On the Expected Value of Fuzzy Events, Int. J. Uncertainty, Fuzziness Knowl.-Based Syst. 23 (2015) 57-74.
[22] D. Lau, Function algebras on finite sets, Springer-Verlag, Berlin, 2006.

201


http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0005
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0005
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0010
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0010
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0015
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0015
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0015
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0020
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0020
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0025
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0025
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0030
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0035
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0040
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0040
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0045
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0050
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0055
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0055
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0060
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0060
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0065
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0070
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0075
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0080
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0085
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0090
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0095
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0095
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0100
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0105
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0110
http://refhub.elsevier.com/S0020-0255(21)00212-7/h0110

Check for
updates

7,') Available online at www.sciencedirect.com

ScienceDirect Fuzzy

sets and systems

ELSEVIER Fuzzy Sets and Systems 372 (2019) 111-123

www.elsevier.com/locate/fss

Transfer-stable means on finite chains

Zbynék Kurad

Palacky University Olomouc, Faculty of Science, Department of Algebra and Geometry, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc, Czech Republic

Received 15 June 2018; received in revised form 14 September 2018; accepted 22 October 2018
Available online 23 October 2018

Abstract

According to [5], the arithmetic mean is a function characterized by four features: it is non-decreasing, idempotent, symmetric
and additive. The first three of them can be naturally converted to the theory of posets but the last one generally can not. Due to
this problem, we will replace it with another suitable property, which is called transfer-stability. However, we do not get the exact
arithmetic mean but some approximation. These functions will be called transfer-stable means. The first aim of the paper is to show
that transfer-stable means on a finite chain form a lattice which is isomorphic to the direct power of a finite chain. The second goal
is to create a generating set of transfer-stable means, i.e., means that can generate all other transfer-stable means of the same arity
by classical composition of functions. The last goal deals with question of how to generate all transfer-stable means of any arity by
binary transfer-stable means only. For this problem we define special transfer-stable means composition.
© 2018 Elsevier B.V. All rights reserved.
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1. Introduction

Aggregation is a process which characterizes a set of observed values by a single value. A function describing
this process is called an aggregation function. The definition of the aggregation function as a non-decreasing function
satisfying boundary conditions is reasoned for example in ([2], [5]). Probably, the arithmetic mean is the most promi-
nent among all aggregation functions. Let us mention, that means and averages play an important role in aggregation
theory and decision making, ([1], [4], [9]). Recall that lattices are partially ordered sets in which finite suprema and
infima exist. Lattice theory is quite well established discipline of algebra, for details we recommend the book [6].

Now we could ask how the arithmetic mean converts into the lattice theory. It has been shown (see [5]) that the
arithmetic mean is characterized by the following features: it is non-decreasing, idempotent, symmetric and additive.
The first three can be easily transformed into the lattice theory. There is a problem with additivity because lattices do
not generally possess an addition operation. For this reason, we need to replace the additivity with another suitable
property that the arithmetic mean meets. The new property takes into account the fact that the arithmetic mean of the
values x and y is the same as the arithmetic mean of the values x + ¢ and y — ¢ (or x — ¢ and y + c¢) for any real
number c. This property is called transfer-stability or transfer principle ([10], [11]) and can be easily transformed into

E-mail address: Kury.Z@seznam.cz.

https://doi.org/10.1016/j.fs5.2018.10.009
0165-0114/© 2018 Elsevier B.V. All rights reserved.


http://www.sciencedirect.com
https://doi.org/10.1016/j.fss.2018.10.009
http://www.elsevier.com/locate/fss
mailto:Kury.Z@seznam.cz
https://doi.org/10.1016/j.fss.2018.10.009
http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1016/j.fss.2018.10.009&domain=pdf

112 Z. Kurac¢ / Fuzzy Sets and Systems 372 (2019) 111-123

lattices using the covering relation. Using both transfer-stability and idempotency we are able to show the only class
of lattices suitable as domains of such functions are chains. As a result, we have converted the arithmetic mean into
finite chains. However, the characterization of arithmetic mean no longer applies on the finite chains. Therefore we
do not get the exact arithmetic mean on finite subsets of real line but the obtained mean has similar properties. This
mean is not the only one. There exists a whole class of such means which are called transfer-stable means.

In the next section we construct a lattice of transfer-stable means with respect to given arity and size of the chain.
We can prove that this lattice is isomorphic to the lattice that is the direct power of a corresponding chain. In the
case of binary transfer-stable means we will show that they form a Boolean lattice. Another topic of this paper is the
study of generators of the set of all transfer-stable means. This problem is divided into two parts. In the first part we
find generating transfer-stable means for given arity using the classical composition of functions. In the second part
we deal with the general generating set, i.e., means which generate other transfer-stable means on a finite chain of
arbitrary arities. However, for the purpose of this research the generation uses a newly created composition rather than
the classical composition of functions.

2. The lattice of transfer-stable means

Definition 2.1. Let (L, <) be a lattice and x, y € L. Then y covers x (y is a successor of x), written x < y, if x <y,
x # y and thereisno element z € L, 7 # x, z # y, such that x <z < y.

Definition 2.2. Let (L, <) be a finite lattice with O as the smallest element of L and with 1 as the greatest element
of L, and k € N. A mapping A : L¥ — L is called a k-ary aggregation function on the lattice L, if it is non-decreasing,
i.e., for any x,y € Lk

x<y= A(X) < A(y)
and it satisfies boundary conditions, i.e.,

AQ©,...,00=0 and A(,...,DH)=1.
Definition 2.3. An aggregation function A : LXK — L on the lattice L is called:

i) Idempotent,if A(x,...,x)=x forall x € L.
ii) Symmetric, if

A, ooy Xiy ooy Xy X)) = AL, o Xy Xy, X))

foralli,je{l,...,k}and x;, x; € L.
iii) Transfer-stable, if

A, ooy Xy ooy Xy X)) = AL, e Vi ooy Yoo o5 X))

forany i, j € {l,...,k}and x;, y; € L where x; < y; and y; < x;.

Remark 2.4. In the rest of paper we will denote the arity of an aggregation function by the symbol k and the symbol n
indicates the number of elements of lattice.

Idempotent aggregation function or transfer-stable aggregation function can be defined on any lattice L. However,
if we combine these properties together, i.e., we get idempotent transfer-stable aggregation function 7, then we only
need to work with a chain C, in our case with a finite chain C,. The problem occurs, for example, in the case of
a 4-element lattice L = {0, a, b, 1}, where a, b € L are incomparable. Then we would get that 7S (a,a) = TS (b, b)
which is not possible.

The arithmetic mean on (a subinterval of) real line is an idempotent, symmetric, additive, and non-decreasing
function according to [5]. We can not use additivity in our case (on general lattices the addition is not implemented)
and we replace it with transfer-stability. We get an idempotent symmetric transfer-stable non-decreasing function. We
can easily prove that these properties are not independent as shown by the following proposition.
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Proposition 2.5. Let C,, be an n element chain, n € N. Let TS : Cfl — Cy, be a transfer-stable function. Then TS is
a symmetric function.

Proof. Let x;,x; € C;, with x; # x;. We can suppose without loss of generality that x; < x;. By transfer-stability
of TS, we have

TS(xl,...,x,-,...,xj,...,xk)=TS(x1,...,xj,...,xi,...,xk),

which proves symmetry. O

Moreover, Corollary 4.22 in [5] (p. 144) is not fulfilled for the finite chains, therefore the resulting function is not
only one, but there is a set of functions that are a suitable approximation of the arithmetic mean, that is, the resulting
functions behave similarly to arithmetic mean. As a result, we obtain the following definition.

Definition 2.6. Transfer-stable mean on a finite chain C, is a transfer-stable idempotent aggregation function
7S : Ck — C,. Moreover, the class of all transfer-stable means on the finite chain C,, is denoted by the symbol TSMc,

and the symbol TSMg;) denotes all k-ary transfer-stable means on the chain C,.

Since we are examining the set TSME{Z), we could ask whether this set is closed under the composition of functions.
The following proposition provides the answer to this question.

Proposition 2.7. Let C,, be a finite chain and let k,l € N\ {1}. Let A : Cﬁ — C;, be an idempotent aggregation function
and By, ..., B : Cfl — C, be transfer-stable means on C,. Then the function D = A (By, ..., By) : C,ll — C,, given
by

D(x) = A(Bl(x), Bk(x)) vxeCl

is an l-ary transfer-stable mean on Cy,.

Proof. A proof that the function D is an aggregation function is mentioned, for example, in [5]. Verifying that the
function D is idempotent and transfer-stable is trivial. O

Due to transfer-stability, all k-tuples can be divided into classes, that is, the transfer-stable mean divides the lat-
tice CX into individual “layers”.

Definition 2.8. The subset of k-tuples of Cl‘,, which are linked together by transfer-stability, is called a block, that is,

two elements X,y € C,’; belong to the same block if 7S(x) = TS(y) forall TS € TSMg{n). The blocks containing constant
k-tuples, i.e., (x, ..., x), are called side blocks and the remaining blocks are called main blocks.

In definition, idempotence is not needed because it is important only for blocks containing constant k-tuples.
Obviously, each block is fully determined by its arbitrary k-tuple, therefore blocks are typed into square brackets (“[”
and “]”). Functional value of element belongs to side block is fully determined but function values of element of main
blocks belong to a certain subset of the lattice L, which is not a singleton. Later, we will find that this subset is a
two-element set.

Given a transfer-stable mean 75 : C,]f — C,, then from its properties of idempotency and transfer-stability, we
can assign some k-tuples whose images (functional values) in 7S are equal to the same set. For example, for
C4 =1{0,a, b, 1} and a ternary transfer-stable mean 7S : Ci’ — C4 we have a set

{(1,0,0), (b,a,0), (a,b,0),(0,1,0), (b,0,a),
(a,a,a),(0,b,a), (a,0,>b),(0,a,b),(0,0,1)},

whose triples map to on a because 7S(a, a, a) = a. This side block can be written as [(1, 0, 0)]. An example of the
main block for the aforementioned lattice and the transfer-stable mean is, for example, the block
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TS(x,y)
=1
t——= {b,1}
——=>
+———= {a,b}
——=—a
+———= {0,a}
b—=0

Fig. 1. All blocks of binary transfer-stable mean on C4 and their sets of images.

{1,a,0),(,b,0),(a,1,0),(1,0,a),
(b,a,a),(a,b,a),0,1,a), b,0,b),
(a,a,b),0,b,b),(a,0,1),(0,a, 1)} =[0,a, )],

where the functional values of the triples are not uniquely determined.

First, let us take a look at the case k = 2, i.e., binary transfer-stable means. Suppose that C4 = {0, a, b, 1} is the
four-element chain, where 0 < a < b < 1. Then each binary transfer-stable mean is in one of the following forms (see
Fig. 1, where the “square” pairs represent 4 side blocks and the “circle” pairs form 3 main blocks):

7S(0,0) =0,

75(0,a) =TS(a,0) € {0, a},

TS0,b) =TS(a,a) =TS(b,0) =a,

750, 1) =TS(a,b) =TS(b,a) =TS(1,0) € {a, b},
TS(a, 1) =TS(b,b) =TS(1,a) =b,

TS(b, 1) =TS(1,b) € {b, 1},

7S(1,1)=1.

We see that all transfer-stable means differ only on pairs (0, a), (0, 1), (resp. (a, b)) and (b, 1), i.e., in the main
blocks [(0, a)], [(0, 1)] and [(b, 1)] (not containing pairs (x, x)). Functional values of the main blocks are independent
of each other, i.e., for each main block we have 2 options for choosing a functional value. We get that the number
of binary transfer-stable means on the four-element lattice is 8. Due to the fact that the transfer-stable means differ
by these functional values, we can uniquely write a transfer-stable mean in the form (z; | z2 | z3), where z; € {0, a},
72 €{a, b}, z3 € {b, 1}.

In general, we can write a binary transfer-stable mean on the lattice C, = {cy, ..., c,} inform (z1 [ z2 | ... | Zp—1)-
Then all blocks are as follows

[(c1, ens [(er, €)1 [(ea, €215 [(e2, €3)15 [(e3, €3)]5 -5 [(en—t1s en) |5 [ens )]

and the element z; corresponds to the i-th main block [(c,-, Citl )] fori =1,...,n — 1. For this reason, the element z;
can also be called the main block. This main block is unambiguously determined by the position of the element z;

in the form (z1 | z2 | ... | zn—1). Furthermore, the element z; represents the image of all pairs belonging to this main
block.

Proposition 2.9. Let C,, be an n-element chain, n € N. Then the set of binary transfer-stable means TSM(Czn) constitute

a Boolean lattice with 2"~ elements.

Proof. Suppose that C,, = {cy, ..., ¢,} is an n-element chain. Then we can write a binary transfer-stable mean in the
form (z1 |...|zy—1), where z; € {cj,ci+1}, i =1,...,n — 1. Element z;, i € {1,...,n — 1}, is a functional value of
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the pairs belonging to the i-th main block [(ci, ci+1)] ~ z;. Due to being C, a chain the images of the main blocks
are independent of each other. Hence, the number of binary transfer-stable means on C,, is equal to

e, ead - Heas es o Henot, cn} | =271

In the light of Proposition 2.7, it is trivial that a meet or join of two transfer-stable means (performed componen-
twise) is a transfer-stable mean as well. In addition, {(c; | ¢z | ... | cn—1) is the smallest transfer-stable mean and the
mean (c2 | ¢c3 | ... | cp) is the greatest one. Thus, the set TSM(Czn) forms a finite lattice. We will show the existence of

the complementation. Let 7S = (z1 | ... | z,_1) be a transfer-stable mean and the transfer-stable mean T3 is defined by
TS = (y1|...| yn—1), where y; € {c;, cis1}, ¥i # zi. Then the function TS or 7S has an element ¢;, i =1,...,n — I,
in position i. In the meet, we get the function (cy | ... | c,—1). Similarly, one of these ones has an element c¢;41,
i=1,...,n—1,in the position i. The result of the join of these functions is {(cz | ... | ¢,). Altogether, the function TS

is a uniquely determined complement to the function 7S. Thus TSM(gn) is a uniquely complemented lattice. The proof
is complete because all finite uniquely complemented lattices are distributive. O

The following trivial consequence discusses generators of the set TSM(CZn), i.e., using meets or joins of these transfer-
stable means we generate the whole set of binary transfer-stable means.

Corollary 2.10. Let C,, be an n-element chain. Then every binary transfer-stable mean is a join or meet of atoms of
lattice TSM(CZM), that is, all atoms of TSM(CZn) differ from the smallest transfer-stable mean {c1 | ca | c3|...| ch—2 | Cn—1)
in only one value.

Proof. Let(z;|z2]...|z,—1) be abinary transfer-stable mean on a chain C,= {cy, ..., c,}andlet (c; | c2 | ... | cn—1)
be the smallest transfer-stable mean. Let I = {i € {1,...,n — 1} | z; # c;} then
@ilzal.day=\/(alel. . leitlzilcipi] .. lea).
iel

We get two extreme cases. For the smallest transfer-stable mean is / = . In this case, the mean is a meet of two
different atoms of lattice TSM(CZH). As for as the biggest transfer-stable mean we have I ={1,...,n —1}. O

In the second part of this chapter we consider at the case of arities larger than 2. The difference from the pre-
vious case is that this time we do not assign the same set of images to only one main block but £ — 1 main
blocks, i.e., there are k — 1 main blocks between two consecutive side blocks. For example, we allocate k-tuples
(ciCiy...ycivcj), (CiyCiyensCjyCj), ..., (ciscj, ..., cj,cj), where ¢;, cj € Cy, ¢; < ¢}, to functional values from
the same set, even though these k-tuples are not tied by transfer-stability, i.e., they do not belong to the same main
block.

Definition 2.11. A section is the set of k-tuples to which we assign functional values of transfer-stable mean from the
same set, that is, a section is a set of main blocks that have the same set of images.

In case of ternary transfer-stable means on C4 = {0, a, b, 1} we have 6 main blocks and 3 sections, where the first
section contains main blocks [(0, 0, )] and [(0, a, a)], the second section main blocks [(a, a, b)] and [(a, b, b)] and
the third section [(b, b, 1)] and [(b, 1, 1)].

The size of each section is equal to 1 for binary transfer-stable means, i.e., there is only one main block in each
section. The number of all sections is equal to n — 1. Similarly, transfer-stable means of higher arities have the same
number of sections as binary transfer-stable means, i.e., n — 1. The difference is in the size of sections, i.e., the
number of main blocks that have the same set of images. Due to this fact, the images of the main blocks have to
be ordered inside the same section for transfer-stable means of arity higher than 2. For example, we can not choose
A(ciy...,Ci ci,cit1) = ciy1 and A (ci, ..., Ci,Ci+1,Ci+1) = ¢; because A would not be an aggregation function,
since (cj, ..., Ci, Ci, Ci+1) < (Ci, ..., Ci, Cit+1, Ci+1)- Images of individual sections are independent of each other as in
binary case.
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Using the introduced notation for the main blocks, we can write k-ary transfer-stable means on finite chain
C,=/{c1,c2,...,cn—1, cp} in the form of

1 _1 1 2 2 2 n—1 _n—1 n—1
<zl,zz,.--,zk_1Izl,zz,...,zk_l|~~~|Zl .2y ,...,zk,1>,
where zj,2, ; {c1,e2}, 2] <2) < ... <z}_,, form the first secti 2 .2 2 (c2,¢3)
21225502y € {e1,02), 77 <25 £ ... < zg_,, form the first section, z7,z5,...,Z;_; € {c2,c3}),
2 2 2 . n—1 _n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
727 <z5 <... < z;_,, the second section and z|™ ', z, seeenZp_y € {en—t,cud, 2y <2y  =...=<z,_,,is the

last (n — 1)-th section. Specifically, all ternary transfer-stable means on C3 are

(0,0]a,a),(0,0]a,1),(0,0]1,1),
(0,ala,a),(0,ala,l1),{0,a|l,l1),
(a,ala,a),{a,ala,l),{a,all,l),

where (0,0 | a, a) is the smallest ternary transfer-stable mean and (a, a | 1, 1) the greatest one.

Before we pronounce the final theorem of this chapter, let us take a look at the number of main blocks at any k-ary
transfer-stable mean. We already know that the number of sections depends only on the size of the lattice, not on the
arity of the transfer-stable mean. Thus, for C,, we get n — 1 sections. For example, for C5 = {0, a, b, ¢, 1} we have
4 sections whose images belong to the following sets, respectively: {0, a}, {a, b}, {b, ¢} and {c, 1}. On the other hand,
the number of main blocks in one section is dependent only on the arity of the transfer-stable mean. Let us consider
the k-ary transfer-stable mean on Cs. Then main blocks in the section {0, a} are as follows for binary, ternary and
quaternary transfer-stable mean.

k 2 3 4
[0, a)] [(0,0,a)] [(0,0,0,a)]
[0, a,a)] [(0,0,a,a)]
[(0,a,a,a)]

We simply see that increasing the arity leads to an increase of the number of main blocks in one section, specifically
to k — 1. We conclude that the number of all main blocks of a k-ary transfer-stable mean on finite chain C, is equal to
(n—1)- (k—1). Now we can formulate a generalized claim of the Proposition 2.9.

Theorem 2.12. Let C,, be an n-element chain, n € N. Then the number of all k-ary transfer-stable means on C,, is
equal to k"~ and

®) ~ (n-1
TSME = cp

Proof. Let us suppose that C,, = {c1,c2, ..., cn—1, cn} is an n-element chain. Then we can write any transfer-stable
mean in the form:
1.1 1 2 2 2 -1 _n—1 -1
(zl,zz,...,zk_l 21,25, s 2y |- 12, 25 »'--»ZZ—1>-
The choices of values of individual sections are mutually independent but inside one section they are not. The num-
ber of options for choosing one section is equal to k because elements z’l, z’z, R 12—1 have to be ordered for any
iefl,...,n—1},ie,z| <75 <... <z;_,. Moreover, z’j €{ci,cit1} forall j e{l,..., k— 1}. Overall, the number

of all k-ary transfer-stable means is equal to "~

It is clear that the meet or join of transfer-stable means is a transfer-stable mean, so TSMg‘n) is a lattice, where
(c1y...,c1|-..lcn=1,-..,cn—1) is the smallest transfer-stable mean and (c2,...,c2|...|cn, ..., cpn) is the greatest
transfer-stable mean on C,,. The distributivity is obvious because the meet or join of transfer-stable means is performed
componentwise.

Consider n — 2 fixed sections. Then we get k transfer-stable means

(~'-|ci,C[,--~,ci,ci|--~>,

ocivciyoo,civei ),
( jle)
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<...|C,’,Cl',...,cj',cj' |>,
(...|C,’,Cj,...,Cj,Cj | ),
(.‘.|Cj,Cj,...,Cj,Cj | ),
where ¢; <c¢j and i, j € {1,...,n}. We see that these transfer-stable means are linearly ordered, i.e., they form Cy. In

the second step, we fix all but 2 chosen sections, which give us k? transfer-stable means forming the lattice C,%. In an
analogous way, we conclude that all transfer-stable means on L form CZ_I. O

Corollary 2.13. A transfer-stable mean TS : C,’f — C,, is an atom of the lattice TSMg(n) if and only if it differs from the
smallest transfer-stable mean only in the last element of just one section.

Proof. The smallest transfer-stable mean on an n-element chain C,, is in the form

(Cl,...,Cl | ...|Cn_1,...,Cn_1>.
—— N——
k—1 k—1
If we increase one element in a section (it must be the last one in the section necessarily, otherwise the monotony
would be violated) we get an atom of the lattice TSMg‘n). Obviously, there is no transfer-stable mean between this

mean and the smallest mean, that is, it is indeed an atom of the lattice TSMg‘n). O

At the end of this chapter we take a look at the evaluation of transfer-stable means. The evaluation process is based

on modifying an input to a desired form. The goal is to modify, by transfer-stability, the original input (x1, ..., xk),
where xy, ..., xx € Cy, into one of the following forms
(ci,Ciy..oncisGi),
(Ci,ci,-..,ci’Ci—i-l),
(CiyCiyorr’s Cig1,Cig1) s
(Cis Cigls ooy Cit15Cig1) s
forsomeie{l,...,n—1}.

Let <z%, zé,...,z,ifl | z%,z%, ) -~vZ%71 [... |zq’_1,zg_l, -~~’ZZ:11> be a k-ary transfer-stable mean on the lattice
C,=/{c1,...,cn}). Then z; efci,cipihi=1,....,n—1;j=1,...,k—1and z; is the j-th main block in the i-th
section. The main blocks in i-th section are as follows

[(cir....civcivD)]o .o [(civeirciprs .o civ)] [ (i ciprs oo cieD)]s
that is, the element zj corresponds to the main block [(c;, ..., ¢, Cit1,...,cig1)] fori=1,...,n—1.
————

J
Example 2.14. We want to find the image of input (c, 1, b, 1, a) using the mean
TS(x1, x2, x3,x4,x5)=(0,0,0,a|a,a,b,b|b,b,b,c|1,1,1,1)
on the lattice C5 = {0, a, b, c, 1}. Applying the transfer-stability we get

TS, 1,b,1,a) L TS, b, e, 1, D) ‘BY 1S, b, e, e, 1) "BV TSb, e, ¢, e, 0,
where the 5-tuple (b, c, ¢, c, c) generates 4-th main block in section between elements b and c, i.e., 3-rd section
| b, b, b, c|. Thus, we look for the element zi, which according to the form of 7S corresponds to the element c, that
is, TS(c, 1,b,1,a) =c.
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3. The generating set of transfer-stable means

In this chapter we focus on those transfer-stable means which generate all the other ones. The problem arises if we
want to generate a transfer-stable mean by using transfer-stable means of lower arity. For example, we mention the
construction from ([3], [7], [8]), where aggregation functions were generated by using unary and binary aggregation
functions employing the clone theory. In our case, we cannot use this theory because the projections are not transfer-
stable means. Therefore, we have to avoid the projections when generating transfer-stable means. For this reason we
focus in the first part of this chapter on problem how to generate transfer-stable means of fixed arity. For this we will
use so-called medial transfer-stable means.

Definition 3.1. Let n be the number of elements of chain C,, = {c1, ..., c,} and let k be an arity of a transfer-stable
mean on C,,. Then a medial transfer-stable mean is

k—1 k—1 k—1
<C1,...,Cl,C2,...,02|6‘2,...,C2,C3,...,C3|...|Cn_l,...,Cn_l,Cn,...,Cn)
——— —— —— — —_—  — —

N s—1 s s—1 K s—1

k
foreven k and s = > or

k—1 k—1 k—1
<C1!"'9C11C2a"-a62|621"'1C2a637"'7c3|"'|Cl’l—l""’cl‘l—l$cn7"'7cn)
—_——— — ) ——— e — —_—— ) —, —

s—1 s—1 s—1 s—1 s—1 s—1

k
for odd k and s = I:E + 1:| , where [x] is an integer part of x.

k—1

From the previous chapter we know that each section is in the form | ¢;, ..., ¢, Cit+1, ..., ci41 | for any ¢; € G,
—_—— —— —

P q
where p,q € {0, 1, ...,k — 1}, that is, a section consists of just two elements ¢; and c;1. The following definition

describes a specific relation between the two sections.

Definition 3.2. Let i, j € {1,...,n — 1}, i # j. Then the i-th section, in the form | ¢;, ..., ¢, Ci+1, ..., Ci+1 |, and the
————

q
Jj-th section, in the form | ¢j, ..., cj,cjt1,...,cjy1 |, form a cross inversion.
——

q

Definition 3.3. An inner generating transfer-stable mean is the medial transfer-stable mean except for the last two
sections, where the last two sections form a cross inversion. Therefore

(Cla"'7617627"'7C2 | --~|Cn—?n~~-»Cn—3acn—2a~--acn—2|Cn—2’~--,Cn—2|Cna-~~acn>a
—_———— — —
s—lors s—1 s—lors s—1
<. | cn—2s s Cn—2,Cn—1 | Cu—1,Cn, «~~,Cn),
(. | cn—2,Cn—1s--+sCn—1, | Cn—1, ...,Cn_l,Cn),
(. | Cl’l—ls ~~~scn—17 | Cn—lv--'vcn—l>s

are all inner generating transfer-stable means on a chain C, and the number of these means is k.
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For example, every two sections of an odd arity medial transfer-stable mean (k is odd) form a cross inversion.
Obviously, the odd arity medial transfer-stable mean is the inner generating transfer-stable mean. Additionally, all
the inner generating transfer-stable means differ from the medial transfer-stable mean in the last two sections. The
next construction dedicates so-called outer generating transfer-stable means. In this construction, besides the medial
transfer-stable means we use the greatest and the smallest transfer-stable means, i.e.,

TS™ ={c1,...,c1|... | CnetyervyCnzt),
TS"™ =(ca,...,c2|...|Cnye..,Cn)
are the smallest 75" and the greatest 7S”"* transfer-stable means on a chain C,,, respectively.

Definition 3.4. Let C,, be an n-element chain, n € N, and [ € {1, 2, ...,n — 3}. Then an outer generating transfer-
stable mean on C,, is defined as follows:

i) The first (I — 1) sections are the same as the medial transfer-stable mean.
ii) If /-th section is in one of the following forms

ety .. e,
[ty oo e s
ety oscrsCiets e Ciet |y
[ ———)
s—2

then the remaining sections correspond to the greatest transfer-stable mean, i.e.,

(O|Cl,...,C1|C1+2,...,Cl+2|...|C,1,...,Cn>,
<o|c1,...,cl,cl+1 |c1+2,...,c1+2|...|cn,...,cn),
<o|C],...,C[,Cl+1,...,cl+1 |Cl+2,...,cl+2|...|Cn,...,cn>,
— ————
s—2
where
O:Cl,...,cl,CQ,...,6‘2|...|Cl_l,...,Cl_l,C[,...,Cl.
S— —— —_—
s—1lors s—1 s—1ors s—1

iii) If /-th section is in one of the following forms

lery o oscrsCiets oo Cist |y
———

lcr,crgt, o s it |,
| Cl415 -+ Cl4+1 |7
then the remaining sections correspond to the smallest transfer-stable mean, i.e.,

(.|cls"'9clvcl+l»"'»cl+l |cl+17"'7cl+l|"'|cn—17"'7cn—1>1
—_—
s
(ol crocivts syl it cipr ol enmty ey Cnmt)s

<o|c1+1,...,c1+1 [ Clgts . s Cla |...|cn,1,...,cn,1).
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There are (k — 1) outer generating transfer-stable means for fixed /. We get that the number of all outer generating
transfer-stable means is (k — 1) - (n — 3). In the proof of the following Theorem 3.5 the lattice operations are used,
but the lattice operations are not transfer-stable means. However, we can use the following equalities for the meet and
join of transfer-stable means. Let 7S and TS, be transfer-stable means. Then

TS| A TSy = TS™"(TS), ..., TS1, TS2),
TS,V TSy =TS (TSy,...,TS1,TS>).
Theorem 3.5. Let k,n € N, k > 2, n > 3. Let us suppose that a set G contains all k-ary inner and outer generating

transfer-stable means on a chain C, and the k-ary smallest and greatest transfer-stable mean on C,,. Then the set G
generates all k-ary transfer-stable means on the chain C,, and its cardinality is equal to (n —2)k — (n — 5).

Proof. Let
.1 1 n—3 n—3 n—2 n—2,_n—1 n—1
TS_<zl,...,zk_1 [P AR S B OO Sl 4 ,...,zk_1>
be a k-ary transfer-stable mean on a chain C,, = {c1, ..., c,}. Let us denote symbols 75" and TS"** the smallest and

the greatest transfer-stable means, respectively. Further, the symbol 7S* indicates the medial transfer-stable mean.
Then there are the inner generating transfer-stable means 751 and 7S, such that the mean 7S; has the same last
(n — 1)-th section as the mean TS and the mean 75, has the same (n — 2)-th section as the mean TS. Let us denote
TS! either the meet or join of the means 7'S| and 7'S> which has the same last two sections as the mean 7.

In the next step we focus on the (n — 3)-th section of the mean TS and there are two disjoint possibilities:

1) The means TS and TS* have the same (n — 3)-th sections. In this case we focus on the (n — 4)-th section of the
mean T5S.

2) If (n — 3)-th sections of the means TS and TS* are not the same, then there is only one outer generating transfer-
stable mean TS3, which has the same (n — 3)-th section as the mean 7S. Then we denote TS/ either the meet or
join of the means 73 and 7S’ which has the same last two sections as the mean T'S.

In the equal way we investigate the remaining sections, i.e., i-th sections for i € {1,...,n —4}. Thus we have
proved that any mean 75 is the meet or join of inner and outer generating transfer-stable means, i.e., inner and outer

generating means form a generating set of lattice TSMgCn). |

Example 3.6. Let k =5 and n =6, i.e., Co ={0,a,b,c,d, 1} and s = [% + 1:| = 3. The medial transfer-stable mean
is
TS*=(0,0,a,a|a,a,b,b|b,b,c,c|c,c,d,d|d,d,1,1).
Applying a cross inversion to the last two section (i.e., 4-th and 5-th) we get the inner generating transfer-stable means
(0,0,a,ala,a,b,b|b,b,c,c|c,c,c,c|1,1,1,1),
(0,0,a,ala,a,b,b|b,b,c,c|c,c,c,d|d,1,1,1),
(0,0,a,ala,a,b,b|b,b,c,c|c,c,d,d|d,d,1,1)
(0,0,a,ala,a,b,b|b,b,c,c|c,d,d,d|d,d,d,1),
(0,0,a,ala,a,b,b|b,b,c,cld,d,d,d|d,d,d,d)

and the number of these means is k = 5. The 5-ary smallest transfer-stable mean on chain Ce is

)

TS™" =(0,0,0,0 |a,a,a,a|b,b,b,b|c,c,c,cld,d,d,d)
and the 5-ary greatest transfer-stable mean is

8" =(a,a,a,a | b,b,b,b|c,c,c,c|ld,d,d,d|1,1,1,1).
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The outer generating transfer-stable means for / € {1, 2, 3} are
[=3:
(0,0,a,ala,a,b,b|b,b,b,b|d,d,d,d|1,1,1,1),
(0,0,a,ala,a,b,b|b,b,b,cld,d,d,d|1,1,1,1),
0,0,a,ala,a,b,b|b,c,c,c|c,c,c,cld,d,d,d),
)

(
(0,0,a,ala,a,b,blc,c,c,clc,c,c,cld,d,d,d).

N
Il
»

0,0,a,ala,a,a,alc,c,c,cld,d,d,d|1,1,1,1),
O’O7a7a |a7a7a’b|C’C’C’c|d7d’d7d| 17 ]" 1’ 1)?
O?O7a’a|a7b’b’b|b7b’b’b|C7C$C7c|d’d!d7d>’

)

{
(
{
(0,0,a,a|b,b,b,b|b,b,b,b|c,c,c,cld,d,d,d).

~
—

(0,0,0,01b,b,b,b|c,c,c,cl|d,d,d,d|1,1,1,1),
(0,0,0,a|b,b,b,b|c,c,c,c|d,d,d,d|1,1,1,1),
(0,a,a,ala,a,a,a|b,b,b,b|c,c,c,c|d,d,d,d),
(a,a,a,a|a,a,a,a|b,b,b,b|c,c,c,c|d,d,d,d).

The number of outer generating transfer-stable means is (k — 1)(n — 3) =4 - 3 = 12. Thus the number of all 5-ary

generating transfer-stable means on Cg is equal to 5+ 12 = 17 and with the smallest and greatest transfer-stable means

we get that the cardinality of the generating set G (from Theorem 3.5) isequalto (n —2)k — (n —5)=4-5—-1=19.
Moreover, the number of all 5-ary transfer-stable means on chain Cg is k"1 =55 =3125. Let

TS=(0,a,a,a|a,a,b,b|b,b,b,c|c,d,d,d|d,1,1,1)

be the 5-ary transfer-stable mean on chain Cs. We use the proof of Theorem 3.5 to find inner and outer generating
transfer-stable means, which generate the transfer-stable mean 7S. According to the first part of the proof, there are
inner generating transfer-stable means

7S, =(0,0,a,ala,a,b,b|b,b,c,clc,c,c.d|d,1,1,1),
7S;=(0,0,a,ala,a,b,b|b,b,c,c|c,d,d,d|d,d,d,1)
such that

TS’:TSIvTS2=<O,O,a,a|a,a,b,b|b,b,c,c|c,d,d,d|d,1,1,1).

In the next step we focus on (n — 3) = 3-rd section of the mean 7'S. We find the relation between the third section
of the mean TS and the medial mean 7S*. We get that the sections are different. Therefore, there is only one outer
generating transfer-stable mean

TSg:(0,0,a,a|a,a,b,b|b,b,b,c|d,d,d,d|1,1,1,1)
such that

TS”:TS3A(TSIvTSg):<O,0,a,a|a,a,b,b|b,b,b,c|c,d,d,d|d,1,1,1).

Next, we determine the relation between the second section of the mean 7S and the medial mean 7.S*. This time, we
get that the sections are the same (754 does not exist) and

Ts’”=TS”=<o,o,a,a|a,a,b,b|b,b,b,c|c,d,d,d|d,1,1,1).

In the last step we check the relation between the first section of the mean TS and the medial mean 7.S*. We get that
the sections are different. Consequently, there is only one outer generating transfer-stable mean
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TSS=<0,a,a,a a,a,a,a|b,b,b,b|c,c,c,c|d,d,d,d>
such that

TSV = TS5 v (TS3 A (TS v TS2))
=(0.a.a.ala.a.b.b|b.b.b.clc.ddd|d1,11).

\

Finally, we obtain that there are 5-ary inner generating transfer-stable means 757 and TS, and there are 5-ary outer
generating transfer-stable means 7.S3 and 7'S5 on the chain Cg, which generate 5-ary transfer-stable mean 7S on the
chain Cg.

In the conclusion of this article we look at how to generate a transfer-stable mean using a transfer-stable mean of
lower arity. Another difference from the previous composition of the transfer-stable means is that we do not use the
“classic” composition of functions. We create a new composition of functions specially constructed for transfer-stable
means.

Definition 3.7. Let (o |...|a,—1) and (B1|...| Bu—1) be binary transfer-stable means on a chain C,. Then the
mapping © : TSM(CZH) — TSM(C? defined as follows
(ar|...lap-1) @ (B1|...1 Bu-1) =
<min (alv ﬁl) ’ max (a19 131) | e | min (an—ls ﬂn—l) ’ max (an—l» ﬁn—l))

is called a componentwise composition of binary transfer-stable means. Moreover, if o; < §; foralli € {1,...,n — 1}
then

(a1 ... lop—1) @ (B l...| Bue1) =1, B1 | ... [ au—t1, Bu—1) -

From Definition 3.7, for a k-ary transfer-stable mean is valid

11 1 2 .2 2 n—1 _n—1 n—1
<Z1,Zz,~~~,zk_1|Zl,Z27-«~7Zk_1|'~-|Z1 » 29 ""’Zk—l>

1 2 -1 1 2 —1 1 2 —1
<z1 2], >@<z2|z2|...|zg )@...@(zk,1 12, |...|z,’:_1>,

where on the right side of equality there are only binary transfer-stable means that can be generated by the atoms of
a lattice TSM(CZn).

Theorem 3.8. Let C,, be an n-element chain. Then the class of all transfer-stable means TSMc, is generated by binary
transfer-stable means and by mappings vV, A, @.

Proof. Based on Corollary 2.10 and Definition 3.7. O
4. Conclusion
In this paper, we have shown that the binary transfer-stable means on a chain form Boolean lattices. Other transfer-
stable means form a lattice which is isomorphic to the direct power of chains. We have also shown how fixed arity
transfer-stable means are generated. At the end, we briefly looked at the universal generating of transfer-stable means.
Future articles could focus on a similar topic. The difference would be that the transfer-stability would be replaced

by another suitable property, which is fulfilled by the arithmetic mean. Another paper could deal with the set G from
Theorem 3.5. It could be shown that the set G is the smallest generating set.
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The paper by Z. Kurac, 2019 deals with a new property, the so-called transfer-stability,
characterizing the arithmetic mean. With this property, it is possible to define special
forms of arithmetic mean on finite chains. The idempotence property was required for this
definition. In this paper, we neglect this necessity and deal only with transfer-stable aggre-
gation functions. Thanks to this fact, it is possible to define these aggregation functions on
any finite lattice (hereinafter “lattice”) and not only on finite chains. Transfer-stable aggre-
gation functions can be defined on any finite lattice. Nevertheless, there is a subclass of fi-
nite lattices, the so-called transfer-stable lattices, where the behavior of the transfer-stable
aggregation functions is simply described because the transfer-stability classes are linearly
ordered. Therefore, the main goal of this paper is characterization of these transfer-stable
lattices. The second half of the paper deals with some useful properties associated with
the lattice of all k-ary transfer-stable aggregation functions.

© 2020 Elsevier Inc. All rights reserved.

Distance
Path

1. Introduction

Rather often we have to deal with aggregation of values from some ordinal scales, mostly represented by means of
bounded distributive lattices. As a particular case, finite chains could be considered. Note that there were proposed some
versions of arithmetic mean on finite chains, see, e.g. [9,13,14]. The aim of our paper is to generalize these ideas for finite
lattices (hereinafter “lattices”) considering also incomparable elements and thus to propose some versions of the arithmetic
mean on rather general ordinal (e.g., linguistic) scales which start to be more and more considered in multicriteria decision
support [4,7,12].

The topic of this paper generalizes the topic in [10] that studied the so-called transfer-sable means. To recall, the paper
[10] deals with the connection between the arithmetic mean [2,5] and finite chains. The means and averages play an im-
portant role in aggregation theory [1,3,8,9] and in lattice theory which is quite well established discipline of algebra (see
[6] for more details). However, it would be useful (or even necessary) to find a new property characterizing the arithmetic
mean that could allow it to be easily applied to the lattice theory. The original feature was additivity which we replaced by
transfer-stability [11,14]. Transfer-stability is a property of functions that does not change the functional value if we move
one variable up (increase) by the distance d and move the other variable down (decrease) by the same distance d. For
example, real transfer-stable function fulfills f(x,y) = f(x+d,y —d) for all d € R. This change has created new functions,
idempotent transfer-stable functions, that could only be defined on chains.
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Fig. 1. Example of Hasse diagram and diagram that is not Hasse.

In this paper, we remove the idempotence and only deal with the transfer-stable aggregation functions. Thus, the domain
of these functions increases to the whole class of finite lattices. However, it appears that the transfer-stable aggregation func-
tions behave differently on some lattices than on others. The first interesting class is a class of the so-called distance-stable
lattices that preserve all the distances between elements. In this class, the behavior of the transfer-stable functions can be
easily described and the interesting features, like a relation to distributive and modular lattices, arise. Another (interesting)
class is a class of the so-called transfer-stable lattices, which preserve the linear order of the blocks. In simple terms, the
blocks are transfer-stability classes.

In the light of these discoveries, we can easily define transfer-stable aggregation functions, and above all, we focus on the
structure of all k-transfer-stable aggregation functions. In addition, it is necessary to distinguish two cases: distance-stable
lattices and transfer-stable distance-unstable lattices, because the transfer-stable aggregation functions behave differently in
individual cases.

2. Distance-stable lattices

The cover relation in the lattices is integral to the transfer-stability. This relation plays an important part in the theory
of transfer-stable functions. Then we recall how an aggregation function and a transfer-stable function are defined.

Definition 2.1. Let (L, < ) be a finite lattice and x, y € L. Then y covers x (y is a successor of x), written x<y, if x < y and
there is no z € L such that X < z < y. Moreover, the notation x<y means x<y or x =y.

Definition 2.2. Let (L, < ) be a finite lattice with 0 as the smallest element of L and with 1 as the greatest element of L,
and k e N. A mapping A: L¥ — L is called a k-ary aggregation function on the lattice L, if it is non-decreasing, i.e., for any
X,y e Lk

X=<y=AX) <Ay)
and it satisfies boundary conditions, i.e.,

A0,...,0)=0 and A(1,...,1)=1.
Definition 2.3. A function A: L¥ — L on the finite lattice L is called transfer-stable, if

A(Xl,...,X,',...,Xj,...,Xk):A(X],...,y,',...,yj,...,Xk)

for any i, j € {1,...,k} and x;, y; € L where x;<y; and y;=<x;.
The class of all transfer-stable aggregation functions on the finite lattice L is denoted by the symbol TSAgg; and the

symbol TSAgg{k) denotes all k-ary transfer-stable aggregation functions on the lattice L.

In the study of the transfer-stable means [10] and the transfer-stable aggregation functions, it has been shown that the
distance between elements in the lattices is another important property in the theory of transfer-stable functions.

Definition 2.4. Let L be a finite lattice. Then distance between elements a, b € L, a < b is the number of edges (line seg-
ments) in Hasse diagram between a and b in the lattice L.

The symbol D,, denotes the set of all distances between the elements a and b. Denote d;(a, b) := minD,, the least
distance between a and b and D; (a, b) := max D, the greatest distance between a and b.

Remark 2.5. If it will be clear which lattice we mean, we will avoid the lower index in d;(a, b) and D;(a, b).

Remark 2.6. A Hasse diagram (see Fig. 1) is a graphical rendering of a partially ordered set displayed via the cover relation
of the partially ordered set with an implied upward orientation. A point is drawn for each element of the poset, and line
segments are drawn between these points according to the following two rules:

1. If x < y in the poset, then the point corresponding to x appears lower in the drawing than the point corresponding to y.
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1
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Fig. 2. Lattice L.

2. The line segment between the points corresponding to any two elements x and y of the poset is included in the drawing
iff x covers y or y covers x.

The path from a to b in the lattice L is the sequence of elements X1, ...,x; € L such that
A=X] <Xp <...<ZXp_1 <Xp=Dh.

Whenever P = {a = x1,X3,...,X,_1,Xn = b} is a path from a to b then the symbol |P| denotes the number of elements in the
path P, that means |P| = n and the symbol ||P|| denotes the path length (the number of edges in the path P) from a to b in
the lattice L, that means ||P|| = |P| — 1. The most important paths in the lattice L are paths from 0 to 1 and all these paths
are denoted by the symbol PathL.

Example 2.7. Let L be the lattice depicted in Fig. 2.

Let us consider elements a and h. Then P; = {a, b, h}, P, = {a,c,e,h} and P; = {a, d, f, g, h} are all paths from a to h in the
lattice L. Moreover |Py| =3, ||Pi|| =2, || =4, ||R]|| =3, || =5, ||| =4. Overall Dy, = {2,3,4}, d(a,h) =2, D(a,h) =4.
All paths in PathL are Q; = P,U {0, 1}, i € {1, 2, 3} and therefore PathL = {Qq, Qz, Q3}.

We can divide the class of lattices into two subclasses by the distances between the elements 0 and 1 according to
Definition 2.4. The first subclass contains all lattices that have an unambiguous distance between 0 and 1. The second
subclass is a complement to the first class, that means, there are a, b € L such that |Dg,| > 2. The following definition
describes a first subclass of these two subclasses.

Definition 2.8. The finite lattice L is called distance-stable if the distance between each two elements is unambiguously
defined, i.e., d(a,b) = D(a,b) foralla, b € L, a < b.

Lemma 2.9. The finite lattice L is distance-stable if and only if d(0,1) = D(0, 1).

First impression might suggest that distance-stable lattices could have very useful properties and this impression is jus-
tified. One of the first features is described by the following Lemma which shows that the class of distance-stable lattices
contains two of “the most important” lattice classes.

Lemma 2.10. If the finite lattice L is distributive or modular then L is the distance-stable.

Proof. Let us suppose that the lattice L is distributive or modular, i.e., it does not contain a pentagon as a sublattice, and
L is not distance-stable. Then there are two elements a, b € L such that their distance is not unambiguous, that means
there are two different paths P = {ay,...,ap} and Q = {bq, ..., bq} from a to b where p,q € N, p # q. Then there are indexes
ie{l,....p} jke{l,...,q} such that the lattice {a, a; b;, by, b} is a sublattice of lattice L which is neither distributive nor
modular, which is a contradiction with the assumption. O

Unfortunately, the opposite implication is not fulfilled because, for example, the lattice depicted in Fig. 3 is distance-
stable but not distributive or modular.

Another useful property is the power of the lattice showing that the direct product of the distance-stable lattices is a
distance-stable lattice.
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Fig. 3. Non-distributive non-modular distance-stable lattice.

Lemma 2.11. Let L be a distance-stable lattice. Then
di2 (%1, %2), (V1.¥2)) = dL (X1, ¥1) + di (X2, ¥2)
for all (x1, x2), (y1, ¥2) € L2, (x1, x2) < (¥1, ¥2).

Proof. From the fact that L is a distance-stable lattice follows that there is a path P; = {xy,a;,...,ap,y,} and a path P, =

{x2,b1,....bq,¥2}, e, di(x1,y1) =p+1and di(x,y2) =q+ 1.
Using the paths P; and P, we create a path P between (xq, X,) and (1, ¥2).

(*1,%2) = (a1,%) — ... = (ap, X2) — Y1, %2) = Y1, b1) — ... = (V1. bg) — (¥1.¥2)-
We can see that d;((X1,X2), (¥1.¥2)) = p+1+q+ 1. In addition, any path from (x;, x») to (y1, y2) is created using paths
Py and P, which are the only ones and thus the path P is the only one. O
Corollary 2.12. Let L be a distance-stable lattice, then L? is a distance-stable lattice.
The following Proposition is a generalization of Lemma 2.11 and Consequence 2.12 and is not necessary to prove.
Proposition 2.13. Let L be a distance-stable lattice and k € N, then L¥ is a distance-stable lattice. Moreover
(1,5 %), O -5 00)) = e, y1) + - 4 du(ie, Yi)-
In the next section, we will focus on k-tuples in the lattice L¥. We can divide all these k-tuples into classes using transfer-
stability.
Definition 2.14. The subset of k-tuples of L¥, which are linked together by transfer-stability, is called a (transfer-stable) block,
that is, two elements X,y € L belong to the same block if TS(x) = TS(y) for all TS € TSAggik).

The symbol < denotes the transition from one k-tuple to another by transfer-stability, i.e., let B be a block in L* and
(X1, -, %), V1, ---, Vi) € Bthen (xq,....%;) < (¥1,-..,Yx). Obviously, each block is fully determined by its arbitrary k-tuple,
therefore blocks are typed into (square) brackets. Thus B = [(xy, ..., X;)], which denote the class (equivalence class) of all
k-tuples related by transfer-stability to the k-tuple (xq, ..., Xi), that means, (yq,..., Vi) el(x1,..., Xi)]. Moreover, we already
know from [10] that symmetry follows from the transfer-stability for the finite chains, i.e., if (xq, ..., ;) belongs to the block
B of the finite chain C then y € C¥ (which is a permutation of x;. ..., x,) also belongs to the block B. The following Lemma
generalizes the symmetry for all finite lattices.

Lemma 2.15. Let B be a block in the finite lattice L*. If (xy. ..., Xiso o\ Xjo ... Xy) € B then (xq. ..., Xjo . Xi ..., Xg) €B.

Proof. Without loss of generality, assume that min (d(0, x;), d(0. ;). d(1.x).d(1.x;)) = d(0,x;). see Fig. 4. Then there is
y; € L such that

(Xl,...,Xl',...,Xj,...,Xk)(—)(X],...,0,...,yj,...,Xk)[<l—0>]
[<1—0>](x1,...,yj,...,O,...,xk)<—>(x1,...,xj,,..,x,»,.,.,xk),

where in the second and third step we used symmetry claim from [10]. O

From now, we will only focus on the binary transfer-stable aggregation functions, specifically on the binary blocks (blocks
containing pairs). Section 4 deals with arbitrary transfer-stable functions but most of the proofs are based on knowledge of
binary transfer-stable aggregation functions.

Each block in the lattice L? is characterized by a pair that belongs to it. However, each block contains a significant pair
that describes this block the best.
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Fig. 4. Example of lattice in the proof of Lemma 2.15.

Lemma 2.16. Let L be a finite lattice and B be a (transfer-stable) block in the lattice 2. Then there is x € L such that the
pair (0, x) or (1, x) belongs to the block B.

Proof. Let (x, y) € [% and f(x, y) := min(d(0, x), d(0, y), d(1, x), d(1, y)).

1. If f(x,y) =d(0,x) (resp. f(x,y) =d(0,y)) then there is b € L such that (x, y)<>(0, b) (resp. there is ¢ € L such that

(x, y)e(c, 0)).
2. If f(x,y) =d(1,x) (resp. f(x,y) =d(1,y)) then there is b € L such that (x, ¥)<(1, b) (resp. there is ¢ € L such that
(x y)e(c 1). O

Remark 2.17. The set AtomL (resp. CoAtomL) is a set of all atoms, resp. coatoms, of the lattice L. Then there are 4 special
blocks for each lattice:

1. [(0,0)] ={(0.0)}
2. [(0,a)] ={(0,0a), (a,0) | a € AtomL}  Atomistic block
3. [(1,2)]={(1,2), (z,1) | ze CoAtomL}  Coatomistic block

4. [(1L.D]={A. 1)}

Now we take a look at the blocks in the distance-stable lattice and firstly we describe all blocks in the distance-stable
lattice using Lemma 2.16.

Proposition 2.18. Let L be a distance-stable lattice and P = {0, aq, ..., an, 1}, P € PathL. Then the following blocks
[(0,0)]. [(0,a1)],....[(0,an)]. [0, D], [(a1, D], ... [(an, D], [(1, D]

are all different blocks. Moreover, the number of these blocks is equal to 2-d(0,1) + 1.

Proof. For every two elements q, b in the distance-stable lattice the condition

d(0,a) = d(0, b) iff (0, a) and (0, b) belong to the same block is correct. If Q € PathL, Q # P then m = n because the
lattice L is distance-stable. From above mentioned condition it is obvious that (0, a;) € [(0, b;)] for i =1, ..., n. Thus, it does
not matter which path from the set PathL we choose.

From Lemma 2.16 we have already proven that these are all blocks of the lattice L2. It remains to prove that they are
different. All we have to do is examine only two cases because the other ones are analogous.

(i) Let us consider the blocks [(0, a;)] and [(0, g;)], where g; < a;. Applying the transfer-stability to the pair (0, a;) we get
the pair (b;, 0), where d(0, b;) = d(0, a;) which means that (0, ;) ¢[(0, a;)] because d(0, a;) < d(0, g;).

(i) Let us consider the blocks [(0, g;)] and [(g;, 1)]. By using a similar idea as in the previous step, we can simply find
that we never get a pair containing the element 1 from the pair (0, g;), where g; # 1. O

Corollary 2.19. Let L be a distance-stable lattice and A be a block in the lattice L2. Then (x1, X3), (y1, ¥2) € A if and only if
dp2((%1,%2), (0,0)) = dp2((¥1.¥2). (0, 0)).

Proof. Let us suppose there is a € L such that A=[(0, a)]. Then (x1, x3)«<(0, x) a (y1, ¥2)<>(0, y) for some x, y € L. It is
evident that d; (0, x) = d; (0, y). Finally, we get that

dpz (%1, %2), (0,0)) = di(0,%1) +di(0, %) = di(0,%) = di(0,y) = di.(0,y1) +di(0,2) = dp2((¥1,¥2). (0, 0)).
On the contrary, let us suppose without loss of generality that

min {d; (0, 1), d;(0,%2),d(0,y1),d(0,y2)} = di(0, x1),
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i.e., the element x; is the closest to the element 0. Moreover, let us consider that d(0, x;) < d(1, x,). (The opposite case
would be proven analogously.)
Then (x;,x;) < (0,x,) for some x} € L and therefore

di(0,%,) = di(0,x1) +di (0, %) = di(0,y1) +di (0, y2).

It follows that y; or y, can be transferred to the element O (suppose y;) and therefore (y1,y2) < (O,y’z) for some y, e L.
Obviously, d; (0, x,) = d; (0, ¥}). Proposition 2.18 shows that (0,x,), (0,y}) belong to the same block, which also applies for
couples (x1, X2), (¥1, ¥2)-

As a result of above mentioned, we get the characterization of distance-stable lattices by ordering pairs in any block.
Proposition 2.20. The lattice L is a distance-stable if and only if each block contains only incomparable pairs.

Proof. Let us assume that the lattice L is distance-stable and there is a block B containing comparable pairs, i.e., (X1, X3),
(¥1, ¥2) € B such that (x1, x2) < (y1, y2). In addition, without loss of generality, assume that (x;, x,)<(0, x) for some x € L.
Then two options may arise for (yq, y»):

1. (¥1, y2)<(0, y) for some y < L. Then (0, x), (0, y) € B, where x < y, which is contradiction with Corollary 2.18.
2. (¥1, y2)<(y, 1) for some y € L. Then (0, x), (1, y) € B, which is also contradiction with Corollary 2.18.

’

Conversely, let L be a distance-unstable lattice then there are the elements a, b € L with ambiguous distance, i.e., there
are different paths P; and P, from a to b such that ||P;|| # ||P»|l. Using the paths P; and P, we get (a, b)«<(0, x) and
(a, b)«<(1, y), ie., (0, x) and (1, y) belong to the same block. Moreover (0, x) < (y, 1). Thus, there is a block containing
comparable pairs. O

3. The order of blocks

If L is not a distance-stable lattice then there are the elements x, y € L such that |Dyy| > 2. Let n, m € Dyy, n > m. Then
(0, y)<(0, y') where ¥y’ > y and d(y, y’) =n-—m, ie., the element y has transferred up by n — m steps to the element y’'.
Thus, the blocks in the finite lattice L can be either linearly ordered or alternately unordered, that means for every two
blocks A, B there are a, a’ € A, b € B such that a < b < a’. Obviously, if the blocks are unordered then there are x, y, z € L,
X <y < z such that (0, x), (0, z) € A and (0, z) € B. Combining this idea and Proposition 2.18, we get the order of blocks in
the distance-stable lattices.

Proposition 3.1. The blocks are linearly ordered in the distance-stable lattice.
Is there a distance-unstable lattice that has linearly ordered blocks? The answer is the following example.
Example 3.2. Let L ={0,a, b, c, 1}, where a < b, be a pentagon (see Fig. 5). Then
[(0,0)] =[(0. )] = [(0. D] =[(1. D] = [, D].
are the blocks in L2 and therefore the pentagon has linearly ordered blocks but is not a distance-stable lattice.

Now we are concerned with the question of what lattices, apart from distance-stable lattices, have linearly ordered
blocks. First of all, we define this class of lattices and we find its characteristic properties in the rest of this section.

Definition 3.3. The finite lattice L is called transfer-stable, if (transfer-stable) blocks in the lattice L? are linearly ordered.

For example, the pentagon is a transfer-stable lattice. We start with the simplest example of a distance-unstable lattice,
which is the case when there are only two distances between 0 and 1 in the lattice L differing by 1, i.e., |Dg1| =2 and
n,n+1 € Dy; for some n € N. We prove that this lattice is transfer-stable. To this proof, we use the following Lemma dealing
with the form of the block [(0, 1)] when there are the elements x, y € L with different distances differing by 1 in the
lattice L.



94 Z. Kurac, T. Riemel and L. Ryparovd/Information Sciences 521 (2020) 88-106

mp— Np—1

ma Ny

my ni

0

Fig. 6. Lattice L.

Lemma 3.4. Ifn, n+1 € Dy, for some x,y € L, x <y and n € N then (x, y), (0, y), (1, x) € [(0, 1)].

Proof. Let us suppose that n, n+ 1 € Dxy. Then (x, y)<(x, y), where y<y’ such that x $"*1=y" and y |,,,1=x, where the
symbol 11 (resp. |"t1) denotes move up (resp. down) by n + 1 elements. Repeating this step we get a pair (x, 1).

Using the transfers x "*1=y and y |, 1= X/, where x'<x, to the pair (x, y) we get the pair (¥, y). The pair (0, y) would
be obtained analogously. Eventually, we get the pair (0,1) by combining both cases. As we know from Proposition 2.20, there
is a block containing comparable pairs. O

Now we describe the behavior of the blocks and point out the differences between distance-stable and distance-unstable
lattices. In distance-stable lattices, all pairs in the same block are at the same distance from the element 0 according to
Corollary 2.19. However, this property is not preserved in distance-unstable lattices. On the other hand, it turns out that in
this case there is also regularity in the form of distances between comparable pairs in the lattice L2. We show it using the
lattice L depicted on the Fig. 6.

We can easily see that (O, mp) < (0,a) < (0, okfp) N (O, 02(k—p)) < ... and the distance between them is equal to k — p.
In addition, (0, m;)«(0, o) for all i e {p+1, ...,k — 1}, which means that each pair in the form (0, m;),ie {p+1,...,k—1}
represents another block. Let us return to the original idea of the difference of distances equal to 1. In this case, it holds
k= p—1 and thus by using Lemma 3.4 we get [(0, m;)] = [(0, 1)]. If [(0, m;)] = [(0, m;)] then necessarily j =i+ 1. By using
the following Lemma 3.8 the blocks are linearly ordered which also proves Proposition 3.9.

Definition 3.5. The element « is called the first unstable element relative to 0, if the set Dgy, is not the single-element set
and the set Dy, is the single-element set for all y e L such that d(0, y) < d(0, ). Similarly, the element 8 is called the
first unstable element relative to 1 if the set Dg is not the single-element set and the set D, is the single-element set for
all y e L such that d(y, 1) < d(B, 1).

Remark 3.6. The first unstable element relative to 0 (resp. 1) is not uniquely determined, see Example 3.7.

Example 3.7. Let us consider the lattice L visualized in Fig. 7. Then the elements «; and o, are the first unstable elements
relative to 0 because Doy, = {3,4} = Doy, , 1., d(0,a1) =d(0,a3) =3, and [Dyq, | = |Dog,| =1 for any other element a € L,
where d(0,a) =3 (in Fig. 7 - ay, a; € L).

On the contrary, 8 and B, are the first unstable elements relative to 1 because Dyg = {2,5} = Dyg,, ie, d(1,B1) =
d(1, B2) =2, and |Dyp, | = |Dyp,| =1 for any other element b € L, where d(1,b) = 2 (in Fig. 7 - by, by € L).

Lemma 3.8. Let o and B be the first unstable elements relative to 0 and 1, respectively. Then the following blocks:

[(0.0)].[(0.a1)].....[(0.ap)].
[(0.1)].
(1. by)].....[(1.b)]. [(1. D],

where 0 <a; <...<ap<a, d(0,a)=p+1, B<by<...<b <1, d(1,B8)=r+1, are all mutually different blocks of the
transfer-stable distance-unstable lattice.
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Moreover, the number of blocks is equal to d(0, @) +1+d(1, B).

Proof. Let (x, y) € L2. Let us suppose without loss of generality that (x, y)<>(0, y') for some ¥’ e L. (Analogous, the case
(x, y)<>(1,y’) for some y’ € L.) Then there are two options:

(1) if d(0, ¥') < d(0, @) then there is a;, i € {1,..., p} such that (x, ¥)<(0, y')«<(0, a;).
(2) if d(0, y’) = d(0, &) then, necessarily, (0, ¥')<»(0, 1) has to be fulfilled, otherwise there would be an incomparable
block with the block [(0, 1)] which is not possible in the transfer-stable lattice.

Next, it is necessary to prove that all blocks are different. It is fulfilled that blocks [(0, ;)] # [(0, @;)], i,j e {1...., p},
i # j because M = (M, A), where M= {x e L|d(0,x) <d(0,x)} is the distance-stable meet-semilattice. It remains to prove
that [(0, ap)] # [(0, 1)]. Using Lemma 3.4, we can easily see that [(0, ap)] # [(0, 1)] and therefore the lattice L is transfer-
stable. O

Proposition 3.9. Let L be a finite lattice with the elements a, b € L such that n,n+ 1 € Dg,. Then L is a transfer-stable lattice.

By using the previous Proposition, we get simple instruction on how to create a transfer-stable lattice from a transfer-
unstable lattice. The following construction assumes D(0, 1) > 3. Otherwise, there are two options:

(1) If D(0,1) =1 then the lattice L is a two-element chain, which is a distance-stable lattice and transfer-stable lattice.
(2) If D(0,1) =2 then the lattice L is so-called an n-dimensional diamond (see Fig. 8) which is a distance-stable lattice
and transfer-stable lattice.

We get that in the transfer-unstable lattice L there is an element a € L such that 3 € Dy,. Then we add the element c to
the lattice L such that the element c is an atom of the lattice L and c<a. The created lattice is denoted by the symbol L. and
holds 2 € Dy,.

Corollary 3.10. The lattice L. is a transfer-stable lattice.

Example 3.11. Let us consider the lattice L; depicted in Fig. 9. We show that it is a transfer-unstable lattice. Firstly, we deter
-mine the first unstable elements with respect to 0 (resp. 1), i.e., o¢q, o3 € Ly (resp. 81, B2 € L1). Moreover, Dy = {4, 6, 8}.
Further, we find all the blocks of the lattice L;. We find the first blocks using the principle of distance-stable lattices. There-
fore [(0, 0)], [(O, a)], [(O, c)] are the first three blocks of the set of all blocks of the lattice L. Similarly, [(1, j)], [(1, 1)] are
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Fig. 10. Transfer-stable lattices.

the last two blocks of the same set. It remains to determine what is between the blocks [(0, c)] and [(1, j)]. We can eas-
ily see that the space between them is filled with the blocks [(0, «1)] and [(0, 1)], which are incomparable. For example,
(0, arq1)«(1, a)«<>(0, i)<>(0, c3) and (0, g)«>(0, 1)«<(0, h) and therefore (0, a3), (0, i) € [(0, )] and (0, h) € [(O, 1)], where
(0, a3) < (0, h) < (0, i).

We have shown that the lattice L; is a transfer-unstable lattice and we create a transfer-stable lattice from the lattice
Ly using Corollary 3.10. Adding the element according to the idea used in Corollary 3.10 we get the lattice L, = L, and we
do the same as for the lattice L;. Compared to L;, the first unstable element relative to 0 is changed, i.e., « € L,. Further,
Do1 = {4,5,6,8}. We get the first two and the last two blocks of the lattice L, using the knowledge of distance-stable
lattices, i.e., [(0, 0)], [(0, a)] and [(1, j)], [(1, 1)]. We show that the block [(0, 1)] is between the blocks [(0, a)] and [(1, j)] and
it is the only one. We have:

0.a) < (00 < (0p) (0.d)
< (0 < (O (0. m) < (0.f)

< 0,1 < (¢o, h) < (0.8)

(0,1) < (0,))

e

©0,1) - ((la < 1.b o (1.0 o (1m < (a)
o 1Lk e (1o o @LB) o (1L o (1d
?

1Lh < (g
Therefore, the lattice L, is a transfer-stable lattice.

Remark 3.12. There are several possible ways to create a transfer-stable lattice. Other ways, how to create a transfer-stable
lattice from the lattice L, are shown in Fig. 10, where these lattices are transfer-stable by Proposition 3.9.
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In the end of this section we take a look at the characterization of transfer-stable lattices. By the previous idea, we will
focus on the regular rotation of blocks in distance-unstable lattices.

Let L be a transfer-unstable lattice then there are blocks M,Mj,...,M; such that (x,y),(x".y) e M, (x1.y1) €
My, ..., (Xn,Yn) e My, (X,¥) < (X1,y1) <... < (Xn,¥n) < (x¥',y"). In addition, the blocks M, My, ..., M, are mutually different
blocks. Let Py, ..., Py be paths of different distances from the set PathL arranged from longest to shortest distance. Therefore
Py ={0,my, ..., my, 1} is the longest path of the lattice L. Then we can prove that

n=ged (Pl = Pl (P = WPl s P = (1P = 1,

where greatest common divisor (gcd) of two or more positive integers is the largest positive integer that divides each of
the integers. By using this idea for transfer-stable lattices, we get the required property that characterizes them, i.e., this
property guarantees a linear ordering of blocks.

Theorem 3.13. The finite lattice L is a transfer-stable if and only if it is a distance-stable or there are paths Py, P,, P3 € PathL
such that

ged (1Pl = P21 1P = 11Ps I P21 = [1Ps]) = 1.

Proof. Let us consider the lattice P created by paths Py, P, and P, i.e., P=P; UP, UP; (see Fig. 11). Let us denote ||P;| = a,
IP2]| = b, ||Ps]| = c and ged (a — b, a — ¢, b — ¢) = d. Without loss of generality, assume that a > b > c.
Now we create a cycle C containing the pairs (0, x), x € P; using the transfer-stability. In the following structure, we use

the symbol (x, y)%(a, b) denoting the movement of the first coordinate following the path P and the second coordinate

following the path Q. The construction of the cycle C is done as follows:
1. (0, 1)%(0, X1.1), where x1; € Py and d(0,x; 1) = c. (see Fig. 12)
3
2. (%1, 0){&(0, 1) %(xu, 0), where X, € P; and d(x; 1.%;2) = b— c. (see Fig. 13)
3 2

3. (%12, 0)%(}/1,2, 1) %(Xlg,O), where y1,, X13 € P; and d(xq 3, X13) =b—c. (see Fig. 14)
3 2

4. By repeating the step 3. we get into the pair (0, x;;) for some ke N and the condition d(x;;.1) <b—c is ful-
filled. Let us denote o =d(x;y,1). Thus, we have created the 1. class of the cycle C, which contains the pairs
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(0,x1.1), (0,x12), ..., (0, xq ) with condition
(0,%1,1), (0,x12), ..., (0,%1 1) €[(0, 1)].

5. In this step, we create the 1. element of the 2. class (0, x,7) of the cycle C. We use the procedure of the step 3. for
the pair (0, x;;) but we do not get into the element 0 when following the path P, because a <b—c, that means

(X1.1. 0) %(y],k, 1) %(l,y), where x14,¥1x € P1, ¥y € P, and d(0,y) = b — ¢ — «. Further, (1,y) %(O,y/), where y’ € P, and
3 2 2

d(0,y") = b — «. In the last step, we return to the path Py, i.e., (0,y") %(xzj, 0), where x,7 € Py and d(0,x,1) =b—«.
2

6. We apply the step 2. to the pair (0, x37).
7. We obtain the 2. class of the cycle C using the same method as in the steps 3. and 4, i.e,,

(0.%2,1),(0,x22),...,(0,x5) € [(0, 1)].
8. The cycle C ends when the last pair of a class is (0,1), i.e., (0, xy.m) = (0, 1) for some n,m e N.
The cycle C can also be examined through congruent equations, i.e.,
d(0.x15) = ¢ (mod b —c)
d(0,x,j) =b—a+c (mod b—c)
d(0,%3 ;) = 2b—2a+c (mod b—c)

d(0.%,5) = (n—1)b— (n—1)a+c (mod b—c).

All solutions of the i-th equation in the interval (c, a) correspond to the elements in the i-th class of the cycle C (more
precisely, the solutions are the distances from the element 0). There has to be (b — ¢) classes for solution of all equations to
be different.

We prove that if d =1 then the cycle C contains all the pairs (0, x) for x;; < x < 1, i.e,, the number of all pairs is equal
to a—c+ 1. It can be proven that the maximum number of elements in one class is equal to [§=5] and the number of all
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classes is equal to %. If d # 1 then

a-c] b-c 1
{m—‘T <a—-c<a—c+1,
that means the cycle C does not contain all pairs. Therefore, the cycle contains all pairs only in the case d = 1.

We have proven that the pairs of the specific part I of the lattice L2 belong to the block [(0, 1)] and these pairs follow
each other. In the light of Proposition 3.9, the lattice L has linearly ordered blocks. If this is not the case, then there are
regular gaps between the blocks and thus there would be a gap even in the part I which is not possible.

Conversely, if the lattice L is transfer-stable then either it is distance-stable (the proof is complete) or there is the first
unstable element « relative to 0. Let Py, P, € PathL such that « € Py, P,. Since (0, @), (0,a1), ..., (0,an) € [(0,1)], where
o <o <...=<0ap <1, then there is the path P3 satisfying the condition of Theorem 3.13, i.e., gcd = 1. If there is no such
path then the lattice L is a transfer-unstable lattice according to the first part of the proof which can not be. O

4. k-Ary transfer-stable aggregation functions

In this section, we focus on the transfer-stable aggregation functions of higher arity. Until then, we have only studied the
binary transfer-stable aggregation functions and we have shown some of their properties. Now we generalize some “most
important” properties of binary transfer-stable functions for the transfer-stable aggregation functions of any arity. First of
all, we start with distance-stable lattices. We try to generalize Corollary 2.18, that means how the form of blocks in the
distance-stable lattice L¥ look.

Proposition 4.1. Let L be a distance-stable lattice and P € PathL, P = {0, ay, ..., an, 1}. Then

[ )Ly ) sy LG

where x, y € P, x<y are all different blocks of the lattice L¥.
In addition, the number of all blocks is equal to k-d(0,1) + 1.

Proof. Let (x;,...,x;) < L¥. Let us assume without loss of generality that (x;,x;) < (0,x’2) for some x/, € L. Similarly, the

proof would be made for the case (x;,x;) < (1.%}).
Then there are y; € L, i=2,...,k such that

(0.%5) < (0.y2)
(0,x3) « (0,y3)

0.%) < (0.yi)

where y; e Pfori=2,..., k and thus (by applying the transfer-stability) we can rearrange the k-tuple (0,y, ..., ¥x) such
that (0,y,,...,yx) < (0,23,...,2), Where z, <z3 <...<z, z; € Pfor i=2,..., k. By using the knowledge of the transfer-
stable means (see [10]) we have

0,z2,....2) & (X, .. .. X, Y, ..., Y),

where x, y € P, x<y. The variety of all blocks, each two blocks different from one another, also results from [10] and there
is no need to prove it.

Next, we prove that the number of blocks is equal to k- d(0, 1) + 1. The number of all blocks for a fixed pair of elements
X, ¥ € P, x<y is equal to k. All these pairs are in the form (0, ay), (a1,a3), ..., (@y_1,0n), (an, 1) and the number of these
pairs is equal to n + 1 =d(0, 1). Finally, we have to add 1 since the above calculation does not contain the block [(0, ..., 0)].
Therefore, the proof is complete. [

Even in this case, we found that the blocks of the lattice L¥ are individual coverage of the lattice L¥. Therefore, the blocks
of the lattice L¥ (distance-stable lattice L) are linearly ordered. An important piece of knowledge is that as the arity of the
transfer-stable aggregation function increases, the number of blocks increases, i.e., the number of block of the lattice L*
depends on the arity of k-ary transfer-stable aggregation function. As we will show later, this phenomenon is only fulfilled
in distance-stable lattices.

We already know that the lattice L¥ is distance-stable by Proposition 2.13. Therefore a question, how is it generally with
Proposition 2.20, arises.

Proposition 4.2. The finite lattice L is distance-stable if and only if each block of the lattice L¥ contains only incomparable
k-tuples for all k e N, k > 2.

Proof. Let L be a distance-stable lattice and A be a block of the lattice L¥. Let us suppose there are k-tuples
X1, X)) Vs V) €A, (X, X)) < (V1 Yx).- By using the same idea as in Proposition 4.1 there are k-tuples
(%4, ....x,) and (¥;.....y;) such that (x1,....x) < (X;,....x;) and (¥1,....yx) < (¥}.....¥;), where the elements X/, y;,
i=1,...,k belong to the same path P € PathL and X} <... <X}, y] <... <.
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According to the transfer-stable means in [10] it must be fulfilled (x}.....x,) < (¥;.....¥;). Thus (x.....x;) and
(y’l, ... ,y§<) do not belong to the same block and this is a contradiction with the assumption.

We can prove the opposite by using negation, that means if the lattice L is a distance-unstable then there are k-tuples X,
y € I¥, x < y belonging to the same block. Let the lattice L be a distance-unstable lattice. Then there is the element a € L
such that d(0,1) =d(0, a) and therefore (0,...,0,1) < (0,...,0,a), where (0,...,0,a) < (0,...,0,1).

We have proven that there is a block of the lattice L¥ which contains comparable k-tuples. O

In the distance-stable lattices we found that the generalization was natural and as expected. In the second part we focus
on the transfer-stable distance-unstable lattices. As in the previous case, we take a look at all blocks of these lattices. To
prove this idea, we use the following Lemma and Corollary dealing with the block [(0, ..., 0, 1)].

Lemma 4.3. Let L be a transfer-stable distance-unstable lattice and P™* = {0,cy, ..., cy, 1} and P™M = {0, d;, ..., dm. 1} be the
longest and shortest path of the lattice L, respectively, i.e., D(0,1) =n+1 and d(0,1) = m + 1. Then the k-tuples

©,...,0,1),(0,...,0,1,1),...,(0,0,1...,1),(0,1,...,1)
belong to the same block.

Proof. Since the proof is analogous for all the above mentioned k-tuples it is sufficient to prove that the k-tuples (0,...,0,1)
and (0,...,0,1,1) belong to the same block.

1. (0,...,0,1) < (0,...,0,cq,1), where (0, 1)<>(cq, 1) because d(1, c;) > d(1, B), where B is the first unstable element
relative to 1.
2. (0,...,0,c1,1) < (0,...,0,dq, 1) because (0, c1)«(0, dq).
3. (0,..., 0,d1,1) < (0,..., 0,¢;, 1), where (1, dq)<(1, ¢;) for some i € {1,..., n} because d(1,dy) =d(1,¢).
Then there are two situations:
(A) (O, ¢;) € [(0, 1)] and therefore (O, ..., 0,¢,1)«< (0,..., 0,1,1). or
(B) d(0, ¢;) < d(0, @), where « is the first unstable element relative to 0. Then there is the element d; € P™™ such that
(0, ¢)<(0, d;) and thus (0,...,0,¢;. 1) < (0.....0,d;, 1). Then (0,...,0.d;. 1) < (0....,0.c;, 1), where (1, d;)<(1,
¢j) for some ief{1,..., n} because d(1,d;) =d(1,c;). Again, we use the above mentioned situations A) or B) for
the k-tuple (0,...,0, Cj, 1). After the finite number of steps we get (0, ¢p) € [(0, 1)], pe {1,...,n} and therefore
0,...,0,1) < (0,..., 0,1,1). O

Corollary 4.4. Let L be a transfer-stable distance-unstable lattice. Then
(CCT X¢2.0,1) €[(0,....0, )] for all xy. ..., Xp_o € L.

Proof. By using the previous Lemma we get (x;, 0, 1)«<»(0, 1, 1) for all i=1, ...,k —2 and therefore (xl,...,xk,z,O, 1) pas
0,1,....,1) < (0,...,0,1). O

Proposition 4.5. Let L be a transfer-stable distance-unstable lattice and o (resp. ) is the first unstable element relative to 0
(resp. 1). Let P, = {0,cq,...,cp, ¢} and P, = {B,dy, ..., dr, 1} be the shortest path from 0 to o and from B to 1 of the lattice L,
respectively, i.e., d(0,a) =p+1 and d(1, 8) =r+ 1. Then

[0....,0)].[(O,....0,c1)].....[(O,....0,cp)l.

[€0,....,0,1)],

[,....1d)}.... [(A,.... 1,d)] [(A, ..., 1)]
are all the different blocks of the lattice L.

Proof. Let (xq,..., xy) € LK. According to Lemma 2.16 we know that there is x), € L such that (x1,x;) < (0,x}) or (x1,x;) <
(1,x,). We get two options:

(1) ®1,... %) < (0%, %3, ..., X.) or
(2) K1 x0) < (1K, %3, .., X))

The same step i.s used to the elements x}, x3 and therefore there is x} € L such that (x/z,x3) N (O, x’3) or (x/z,x3) N (l,xg).
There are four options:

(1) (0.%5.x3, ..., X)) < (0,0,X5, X4, %)
(2) (0.x5.x3, ..., X)) < (0.1,X5, X4 .., X)
(3) (1.x5.x3, ..., X)) < (1,0.X5, x4 %)
(4) (1.X5.%3, ..., x) < (11X, x4, %)

The k-tuples in the options 2) and 3) belong to the block [(O0,...,0,1)] based on Corollary 4.4.
It remains to show in which blocks the k-tuples in the options 1) and 4) belong to. Since the option 4) is analogous to
the option 1) we will only focus on the k-tuple (O, 0.X5.%4...., xk).
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If we get (x,x,1) < (1,x,;) while editing the given k-tuple then the proof is done. It must be true that there is
y €Ly # 1such that (0,0,X;, X4, ..., %) < (0,...,0,y). If d(0, y) < d(0, @) then there is ¢; € Py such that (0,...,0,y) <
o,..., 0, ¢;). Otherwise, (0,...,0,y) < (0,...,0,1).

Apparently, all blocks are different by Lemma 3.8. O

Corollary 4.6. The number of all blocks of transfer-stable distance-unstable lattice L is the same for all k-ary transfer-stable
aggregation functions of the lattice L, that means d(0, ) +d(1, B) + 1.

Corollary 4.7. The class of transfer-stable lattices is the same for all k-ary transfer-stable aggregation functions of the lattice L,
that means the lattice L is a transfer-stable if (transfer-stable) blocks of the lattice LK are linearly ordered for all k € N, k > 2.

5. The lattice of transfer-stable aggregation functions

Based on the previous section, we can write the binary transfer-stable aggregation function on transfer-stable lattice in
the following form:

IS(x) :=(0,ay,4ay, ..., an, 1),

where the elements ay, ..., ane€l, a; <ay <...<ap are images of individual blocks and the element a; is an image of
the atomistic block and the element a, is an image of the coatomistic block. We can use the abbreviated form TS(x) =
(a1, as, ..., ay) because [(0,...,0)]~ 0 and [(1,...,1)]~ 1.

- Distance-stable lattices
Let P e PathL, P={0=cp,c1,¢p,..., Cd(0.1)-1- Cao.1) = 1}, ie, [Pl =d(0,1)+1 and ||P|| = d(0,1). Then k-ary transfer-
stable aggregation function TS on distance-stable lattice L is in the form

IS(x) = <01, az, ..-,akd(o,l)q),
where the element ¢; is an image of the block [(cp,....Cp, Cpi1, ..., Cpi1)] for i = pk+q, where pe{0,...,d(0,1) -1},
——————
q
qge{l,..., k}.
« Transfer-stable distance-unstable lattice
Let P, = {0, Cla---st(o,a)q,a} be the shortest path from 0 to « (the first unstable element relative to 0), ie., |P;| =

d(0,@) +1 and ||P|| =d(0,a). Let P, = { 8.d1,...,dg(1,py—1, 1} be the shortest path from 8 to 1 (the first unstable ele-
ment relative to 1), i.e,, || =d(8,1) + 1 and ||P,|| = d(B, 1). Then a k-ary transfer-stable aggregation function TS on the
transfer-stable distance-unstable lattice L is in the form

TS(X) = <a1, e g0.a)-1> Q0.0 Ao -+ aé(1,ﬂ)—l>’
where the element g; € L is an image of the block [(0,...,0,¢)] fori=1,...,d(0,«) — 1, the element agq) € L is an
———
k-1
image of the block [(0,...,0,1)] and the element @’ is an image of the block [(1,...,1,d;)] for j=1,...,d(1,8) - 1.
— — J ———
k—1 k-1

Remark 5.1. The evaluation of the transfer-stable aggregation function TS with the input x is done by modifying the vector
X to the required form. Moreover, the evaluation depends on the type of the lattice. If the lattice L is a distance-stable

lattice then we change the vector X to the form (cp,...,Cp, Cpy1.....Cpp1) Where cp < cpyq. If the lattice L is a transfer-
stable distance-unstable lattice then we convert the vector x to one of the following forms (O,..., 0,¢),(0,...,0,1) or
(1,...,1,d;), where ¢; and d; correspond to the above mentioned option for transfer-stable distance-unstable lattices.

Next, we take a look at the structure TSAgg and we find what kind of structure it is. Evidently, TS™"(x) := ( ..... 0)
and TSM¥(x) :=(1,...,1) are the smallest and the greatest transfer-stable aggregation functions. Let TS; (x) = (ay, an)
and TS,(x) = (bq, ..., bn) be arbitrary transfer-stable aggregation functions on the lattice L then

TS] /\732 = ((1] /\b],...,an/\bn>
TSl VTSZ = ((11 Vb],...,aann>
are transfer-stable aggregation functions on the lattice L. Thus, the structure (TSAgg(k) A, V) of all k-ary transfer-stable

aggregations functions on the transfer-stable lattice L is a lattice. Now let us look at some of its features. The first property
is the number of elements in the structure.

Proposition 5.2. The number of all k-ary transfer-stable aggregation functions on the distance-stable lattice L is equal to

c~(<n+:1>—1—r>+l+r,

where c is the number of all paths from 0 to 1, i.e., c = |PathL|, n=d(0,1) +1, r=k-d(0,1) - 1.



102 Z. Kurac, T. Riemel and L. Ryparovd/Information Sciences 521 (2020) 88-106

Proof. Let P={0,cq,...,Ch_», 1}, |P| =n, P € PathL and TS(X) = {(ay, ..., ar) be a k-ary transfer-stable aggregation function
on a distance-stable lattice L, that means r = k- d(0, 1) — 1. Then, the number of different transfer-stable aggregation func-
tions for the path P, where a; € P for all i € {1,...,r}, is equal to (”ﬂ“). We used the combinations with repetition to

preserve the condition a; < a < ... < a,. The number of all the transfer-stable functions with a; € {0, 1} is equal to (rtl)

and we subtract this number from the number (”*fl). Therefore, the number of transfer-stable functions, where a; € P\{0,

1} for some i=1,...,r, is equal to (”*;’1) — (™). This number corresponds to one path P in the lattice L. Finally, we

multiply this number by the number of all paths and add the number of transfer-stable functions, where g; € {0, 1}. O

Corollary 5.3. The number of all k-ary transfer-stable aggregation functions on the transfer-stable distance-unstable lattice L is
equal to

(1))

PePathL
where r =d(0,«) +d(1, 8) — 1.

It can be easily proven by definition of the transfer-stable aggregation function and the form of this function that the

identities valid in the general transfer-stable lattice are also fulfilled in the lattice TSAgg{k).

Lemma 5.4. The lattice L fulfills the identity

(X1, ..., %X0) =J (X1, ..., Xn) (1)
if and only if the lattice TSAggEk) fulfills the identity (1).

In special case: The lattice TSAggzk) is distributive if and only if the lattice L is distributive.

Proof. Let the lattice L be determined by the identity (1) for all x4, ...,x, € L. Let us denote

TS (x) := (a}, ..., a})

TSy(x) = (af.....a}).
Then

I(TSy.....TSy) = (I(a].....d})..... I(q}. ... q}))
=U(a},...,a’1‘),...,](a,l,...,a;j)):](TSl,...,TSn).

Let I(TSq,...,TSp) =J(TSy, ..., TSy). The term [ is applied to the individual coordinates of the functions TS; for all i e
{1,...,k}. Similarly for the term J. Hence, the identity (1) is fulfilled for the individual coordinates of the functions TS;
belonging to the lattice L. Thus, the identity (1) is fulfilled for the lattice L. O

In the next Proposition, we study the generating set G of the lattice TSAggfk), that means the set G creates the whole
set TSAggik) by closing under the meets and joins in the lattice L.

Proposition 5.5. The set G C TSAggy‘) containing the following transfer-stable aggregation functions:

0,...,0);(0,...,0,1);...;(0,1,...,1); (1,...,1); (a, ..., q)
for all a € H;, where H; is a generating set of the lattice L, generates the lattice (TSAggI(_k>, A, v).

Proof. Let TS = (ay, ..., am) be a transfer-stable aggregation function. Transfer-stable function (a;,...,q;) fori=1,...,m can
be obtained from the functions (a, ..., a), a € H; by a suitable combinations of the meet and joins. Then

(al,.,.,(h)V(O,],...,l): ((1],1,.,.,]>,
(az,..,,az>\/(0,0,],.,.,l)= ((12,(12,1,...,1),

(am,1,...,am,1)v(O,...,O,l) = (am,1,...,am,1,1),
(am,....,am) v {0,...,0) = (am, ..., am),

and the meet of the right sides of equalities corresponds to the aggregation function TS because a; <a, <...<ap. O
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6. Transfer-stable function on real line

In [10] we removed the additivity from the arithmetic mean characterization (see Proposition 6.1) so that we could
easily introduce the transfer-stable functions. The question about the strength of the transfer-stability arises. That means,
what happens when we replace the additivity with the transfer-stability in the arithmetic mean characterization. Later, we
show that nothing happens because the transfer-stability “well” characterizes the arithmetic mean.

Proposition 6.1 ([5], p. 144, Corollary 4.22). F : R¥ - R is additive, non-decreasing, symmetric, and idempotent if and only if
F = AM is the arithmetic mean.

Definition 6.2. A function F : I¥ — R is transfer-stable if, for any ¢ = (cy, ..., ¢x) € R¥ such that Zi';o ¢; = 0, we have
F(x1,....x%) =F(x1+¢1, ..., X+ C)
for all x = (xq,..., xy) € I¥ such that x +c e I¥.

Proposition 6.3. All transfer-stable functions are determined by a unary function, that means TS : 1K — R is a k-ary transfer-
stable function if and only if there is a unary function f :1— R such that

X1+ ...+ X
TS(xq, ... %) = f(li)
k
Proof. Let TS be a transfer-stable function. Let us consider the k-tuple (x,...,x,) €I¥, x; <X, <...<X,. Denote c:=
Mt Assume that there is i € {1,....k} such that x; < ¢ < x;, 1. Then
i k
Y= Y (o)
a=1 B=i+1
Therefore (xq,..., x) < (C, ..., c), that means each block is represented by the k-tuple (x,..., x) for some x € I. Hence,

the behavior of the function TS is characterized by the function f(x) := TS(x, ..., x). Thus, the function TS is determined by
the unary function f, i.e.,

X1+...+X X1+...+X X1+...+X
TS(xl,,..,xk):TS(] k 1 k>=f<l k)'

k k k

Conversely, let f be a unary real function. Denote A(x;. ....x,) := f(*5). We prove that A is a transfer-stable func-

tion. Let ¢; +...4+ ¢, =0.

X1+C)+ ...+ X +C
A(xl+c1,...,x,<+ck):f<(1 1) : (X k))

X1+...+X
- f(Tk) AR, %),

O

Generally, the transfer-stable function is not additive or non-decreasing. We can see an example of a transfer-stable
function with a unary function f(x) = sin(x) depicted in Fig. 15. Other examples of transfer-stable functions are, for example,
Lukasiewicz’s t-norm and t-conorm. Among the transfer-stable functions is the arithmetic mean, which we get by adding
idempotence to the Proposition 6.3.

Corollary 6.4. Let f : T — R be an unary function. A transfer-stable function TS is the arithmetic mean if and only if f = id.
Corollary 6.5. The function TS is an idempotent transfer-stable aggregation function if and only if TS is the arithmetic mean.

Proof. Let TS be a transfer-stable function. The fact that TS is an idempotent aggregation function implies that f is an idem-
potent non-decreasing function. Thus, the function f has to be an identity.
On the contrary, the proof is trivial using Proposition 6.1. O

7. Example of application

Based on transfer-stable aggregation functions we can decide about product quality. Every block of the
transfer-stable aggregation function corresponds to the quality of purchase (price:quality ratio). Let us con-
sider two linguistic lattice C; = {Expensive, Average, Cheap} representing the price of the product, and G, =
{Unsatisfactory, BelowAverage, Average, AboveAverage, Excellent} representing the quality of the product, see Fig. 16.

The direct product of above mentioned lattices is the distance-stable lattice L = C; x C, (see Fig. 17), where, for example,
EU is Expensive Unsatisfactory, AB, is Average Below Average, CE is Cheap Excellent.

Then according to the Proposition 2.18 the following blocks
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Fig. 15. Transfer-stable function with f(x) = sin(x).

@ Excellent

@® Cheap @ Above-Average

@ Average @ Average

@ Expensive ® Below-Average

@ Unsatisfactory

Fig. 16. Linguistic lattices C; and C,.

[(EU. EU)]: [(AU. EU)]: [ (CU. EU)]: [ (CBa. EU)J: [ (CA. EU)]: [(CAs. EU)]:
[(CE,EU)];
[(CE. AU)J: [(CE. CU)J; [(CE. CBA)]; [(CE. CA)J: [(CE. CAx)]: [ (CE. CE)]

are all blocks of the lattice L2.
Firstly, let us focus on purchase of one product. Consider a situation when a company wants to sell their product with

the highest profit possible. Customer claims that the first offer is expensive and the product is unsatisfactory. Since the
company wants to sell the product they gave us different offers in different qualitative classes (price:quality ratio) according

to what the customer is willing to accept. Which offers are in “same” price:quality ratio.
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CE

EU

Fig. 17. Distance-stable lattice L of all products.

Table 1
Table of all qualitative classes for the purchase of one product.
0 1 2 3 4 5 6
Expen. Aver. Cheap Cheap Cheap Cheap Cheap
Unsatis. Unsatis. Unsatis. Below A.  Aver. AboveA. Excell.
Expen. Aver. Aver. Aver. Aver.
BelowA. BelowA.  Aver. AboveA. Excell.
Expen. Expen. Expen.
Aver. AboveA. Excell.

The problem can be elegantly solved using the transfer-stable aggregation functions. Let us consider pair (X, EU), where
X € L, then we obtain seven qualitative classes:

[(EU.EU)] ...
[(EB4. EU)] = [(AU, EU)] ...

[(EA. EU)] = [(ABa. EU)] = [(CU, EU)] ...
[(EA4, EU)] = [(AA, EU)] = [(CB4, EU)] ...
[(EE, EU)] = [(AAs, EU)] = [(CA.EU)] ...
[(AE, EU)] = [(CA, EU)] ...

[(CE,EU)] ...

S U A WN = O

Since we buy only one product the other classes are not needed (therefore are not included).

All products from the lattice L can be divided into seven classes representing the price:quality ratio (see Table 1). For ex-
ample, qualitative class 0 is the “most favorable” for the company (manufacturer) because it is selling an expensive product
of an unsatisfactory quality. On the other hand qualitative class 6 is the “most favorable” for the buyer because he/she buys
a cheap product of an excellent quality.

From the Table 1 it is easy to see that products which are “Cheap and BellowAverage”, “Average and Average” and "Ex-
pensive AboveAverage” belong to the same qualitative class.

Therefore, if the customer chooses the price:quality ratio (mathematically speaking class) the company can offer them
different product options from the required qualitative ratio (class).

The crucial contribution of the theory of transfer-stable aggregation functions shows in case the buyer purchases two or
more products. Secondly, we focus on the purchase of two products. Now, consider all 13 qualitative classes

[(EU,EU)] ... 0
[(AU.EU)] ... 1

[(CE.EU)] ... 6
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[(CE.CAD)] ... 1
[(CE.CE)] ... 12

For example, (CAa, EE), (AE, CA) € [(CE, CB,)], that means, products “Cheap AboveAverage” and “Expensive Excellent” or
“Average Excellent” and “Cheap Average” or “Cheap Excellent” and “Cheap BelowAverage” belong to the same qualitative
class (number 9). In other words, if the first customer buys Cheap AboveAverage and Expensive Excellent products and the
second customer buys Cheap Excellent and Cheap BellowAverage products, according to the above, their purchase is the
same in qualitative sense.

The idea of purchases in the second case can be generalized. Let k = 5 be a number of bought products then the number
of qualitative classes equals 31 (denoted 0 — 30). For example,

[(EU,EU,EU,EU,EU)]...0
[(CA,CA,CA,CA,CA)]...20
[(CE,CE,CE,CE,CE)]...30

If the customer chooses qualitative class 20 then there are, among others, these 5-tuples
(CA,CA, AA4, AAp, AAp); (CA, AA4, EE EE EE); (CA, AAx, EE, CAx, EA);
(CA,CA,CA,CE,CU); (EE,EE, AE,CE,EBy,); (AAa,CA,CE,CE,EU);
(CA4, AA,CE,CE,EU); (CE,CE,CE,CU,EU); ...

and the customer can choose which combination suits his/her needs the most.
8. Conclusion

In this paper we try to find a class of lattices that has linearly ordered transfer-stable blocks. To solve this problem we
used the so-called distance-stable lattices which we described and found their useful properties. Thanks to these results,
we could simply define the transfer-stable aggregation functions, and above all, we focused on the set of all transfer-stable
aggregation functions of the same arity. In conclusion, we briefly looked at the transfer-stable functions defined on the real
line and found that each transfer-stable function of any arity is determined by the unary function.

There are two possible types of continuation of this research. Firstly, it is possible to change the structure to which
transfer-stable functions are considered, for example, posets. Secondly, the function definition can be modified. For instance,
weighted transfer-stable functions, which means, a function where the “move upwards” is not the same as the “move down-
wards”. For example, ratio 2: 1, twice up, once down.
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Uvod

Teorie agregac¢nich funkci méa hluboké koreny sahajici az k poc¢atkim po-
uziti aritmetického primeéru [2], ¢ k prvnimu vyuziti nasbiranych dat a in-
formaci, z nichz byl vyvozen néjaky zavér v podobé jediné vysledné hodnoty.
Agregace je takovy proces, kdy na zakladé néjakych dat (vétSinou nume-
rickych) je vyvozen vysledek v podobé jediného vystupu ¢i jediné hodnoty.
Matematicka teorie zabyvajici se timto procesem se nazyva teorie agregacnich
funkei [4]. Agrega¢ni funkce pak matematicky realizuji vysledek v podobé je-
diné hodnoty a splhuji dvé pfirozené podminky. Nutno podotknout, zZe tyto
podminky nejsou zcela univerzéalni, nebot v celé historii studia procesu je
mozné narazit i na obecnéjsi funkce, které jakymsi zptsobem taktéz vyvo-
zuji urcity typ jediného vysledku. Nicméné pti zkouméni z obecného pohledu
se ukazalo, ze vétsina funkci, pouzivanych pro zpracovani statistickych dat,

spliiuji ony dvé zminéné podminky:.

Dlouhou dobu se agregacni funkce pouzivaly pouze na realnych ¢islech,
respektive ¢iselnych mnozinach obecné, a to kvili statistice jakozto nume-
rické discipliné. V nedavné dobé se ale stéle dostavaji vice do popredi i jiné
struktury, zejména nelinearné usporadané, kde se teorie agregacnich funkei,
v nékterych piipadech, projevuje odlisné (3, 9, 11]. Jednou z takovych uspo-
fadanych struktur jsou ohranicené svazy [5], o nichZ pojednava i tato prace.
Jednim z divodi, pro¢ se teorie uchylila k této struktufre, je propojeni agre-
gacni teorie s teorii kloni jakozto mnozinou vSech agregacnich funkei, kde
svazova problematika hraje vyznamnou roli. Teorie mé zaklady v logice, od-

kud pifimo navazuje na diskrétni matematiku a informacni védy.



Uvazime-li mnozinu vSech agrega¢nich funkei, coby klon na ohranice-
ném svazu, ukazuje se, ze existuji i vhodné podmnoziny, které rovnéz tvori
klon. Jednim takovym piipadem jsou idempotentni agregacni funkce, pii-
¢emz idempotence je prirozenou vlastnosti nékterych znamych agregac¢nich
funkci. Podobné jako u klonu vSech agregacnich funkci, kde byly hledany
jeho vhodné generatory [8], tak i u jeho podklonu idempotentnich agregac-
nich funkei se v praci zamérime na generujici funkce. O nich pojednéavé prvni
kapitola této prace [6]. Nutno zminit, ze generujici mnozina klonu vSech agre-
gacnich funkci nemuze obsahovat jenom unérni funkce, nebot se ukazuje, ze
nevygeneruji iplné vSe. Proto se museli do generujici mnoziny pridat dalsi,
alespon binarni, funkce. U podklonu vSech idempotentnich agregac¢nich funkci
je situace odlisna, totiz unarni idempotentni funkci je pouze identita, ¢ili tri-
vialni funkce. Tedy generujici mnozina podklonu idempotentnich agrega¢nich
funkci musi obsahovat funkce arity alespon druhé. V praci ukdzeme, Ze lze

vybrat vSechny generatory jakozto binarni funkce.

Po uvedeni generujici mnoziny onoho podklonu se dale zabyvame sni-
zenim mohutnosti mnoziny generatorti. Jinymi slovy, ukdzeme vztahy, jak
mezi sebou vygenerovat funkce z generujici mnoziny podklonu idempotent-
nich agrega¢nich funkci. Hleddme tedy nejmensi generujici mnozinu. Je to
podobné jako u vektorovych prostort, kde je velky rozdil mezi generujici
mnozinou a bazi. V naSem piipadé ukédZeme nejmensi generujici mnozinu pro
konecné tetézce. Pro nejmensi generujici mnoziny z obecného pohledu, tedy
libovolného ohrani¢eného svazu, je situace velmi komplikovana a dosud stéle
nevyfesSend ani v piipadé klonu agregac¢nich funkci. Nicméné ukazeme rtzné
cesty, jak onu nejmensi generujici mnozinu nalézt. Z jedné strany hraje roli
povaha samotného svazu a z druhé strany nastinime algoritmus, ktery umoz-

nuje nalezeni nejmensi generujici mnoziny podklonu idempotentnich agregac-



nich funkei libovolného ohranic¢eného svazu.

Ve druhé kapitole se budeme vénovat tzv. transferové-stabilnim funkcim.
Aritmeticky prumeér je asi nejznaméjsi agregacni funkci viibec a na realnych
¢islech je jeho podoba znamé. AvsSak naSe zaméreni na koneéné ohranicené
svazy vyvolava otézku, jak lze onen aritmeticky primér modelovat prave
v téchto strukturach. Ukazeme, Ze aritmeticky primér nelze definovat na
nelinearné uspotadanych strukturach, a ve druhé kapitole pfevedeme arit-
meticky pramér z nekoneénych fetézcu (reélna ¢isla) do kone¢nych fetéze.
Transformace je zavisla na pojmu tzv. transferové-stability, pricemz budeme
postupné zvySovat jak pocet prvki daného fetézce, tak i aritu onéch funkei,
nazyvanych transferové-stabilni praméry [12|. Jednim z hlavnich vysledka
je popis struktury vSech transferové-stabilnich priumeéri. Ve druhé ¢asti hle-
dédme, podobné jako u kloni, generujici mnozinu vSech transferové-stabilnich
pruméri. Mnozina v8ech transferové-stabilnich primeért netvoii ovsem klon
a nemuzeme tedy vyuzivat stejnych principt jako diive. I presto se miizeme
zaméfit na generovani, ale pouze z pohledu dané arity funkei. Jinymi slovy,

pii generovani nemuzeme ménit aritu transferové-stabilnich pruméra.

V posledni kapitole transferové-stabilni priméry oslabime, ¢imz dosta-
neme transferové-stabilni agrega¢ni funkce, které lze sice definovat na li-
bovolném konecném fetézci, ale ze samotné jejich podstaty se zaméiime
pouze na dvé vhodné tiidy svazi: distanc¢né-stabilni a transferové-stabilni
svazy, kdy prvni je podtiidou druhé. Postupné ukidZeme rozdily mezi jed-
notlivymi tfidami a dokazeme, jak dany svaz ovliviiuje chovani transferoveé-
stabilni agregacni funkce. Hlavnim vysledkem této kapitoly je charakterizace
transferové-stabilnich svazi podle jejich tvaru [13]|. Vyznamnou roli ohledné
transferové-stabilnich funkci hraje také posledni podkapitola pojednévajici

o mozné aplikaci transferové-stabilnich agregac¢nich funkei. Ukazeme aplikaci



z pohledu obchodni strategie, kdy z pohledu koupé vicero produkti nam
praveé transferové-stabilni agregacni funkce mohou pomoci ke vhodnému vy-
béru kombinace produkti, abychom zachovali danou kvalitativni tiidu, na-

priklad pomér ceny k vykonu.



Cile disertac¢ni prace

Studium této diserta¢ni prace je zaméreno na nékolik vlastnosti agregac-
nich funkci na kone¢nych svazech. Préce se z po¢atku vénuje propojeni teorie
klontd s teorii agregac¢nich funkci za podminky idempotence. Dalsim pred-
métem studia jsou transferové-stabilni agregacni funkce a jejich kompletni
popis, jak na kone¢nych fetézcich se zahrnutou idempotenci nebo obecné na

konec¢nych svazech bez ni.

Hlavni cile prace:

[. Podrobny popis klonu idempotentnich agrega¢nich funkei, zejména jeho

generatoru.

II. Transformace aritmetického prumeéru z realnych ¢isel na pfipad konec-

nych svazi.

ITI. Studium transferové-stabilnich agrega¢nich funkei.



Vysledky

I. Idempotentni agrega¢ni klon [R1, R2]
— Binérni funkce x a med generujici tento klon byly nalezeny.

— Na zakladé predchoziho vysledku, nejmensi (x, med)-generujici mno-

Zina na kone¢nych tetézcich byla zkonstruovina.

— Nasledné byly zkouméany postupy, jak nalézt potencialné nejmensi ge-
rr 7 v 2 v 2 b v 2z v
nerujici mnozinu na obecném koneéném svazu, at uz na zakladé tvaru

celého svazu nebo usporadani prvka ve svazu.
II. Transformace aritmetického praméru; [R3|

— S vyuzitim transferové-stability byly definovany transferové-stabilni pri-

méry, jakozto aritmetické priméry na konecnych tetézcich.

— Struktura vSech transferové-stabilnich prumért stejné arity byla po-
psana v jednom piipadé jako Booleovské svazy a v téch dalsich jako

direktni mocnina konec¢nych tetézcu.

— Ve zkoumané struktutre byly nalezeny generujici funkce, pomoci nichz

lze charakterizovat libovolny transferové-stabilni primeér.

— Zavérem bylo zkonstruovano specidlni generovani, umoznujici binarni
transferové-stabilni primeéry vyuzit k vytvoreni celé struktury transferove-

stabilnich prameér.



ITI. Transferové-stabilni agregaéni funkce [R4|

— Dokazali jsme, ze aditivita a symetrie, jakozto vlastnosti aritmetického

pruméru, je plné pokryta transferovou-stabilitou.

— Definovali jsme distancné-stabilni svazy, nacez byly zkoumaéany jejich
charakteristiky a dalsi vlastnosti spojené jak s teorii svazi, tak i teorii

transferové-stabilnich funkei.

— Dale byla rozsifena tiida distan¢né-stabilnich svazi na t¥idu transferove-

stabilnich svazt a zkoumali jsme podobné vlastnosti jako predtim.

— V neposledni fadé charakterizujeme transferové-stabilni svazy pomoci

nejvétsiho spolecného délitele.

— Aplikace transferové-stabilnich agregac¢nich funkei v obchodnim sektoru

pro koupi jednoho nebo vicero produktii.
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Piehled Disertac¢ni prace

I. Idempotentni agregac¢ni klon
Ve ¢lanku [8] byly zkoumény unarni funkce y, a binarni funkce &,, pfi-
¢emz funkce y, nabyvala pouze hodnot 0 nebo 1 a funkce &, byla ,,skoro*
konstantni (viz rovnosti (1)).
1 ;2=1y=1
1 ;2>a,x#0
Xa(2) = T®y=9 0 ;2=0y=0 (1)
0 ; jinak,
a ; jinak.
Ukazalo se, ze tyto dva typy funkci, spolu se svazovymi operacemi, ge-
neruji agrega¢ni klon Agg(L) ohrani¢eného svazu L. Nicméné ani funkce y,
ani funkce @, nejsou idempotentni. Je tedy nutné oba typy funkei vhodné

,yupravit“, aby se z nich staly idempotentni funkce, ale s cilem zachovani

generovani idempotentniho klonu Id(L).

Unarni funkei x,(z) ze vztahu (1) pfevedeme na binarni tim zpusobem,
7e misto hodnoty 1 bude nabyvat spojeni vstupnich hodnot a misto hodnoty
0 bude nabyvat priseku vstupnich hodnot x a y. Na druhou stranu, binarni
funkci @, ze vztahu (1) nelze pfirozené zobecnit na idempotentni funkei,
a proto je nutné vyuzit ternarni mediany, pfi¢emz jejich propojeni s funkci

@, je dano nésledujici rovnosti:

TPy = med/\(XO(x Vy)Axi(zAy),a, xolz Vy)Vxi(zA y))

Vysledkem tohoto zkouméni jsou binarni funkce y, a med,, které nyni po-

drobné popiSeme v nasledujici definici.

11



DEFINICE 1.1. Na kone¢ném (ohrani¢eném) svazu L definujeme pro kazdé

a € L binarni funkce med, : L? — L a ¥, : L* — L nésledujicimi predpisy

med,(2,y) = (zAy)V (aA(xVy)), (2)
R I ()
xr Ay ;jinak.

DUSLEDEK 1.2. Pro kaZdy konecény n-prvkovy svaz L, mnoZina bindrnich

funkct
{V.A}U{xalaeL\{0}}U{med,|ae L\{0,1}}

generuge idempotentni klon |d(L). Pocet generdtori je shora ohranicen cislem

2n — 1.

Mnozin generujicich idempotentni klon je nekone¢né mnoho a mohou ob-
sahovat ruzné typy funkci riznych arit. Budeme se zabyvat takovymi gene-

rujicimi mnozinami, jenz obsahuji svazové operace a funkce y,, med,.

DEFINICE 1.3. Necht L je kone¢ny svaz. Mnozinu S nazveme (x, med)-

generugici mnozinou idempotentniho klonu Id(L), jestlize
S CH{V,A}U{xa, med, | a € L}
a mnozina S generuje idempotentni klon Id(L).

TVRZENI 1.4. Necht L je alesponi triprvkovy konecny retézec s n prvky. Pak

G={V,A\}U{xa|ae L\{0}}U{med,|ac L\{0,1}}

je nejmensi (vzhledem k inkluzi) (x, med)-generujici mnoZinou idempotent-

niho klonu I1d(L).

12



Necht L je ohraniceny svaz. Ozna¢me H jako mnozinu generujicich prvki,
V' jako mnozinu prvkiu, které lze vygenerovat a H' a V' jako pomocné mno-

ziny. Navic symbolem z ~» B budeme znacit pfesun prvku x do mnoziny

B.

I. Nejmensi prvek 0 presuneme do mnoziny V' a vSechny atomy svazu L

pfesuneme do mnoziny H, tj. a ~ H pro kazdé a € At(L).
II. Oznacme A ={zx e L\{HUV}|h < x pro néjaké h € H}.

e Pokud pro x € A existuje préavé jeden prvek [ z L takovy, ze | < x

a zaroven | € H, pak x ~ H'.

e Pokud pro x € A existuje vice prvki ly,...,l, z L prop € N

takové, ze [y < x,...,l, < x azaroven ly,...,l, € H, pak v ~» V',

e Pokud pro prvek x € A existuji prvky [y, ls ze svazu L pro takové,
7e i < wx,ly < x a zaroven l; € H,ly ¢ H, pak x odebereme

z mnoziny A.

Nyni mnozinu H obohatime o prvky z mnoziny H', tj. H = H U H’
a mnozinu V o prvky z mnoziny V' tj. H =V UV’. Mnoziny H' a V'
vyprazdnime. Tedy mnozina A je nyni prazdna, nebot kazdy prvek z ni
jsme bud presunuli do jedné ze dvou mnozin H, V', a nebo jej odstranili

k budoucimu pouziti.

III. Ozna¢me A ={x € L\{HUV} | h <z pron&aké h € HUV}.

e Pokud x € A pokryva pravé jeden prvek ze svazu L a ten prvek

padne do mnoziny H nebo V', pak x ~» H'.

e Pokud = € A pokryva vice prvki ze svazu L a vSechny prvky

padnou do mnoziny H UV, pak x ~» V.
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e Pokud z € A pokryva vice prvki ze svazu L a jeden z nich padne

do mnoziny H UV a druhy nikoli, pak = odebereme z mnoziny A.

e H=HUH,V=VUV aH,V =0.

IV. Opakujeme krok III.

Algoritmus konéi, jakmile bude kazdy prvek ze svazu L bud v mnoziné
H nebo V| pficemz mnozina H je hledand generujici mnozina ohrani-

¢eného svazu L.

VETA 1.5. Necht L je ohranicenyj svaz a mnoZina H je generujici mnozina

svazu L z vise popsaného algoritmu. Pak mnoZina
{V;, AN} U{xa|a € H\{0}} U{med, | a € H\ {0,1}}

je (x, med)-generujici mnoZinou idempotentniho klonu Id(L).
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II. Transformace aritmetického priméru

Cilem v této ¢asti bude transformovat aritmeticky primeér z realnych
¢isel na pripad kone¢nych svazu. Z knihy [4] vime, Ze aritmeticky prumér
na realnych ¢islech je charakterizovan ¢tyfmi podminkami — je neklesajici,

idempotentni, symetricky a aditivni (Definice 1.6).
DEFINICE 1.6. Necht I C R. Pak funkce F' : I¥ — R se nazyva
1. symetricka, jestlize
F(xy,...,%i .o xg, o mp) = Foy, o0, x0Ty oo, T)
pro kazdé i,j € {1,...,k} ax;,z; € L.

2. aditivni, jestlize
Flx+y)=F(x)+ F(y)

pro kazdé x,y z intervalu I* takové, ze x +y € I*.

PIné znéni charakteristiky pro aritmeticky primeér je v nasledujici véte.

VETA 1.7. [4] Funkce F : R¥ — R je neklesajici, idempotentni, symetrickd
a aditivni prave tehdy, kdyZ funkce F' je aritmetickym primérem, tj.

_xl—i—...—i—xk
—k .

F(xy,...,xx)

Prvni t¥i podminky (neklesajici, idempotentni, symetrickd) mtuzeme jed-
noduse transformovat do teorie svazi. Problém nastava s aditivitou, protoze
ve svazech neni obecné definovana operace s¢itani. Z tohoto duvodu musime
aditivitu nahradit jinou vhodnou vlastnosti, jiz aritmeticky prumeér dispo-
nuje. Tato nova vlastnost bere v potaz, ze aritmeticky priameér z hodnot = a y
je tataz hodnota, jako aritmeticky pramér hodnot z + ¢ a y — ¢ (nebo z — ¢

a y+c) pro libovolné realné ¢islo ¢ € R. Nazyvame ji tzv. transferova-stabilita

nebo taktéz transferovy princip ([15], [16]).
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DEFINICE 1.8. Nechf I C R. Funkce F : I¥ — R je transferové-stabiln,

jestlize pro libovolné ¢ = (cy, ..., cx) € R* takové, Ze Zf:o ¢; = 0 plati
F(ar,. .. o) = F(@1 + 1,0+ )
pro kazdé x = (1, ..., 1) € I* takové, ze x + ¢ € I*.

Predtim, nez prejdeme do teorie svazi, se chvili budeme zabyvat otdzkou
sily transferové-stability vici aditivité. Jinymi slovy, jak moc se zméni Véta
1.7, kdyz aditivitu nahradime transferovou-stabilitou. Pozdé&ji se dozvime,
7e béhem tohoto nahrazeni nevyvstane zadny problém, nebot transferova-

stabilita charakterizuje na redlnych ¢islech nejenom symetrii, ale i aditivitu.

Nyni se podivame na popis transferové-stabilnich funkei na realnych &is-
lech. Ukazuje se, ze k plnému urceni k-arni transferové-stabilni funkce na

realnych ¢islech sta¢i pouze unarni funkce.

VETA 1.9. Vsechny transferove-stabilni funkce jsou uréené néjakou undrni
funkci, to znamend, TS : I¥ — R je k-drni transferové-stabilni funkce prdve

tehdy, kdyz existuje undrni funkce f : 1 — R takovd, Ze

TS(x1,...,x,) = f (u) .

k

Obecné, transferové-stabilni funkce neni aditivni nebo neklesajici, avsak

evidentné podle Véty 1.9 je symetricka.

Jak uz vime, mezi transferové-stabilnimi funkcemi je i aritmeticky pri-

mér, jenz dostaneme pridanim idempotence do Véty 1.9.

DUSLEDEK 1.10. Necht f : 1T — R je undrni funkce. Transferové-stabilni

funkce TS je aritmeticky prumér pravé tehdy, kdyz f = id.
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Zéavérem zde méame slibenou silu transferové-stability, jenz ukazuje, Ze

transferova-stabilita v sobé zahrnuje jak aditivitu tak i symetrii.

DUSLEDEK 1.11. Funkce TS je idempotentni transferove-stabilni funkce pravé

tehdy, kdyz TS je aritmeticky primer.

Z pravé zminéného disledku miizeme usoudit, ze vybér transferové-stability,
jakozto nahrady za aditivitu, je velmi vhodny a tedy miizeme transferove-
stabilni funkce jednoduse prevést na piipad kone¢nych svazi s vyuzitim relace

pokryti ve svazech.

DEFINICE 1.12. Funkce A : LF — L na konefném svazu L se nazyva

transferové-stabilni, jestlize
Az, ooy xiy e, gy xk) = A@1, o Yis ooy Yy oo, Tg)

pro libovolné i,5 € {1,...,k} a z;,y; € L, kde z; < y; a y; < z;.

Navic, tfidu vSech transferové-stabilnich agrega¢nich funkei na koneéném

)

svazu L ozna¢ime symbolem TSAgg; a symbolem TSAgg(Lk oznac¢ime vSechny

k-arni transferové-stabilni agregacni funkce na svazu L.

Obecné, binarni transferové-stabilni pramér na fetézci C,, = {c1,...,¢n}

je mozno zapsat do tvaru
TS(x,y) = (z1 | 22| .. | Zn-1),
kde

[(c1,e1)] 5 [(ers e2)] 5 [(eas e2)] 5 [(e2, e3)] 5 [(e3¢3)] 55 [(en1s cn)] 5 [(Cny )]

je seznam vSech blokt, kde prvek z;, z vySe vypsaného tvaru, odpovida i-tému

hlavnimu bloku [(¢;, ¢;41)] proi=1,...,n — 1.
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VETA 1.13. MnoZina bindrnich transferové-stabilnich priméri TSM(CQT)L na

n-prvkovém vetézci C, tvori Booleovskij svaz s 2"~ pruky.

Pouzitim zavedené notace pro zapis binarnich transferové-stabilnich pri-
méri miizeme podobné zapsat i k-arni transferové-stabilni pramér na fetézci

C, =A{c1,¢9,...,Ch1,C} Ve tvaru
/.1 1 2 2 2 n—1 _n—1 n—1
TS(ml,...,xk)-—<z1,22,...,zk_1|z1,22,...,zk_1|...|21 -

kde pro prvni sekci plati

11 1 1 1 1
20y 2y 25 €E{C1, 0ty 21 <2 <o <z,

druhé sekce je tvorena prvky

2 2 2 2 2 2
R1yRgs ey R 6{02763}7 21 §Z2 S Szk—lv

a pro prvky z posledni (n — 1)-ni sekce je splnéno
n—1 _n—1

n—1 n—1 n—1 n—1
A2y gy €{enar e}, 2t <z <L <zl

TVRZENI 1.14. Necht C, je n-prvkovy tetézec pro n € N. Pak pocet vsech

k-drnich transferové-stabilnich primeéri na vetézci C,, je roven k"1 a navic
(k) ~ n—1
TSM¢, = Cy

tj. vSechny k-drni transferové-stabilni priméry na C,, tvoii (n—1)-ni direktni

mocninu k-prvkového Tetézce.

Dale se zaméfime na transferové-stabilni pruméry, které generuji viechny
ostatni, to znamené, ze skladanim takovych primeéria dostaneme libovolny
transferové-stabilni primér. Problém nastane, budeme-li chtit vygenerovat

transferové-stabilni primér s vyuzitim transferové-stabilnich priméra mensi
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arity. Naptiklad, v minulé kapitole jsme vygenerovali idempotentni agre-
gacni funkci libovolné arity pomoci binarnich idempotentnich agrega¢nich
funkei x, a med, nebo konstrukce ze ¢élanku [8], kde vSechny agregac¢ni funkce
byly generovany pouzitim unérnich a binarnich agregacnich funkci vyuziva-
jicich teorii klonu. Takovéto generovani bylo mozné diky projekcim. Nicméné
v naSem piipadé je sice skladani transferové-stabilnich priméra uzaviené na
skladani, ale projekce nejsou transferové-stabilni pruméry, ¢imz tedy mno-
zina vSech transferové-stabilnich prumért netvori klon. Odtud je jiz pa-
trné, ze nelze vyuzit stejnych prostredki k vygenerovani funkci, jako v pfi-
padé agregacniho (respektive idempotentniho) klonu, coz nam tudiz zne-
moznuje generovat transferové-stabilni prumeéry ruznych arit. Z tohoto du-
vodu se zaméfime na otazku generovani transferové-stabilnich pruméru stejné
arity. Pro tento ucel zavedeme tzv. prostfedni transferové-stabilni prumeér
a vnitini a vnéjsi generujici transferové-stabilni primeéry, coz budou, ve spo-
jeni s nejmensim a nejvétsim transferové-stabilnim priumeérem, generatory
mnoziny vSech transferové-stabilnich priamért stejné arity na konecném fe-

N . .. k
tézci, tj. generujici mnozina svazu TSM(C,?-

TVRZENI 1.15. Necht k,n € N, k > 2, n > 3. Predpokldidejme, Ze mno-
zZina G obsahuje vsechny k-drni vnitini a vnéjsi transferove-stabilni primery
a k-drni nejmensi a nejuétsi transferove-stabilni primer na retézci C,. Pak
mnozina G generuje vsechny k-drni transferové-stabilni priméry na tetézci

C., a jeji mohutnost je rovna (n — 2)k — (n — 5).

Zkoumani transferové-stabilnich priméri na konecénych retézcich zakon-
¢ime pohledem na to, jak vygenerovat transferové-stabilni pruméry vyssi
arity pomoci pruméri mensich arit, presnéji pomoci binarnich transferove-
stabilnich primért. Zde uz se nebude jednat o klasické skladani funkci, ne-

bot jsme ukézali, ze klasické skladani na takovyto zptisob generovani nestaci
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a musime zavést néco nového. 7Z tohoto divodu vytvorime nové skladani
funkci specialné zkonstruované pro transferové-stabilni prameéry. V tomto
typu skladani ptjde o to uspotradat vSechny prvky z jedné sekce vSech ope-
rujicich transferové-stabilnich priméru a vytvofit z nich novou sekci.

Jiz vime, Ze unarni transferové-stabilni prumér na libovolném fetézci je
pouze identita, ¢ili se jedna o ,,nezajimavy* transferové-stabilni pramér. Mno-
hem zajimavéjsi jsou binarni transferové-stabilni priméry, kterymi jsme se
zabyvali prvni polovinu této kapitoly. Taktéz jsme zminili, Ze existuji bi-
narni transferové-stabilni pruméry, jenz vygeneruji v8echny ostatni binarni
transferové-stabilni prameéry, a témito binarnimi transferové-stabilnimi pri-
méry jsou presné atomy svazu TSM((?T)L vSech binarnich transfe-rové-stabilnich
pruméri na n-prvkovém fetézci. Nazveme je atomdrni bindrni transferove-
stabilnimi pruméry. Ve findlnim tvrzeni této kapitoly ukézeme, Ze atomarni
binarni transferové-stabilnimi priaméry (atomy svazu TSMg)L) jsou mnohem
dilezitéjsi, nez se puvodné zdalo.

Podle definice transferového spojeni je nasledujici rovnost platna pro li-

bovolny k-arni transferové-stabilni primér na fetézci C,,, tj.

1,1 1 2 2 2 n—1 _n-1 n—1\ _
<zl,22,...,zk_1|z1,22,...,zk_1]...]zl ) %5 ,...,zk_1>f

I I PN e Y I TN o ORI - S TN o)

kde na pravé strané rovnosti jsou pouze bindrni transferové-stabilni priameéry
na C,. Jinymi slovy, kazdy k-arni transferové-stabilni prumér 1ze transferové

spojit pomoci (k — 1) binarnich transferové-stabilnich priméra.

TVRZENI 1.16. Necht C,, je n-prvkovy Fetézec. Pak mnoZina vsech transfe-
rové-stabilnich primeéri TSM¢, je generovdna atomdrnimi bindrnimi transfe-
rove-stabilnimi pruméry na C,, svazovymi operacemi V, A\ a transferovym

spojenim ©.
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II1. Transferové-stabilni agregacni funkce

Podle vzdalenosti mezi prvky 0 a 1, mizeme tiidu vSech svazi rozdélit na
dvé disjunktni podtiidy. Prvni podtiida obsahuje vSechny svazy majici jed-
notnou vzdalenost mezi prvky 0 a 1, jinymi slovy, vSechny cesty z mnoziny
PathL maji stejnou délku. Druha podtiida je komplementem k prvni pod-
tfidé, to znamené, Ze existuji prvky a, b € L takové, ze |Dgp| > 2. Nésledujici

definice popisuje prvni zminénou podtiidu.

DEFINICE 1.17. Konec¢ny svaz L se nazyva distancné-stabiln, jestlize vzda-
lenost mezi kazdyma dvéma prvky je jednozna¢né urcena, tj. d(a,b) = D(a,b)

pro kazdé a,b € L, a < b.

Ihned z Definice 1.17 plyne, Zze pokud existuji dva prvky ve svazu s rozdil-
nou vzdélenosti, pak se nemuze jednat o distan¢né-stabilni svaz. Jinak feceno,
podsvaz distan¢né-stabilniho svazu je opét distancéné-stabilni. Na zakladé to-
hoto faktu miiZzeme vyslovit néasledujici charakteristiku distanc¢né-stabilnich

svazu.

VETA 1.18. Konecny svaz je distancné-stabilni prave tehdy, kdyzZ nejmensi

a nejuetsi vzddlenost mezi proky 0 a 1 je shodnd, tj. d(0,1) = D(0,1).

VETA 1.19. KazZdy konecny distributioni nebo moduldrni svaz je distancne-

stabilni.

VETA 1.20. Konecny svaz L je distancné-stabilni prave tehdy, kdyz kaZdy
blok svazu L* obsahuje pouze nesrovnatelné k-tice pro nékteré (a tedy pro

kazdé) k € N, k > 2.
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VETA 1.21. Necht L je distanéné-stabilni svaz a P = {0,a4,...,a,,1} je

libovolnd cesta z neymensiho do nejvétsiho prvku svazu L. Pak

[z, )] [y, )]sy 9] -]

kde z,y € P, x =< y jsou vsechny navzdjem rizné bloky svazu L* a jejich

pocet je roven k- d(0,1) + 1.

Bloky v libovolném konecéném svazu mohou byt bud linearné usporadané,
jak jsme to mohli vidét ve vSech pfedchozich ptikladech, a nebo stiidaveée
neusporadané, viz minuly piiklad se svazem Ls. Presnéjsi definice stiida-
vého usporadani zni, Ze pro kazdé dva bloky A, B C L? druhé mocniny
existuji a,a’ € A,b € B takové, ze a < b < a’. Zfejmé, jestlize jsou
bloky neuspotradané, pak existuji prvky x,y,z € L, x < y < z takové, ze
(0,2),(0,z) € A and (0,z) € B. Zkombinovanim této myslenky a uspo-
radani bloki v distan¢éné-stabilnich svazech dostaneme uspofadani bloku

v distanéné-stabilnim svazu.

VETA 1.22. Transferové-stabilni bloky jsou v kazZdém distancné-stabilnim

svazu linedrné uspordadané.

Prirozené otazka zni, jestli existuji dalsi svazy, jez by mély taktéz line-
arné usporadané bloky. Pifimou odpovédi je pentagon, ktery je distancéné-

nestabilni, ale jeho bloky jsou linearné uspofadané, tj.
[(0,0)] < [(0,a)] < [(0,1)] < [(1,a)] < [(1,1)].

Na zakladé této skutecnosti se budeme dale zabyvat svazy, jenz maji pravé
linearné usporadané bloky. Presnéji, jaké svazy, kromé distancéné-stabilnich,
maji zminéné usporadéani bloki. Nejdfive definujeme takovou tfidu svazu

a posléze se budeme zabyvat jeji charakterizaci.
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DEFINICE 1.23. Kone¢ny svaz L se nazyva transferové-stabilni, jestlize (tran-

sférové-stabiln{) bloky v jeho druhé mocniné L? jsou linearné usporadané.

VETA 1.24. Necht L je konecny svaz a predpokladejme, Ze existuji proky

a,b € L takové, Ze n,n+ 1 € Dy,. Pak L je transferove-stabilni svaz.

VETA 1.25. Necht L je transferove-stabilni distancné-nestabilni svaz s nej-
kratsi cestou Py = {0, ¢1, ..., ¢y, a} 2 nejmensiho proku 0 do prvniho nestabil-
niho prvku vzhledem k O a nejkratsi cestou Py = {f,dy,...,d.,1} z pruniho
nestabilniho proku vzhledem k 1 do nejvétsiho prvku 1, tj. d(0,a) = p+ 1
ad(l,8)=r+1. Pak

[(0,...,0)],[0,...,0,¢1)],...,[(0,...,0,¢,)],
[(0,...,0,1)],

(L. Ld)] .. [ 1,d)] (L 1)

jsou vSechny navzdjem rizné bloky svazu L.

Vratme se k pravidelné a vzajemné rotaci (neusporadanych) blokt v trans-
ferové-nestabilnich svazech. Necht L je transferové-nestabilni svaz a predpo-
kladejme existenci navzajem ruznych bloka M, My, ..., M, obsahujicich po

rfadé dvojice
(x,y), (xlvy/) € M7 (xla 3/1) € Mla R (wnayn) € Mn

splnujici

(.%,y) < (‘Tlay1> <. S (xn,yn) < (xlvy/)‘
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Déle, ve svazu L existuje m raznych cest Py, ..., P, z mnoziny PathL uspo-
rfadanych od nejdelsi po nejkratsi cestu svazu L. Z predchoziho jiz vime, Ze
skoky mezi bloky jsou uzptisobené podle rozdilu dvou délek cest. Pokud téch
cest je ale vice, pak je otazkou, ktery rozdil vybrat, aby byl ten nejvhodné&jsi.
Ukazuje se, ze vysledkem neni ani jeden z rozdild, nybrz jejich nejvétsi spo-
le¢ny délitel. Pak pro pocet vzajemné se stfidajicich neusporddanych bloku

plati

n=NSD(|[|Pl| = [Pl 1P| = [IPs[] s [Pl = 1Pl ) = 1,
kde nejvétsi spolecny délitel (NSD) dvou & vice kladnych celych ¢isel je
nejvetsi kladné celé ¢islo, které déli vSechny zadana kladna cela ¢isla.

Uzitim této myslenky pro transferové-stabilni svazy ihned dostaneme po-
zadovanou vlastnost, jenz vSechny tyto svazy charakterizuje, to znamena, ze
zarudi linearni usporadani bloku. Presnéji, M = My = ... = M, ¢imz tedy

n = 0.

TVRZENI 1.26. Konecnyj svaz L je transferové-stabilni prdve tehdy, kdyz je

distancné-stabilni, a nebo existuji cesty Py, Py, P3 € PathL takové, Ze

NSD( || 1]l = || 22|l | Prll = || s Pl — (1 Ps]l ) = 1.
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Anotace

Diserta¢ni price se vénuje zejména teorii agregacnich funkci na konec-
nych svazech, na kterou se v jednotlivych kapitolach divame z ruznych dhla

pohledu a propojujeme ji s nékolika dalsimi teoriemi.

Prvni kapitola se zaobirad generujici mnozinou agrega¢niho klonu. V jed-
nom z predchozich ¢lankt byla predstavena generujici mnozina klonu idempo-
tentnich agregacnich funkei na ohrani¢enych svazech. Jako hlavnim vysledek
bylo ukazéno, ze tento klon je generovany urcitymi ternarnimi idempotent-
nimi funkcemi, ze kterych lze ziskat vSechny idempotentni agrega¢ni funkce
svazu pomoci klasického skladani funkei. Cilem v této kapitole je ukazat zlep-
Seni vySe zminéného vysledku pomoci nové generujici mnoziny tohoto klonu.
Umeélé ternarni funkce jsou zde nahrazeny binarnimi mediany a binarnimi
charakteristickymi funkcemi. V diisledku toho je klon generovan jeho binarni
casti, ¢imz vysledek posiluje zékladni tlohu mediani v idempotentnich agre-
gacnich funkcich. Navic ukdzeme, Ze pro n-prvkovy svaz je horni hranice

binarnich generatord rovna 2n — 1.

Druhéa kapitola se zaméfuje na transformaci aritmetického priméru na
konec¢né svazy. Podle encyklopedie agrega¢nich funkci Grabisch M. a spol.
(2009), aritmeticky pramér je funkce charakterizované ¢tyfmi vlastnostmi:
je neklesajici, idempotentni, symetricka a aditivni. Prvni tii mohou byt pfi-
rozené konvertovany do teorie svazi, ale posledni vlastnost nelze obecné pie-
vést. Proto jsme ji nahradili jinou vhodnou vlastnosti, nazvanou transferova-
stabilita. AvSak pfi konvertovani do kone¢nych svazi nedostaneme piesné
aritmeticky primér, ale jeho vhodné aproximace. Tyto funkce se nazyvaji
transferové-stabilni primeéry. Prvnim cilem v této kapitole je poukézani na

fakt, ze transferové-stabilni priméry na konec¢nych fetézcich tvoii svaz izo-
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morfni s direktni mocninou konec¢nych fetézci. Druhym vysledkem je vytvo-
feni generujici mnoziny vSech transferové-stabilnich praumérta, tj. uvazovat
takové prumeéry, které mohou vygenerovat vSechny transferové-stabilni prii-
méry stejné arity pomoci klasického skladani funkci. Posledni vysledek se
zabyva otazkou, jak vygenerovat vSechny transferové-stabilni pruméry libo-
volné arity pomoci binarnich transferové-stabilnich priméra. Pro tento pro-

blém jsme museli definovat specialni skladani transferové-stabilnich prumér.

Z piedchozi kapitoly jsme ziskali novou vlastnost, tzv. transferovou-stabi-
litu, charakterizujici aritmeticky prumér. Umoznila nam definovat speciélni
tvary aritmetického primeéru na konecnych svazech, pficemz idempotence
byla soucasti této definice. V posledni kapitole tuto vlastnost zanedbame
a budeme se zabyvat pouze transferové-stabilnimi agregacnimi funkcemi.
Diky tomuto je mozné definovat tyto agregacni funkce na libovolném ko-
necném svazu a nikoli pouze na koneénych fetézcich. Nicméné, existuje pod-
tiida kone¢nych svazi, tzv. transferové-stabilni svazy, na kterych lze chovani
transferové-stabilnich agregacnich funkci jednodusSe popsat, protoze transfe-
rové-stabilni t¥idy (bloky) jsou linearné usporadané. Hlavnim cilem v této ka-
pitole je charakterizace této podtridy. Ve druhé ¢asti se zamérime na vhodné
vlastnosti spojené se svazem vSech k-arnich transferové-stabilnich agregac-

nich funkei.
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Summary

The Ph.D. thesis is devoted to study the theory of aggregation functions
on finite lattices, which we look at from different angles in individual chapters

and connect it with several other theories.

The first chapter deals with the generating set of aggregation clone. In
one of the previous papers, a generating set of clone idempotent aggregation
functions on bounded lattices was introduced. As a main result it was shown
that this clone is generated by certain ternary idempotent functions from
which all idempotent aggregation functions of the lattice can be obtained
by usual term composition. The aim in this chapter is to present an essen-
tial improvement of the result above by presenting a new generating set of
this clone. A bit artificial ternary functions are substituted here by natu-
ral (binary) lattice a-medians and certain binary characteristic functions. As
a result, the clone is generated by its binary part and the result strengthens
the essential role of medians within all idempotent aggregation functions. In
addition, we will show that for an n-element lattice , the upper bound of

binary generators is 2n — 1.

The second chapter focuses on the transformation of the arithmetic mean
into finite lattices. According to the encyclopedia of aggregation functions
Grabisch M. et al. (2009), the arithmetic mean is a function characterized by
four features: it is non-decreasing, idempotent, symmetric and additive. The
first three of them can be naturally converted to the theory of posets but
the last one generally can not. Due to this problem, we will replace it with
another suitable property, which is called transfer-stability. However, we do
not get the exact arithmetic mean but some approximation. These functions

will be called transfer-stable means. The first aim of this chapter is to show
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that transfer-stable means on a finite chain form a lattice which is isomorphic
to the direct power of afinite chain. The second goal is to create agenerating
set of transfer-stable means, i.e., means that can generate all other transfer-
stable means of the same arity by classical composition of functions. The last
goal deals with question of how to generate all transfer-stable means of any
arity by binary transfer-stable means only. For this problem we define special

transfer-stable means composition.

From the previous chapter we obtained a new property, the so-called
transfer-stability, characterizing the arithmetic mean. With this property, it
is possible to define special forms of arithmetic mean on finite chains. The
idempotence property was required for this definition. In the last chapter, we
neglect this necessity and deal only with transfer-stable aggregation functi-
ons. Thanks to this fact, it is possible to define these aggregation functions
on any finite lattice (hereinafter “lattice”) and not only on finite chains. Ne-
vertheless, there is a subclass of finite lattices, the so-called transfer-stable
lattices, where the behavior of the transfer-stable aggregation functions is
simply described because the transfer-stability classes are linearly ordered.
Therefore, the main goal of this chapter is characterization of these transfer-
stable lattices. The second half of the chapter deals with some useful pro-
perties associated with the lattice of all k-ary transfer-stable aggregation

functions.
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