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V Olomouci dne 3. dubna 2009



2

Poděkováńı
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Úvod

Touto praćı bych chtěla navázat na svoji bakalářskou práci, ve které jsem se mimo
jiné zabývala axiomatickou výstavbou eukleidovské geometrie (na základě syntetického
př́ıstupu).

Ćılem této diplomové práce je seznámit čtenáře se základńımi vlastnostmi trojúhelńık̊u
v neutrálńı geometrii (tedy jak v geometrii eukleidovské, tak také hyperbolické). Práce by
měla zároveň ukázat, jak postupně axiomaticky vybudovat neutrálńı geometrii v rovině met-
rickým př́ıstupem.

Tato práce by mohla být využita také jako pomocný studijńı text pro kurzy axiomatické
výstavby geometrie a neeukleidovské geometrie na VŠ.

Nejprve by se měla zaměřit na geometrii abstraktńı a stručně seznámit se základńımi
vztahy, které v ńı plat́ı. Dále postupně vybudovat geometrii incidenčńı a metrickou, zavést
axiomaticky vztah ”mezi” a popsat elementárńı geometrické útvary. Na základě toho pak
definovat Paschovu geometrii a s využit́ım zavedeńı mı́ry úhlu také geometri shodnostńı. V ńı
dále zavést pojmy kolmost a shodnost, které nám umožńı definovat neutrálńı geometrii.

Jádrem práce by měla být kapitola o neutrálńı geometrii, ve které bych se chtěla zaměřit
jednak na vztahy platné v celé neutrálńı geometrii (tedy společný základ geometrie euklei-
dovské a hyperbolické), který se týká axiomů strana-úhel-strana, úhel-strana-úhel a strana-
strana-strana. Dále se zabývat teoríı rovnoběžek, problematikou Sachceriho čtyřúhelńık a
definovat kritickou funkci, která bude d̊uležitá v daľśıch kapitolách. Tyto kapitoly by se
měly zaměřit na specifika eukleidovské a hyperbolické geometrie.

K problematice hyperbolické geometrie bych chtěla nejdř́ıve popsat několik jej́ıch model̊u
a dále se věnovat vlastnostem asymptotických polopř́ımek, zkoumat problematiku defektu
trojúhelńık̊u a vzdálenosti rovnoběžných př́ımek.

Dále bych chtěla zařadit kapitolu o eukleidovské geometrii a v ńı se zaměřit na věty
ekvivalentńı s Eukleidovou vlastnost́ı rovnoběžek a teorii podobnosti a zmı́nit také některé
základńı věty, které zde plat́ı.

Na závěr práce bych chtěla zařadit několik úloh na konstrukci trojúhelńıka a porovnat
postup jejich řešeńı v hyperbolické a eukleidovské geometrii. A na těchto ukázkách demon-
strovat základńı rozd́ıly mezi hyperbolickou a eukleidovskou geometríı.
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5.2 Definice shodnostńı geometrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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Kapitola 1

Abstraktńı geometrie

1.1 Definice abstraktńı geometrie

Definice 1.1.1 Necht’ B je neprázdná množina, jej́ı prvky nazveme body.
Necht’ P je neprázdný systém neprázdných podmnožin z množiny B, které budeme nazývat
př́ımky.

Dále požadujeme, aby platilo: pro dva navzájem r̊uzné body A, B ∈ B existuje př́ımka
` ∈ P taková, že A i B j́ı patř́ı (ř́ıkáme, že A i B lež́ı na `)

∀A,B ∈ B ; A 6= B, ∃` ∈ P : A ∈ ` ∧B ∈ `

a dále, aby na každé př́ımce ležely alespoň dva body, tedy

∀ ` ∈ P ∃P, Q ∈ B , P 6= Q : P ∈ `, Q ∈ `.

Poznámka 1.1.1 I v této abstraktněǰśı situaci budeme použ́ıvat terminologii, na kterou
jsme zvykĺı z analytické geometrie.

Chceme-li studovat nějakou matematickou teorii, muśıme si nejdř́ıve ověřit, že existuj́ı
př́ıklady dané axiomatizované teorie. Takovým př́ıklad̊um pak ř́ıkáme modely.

Poznámka 1.1.2 Pokud by se nenašly žádné př́ıklady, byla by teorie prázdná a nemělo by
smysl ji studovat.

1.2 Modely abstraktńı geometrie

Existuje celá řada model̊u abstraktńı geometrie. Zde poukážeme na tři z nich. Eukleidovskou
(kartézskou) rovinu, hyperbolickou (Poincarého) rovinu a Riemannovu sféru.

1.2.1 Eukleidovská rovina

Za body budeme považovat všechny možné dvojice reálných č́ısel. Vyjdeme z rovnic př́ımek,
jak je známe z analytické geometrie.
Pokud př́ımka neńı svislá, můžeme ji zapsat ve směrnicovém tvaru; je-li a ∈ R pevné reálné
č́ıslo, polož́ıme:

`a := {(x, y) ∈ R2 | x = a}

a systém takových podmnožin
Pv = {`a | a ∈ R}
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bude systémem všech vertikálńıch př́ımek.
Jsou-li m, b ∈ R reálná č́ısla, utvoř́ıme

`m,b := {(x, y) ∈ R2 | y = mx+ b}

a systém všech takových podmnožin

Ps = {`m,b | m, b ∈ R}

bude systém všech nevertikálńıch př́ımek.
Sjednoceńım obou těchto skupin př́ımek źıskáme množinu všech př́ımek v eukleidovské
rovině.

Věta 1.2.1 Eukleidovská rovina E2 je modelem abstraktńı geometrie.

1.2.2 Poincarého rovina

Označme H = {(x, y) ∈ R2 | y > 0}. V ńı budeme uvažovat dva systémy podmnožin.

I. systém podmnožin tvaru

aL = {(x, y) ∈ H | x = a},

což jsou otevřené polopř́ımky v H kolmé k ose x, bez počátku

P1 = {a` | a ∈ R}.

II. systém podmnožin tvaru

cLr = {(x, y) ∈ H | (x− c)2 + y2 = r2},

což jsou otevřené polokružnice se středem na hraničńı př́ımce a poloměrem r,

P2 = {cLr | c ∈ R, r ∈ R, r > 0}.

Potom polož́ıme PH = P1 ∪ P2.

Věta 1.2.2 H2 = (H,PH) je modelem abstraktńı geometrie.

Důkaz: Necht’ jsou dány body v tomto modelu P = (x1, y1) a Q = (x2, y2) takové, že
P 6= Q. Protože P, Q ∈ H, muśı být y1 > 0, y2 > 0. Rozlǐśıme dva př́ıpady:

(i) x1 = x2, potom P, Q ∈ ` = aL ∈ LH , tedy a = x1 = x2;

(ii) jestliže x1 6= x2, definujeme c a r takto:

c =
y2
2 − y2

1 + x2
2 − x2

1

2(x2 − x1)
,

r =
√

(x1 − c)2 + y2
1 ;

pak P, Q ∈ cLr.

Snadno se vid́ı, že každá př́ımka má alespoň dva body, tedy H2 je abstraktńı geometríı.

Poznámka 1.2.1 Tomuto modelu budeme ř́ıkat Poincarého rovina, protože ho poprvé
použil francouzský matematik Henry Poincaré.

Poznámka 1.2.2 Zat́ımco pro eukleidovskou geometrii jsou charakteristické trigonomet-
rické funkce, geometrie na Poincarého modelu je charakterizována funkcemi hyperbolickými.
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1.2.3 Riemannova sféra

Definice 1.2.1 Jednotková sféra v R3 je množina

S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}.

Definice 1.2.2 Rovina v R3 je množina tvaru

{(x, y, z) ∈ R3; ax2 + by2 + cz2 = d, kde a, b, c, d ∈ R, (a, b, c) 6= (0, 0, 0)},

přičemž je-li d = 0, procháźı rovina počátkem (středem sféry).

Definice 1.2.3 Hlavńı kružnice na S2 je množina

K = {(x, y, z) ∈ S2; ax+ by + cz = 0 pro (a, b, c) 6= (0, 0, 0)}.

Označeńı: Množinu všech hlavńıch kružnic na sféře S2 označ́ıme Kr.

Věta 1.2.3 S = (S2,Kr) je modelem abstraktńı geometrie.

Poznámka 1.2.3 Riemannova sféra v tomto smyslu neńı př́ıkladem eliptické (Riemannovy)
geometrie.



Kapitola 2

Incidenčńı geometrie

2.1 Definice incidenčńı geometrie

Definice 2.1.1 Incidenčńı geometríı nazveme abstraktńı geometrii, ve které dále plat́ı:

(i) Každé dva r̊uzné body lež́ı na jediné př́ımce,

∀A,B ∈ B ∃! ` ∈ P : A ∈ ` ∧B ∈ `.

(ii) Existuj́ı tři body, které nelež́ı na př́ımce,

∀` ∈ P ∃ A, B, C ∈ B : ¬(A ∈ `) ∧ (B ∈ `) ∧ (C ∈ `).

Označeńı: Jedinou př́ımku, která procháźı body A, B označ́ıme
←→
AB.

Definice 2.1.2 Podmnožinu M⊆ B bod̊u nazveme kolineárńı, jestliže existuje př́ımka

` ∈ P : M⊆ `.

Poznámka 2.1.1 Mı́sto ”množina bod̊u {A, B, C} je (resp. neńı) kolineárńı” budeme ř́ıkat
”body A, B, C jsou (resp. nejsou) kolineárńı”.

2.2 Př́ıklady incidenčńı geometrie

Př́ıklad 2.2.1 1) Eukleidovská rovina E2 je incidenčńı geometríı.
2) Poincarého rovina H2 je incidenčńı geometríı.
3) Riemannova sféra naproti tomu neńı př́ıkladem incidenčńı geometire (protože nesplňuje
podmı́nku, že každými dvěma r̊uznými body procháźı jediná př́ımka).

Nyńı ukážeme, že H2 je incidenčńı geometríı. Prvńı část d̊ukazu - že H2 je abstraktńı
geometríı, jsme provedli již dř́ıve. Zbývá ještě ukázat, že splňuje podmı́nky (i) a (ii) z definice
incidenčńı geometrie.

Předpokládejme, že P = (x1, y1) a Q = (x2, y2) jsou navzájem r̊uzné body.

Krok 1: Předpokládejme, že P, Q lež́ı oba na dvou r̊uzných př́ımkách I. typu aL a
bL, potom muśı platit a = x1 = x2 a současně b = x1 = x2, a tedy a = b. To je spor
s předpokladem, že aL a bL jsou dvě r̊uzné př́ımky, tedy P a Q nemohou oba současně ležet
na dvou r̊uzných př́ımkách prvńıho typu.
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Krok 2: Předpokládejme, že P, Q lež́ı oba současně na dvou r̊uzných př́ımkách aL a cLr,
z toho vyplývá, že a = x1 = x2 a

(x1 − c)2 + y2
1 = r2 a současně (x2 − c)2 + y2

2 = r2,

tedy
(a− c)2 + y2

1 = r2 a (a− c)2 + y2
2 = r2,

proto y2
1 = y2

2 . Protože y1, y2 > 0, muśı platit y1 = y2. To je ale spor s předpokladem, že se
jedná o dva r̊uzné body.

Krok 3: Konečně předpokládejme, že P i Q lež́ı na dvou r̊uzných př́ımkách II. typu cLr a
dLs. Muśıme dokázat, že pak cLr = dLs, tedy že c = d a r = s. K tomu využijeme rovnosti

c =
y2
2 − y2

1 + x2
2 − x2

1

2(x2 − x1)
,

r =
√

(x1 − c)2 + y2
1 .

Aby P, Q ∈ cLr, muśı platit

(x1 − c)2 + y2
1 = r2 a (x2 − c)2 + y2

2 = r2.

Odečteńım dostaneme
(x1 − c)2 − (x2 − c)2 = y2

1 − y2
2

neboli
x2

1 − 2cx1 − x2
2 + 2cx2 = y2

2 − y2
1 ,

pro c tedy dostaneme

c =
y2
2 − y2

1 + x2
2 − x2

1

2(x2 − x1)
.

Podobně uvažujme, že P, Q ∈ dLs, a pro d dostáváme

d =
y2
2 − y2

1 + x2
2 − x2

1

2(x2 − x1)
.

Tedy c = d. Dále protože

r =
√

(x1 − c)2 + y2
1 =

√
(x1 − d)2 + y2

1 = s,

muśı platit r = s. Celkem tedy cLr = dLs. T́ım jsme dokázali, že dvěma r̊uznými body je
určena vždy jedna př́ımka.

Zbývá ještě dokázat, že existuj́ı tři nekolineárńı body. Uvažujme např́ıklad body
A = (x1, y1), B = (x1, y2), C = (x2, y1), kde x2 6= x1, a př́ımku prvńıho typu aL, kde
a = x1. Zřejmě A, B ∈ aL, ale C 6∈ aL.
Podobně na př́ımce jdoućı body A,C nelež́ı B a na př́ımce procházej́ıćı B,C nelež́ı bod A.
Body A, B, C jsou tedy nekolineárńı.

Celkem jsme dokázali, že Poincarého rovina je incidenčńı geometríı.



Kapitola 3

Metrická geometrie

3.1 Stručný popis budováńı absolutńı geometrie

Chceme-li vybudovat absolutńı geometrii, muśıme do abstraktńı geometrie zavést pojmy
mezi, shodnost, mı́ra úsečky a mı́ra úhlu a dále zař́ıdit, aby bod̊u na př́ımce bylo ”právě
tolik, kolik je reálných č́ısel”. Existuj́ı v zásadě dva zp̊usoby, jak postupovat - syntetický a
metrický. Zde byl zvolen metrický př́ıstup navržený americkým matematikem G. D. Birkhof-
fem.

K abstraktńı geometrii nejprve přidáme pojem vzdálenosti, d́ıky tomu můžeme snadno
zavést pojem ”mezi”. Máme tedy k dispozici pojmy úhel, trojúhelńık, úsečka, polopř́ımka
apod. T́ım dostáváme metrickou geometrii. Dále axiomaticky zavedeme rozděleńı roviny
danou př́ımkou na dvě poloroviny a požadujeme zde platnost Paschova axiomu. T́ım
přecháźıme k Paschově metrické geometrii. Nakonec v takovéto geometrii axiomaticky
zavedeme mı́ru úhlu a t́ım přejdeme ke shodnostńı geometrii. Zde už můžeme hovořit
např́ıklad o shodnosti úhl̊u nebo kolmosti př́ımek. Shodnostńı geometrii, v ńıž je nav́ıc
splněn axiom sus, nazveme geometríı absolutńı.

Poznámka 3.1.1 Protože absolutńı geometrie je společným základem eukleidovské i
Poincarého geometrie (z nichž každá má jiným zp̊usobem definovanou mı́ru úhlu), je také
často nazývána ”geometrie neutrálńı”.

3.2 Distančńı funkce

Definice 3.2.1 Distančńı funkćı (resp. distanćı) na množině M nazveme funkci
d :M×M−→ R takovou, že pro všechny prvky A, B ∈M plat́ı:

(i) d(A,B) ≥ 0,
(ii) d(A,B) = 0⇐⇒ A = B,

(iii) d(A,B) = d(B,A).

Poznámka 3.2.1 Někdy bývá distančńı funkce označována jako metrika, ale toto označeńı
neńı přesné, protože distančńı funkce nemuśı splňovat trojúhelńıkovou nerovnost.

Definice 3.2.2 Pro eukleidovskou rovinu zavedeme pevnou distančńı funkci, kterou
nazveme eukleidovská distančńı funkce (a označ́ıme dE) takto:
pro A = (x1, y1), B = (x2, y2) ∈ B (= R2),

dE(A,B) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

11
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Poznámka 3.2.2 Eukleidovskou distančńı funkci budeme zkráceně nazývat ”distance”.

Poznámka 3.2.3 Na jedné množině můžeme zavést celou řadu r̊uzných distančńıch funkćı.

Pro definováńı distančńı funkce na Poincarého rovině využijeme logaritmické měř́ıtko a
uvažujeme distančńı funkce na př́ımkách I. a II. typu.

Definice 3.2.3 Pro dva body Poincarého roviny A = (x1, y1), B = (x2, y2), y1, y2 ≥ 0
zavedeme Poincarého distanci jako

dH(A,B) =
∣∣∣∣ln y1y2

∣∣∣∣ , plat́ı-li x1 = x2,

dH(A,B) =

∣∣∣∣∣ln
x1−c+r

y1
x2−c+r

y2

∣∣∣∣∣ , lež́ı-li oba body na cLr.

Definice 3.2.4 Taxikářskou distančńı funkćı na R2 budeme rozumět funkci

dT (A,B) = |x1 − x2|+ |y1 − y2|.

Věta 3.2.1 Takto definovaná dT je distančńı funkćı na R2.

Poznámka 3.2.4 Tato distančńı funkce je dokonce metrika.

Definice 3.2.5 Necht’ je dána incidenčńı geometrie (B,P). Předpokládejme, že na množině
bod̊u B je dána distančńı funkce d.
Necht’ ` ∈ P. Potom zobrazeńı f : ` −→ R nazveme souřadnicovým systémem na př́ımce `,
jestliže plat́ı:

(i) f je bijektivńı

(ii) pro libovolná A,B ∈ ` plat́ı |f(A)− f(B)| = d(A,B).

Č́ıslo f(A) pak nazýváme souřadnićı bodu A vzhledem k souřadnicovému systému f .

Poznámka 3.2.5 Souřadnicový systém umožňuje studovat vlastnosti př́ımek pomoćı vlast-
nost́ı reálných č́ısel.

3.3 Definice metrické geometrie

Definice 3.3.1 Metrickou geometríı (B,P, d) budeme rozumět incidenčńı geometrii
se zadanou distančńı funkćı d takovou, že na každé př́ımce je zadán souřadnicový systém
(vzhledem k d).

Poznámka 3.3.1 V metrické geometrii je tedy každá př́ımka jistým zp̊usobem ztotožněna
s množinou reálných č́ısel.

Důsledek 3.3.1 Každá př́ımka v metrické geometrii má nekonečně mnoho bod̊u.

Lemma 3.3.1 Je-li ` ∈ P a f : ` −→ R je zobrazeńı, které je surjektivńı a splňuje
vlastnost

|f(A)− f(B)| = d(A,B)

pro ∀A,B ∈ `, pak f je injektivńı (a je tedy soustavou souřadnic na `).
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Poznámka 3.3.2 Ne každá distančńı funkce (i když je třeba metrikou) je vhodná
pro vytvořeńı metrické geometrie.

Věta 3.3.1 Eukleidovská rovina s (eukleidovskou) distanćı dE je metrickou geometríı.

Poznámka 3.3.3 Pod pojmem eukleidovská rovina budeme nadále rozumět
E = (R2,PE , dE).

Věta 3.3.2 Eukleidovská rovina s taxikářskou distanćı dT je metrická geometrie.

Důsledek 3.3.2 Z předchoźıho vyplývá, že mohou existovat r̊uzné metrické geometrie vy-
stavěné na stejné incidenčńı geometrii.

Věta 3.3.3 Necht’ dH je distančńı funkce na Poincarého rovině, potom H = (H,PH , dH)
je metrická geometrie.

3.4 Popis eukleidovské roviny
s využit́ım vektorového počtu

Použitý zp̊usob zavedeńı eukleidovské roviny byl bĺızký analytické geometrii. Jeho výhodou
je rychlé ověřeńı platnosti axiomů. Naopak nevýhoda spoč́ıvá v umělém rozděleńı př́ımek
do dvou skupin. Co do geometrických vlastnost́ı jsou ale př́ımky I. i II. typu stejné. Euklei-
dovskou rovinu můžeme alternativně popsat s využit́ım vektorového počtu a metod lineárńı
algebry. Tento př́ıstup nám usnadńı zavedeńı některých pojmů a dokazováńı vztah̊u.

Dále budeme uvažovat R2 jako reálný vektorový prostor dimenze 2 nad R, přičemž
lineárńı operace jsou definovány po složkách.

Označeńı: Př́ımku jdoućı dvěma r̊uznými body A,B ∈ R2 označ́ıme LAB . Tato př́ımka
je dána vztahem:

LAB = {x ∈ R2 | x = A+ t(B −A) pro jisté t ∈ R}.

Věta 3.4.1 Necht’ P ′ je systém všech podmnožin v R2 tvaru LAB. Pak (R2,P ′) je euklei-
dovská rovina, a je tedy incidenčńı geometríı.

Využit́ım těchto nových prostředk̊u můžeme také charakterizovat distančńı funkci dE a
soustavy souřadnic.

Lemma 3.4.1 Jsou-li A,B ∈ R2, pak dE(A,B) =‖ A−B ‖.

Lemma 3.4.2 Pro př́ımku LAB (v eukleidovské rovině) má funkce f : LAB −→ R, která je
dána předpisem:

f(A+ t(B −A)) = t ‖ B −A ‖,
vlastnosti soustavy souřadnic pro metrickou geometrii (R2,P ′, dE).

Naše dosavadńı úvahy se týkaly pouze vzdálenost́ı bod̊u lež́ıćıch na př́ımce. Nyńı nás
budou zaj́ımat distančńı funkce, které nav́ıc splňuj́ı trojúhelńıkovou nerovnost.

Definice 3.4.1 Řekneme, že distančńı funkce splňuje trojúhelńıkovou nerovnost, jestliže
plat́ı

d(A,C) ≤ d(A,B) + d(B,C)

pro všechny body A, B, C ∈ B .

Věta 3.4.2 Eukleidovská distančńı funkce splňuje trojúhelńıkovou nerovnost.
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3.5 Zavedeńı vztahu ”mezi” a elementárńı útvary

3.5.1 Vztah ”mezi”

K zavedeńı vztahu ”mezi” využijeme distančńı funkci. Vztah ”mezi” později s výhodou
využijeme k zavedeńı útvar̊u úsečka, polopř́ımka, úhel a trojúhelńık.

Definice 3.5.1 Jsou-li A, B, C navzájem r̊uzné body lež́ıćı v jedné př́ımce nějaké metrické
geometrie (B ,P, d), řekneme, že B lež́ı mezi A a C, plat́ı-li

d(A,B) + d(B,C) = d(A,C).

Což budeme značit A−B − C.

Věta 3.5.1 Jestlǐze plat́ı A−B − C, pak plat́ı také C −B −A.

Definice 3.5.2 Jsou-li x, y, z ∈ R, řekneme, že y je mezi x a z, jestliže plat́ı bud’ x < y < z
nebo x > y > z. Obě tyto možnosti budeme zapisovat současně ve tvaru x ∗ y ∗ z.

Poznámka 3.5.1 Pro tři r̊uzná reálná č́ısla vždy plat́ı, že právě jedno z nich je mezi daľśımi
dvěma.

Věta 3.5.2 Necht’ ` je př́ımka a f je jej́ı souřadnicový systém. Jsou-li A, B, C tři body
na př́ımce a x, y, z jejich souřadnice, potom A−B − C právě tehdy, když x ∗ y ∗ z.

Důsledek 3.5.1 Jsou-li dány tři r̊uzné body na př́ımce, právě jeden z nich je mezi
zbývaj́ıćımi dvěma.

Věta 3.5.3 Jsou-li A,B dva r̊uzné body metrické geometrie, pak

(i) existuje bod C takový, že A−B − C,

(ii) existuje bod D takový, že A−D −B.

Důsledek 3.5.2 Mezi dvěma r̊uznými body je nekonečně mnoho daľśıch bod̊u.

Poznámka 3.5.2 Zápisem A − B − C − D v metrické geometrii rozumı́me, že současně
plat́ı A−B − C, A−B −D, A− C −D a B − C −D.

3.5.2 Elementárńı útvary

Úsečky, polopř́ımky

Definice 3.5.3 Necht’ je dána metrická geometrie a dva r̊uzné body A, B. Úsečkou AB
nazveme množinu

AB = {C ∈ B; (A− C −B) ∨ (C = A) ∨ (C = B)}.

Definice 3.5.4 Je-li M podmnožina metrické geometrie, jej́ı bod B ∈ M nazveme
pr̊uběžným, jestliže existuj́ı body X,Y ∈M takové, že X −B − Y .

V opačném př́ıpadě nazveme bod B bodem extremálńım (neboli hraničńım).

Věta 3.5.4 Jsou-li A 6= B body metrické geometrie a AB jimi určená úsečka, pak jej́ımi
hraničńımi body jsou právě body A a B.

Speciálně, je-li CD = AB, pak plat́ı {C, D} = {A, B}.
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Definice 3.5.5 Krajńımi body úsečky AB nazveme body A, B. Délkou této úsečky
nazveme č́ıslo d(A,B) a budeme ji zkráceně zapisovat AB.

Definice 3.5.6 Jsou-li A 6= B body metrické geometrie, (uzavřenou) polopř́ımkou
s počátkem A určenou bodem B nazveme množinu

−−→
AB = AB ∪ {C ∈ B; A−B − C}.

Věta 3.5.5 V metrické geometrii plat́ı:

(i) je-li C ∈
−−→
AB a C 6= A, pak

−→
AC =

−−→
AB,

(ii) je-li
−−→
AB =

−−→
CD, potom A = C.

Věta 3.5.6 Jsou-li A 6= B body metrické geometrie, existuje soustava souřadnic
f :
−−→
AB −→ R taková, že −−→

AB = {X ∈
−−→
AB; f(X) ≥ 0}.

Definice 3.5.7 Dvě úsečky AB a CD metrické geometrie nazveme kongruentńı (znač́ıme
AB ∼= CD), jsou-li jejich délky stejné (tedy pokud plat́ı AB = CD).

Věta 3.5.7 Je-li
−−→
AB polopř́ımka a CD úsečka, existuje jediný bod C ∈

−−→
AB takový, že

CD ∼= AB.



Kapitola 4

Paschova geometrie

4.1 Definice Paschovy geometrie

Pasch̊uv axiom: Necht’ je dán trojúhelńık 4ABC a př́ımka p, která neprocháźı žádným
z jeho vrchol̊u, ale prot́ıná jednu jeho stranu v jej́ım vnitřńım bodě. Potom tato př́ımka muśı
protnout také jednu ze zbývaj́ıćıch dvou stran 4ABC v jej́ım vnitřńım bodě.

Definice 4.1.1 Metrickou geometrii splňuj́ıćı Pasch̊uv axiom nazveme Paschovou geometríı.

Definice 4.1.2 Metrická geometrie splňuje Pasch̊uv požadavek (PP), jestliže pro každou
př́ımku `, každý trojúhelńık 4ABC a všechny body D ∈ ` takové, že A−D −B, plat́ı

` ∩AC 6= ∅ nebo ` ∩BC 6= ∅.

Věta 4.1.1 Splňuje-li metrická geometrie PP, pak splňuje i Pasch̊uv axiom.

4.2 Vnitřky

Definice 4.2.1 Necht’ {S,L, d} je metrická geometrie a S1 ⊂ S. Řekneme, že S1 je konvexńı
množina, jestliže pro každé dva body P, Q ∈ S1 plat́ı

PQ ⊂ S1.

Definice 4.2.2 Necht’ {S,L, d} je metrická geometrie. Pro každou př́ımku ` ∈ L definujeme
dvě podmnožiny H1, H2 ⊂ S takové, že plat́ı

(i) S \ ` = H1 ∪H2

(ii) H1, H2 jsou konvexńı a navzájem disjunktńı množiny

(iii) jetliže A ∈ H1 a B ∈ H2, pak AB ∩ ` 6= ∅.

Podmnožiny H1, H2 nazveme poloroviny určené př́ımkou `.

Definice 4.2.3 Necht’ {S,L, d} je metrická geometrie, ` ∈ L je libovolná př́ımka a H1, H2

jsou poloroviny určené př́ımkou `.
Řekneme, že dva r̊uzné body A, B lež́ı na stejné straně od `, jestliže plat́ı

A ∈ H1 ∧B ∈ H1 nebo A ∈ H2 ∧B ∈ H2.

16
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Řekneme, že body A a B lež́ı na opačných stranách od př́ımky `, jestliže plat́ı

A ∈ H1 ∧B ∈ H2 nebo A ∈ H2 ∧B ∈ H1.

Věta 4.2.1 V Paschově geometrii plat́ı: jestlǐze neprázdná konvexńı podmnožina A 6= ∅
neprot́ıná př́ımku `, pak všechny body A lež́ı na stejné straně od `.

Definice 4.2.4 Vnitřek polopř́ımky je v metrické geometrii množina

int(
−−→
AB) =

−−→
AB \ {A}.

Vnitřek úsečky je v metrické geometrii množina

int(AB) ∪ {A,B}.

Věta 4.2.2 Jestlǐze A označuje př́ımku (resp. polopř́ımku, úsečku nebo jejich vnitřky)
v Paschově geometrii a ` je př́ımka, která A neprot́ıná, pak celá př́ımka ` lež́ı na jedné
straně od A.

Věta 4.2.3 V Paschově geometrii plat́ı, jsou-li P, Q v opačných polorovinách určených
př́ımkou

←→
AB, pak −−→

BP ∩
−→
AQ = ∅, a tedy i BP ∩AQ = ∅.

Definice 4.2.5 V Paschově geometrii vnitřkem úhlu ∠ABC nazveme pr̊unik polorovin−−−→
ABC a

−−−→
BCA.

Věta 4.2.4 V Paschově geometrii plat́ı: je-li ∠ABC = ∠A′BC ′, pak také

int(∠ABC) = int(∠A′BC ′).

Věta 4.2.5 V Paschově geometrii plat́ı: P ∈ int(∠ABC) právě tehdy, když A, P jsou
ve stejné polorovině určené př́ımkou

←→
BC a současně C, P jsou ve stejné polorovině určené

př́ımkou
←→
BA.

Věta 4.2.6 Je-li v Paschově geometrii dán 4ABC a plat́ı A−P −C, pak P ∈ int(∠ABC),
a tedy

int(AC) ⊂ int(∠ABC).

Věta 4.2.7 (Kř́ı̌zová věta:) V Paschově geometrii, je-li P ∈ int(∠ABC), potom
−−→
BP prot́ıná

−→
AC v jediném bodě F takovém, že plat́ı A− F − C.

Poznámka 4.2.1 Tato věta řeš́ı situaci, kdy př́ımka vstouṕı do trojúhelńıka př́ımo jedńım
jeho vrcholem (na rozd́ıl od Paschovy věty, která popisuje chováńı př́ımky, jež vstupuje
do trojúhelńıka mimo jeho vrcholy).

Věta 4.2.8 V Paschově geometrii plat́ı, je-li CP ∩
←→
AB = ∅, potom P ∈ int(∠ABC) právě

tehdy, když A, C jsou v opačných polorovinách určených
←→
BP .

Definice 4.2.6 V Paschově geometrii vnitřkem trojúhelńıka4ABC rozumı́me pr̊unik polo-
rovin

−−−→
ABC,

−−−→
BCA a

−−−→
CAB. Znač́ıme int(4ABC).

Věta 4.2.9 Vnitřek int(4ABC) je v Paschově geometrii konvexńı množinou.

Poznámka 4.2.2 Také 4ABC ∪ int(4ABC) je konvexńı množina.



Kapitola 5

Shodnostńı geometrie

5.1 Mı́ra úhlu

Definice 5.1.1 Necht’ r0 ∈ R je pevné reálné č́ıslo. V Paschově geometrii mı́ra úhlu odpo-
v́ıdaj́ıćı r0 je funkce m : U −→ R (kde U je množina všech úhl̊u) taková, že plat́ı:

(i) je-li ∠ABC ∈ U, potom
0 < m(∠ABC) < r0,

(ii) jestliže
−−→
BC lež́ı v hraničńı př́ımce poloroviny H1 a je-li t ∈ R takové reálné č́ıslo, že

plat́ı 0 < t < r0, pak existuje jediná polopř́ımka
−−→
BA taková, že

A ∈ H1 ∧ m(∠ABC) = t,

(iii) je-li D ∈ int(∠ABC), potom

m(∠ABD) +m(∠DBC) = m(∠ABC).

Poznámka 5.1.1 Speciálně pro r0 = 180 nazýváme m stupňovou mı́rou (nepřipisujeme
symbol stupň̊u, protože zde mı́ra úhlu je definována jako reálné č́ıslo). Je-li r0 = π, pak m
je mı́ra v radiánech.

Dohoda: V daľśım textu budeme uvažovat mı́ru stupňovou.

Poznámka 5.1.2 Úhel v tomto smyslu nemůže mı́t mı́ru 0 nebo 180.

Definice 5.1.2 V eukleidovské rovině zavedeme eukleidovskou mı́ru úhlu pro ∠ABC vzta-
hem

mE(∠ABC) = cos−1 (A−B).(C −B)
‖A−B‖.‖C −B‖

.

Definice 5.1.3 V Poincarého rovině zavedeme mı́ru úhlu ∠ABC vztahem:

mH(∠ABC) = cos−1 TBA.TBC

‖ TBA ‖ . ‖ TBC ‖
,

kde TBA označuje tzv. eukleidovský tečný vektor k hyperbolické polopř́ımce
−−→
BA Poincarého

modelu.

18
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Definice 5.1.4 Je-li
−−→
BA hyperbolická polopř́ımka Poincarého roviny,

B = (xB , yB), A = (xA, yA),

eukleidovským tečným vektorem k
−−→
BA budeme nazývat vektor

TBA = (0, yA − yB), je-li AB př́ımka I. typu,

(yB , C − xB), je-li AB př́ımka II. typu cLr a plat́ı xB < xA,

−(yB , C − xB), je-li AB př́ımka II. typu cLr a xB > xA.

Poznámka 5.1.3 Eukleidovská polopř́ımka patř́ıćı k
−−→
AB je

−−→
BA′, kde

A′ = B + TBA.

Výše definovaná mı́ra úhlu nám umožńı zavést nyńı obvyklou terminologii pro úhly.

Definice 5.1.5 Úhel ∠ABC nazveme ostrým, jestliže mı́ra úhlu

m(∠ABC) < 90.

Definice 5.1.6 Úhel ∠ABC nazveme pravým, jestliže mı́ra úhlu

m(∠ABC) = 90.

Definice 5.1.7 Úhel ∠ABC nazveme tupým, jestliže mı́ra úhlu

m(∠ABC) > 90.

Definice 5.1.8 Dva úhly ∠ABC, ∠DEF nazveme úhly sousedńı, jestliže

m(∠ABC) +m(∠DEF ) = 180.

Definice 5.1.9 Dva úhly ∠ABC, ∠DEF nazveme úhly doplňkové, jestliže

m(∠ABC) +m(∠DEF ) = 90.

Věta 5.1.1 Dva úhly ∠ABC a ∠A′BC ′ jsou úhly vrcholové, právě tehdy, když plat́ı

(A−B −A′ ∧ C −B − C ′) nebo (A−B − C ′ ∧ C −B −A′)

(neboli pokud jejich sjednoceńım dostaneme r̊uznoběžky).

Věta 5.1.2 Dva úhly ∠ABC a ∠CBD tvoř́ı sousedńı úhly, jestlǐze plat́ı A−B −D.

5.2 Definice shodnostńı geometrie

Definice 5.2.1 Paschovu geometrii nazveme geometríı shodnostńı, je-li v ńı dána mı́ra úhlu
m.

Věta 5.2.1 Necht’ body C, D (ve shodnostńı geometrii) lež́ı ve stejné polorovině určené
př́ımkou

←→
AB a plat́ı m(∠ABC) < m(∠ABD), potom C ∈ int(∠ABD).

Definice 5.2.2 Řekneme, že úhly ∠ABC a ∠CBD tvoř́ı lineárńı dvojici, jestliže plat́ı
A−B −D.
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Věta 5.2.2 (o lineárńı dvojici): Jestlǐze ∠ABC a ∠CBD tvoř́ı ve shodnostńı geometrii
lineárńı dvojici, pak jsou úhly sousedńımi (součet jejich měr je 180).

Věta 5.2.3 Je-li ve shodnostńı geometrii

m(∠ABC) +m(∠CBD) = m(∠ABD),

potom C ∈ int(∠ABD).

Poznámka 5.2.1 Pro vzdálenosti analogický vztah neplat́ı.

Př́ıklad 5.2.1 Užijeme-li taxikářskou metriku, snadno se přesvědč́ıme, že z platnosti
d(A,B) + d(B,C) = d(A,C) zde nevyplývá B ∈ int(AC).

Uvažujme body A = (x1, y1), B(x2, y1), C = (x2, y2).

dT (A,C) = |x1 − x2|+ |y1 − y2|

dT (A,B) + dT (B,C) = |x1 − x2|+ |y1 − y1|+ |x2 − x2|+ |y1 − y2| = dT (A,C)

a přitom body A, B, C nejsou kolineárńı.

Věta 5.2.4 Lež́ı-li body A a D v opačných polorovinách určených př́ımkou
←→
BC a plat́ı

m(∠ABC) +m(∠CBD) = 180,

potom A−B −D a úhly tvoř́ı lineárńı dvojici.

K oběma větám plat́ı také věty obrácené.

5.3 Kolmost př́ımek a shodnost úhl̊u

Definice 5.3.1 Dvě př́ımky ` a `′ jsou kolmé, jestliže ` ∩ `′ = P a pro ∀A ∈ `, B ∈ `′

A 6= P 6= B je ∠APB pravý úhel. Zapisujeme `⊥`′.

Definice 5.3.2 Dvě polopř́ımky (resp. úsečky) jsou kolmé, jestliže př́ımky, které jsou jimi
určeny, jsou kolmé.

Věta 5.3.1 Je-li dána př́ımka ` a bod B ∈ ` ve shodnostńı geometrii, pak existuje jediná
př́ımka `′ taková, že B ∈ `′ a současně `⊥`′.

Poznámka 5.3.1 Je-li B 6∈ `, neńı zaručena existence (ani jednoznačnost) kolmice bodem
B k př́ımce `. Ve shodnostńı geometrii nemuśı platit Pythagorova věta.

Definice 5.3.3 Osou úsečky AB ve shodnostńı geometrii nazveme př́ımku `, která procháźı
středem úsečky AB a je k ńı kolmá.

Věta 5.3.2 Ve shodnostńı geometrii má každá úsečka jedinou osu úsečky.

Definice 5.3.4 Osou úhlu ∠ABC nazveme polopř́ımku
−−→
BD takovou, že

D ∈ int(∠ABC) a m(∠ABD) = m(∠DBC).

Věta 5.3.3 Ve shodnostńı geometrii má každý úhel ∠ABC jedinou osu úhlu.
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Definice 5.3.5 Řekneme, že úhel ∠ABC je shodný s úhlem ∠DEF , jestliže plat́ı

m(∠ABC) = m(∠DEF ).

Znač́ıme ∠ABC ∼= ∠DEF .

Dále ve shodnostńı geometrii plat́ı následuj́ıćı věty:

Věta 5.3.4 Jsou-li úhly vrcholové, pak jsou shodné.

Věta 5.3.5 (o sč́ıtáńı úhl̊u): Plat́ı-li D ∈ int(∠ABC), S ∈ int(∠PQR),

∠ABD ∼= ∠PQS a ∠DBC ∼= ∠SQR,

pak také
∠ABC ∼= ∠PQR.

Věta 5.3.6 (o odč́ıtáńı úhl̊u): Jestlǐze D ∈ int(∠ABC), S ∈ int(∠PQR),

∠ABD ∼= ∠PQS a ∠ABC ∼= ∠PQR,

potom plat́ı
∠DBC ∼= ∠SQR.

Věta 5.3.7 (o konstrukci úhl̊u): Je-li dán úhel ∠ABC a polopř́ımka
−−→
ED, která lež́ı v hra-

ničńı př́ımce poloroviny H1, potom existuje jediná polopř́ımka
−−→
EF taková, že

F ∈ H1 a současně ∠ABC ∼= ∠DEF.



Kapitola 6

Neutrálńı geometrie

6.1 Axiom strana-úhel-strana

Definice 6.1.1 Necht’ 4ABC a 4DEF jsou dva trojúhelńıky ve shodnostńı geometrii a
necht’ zobrazeńı f : {A,B,C} → {D,E, F} je bijekce mezi vrcholy trojúhelńıka. Zobrazeńı
f je kongruence, jestliže plat́ı:

AB ∼= f(A)f(B), BC ∼= f(B)f(C), CA ∼= f(C)f(A)

a

∠CAB ∼= ∠(f(C)f(A)f(B)), ∠ABC ∼= ∠(f(A)f(B)f(C)), ∠BCA ∼= ∠(f(B)f(C)f(A)).

Definice 6.1.2 Dva trojúhelńıky 4ABC a 4DEF jsou kongruentńı, jestliže existuje kon-
gruence f : {A,B,C} −→ {D,E, F}, která je dána vztahem

f(A) = D, f(B) = E, f(C) = F ;

ṕı̌seme
4ABC ∼= 4DEF.

Definice 6.1.3 Řekneme, že ve shodnostńı geometrii plat́ı axiom strana-úhel-strana (sus),
jestliže každé dva trojúhelńıky 4ABC a 4DEF , ve kterých plat́ı

AB ∼= DE, ∠ABC ∼= ∠DEF, BC ∼= EF ;

jsou kongruentńı.

Definice 6.1.4 Shodnostńı geometrii, ve které plat́ı axiom sus, nazveme neutrálńı ge-
ometríı.

Poznámka 6.1.1 Eukleidovská i Poincarého rovina jsou př́ıklady neutrálńı geometrie.
Taxikářská rovina neńı neutrálńı geometríı.

Definice 6.1.5 Trojúhelńık ve shodnostńı geometrii je rovnoramenný, jestliže nejméně dvě
jeho strany jsou kongruentńı. V ostatńıch př́ıpadech je trojúhelńık obecný.
Trojúhelńık je rovnostranný, jestliže jsou všechny tři jeho strany kongruentńı.

Věta 6.1.1 V neutrálńı geometrii jsou úhly při základně rovnoramenného trojúhelńıka kon-
gruentńı.

22
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Důkaz: Necht’4ABC je rovnoramenný a plat́ıAB ∼= CB. Necht’ je dále dána kongruence
f(A) = C, f(B) = B, f(C) = A. (Je odvozena z osové souměrnosti daného trojúhelńıku
podle osy procházej́ıćı bodem B a kolmé k

←→
AC).

Protože AB ∼= CB, ∠ABC ∼= ∠CBA a CB ∼= AB, je 4ABC ∼= 4CBA podle věty sus.
To ale znamená, že ∠BAC ∼= ∠BCA, takže úhly při základně jsou kongruentńı.

6.2 Axiom úhel-strana-úhel

Definice 6.2.1 Shodnostńı geometrie splňuje axiom úhel-strana-úhel (usu), jestliže každé
dva trojúhelńıky 4ABC a 4DEF , ve kterých plat́ı

∠CAB ∼= ∠FDE, AB ∼= DE, ∠ABC ∼= ∠DEF,

jsou kongruentńı.

Věta 6.2.1 Neutrálńı geometrie splňuje axiom úhel-strana-úhel (usu).

Důkaz: Necht’ 4ABC a 4DEF jsou dva trojúhelńıky, ve kterých plat́ı
∠CAB ∼= ∠FDE, AB ∼= DE a ∠ABC ∼= ∠DEF . Existuje právě jeden bod G ∈

−−→
DF

takový, že plat́ı DG ∼= AC.
Chceme ukázat, že plat́ı 4ABC ∼= 4DEG a že G = F , tedy že 4ABC ∼= 4DEF .
Protože AB ∼= DE, ∠CAB ∼= ∠DEG a AC ∼= DG podle axiomu sus, tedy plat́ı

4BAC ∼= 4EDG. Proto ∠ABC ∼= ∠DEG. Ale podle předpokladu je ∠ABC ∼= ∠DEF ,
tedy ∠DEF ∼= ∠DEG. Protože G ∈

−−→
DF , F a G jsou na stejné straně od

←→
DE. Podle věty

o konstrukci úhl̊u
−−→
EF =

−−→
EG. Tud́ıž {F} =

−−→
EF ∩

−−→
DF =

−−→
EG ∩

−−→
DF = {G}, F = G, a tedy

4ABC ∼= 4DEF .

Věta 6.2.2 Necht’ je v neutrálńı geometrii daný 4ABC, ve kterém plat́ı ∠CAB ∼= ∠BCA,
potom AB ∼= CB a tento trojúhelńık je rovnoramenný.

Důkaz najde čtenář v literatuře.

6.3 Axiom strana-strana-strana

Definice 6.3.1 Řekneme, že shodnostńı geometrie splňuje axiom strana-strana-strana
(sss), jestliže každé dva trojúhelńıky 4ABC a 4DEF , ve kterých plat́ı

AB ∼= DE, BC ∼= EF a CA ∼= FD,

jsou kongruentńı.

Věta 6.3.1 Neutrálńı geometrie splňuje axiom sss.

Důkaz: Necht’ 4ABC a 4DEF jsou dva trojúhelńıky, pro které plat́ı AB ∼= DE,
BC ∼= EF a CA ∼= FD. Vytvoř́ıme kopii trojúhelńıka 4DEF na spodńı straně 4ABC a
využijeme axiom sus. (Podle věty o konstrukci úhl̊u existuje právě jedna polopř́ımka

−−→
AH,

kde H lež́ı na opačné straně od
←→
AC než bod B a plat́ı ∠CAH ∼= ∠FDE. A existuje právě

jeden bod B′ ∈
−−→
AH takový, že AB′ ∼= DE).

Protože CA ∼= FD, ∠CAB′ ∼= ∠FDE a B′A ∼= ED, je podle axiomu sus
4CAB′ ∼= 4FDE. Dále ukážeme, že 4ABC ∼= 4AB′C. Protože jsou B a B′ na opačných
stranách od př́ımky

←→
AC, úsečka BB′ prot́ıná

←→
AC v jediném bodě G. Pro tento bod je pět
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možnost́ı: G− A− C, G = A, A−G− C, G = C, A− C −G. Prvńı a pátá možnost jsou
v podstatě shodné, stejně tak druhá a čtvrtá.

Dokážeme platnost pro prvńı možnost: Předpokládáme G − A − C, takže B, A a
B′ nejsou kolineárńı. 4BAB′ je rovnoramenný, protože BA ∼= ED ∼= B′A. Tud́ıž
∠ABB′ ∼= ∠AB′B. Podobně 4BCB′ je rovnoramenný a ∠CBB′ ∼= ∠CB′B. Protože
G − A − C, je A ∈ int(∠CBG) = int(∠CBB′). Podobně A ∈ int(∠CB′B). Podle věty
o odč́ıtáńı úhl̊u ∠CBA ∼= ∠CB′A. Protože BA ∼= ED ∼= B′A a BC ∼= EF ∼= B′C, je
4ABC ∼= 4AB′C podle věty sus.

Podobně uvažujeme daľśı možnosti a celkem dostaneme 4ABC ∼= 4AB′C ∼= 4DEF .

Věta 6.3.2 Jestlǐze shodnostńı geometrie splňuje axiom usu, pak splňuje také axiom sus,
a je tedy neutrálńı geometríı.

Věta 6.3.3 Necht’ je v neutrálńı geometrii dána př́ımka ` a bod B 6∈ `, potom existuje
alespoň jedna př́ımka jdoućı bodem B, která je kolmá k př́ımce `.

Důkaz: Necht’ A a C jsou dva r̊uzné body na `. Podle věty o konstrukci úhl̊u existuje
právě jedna polopř́ımka

−−→
AH taková, že H je na opačné straně od ` =

←→
AC než B a plat́ı

∠CAH ∼= ∠CAB. Existuje jediný bod B′ ∈
−−→
AH, pro který AB′ ∼= AB. Protože B a B′ jsou

na opačných stranách od `, BB′ prot́ıná ` právě v jednom bodě G.
Jestliže G 6= A, potom 4BAG ∼= 4B′AG podle věty sus, takže ∠BAC ∼= ∠AGB′. Tedy

∠AGB je pravý úhel a
←−→
BB′ ⊥ `.

Pokud G = A, potom ∠BAC a ∠B′AC tvoř́ı lineárńı pár shodných úhl̊u, a tedy
←−→
BB′ ⊥ `.

6.4 Věta o vněǰśım úhlu a jej́ı d̊usledky

Definice 6.4.1 V metrické geometrii plat́ı, že úsečka AB je kratš́ı než úsečka CD (ṕı̌seme
AB < CD), jestliže AB < CD.
Podobně úsečka AB je deľśı než úsečka CD (ṕı̌seme AB > CD), jestliže AB > CD.

Definice 6.4.2 Ve shodnostńı geometrii úhel ∠ABC je menš́ı než ∠DEF (ṕı̌seme
∠ABC < ∠DEF ), jestliže

m(∠ABC) < m(∠DEF ).

Řekneme, že úhel ∠ABC je větš́ı než ∠DEF (ṕı̌seme ∠ABC > ∠DEF ), jestliže

m(∠ABC) > m(∠DEF ).

Věta 6.4.1 V metrické geometrii je úsečka AB kraťśı než CD právě tehdy, když existuje
bod G ∈ int(CD) tak, že plat́ı AB ∼= CG.

Věta 6.4.2 Ve shodnostńı geometrii je ∠ABC menš́ı než ∠DEF právě tehdy, když existuje
bod G ∈ int(∠DEF ) takový, že ∠ABC ∼= ∠DEG.

Definice 6.4.3 Mějme dán ve shodnostńı geometrii trojúhelńık 4ABC. Jestliže plat́ı
A− C −D, potom úhel ∠BDC je vněǰśım úhlem 4ABC; ∠CAB a ∠ABC jsou protilehlé
vnitřńı úhly k vněǰśımu úhlu ∠BCD.

Věta 6.4.3 (o vněǰśım úhlu): V neutrálńı geometrii je libovolný vněǰśı úhel trojúhelńıka
věťśı než kterýkoli z jeho protilehlých vnitřńıch úhl̊u.
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Obrázek 6.1: Věta o vněǰśım úhlu

Důkaz: Necht’ je dán4ABC a plat́ı A−C−D. Ověř́ıme, že z platnosti ∠BCD > ∠ABC
vyplývá ∠BCD > ∠BAC.

Necht’ M je střed úsečky BC a necht’ E je bod polopř́ımky
−−→
AM , pro který plat́ı A−M−E

a ME ∼= MA (Viz obr.6.1). Protože ∠AMB a ∠EMC jsou úhly vrcholové, jsou kongruentńı.
Protože BM ∼= MC, dostáváme 4AMB ∼= 4EMC podle věty sus. Proto

∠ABC = ∠ABM ∼= ∠ECM = ∠ECB.

Ale protože A−M − E, muśı platit E ∈ int(∠BCD). Dále podle věty 6.4.2

∠ABC ∼= ∠ECB < ∠BCD nebo ∠BCD > ∠ABC.

Pro d̊ukaz, že ∠BCD > ∠BAC, zvoĺıme D′ tak, že B − C −D′. Podle prvńı části d̊ukazu
plat́ı

∠ACD′ > ∠BAC a ∠ACD′ ∼= ∠BCD.

Tedy ∠BCD > ∠BAC.

Důsledek 6.4.1 V neutrálńı geometrii existuje právě jedna př́ımka kolmá k př́ımce ` jdoućı
bodem P , který nelež́ı na `.

Důkaz: Jestliže P ∈ `, potom tvrzeńı plat́ı podle věty 5.3.1 Proto se budeme zabývat
pouze př́ıpadem, kdy P 6∈ `. Podle věty 6.3.3 existuje taková př́ımka. Nyńı předpokládejme,
že existuj́ı dvě r̊uzné př́ımky `′ a `′′ jdoućı bodem P a obě kolmé k `. Necht’ A = `′ ∩ `
a C = `′′ ∩ `. Protože `′ a `′′ jsou r̊uzné př́ımky, nemohou mı́t dva společné body, a tud́ıž
A 6= C.

Zvoĺıme si bod D takový, že A − C − D. Potom pravý úhel ∠DCP je vněǰśı úhel
trojúhelńıka 4APC, a tedy je větš́ı než ∠CAP podle věty o vněǰśım úhlu. Což je spor
s t́ım, že ∠CAP je pravý a všechny pravé úhly jsou kongruentńı. Proto nemohou existovat
dvě r̊uzné př́ımky jdoućı bodem P a kolmé k př́ımce `.

Věta 6.4.4 (axiom strana-úhel-úhel): Mějme dány v neutrálńı geometrii dva trojúhelńıky
4ABC a 4DEF . Jestlǐze

AB ∼= DE, ∠CAB ∼= ∠FDE a ∠BCA ∼= ∠EFD,

potom
4ABC ∼= 4DEF.

Důkaz: Jestliže AC � DF , potom jedna úsečka muśı být kratš́ı než druhá.
Předpokládejme, že AC < DF . Potom existuje bod G takový, že D −G− F a AC ∼= DG.
Nyńı 4BAC ∼= 4EDG podle věty sus, tedy ∠ACB ∼= ∠DGE. Protože ∠DGE je vněǰśım
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úhlem 4GEF , muśı být ∠DGE > ∠DFE podle věty o vněǰśım úhlu. Podle předpokladu
je ale ∠ACB ∼= ∠DFE, tedy

∠ACB ∼= ∠DGE > ∠DFE ∼= ∠ACB,

což nemůže nastat. Podobně nemůže být ani AC < DF . Muśı tedy platit AC ∼= DF a
4BAC ∼= 4EDF podle věty sus.

Věta 6.4.5 Jestlǐze v neutrálńı geometrii dvě strany v trojúhelńıku nejsou kongruentńı, pak
nejsou kongruentńı ani jim protilehlé úhly a nav́ıc plat́ı, že deľśı strana lež́ı proti věťśımu
úhlu.

Důkaz: Předpokládáme, že v 4ABC plat́ı AB > AC. Chceme ukázat, že
∠BCA > ∠ABC. Existuje jediný bod D, pro který A − C − D a AD ∼= AB. Protože
A− C −D, je C ∈ int(∠ABD) a ∠ABC < ∠ABD.

Nicméně 4BAD je rovnoramenný, plat́ı v něm AB ∼= AD, takže ∠ABD ∼= ∠ADB.
Podle věty o vněǰśım úhlu pro 4BCD muśı platit ∠ADB < ∠ACB. Tedy

∠ABC < ∠ABD ∼= ∠ADB < ∠ACB,

takže ∠ABC < ∠BCA.

Věta 6.4.6 Jestlǐze v trojúhelńıku v neutrálńı geometrii nejsou dva vnitřńı úhly kongru-
entńı, pak nejsou kongruetńı ani jim protilehlé strany a nav́ıc plat́ı, že deľśı strana lež́ı proti
věťśımu úhlu.

Důkaz je analogický d̊ukazu předchoźı věty.

Věta 6.4.7 (trojúhelńıková nerovnost): V neutrálńı geometrii je délka jedné strany
trojúhelńıka vždy menš́ı než součet délek zbývaj́ıćıch dvou stran.

Důkaz: muśıme ukázat, že v 4ABC plat́ı AC < AB + BC. To můžeme udělat
přeneseńım ”zbývaj́ıćı části” vzdálenosti AB za úsečku BC. Necht’ D ∈

−−→
CB takový, že

C − B −D a BD ∼= AB. Potom CD = CB + BD = BC + AB. Jestliže B ∈ int(∠DAC),
pak ∠DAB < ∠DAC. Protože 4DBA je rovnoramenný, plat́ı ∠DAB ∼= ∠ADB, takže
∠ADB < ∠DAC. Aplikaćı věty 6.4.5 na 4ADC, dostaneme AC < CD. Celkem dostaneme
AC < BC +AB.

Věta 6.4.8 Necht’ jsou v neutrálńı geometrii dány dva trojúhelńıky 4ABC a 4DEF
takové, že

AB ∼= DE, BC ∼= EF.

Pokud ∠ABC > ∠DEF, potom plat́ı AC > DF .

Důkaz: Nejprve sestroj́ıme kopii trojúhelńıka 4DEF podél strany BC trojúhelńıka
4ABC. Existuje právě jeden bod H na stejné straně od

←→
BC jako A, pro který plat́ı

∠HBC ∼= ∠DEF a BH ∼= ED. Potom 4DEF ∼= 4HBC podle věty sus. A proto
HC ∼= DF .
Protože ∠DEF < ∠ABC, H ∈ int(∠ABC) a

−−→
BH prot́ıná AC v jediném bodě K, nastane

bud’ B−H −K, H = K nebo B−K−H. Necht’
−→
BL je osa úhlu ∠ABH = ∠ABK. Užit́ım

kř́ıžové věty vid́ıme, že
−→
BL prot́ıná AK (a také AC) v jediném bodě M .

Nyńı 4ABM ∼= 4HBM podle věty sus, takže AM ∼= HM . Rozebereme jednotlivé
možnosti pro bod H. Jestliže H 6= K, potom C,H a M jsou nekolineárńı a podle
trojúhelńıkové nerovnosti plat́ı HC < HM +MC.
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Jestliže je K = H muśı platit C −H −M , což znamená HC < MC < HM +MC. Protože
AM ∼= HM dostáváme

HC < HM +MC = AM +MC = AC.

(Posledńı rovnost vycháźı z toho, že A−M − C.) Konečně protože HC ∼= DF vid́ıme, že

DF < AC neboli AC > DF.

Věta 6.4.9 V neutrálńı geometrii je úsečka spojuj́ıćı vrchol trojúhelńıka a libovolný bod
na protěǰśı straně trojúhelńıka kraťśı než deľśı ze zbývaj́ıćıch dvou stran trojúhelńıka.

Důkaz najde čtenář v literatuře.

6.5 Pravoúhlý trojúhelńık

Definice 6.5.1 Je-li některý úhel v4ABC pravý, trojúhelńık4ABC se nazývá pravoúhlý.
Strana proti pravému úhlu se nazývá přepona.

Definice 6.5.2 Úsečka AB se nazývá nejdeľśı strana trojúhelńıka 4ABC, jestliže plat́ı

AB > AC a AB > BC.

Věta 6.5.1 Každý pravoúhlý trojúhelńık v neutrálńı geometrii má vždy jen jeden pravý úhel
a jednu přeponu, která je jeho nejdeľśı stranou.

Důkaz: Necht’ 4ABC je trojúhelńık s pravým úhlem při vrcholu C. Necht’ D je bod,
pro který plat́ı D − C −B. Úhel ∠DCA je pravý a podle věty o vněǰśım úhlu muśı platit

∠ABC < ∠DCA a ∠CAB < ∠DCA.

Tedy oba úhly při vrcholech A a B jsou ostré, a tud́ıž je jen jeden úhel v 4ABC pravý.
Konečně podle věty 6.4.6

BC < AB a AC < AB.

Tedy přepona AB je nejdeľśı stranou daného trojúhelńıka.

Definice 6.5.3 Necht’ 4ABC je pravoúhlý s pravým úhlem při vrcholu C, potom AC a
BC jsou odvěsny trojúhelńıka 4ABC.

Věta 6.5.2 Necht’ je v neutrálńı geometrii dána př́ımka `, bod Q ∈ ` a bod P 6∈ `, potom

(i) jestlǐze
←→
PQ⊥`, pak PQ ≤ PR pro ∀R ∈ `,

(ii) jestlǐze PQ ≤ PR pro ∀R ∈ `, potom
←→
PQ ⊥ `.

Důkaz: Jestliže
←→
PQ ⊥ ` a R ∈ `, potom bud’ Q = R (takže PQ = PR) nebo Q 6= R

(a body P, Q, R nejsou kolineárńı). V druhém př́ıpadě4PQR má pravý úhel při vrcholu Q.
Podle věty 6.5.1 PQ < PR, protože PR je přepona v 4PQR. Potom PQ ≤ PR pro všechna
R ∈ ` jestliže

←→
PQ ⊥ `.

Obráceně předpokládejme, že PQ ≤ PR pro všechna R ∈ `. Muśıme dokázat, že
←→
PQ ⊥ `.

Necht’ `′ je jediná př́ımka jdoućı bodem P , která je kolmá k ` a necht’ ` ∩ `′ = Q′.
Chceme ukázat, že Q = Q′. Jestliže Q 6= Q′, potom 4PQ′Q je pravoúhlý a PQ′ < PQ.

Protože podle předpokladu plat́ı PQ ≤ PR pro všechna R ∈ `, speciálně PQ ≤ PQ′. To je
spor s předpokladem, že PQ′ < PQ, takže muśı platit Q = Q′. Proto

←→
PQ = `′ je kolmá k `.
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Definice 6.5.4 Necht’ ` je př́ımka a P bod v neutrálńı geometrii. Vzdálenost́ı bodu P od
př́ımky ` označ́ıme d(P, `) a plat́ı

d(P, `) = d(P,Q) pro P 6∈ `, kde Q ∈ ` a PQ⊥`;

d(P, `) = 0 pro P ∈ `.

Věta 6.5.3 Pro každou př́ımku ` v neutrálńı geometrii a každý bod P 6∈ ` plat́ı

d(P, `) ≤ d(P,R) pro ∀R ∈ `.

Nav́ıc plat́ı
d(P, l) = d(P,R)⇐⇒

←→
PR ⊥ `.

Důkaz najde čtenář v literatuře.

Definice 6.5.5 Necht’ ` je jediná kolmice na
←→
AB, která procháźı vrcholem C trojúhelńıka

4ABC a necht’ ` ∩
←→
AB = {D}, potom úsečku CD nazýváme výškou z vrcholu C a bod D

se nazývá pata výšky.

Věta 6.5.4 Pokud AB je nejdeľśı strana trojúhelńıka 4ABC v neutrálńı geometrii a D je
pata výšky z bodu C na AB, pak plat́ı A−D −B.

Důkaz: Plat́ı bud’ D − A − B, D = A, A − D − B, D = B nebo A − B − D. Prvńı
a posledńı př́ıpad jsou v podstatě stejné a podobně také druhý a čtvrtý. Máme ukázat, že
nemůže nastat prvńı ani druhý př́ıpad, tedy že jediná možnost je A−D −B.

Necht’ CB je přepona v pravoúhlém 4CBD, potom DB < CB. Jestliže D − A − B,
potom muśı být AB < DB, takže

AB < DB < CB,

což je spor s t́ım, že AB je nejdeľśı strana trojúhelńıka.
Jestliže D = A, potom AB = DB, takže

AB = DB < CB,

což vede opět ke sporu. Muśı tedy platit A−D −B.

Věta 6.5.5 Jestlǐze 4ABC a 4DEF jsou pravoúhlé trojúhelńıky s pravými úhly při vrc-
holech C a F v neutrálńı geometrii a plat́ı

AB ∼= DE a AC ∼= DF,

pak
4ABC ∼= 4DEF.

Důkaz: Stejně jako v jiných větách o ekvivalenci trojúhelńık̊u chceme zkonstruovat
takový trojúhelńık, který je kongruentńı s oběma 4ABC a 4DEF (Obr. 6.2).

Necht’ G je jediný bod, pro který plat́ı E − F − G a FG ∼= BC. Protože E, F, G jsou
kolineárńı a ∠DFE je pravý úhel, je také ∠DFG pravý úhel a plat́ı ∠ACB ∼= ∠DFG. Podle
předpokladu AC ∼= DF . Z konstrukce vyplývá BC ∼= GF . Tud́ıž 4ABC ∼= 4DGF podle
věty sus.

Protože 4ABC ∼= 4DGF , je AB ∼= DG. Ale podle předpokladu AB ∼= DE, takže
DE ∼= DG a 4EDG je rovnoramenný. Tedy

∠DEF = ∠DEG ∼= ∠DGE = ∠DGF

a
4DEF ∼= 4DGF

podle věty suu. Celkem 4ABC ∼= 4DEF .
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Obrázek 6.2:

Věta 6.5.6 Jestlǐze 4ABC a 4DEF jsou pravoúhlé trojúhelńıky s pravými úhly při vrc-
holech C a F v neutrálńı geometrii a plat́ı

AB ∼= DE a ∠CAB ∼= ∠FDE,

potom
4ABC ∼= 4DEF.

Definice 6.5.6 Osou úsečky AB v neutrálńı geometrii budeme rozumět jedinou př́ımku `
jdoućı středem M úsečky AB, která je kolmá k AB.

Věta 6.5.7 V neutrálńı geometrii je osou úsečky AB množina

O = {P ∈ P | AP = BP}.

Důkaz: Nejprve ukážeme, že O ⊂ `. Necht’ P ∈ O, muśıme ukázat, že potom P ∈ `.
Jestliže P ∈

←→
AB, potom AP = BP implikuje A − P − B a P = M je středem úsečky AB.

Tedy P ∈ `.
Jestliže P 6∈

←→
AB necht’ `′ je jediná kolmice k

←→
AB jdoućı bodem P . Necht’ `′∩

←→
AB = {N}.

Potom N neńı A ani B. Máme tedy dva trojúhelńıky 4PNA a 4PNB, které jsou kongru-
entńı. Tedy AN ∼= NB a N = M je střed úsečky. Tedy `′ = ` a P ∈ `, proto O ⊂ `.

Nyńı ukážeme, že ` ⊂ O. Budeme předpokládat, že P ∈ ` a ukážeme, že potom P ∈ O.
Jestliže P ∈

←→
AB, potom P = M a P ∈ O. Pokud P 6∈

←→
AB, potom ∠PMA ∼= ∠PMB,

tedy oba tyto úhly jsou pravé. Tud́ıž 4PMA ∼= 4PMB podle věty sus a PA ∼= PB. Tedy
P ∈ O a ` ⊂ O. Celkem dostáváme ` = O.

Poznámka 6.5.1 V neutrálńı geometrii existuje jediná osa úsečky AB a je to množina
právě všech bod̊u, které maj́ı stejnou vzdálenost od bod̊u A i B.

Věta 6.5.8 Jestlǐze
−−→
BD je osou úhlu ∠ABC v neutrálńı geometrii a body E,F jsou paty

kolmic vedených z bodu D k
←→
BA a

←→
BC, potom

DE ∼= DF.

Důkaz najde čtenář v literatuře.

6.6 Teorie rovnoběžek

Definice 6.6.1 Mějme tři r̊uzné př́ımky `, `1, `2. Řekneme, že ` je př́ıčka `1 a `2, jestliže
` prot́ıná př́ımky `1 a `2 v r̊uzných bodech.
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Obrázek 6.3:

Definice 6.6.2 Předpokládejme, že
←→
GH je př́ıčkou k q =

←→
AC a p =

←→
DF v metrické geometrii

a plat́ı ←→
AC ∩

←→
GH = {B} a

←→
DF ∩

←→
GH = {E}.

Jestliže body A, B, C, D, E, F, G a H splňuj́ı následuj́ıćı podmı́nky

(i) A−B − C, D − E − F, G−B − E −H,

(ii) A a D jsou na téže straně od
←→
GH,

potom ∠ABE a ∠FEB se nazývaj́ı stř́ıdavé úhly a úhly ∠ABG a ∠DEB úhly souhlasné.

Věta 6.6.1 Necht’ `1, `2 jsou dvě př́ımky v neutrálńı geometrii. Jestlǐze ` je př́ıčka `1 a `2
s kongruentńımi stř́ıdavými úhly, pak existuje př́ımka `′, která je kolmá na `1 i `2.

Důkaz: Necht’ `1 =
←→
AC, `2 =

←→
DF , ` =

←→
GH, přičemž `1 ∩ ` = {B}, `2 ∩ ` = {E},

A−B −C, D −E − F, G−B −E −H a body A a D jsou na stejné straně od
←→
GH (Obr.

6.4). Jestliže stř́ıdavé vnitřńı úhly jsou pravé úhly, potom
←→
GH je požadovanou př́ımkou

`′. Jinak je jeden pár stř́ıdavých vnitřńıch úhl̊u tvořen ostrými úhly. Tento př́ıpad máme
vyšetřit.
Předpokládejme, že ∠ABE ∼= ∠FEB jsou ostré úhly. Necht’ M je střed úsečky EB a necht’
P je pata kolmice z M na

←→
AC. Protože ∠ABE = ∠ABM je ostrý, A a P lež́ı na stejné

straně od
←→
GH. Mimoto jestliže Q je pata kolmice z bodu M k

←→
DF , potom Q a F lež́ı také

na stejné straně od
←→
GH. Tedy P a Q jsou na opačných stranách od

←→
GH.

Obrázek 6.4:



KAPITOLA 6. NEUTRÁLNÍ GEOMETRIE 31

Máme ukázat, že P, M a Q jsou kolineárńı. To dokážeme pomoćı věty o konstrukci úhl̊u.
Pravoúhlé trojúhelńıky4MBP a4MEQ jsou kongruentńı, tud́ıž ∠BMP ∼= ∠EMQ. Necht’
R ∈
←−→
PM je bod, pro který plat́ı P−M−R. Podle věty o vrcholovém úhlu ∠BMP ∼= ∠EMR.

Tedy ∠EMQ ∼= ∠EMR. Q a R jsou na stejné straně od
←→
GH. Podle věty o konstrukci úhl̊u

je ∠EMQ = ∠EMR. Tedy Q ∈ int(
−−→
MR) ⊂

←−→
PM , takže P, M a Q jsou kolineárńı. Tedy

←→
PQ = `′ je hledaná společná kolmice.

Věta 6.6.2 Jestlǐze dvě př́ımky v neutrálńı geometrii `1, `2 maj́ı společnou kolmici, pak
jsou rovnoběžné. Speciálně, existuje-li př́ıčka k `1 a `2 s kongruentńımi stř́ıdavými úhly,
potom `1 ‖ `2.

Důkaz: Předpokládejme, že ` je kolmice k `1 v bodě P a k `2 v bodě Q. Jestliže `1 = `2,
pak je prvńı část tvrzeńı triviálńı. Dále budeme předpokládat, že `1 6= `2.

Předpokládejme nejprve, že `1 ∩ `2 obsahuje bod R. Potom P 6= R, Q 6= R a P, Q, R
nejsou kolineárńı. Ale 4PQR má dva pravé úhly, což neńı možné. Tedy

`1 ∩ `2 = ∅ a `1 ‖ `2.

Věta 6.6.3 V neutrálńı geometrii, necht’ ` je př́ımka a P 6∈ `. Potom existuje př́ımka `′

jdoućı bodem P , která je rovnoběžná s `.

Důkaz: Necht’ Q je pata kolmice k ` jdoućı bodem P a `′ je jediná kolmice k
←→
PQ

z bodu P . Potom
←→
PQ je společná kolmice k ` a `′ a podle předchoźı věty plat́ı ` ‖ `′.

Definice 6.6.3 Řekneme, že shodnostńı geometrie splňuje Eukleid̊uv pátý postulát, jestliže←→
BC je př́ıčka

←→
DC a

←→
AB a plat́ı

(i) A a D jsou na stejné straně od
←→
BC

(ii) m(∠ABC) +m(∠BCD) < 180.

Potom
←→
AB a

←→
CD se prot́ınaj́ı v bodě E, který je na stejné straně od

←→
BC jako body A a D.

Věta 6.6.4 Jestlǐze ` je př́ımka a P 6∈ ` v neutrálńı geometrii, která splňuje Eukleid̊uv pátý
postulát, potom existuje právě jedna př́ımka `′ jdoućı bodem P , která je rovnoběžná s `.

Důkaz: Necht’ ` je př́ımka taková, že Q je pata kolmice k ` z bodu P . Předpokládejme,
že
←→
AB je jiná př́ımka jdoućı bodem P taková, že plat́ı A− P − B. Jestliže

←→
AB 6= `′ potom

jeden z úhl̊u ∠APQ nebo ∠BPQ je ostrý. Aplikujeme Eukleid̊uv pátý postulát a vid́ıme,
že
←→
AB prot́ıná ` v bodě E. Tedy jestliže

←→
AB 6= `′, potom

←→
AB neńı rovnoběžná s `. Tud́ıž

existuje pouze jedna př́ımka rovnoběžná s ` jdoućı bodem P .

Definice 6.6.4 Řekneme, že incidenčńı geometrie splňuje Eukleidovu vlastnost rovnoběžek,
jestliže pro každou př́ımku ` a každý bod P existuje právě jedna př́ımka jdoućı bodem P ,
která je rovnoběžná s `.

Věta 6.6.5 Jestlǐze neutrálńı geometrie splňuje Eukleidovu vlastnost rovnoběžek, pak
splňuje také Eukleid̊uv pátý postulát.

Důkaz: Necht’
←→
BC je př́ıčka

←→
AB a

←→
CD, kde A a D jsou na stejné straně od

←→
BC.

Předpokládejme, že
m(∠ABC) +m(∠BCD) < 180.
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Chceme ukázat, že −−→
BA ∩

−−→
CD 6= ∅.

Zvoĺıme bod E na stejné straně od
←→
BC jako A, pro který ∠EBC a ∠BCD jsou doplňkové

úhly. Zvoĺıme bod F , pro který F − B − E. Potom ∠FBC a ∠EBC jsou doplňkové úhly,
a tedy

∠FBC ∼= ∠DCB.
Podle věty 6.6.2 plat́ı

←→
BE ‖

←→
CD. Protože předpokládáme splněńı Eukleidovy vlastnosti

rovnoběžek, nemůže být
←→
BA rovnoběžná s

←→
CD, protože

←→
BA 6=

←→
BE. Proto

←→
BA ∩

←→
CD 6= ∅.

Nyńı muśıme ukázat, že skutečně plat́ı
−−→
BA ∩

−−→
CD 6= ∅.

Protože
m(∠CAB) +m(∠BCD) < 180 = m(∠CBE) +m(∠BCD)

dostáváme
∠CBA < ∠CBE.

Tedy A ∈ int(∠CBE), protože A a E jsou na stejné straně od
←→
BC.

Určitě A je na stejné straně od
←→
BE jako C. Tedy všechny body z int(

−−→
BA) jsou na stejné

straně od
←→
BE jako

←→
CD. Protože

←→
CD ∩

←→
AB 6= ∅, bod z pr̊uniku muśı náležet

−−→
BA. Konečně

protože int(
−−→
BA) a int(

−−→
CD) lež́ı na stejné straně od

←→
BC, jejich pr̊useč́ık muśı ležet na

−−→
CD.

Tedy
−−→
BA ∩

−−→
CD 6= ∅.

6.7 Saccheriho čtyřúhelńık

Definice 6.7.1 Čtyřúhelńık ve shodnostńı geometrii nazveme Saccheriho čtyřúhelńık,
jestliže ∠BAD a ∠ADC jsou pravé a plat́ı

AB ∼= CD.

Úmluva: Úsečku AD budeme nazývat dolńı základna, BC horńı základna a AB, CD
ramena Saccheriho čtyřúhelńıku �ABCD.

Věta 6.7.1 V neutrálńı geometrii je každý Saccheriho čtyřúhelńık konvexńım
čtyřúhelńıkem.

Důkaz: Př́ımky
←→
AB a

←→
CD maj́ı společnou kolmici, označ́ıme ji

←→
AD. Podle věty 6.6.2←→

AB ‖
←→
CD, a tedy čtyřúhelńık je konvexńı.

Definice 6.7.2 Dva konvexńı čtyřúhelńıky v neutrálńı geometrii �ABCD a �EFGH
jsou kongruentńı, jestliže odpov́ıdaj́ıćı si strany a úhly jsou kongruentńı.

Ṕı̌seme
�ABCD ∼= �EFGH.

Věta 6.7.2 Necht’ v neutrálńı geometrii �ABCD a �PQRS jsou Saccheriho čtyřúhelńıky.
Jestlǐze plat́ı

AD ∼= PS a AB ∼= PQ,

potom
�ABCD ∼= �PQRS.
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Důsledek 6.7.1 Jestlǐze �ABCD v neutrálńı geometrii je Saccheriho čtyřúhelńık, potom

�ABCD ∼= �DCBA a plat́ı ∠ABC ∼= ∠BCD.

Věta 6.7.3 (mnohoúhelńıková nerovnost): Uvažujme n ≥ 3. Jestlǐze P1, P2, ..., Pn jsou body
v neutrálńı geometrii, potom

d(P1, Pn) ≤ d(P1, P2) + ...+ d(Pn−1, Pn).

Důkaz: (provedeme matematickou indukćı) Jestliže n = 3 dostáváme trojúhelńıkovou
nerovnost, jej́ıž platnost byla dokázána dř́ıve. Předpokládáme platnost pro n = k. Tedy
necht’

d(P1, Pk) ≤ d(P1, P2) + d(P2, P3) + ...+ d(Pk−1, Pk).

Podle trojúhelńıkové nerovnosti plat́ı

d(P1, Pk+1) ≤ d(P1, Pk) + d(Pk, Pk+1).

Kombinaćı předchoźıch nerovnost́ı dostáváme

d(P1, Pk+1) ≤ d(P1, P2) + d(P2, P3) + ...+ d(Pk−1, Pk) + d(Pk, Pk+1).

Dokázali jsme, že z platnosti pro n = k vyplývá platnost pro n = k + 1. Nerovnost tedy
plat́ı pro všechna n ≥ 3.

Věta 6.7.4 Necht’ je v neutrálńı geometrii dán Saccheriho čtyřúhelńık �ABCD, potom

BC ≥ AD.

Obrázek 6.5:

Důkaz: Zkonstruujeme řetězec kongruentńıch Saccheriho čtyřúhelńık̊u (Obr 6.5). Necht’

A1 = A, A2 = D, B1 = B a B2 = C.

Pro každé k ≥ 3 necht’ Ak je jediný bod na
←→
AD, pro který

Ak−2 −Ak−1 −Ak a Ak−1Ak
∼= AD.

Všimněme si, že
d(A1, An+1) = n.d(A,D).

Pro každé k ≥ 3, necht’ Bk je jediný bod na stejné straně od
←→
AD jako B, pro který

BkAk ⊥
←→
AD a BkAk

∼= BA.

Podle věty 6.7.2 jsou Saccheriho čtyřúhelńıky �AiBiBi+1Ai+1
∼= �ABCD pro ∀i ≥ 1.

Speciálně
B1B2

∼= B2B3
∼= . . . .
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Podle mnohoúhelńıkové nerovnosti

d(A1, An+1) ≤ d(A1, B1) + d(B1, B2) + · · ·+ d(Bn, Bn+1) + d(Bn+1, An+1).

Dále protože

d(A,B) = d(A1, B1) = d(Bn+1, An+1) a d(Bi, Bi+1) = d(B,C),

n.d(A,D) ≤ 2d(A,B) + n.d(B,C) pro n ≥ 1.

Tedy

d(A,D)− d(B,C) ≤ 2
n
d(A,B) pro n ≥ 1.

Protože posledńı nerovnost plat́ı pro všechna n ≥ 1 a na pravé straně můžeme dosadit
libovolně malé č́ıslo při volbě velkého n, muśı být

d(A,D)− d(B,C) ≥ 0.

Tedy
AD ≤ BC.

Věta 6.7.5 Necht’ je v neutrálńı geometrii dán Saccheriho čtyřúhelńık �ABCD, potom

∠ABD ≤ ∠BDC.

Věta 6.7.6 V neutrálńı geometrii je součet měr ostrých úhl̊u v pravoúhlém trojúhelńıku
menš́ı nebo roven 90.

Důkaz: Necht’ 4ABC má pravý úhel při vrcholu A a C je jediný bod na stejné straně
od
←→
AD jako B, pro který plat́ı

CD ⊥
←→
AD a AB ∼= DC.

Máme tedy Saccheriho čtyřúhelńık �ABCD a podle věty 6.7.5

m(∠ABD) +m(∠ADB) ≤ m(∠BDC) +m(∠ADB).

Protože Saccheriho čtyřúhelńık ABCD je konvexńı, B ∈ int(∠ADC) a tak

m(∠BDC) +m(∠ADB) = m(∠ADC) = 90.

Tedy
m(∠ABD) +m(∠ADB) ≤ 90.

Věta 6.7.7 (Saccheriho): V neutrálńı geometrii je součet měr vnitřńıch úhl̊u v trojúhelńıku
menš́ı nebo roven 180.

Důkaz: Necht’ 4ABC je libovolný trojúhelńık. Předpokládejme, že AC je jeho nejdeľśı
stranou. Potom podle věty 6.5.4 patou kolmice z bodu B na

←→
AC je bod D takový, že

A−D − C. Přitom D ∈ int(∠ABC), takže

m(∠CAB)+m(∠ABC)+m(∠BCA) = m(∠DAB)+m(∠ABD)+m(∠BCD) ≤ 90+90 = 180.
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Věta 6.7.8 (Eukleidova o součtu úhl̊u): V neutrálńı geometrii, která splňuje Eukleidovu
vlastnost rovnoběžek je součet měr vnitřńıch úhl̊u v každém trojúhelńıku roven 180.

Důkaz: Necht’ je dán 4ABC a necht’ ` je jediná př́ımka jdoućı bodem B a rovnoběžná
s
←→
AC. Zvoĺıme D a E na `, aby platilo D − B − E a body D a A byly na stejné straně

od
←→
BC. Pak plat́ı

∠DBA ∼= ∠BAC a ∠EBC ∼= ∠BCA.

Vı́me, že A ∈ int(∠DBC), takže

m(∠DBA) +m(∠ABC) = m(∠DBC).

Tud́ıž

m(∠CAB) +m(∠ABC) +m(∠BCA) = m(∠DBA) +m(∠ABC) +m(∠EBC) =

= m(∠DBC) +m(∠EBC) = 180.

Definice 6.7.3 Čtyřúhelńık �ABCD je rovnoběžńık, jestliže AB ‖ CD a AD ‖ BC.
Čtyřúhelńık je pravoúhelńık, jestliže všechny čtyři jeho vnitřńı úhly jsou pravé.
Pravoúhelńık je čtverec, jestliže všechny jeho strany jsou kongruentńı.

Věta 6.7.9 V neutrálńı geometrii je Saccheriho čtyřúhelńık vždy rovnoběžńık.

Důkaz: V Saccheriho čtyřúhelńıku �ABCD je AB ‖ CD. Protože existuje př́ımka, která
je kolmá k oběma stranám - např́ıklad př́ımka jdoućı středy obou stran (označ́ıme ji

←→
AD)

plat́ı
←→
AD ‖

←→
BC.

Definice 6.7.4 Množina bod̊u A v neutrálńı geometrii je stejně vzdálená od `, jestliže
d(A, `) je stejná pro ∀A ∈ A.

Věta 6.7.10 Necht’ �ABCD v neutrálńı geometrii je čtyřúhelńık s pravými úhly při vrc-
holech A a D. Jestlǐze

AB > DC, pak ∠ABC < ∠DCB.

Důkaz: Zvoĺıme bod E ∈
−−→
DC takový, že plat́ı D − C − E a DE ∼= AB. Potom

�ABED je Saccheriho čtyřúhelńık, takže ∠ABE ∼= ∠DEB. Podle věty o vněǰśım úhlu
∠DEB < ∠DCB. Na druhou stranu C ∈ int(∠ABE), proto

∠ABC < ∠ABE.

Takže
∠ABC < ∠ABE ∼= ∠DEB < ∠DCB.

Věta 6.7.11 Jestlǐze �ABCD je čtyřúhelńık v neutrálńı geometrii s pravými úhly při vrc-
holech A a D, potom

(i) AB > CD ⇐⇒ ∠ABC < ∠DCB,

(ii) AB ∼= CD ⇐⇒ ∠ABC ∼= ∠DCB,

(iii) AB < CD ⇐⇒ ∠ABC > ∠DCB.

Věta 6.7.12 (Giordanova): Jestlǐze v neutrálńı geometrii existuj́ı tři r̊uzné body na př́ımce
`, které maj́ı stejnou vzdálenost od př́ımky `′, pak ` je ekvidistanta `′.
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Důkaz: Jestliže ` = `′, potom ` je všude stejně vzdálená od `′. Předpokládejme tedy, že
` 6= `′. Necht’

A, B, C ∈ ` a plat́ı d(A, `′) = d(B, `′) = d(C, `′).

Alespoň dva z bod̊u A, B, C muśı ležet na stejné straně od `′. Př́ımka ` je tedy rovnoběžná
s `′, a proto celá př́ımka ` lež́ı na jedné straně od `′. Protože jeden ze tř́ı bod̊u na př́ımce
muśı ležet mezi zbývaj́ıćımi dvěma, muśı ležet všechny tři body A, B, C na stejné straně
od `′. Můžeme tedy předpokládat, že plat́ı např́ıklad A − B − C. Necht’ D, E, F jsou
po řadě paty kolmic z bod̊u A, B, C k př́ımce `′. Dostali jsme tři Saccheriho čtyřúhelńıky
�DABE, �DACF a �EBCF . Plat́ı tedy

∠ABE ∼= ∠BAD ∼= ∠BCF ∼= ∠CBE.

Protože ∠ABE a ∠CBE tvoř́ı lineárńı pár, je ∠ABE pravý úhel. Tud́ıž všechny úhly
v předchoźı kongruenci jsou pravé. Tedy Saccheriho čtyřúhelńık �DACF je pravoúhelńık.
Muśıme ukázat, že pokud P ∈ ` a S je pata kolmice z bodu P k `, pak

PS ∼= AD.

Př́ıpad 1. Předpokládejme, že P je mezi dvěma body z A, B, C. Muśı tedy platit
A − P − C. Jestliže PS neńı kolmá k `, potom jeden z úhl̊u ∠APS a ∠CPS je ostrý.
Předpokládejme, že ∠APS je ostrý, tedy ∠CPS je tupý a plat́ı AD < PS < CF . Což je
spor s t́ım, že AD ∼= CF . Muśı tedy platit PS ⊥ `. Proto

∠APS ∼= ∠PAD a PS ∼= AD.

Př́ıpad 2. Nyńı předpokládejme, že P ∈ `, ale P 6∈ AC. Necht’ Q je jediný bod z `,
pro který P − A − Q a AQ ∼= PA. Necht’ T je pata kolmice z bodu Q na `′ (Obr.6.6).
4PAD ∼= 4QAD podle věty sus. 4PDS ∼= 4QDT . Proto PS ∼= QT .
Podobně necht’ R je jediný bod na `, pro který plat́ı P − C − R a PC ∼= CR a necht’ U je
pata kolmice z bodu R na `′. Potom PS ∼= RU . Proto P, Q, R jsou tři body na `, které jsou
stejně vzdálené od `′. Protože plat́ı P −A−Q, potom podle př́ıpadu 1 je AD ∼= PS protože
A je mezi dvěma ze tř́ı bod̊u P, Q, R, které jsou stejně vzdálené od `′. Proto pro všechna
P plat́ı PS ∼= AD a ` je ekvidistanta `′.

Obrázek 6.6:

6.8 Kritická funkce

Věta 6.8.1 Necht’ ` je př́ımka v neutrálńı geometrii a P 6∈ `. Necht’ D je pata kolmice k `
jdoućı bodem P . Potom

−−→
PC ∩ ` = ∅ vždy, když m(∠DPC) ≥ 90.
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Důkaz: Jestliže m(∠DPC) = 90 potom
←→
PC ‖ `, a tedy věta je pravdivá. Jestliže

m(∠DPC) > 90, potom bod A lež́ı na stejné straně od
←→
PD jako C, takže m(∠DPA) = 90.

Potom
←→
PA ‖ ` a int(

−−→
PC) lež́ı na opačné straně od

←→
PA než D. Protože všechny body ` lež́ı

na stejné straně od
←→
PA, plat́ı

−−→
PC ∩ ` = ∅.

Definice 6.8.1 Necht’M je množina reálných č́ısel, potom r ∈ R je nejmenš́ı horńı mezM
(ṕı̌seme r = lubM), jestliže

(i) b ≤ r pro ∀b ∈M,

(ii) pro ∀s < r potom existuje prvek bs ∈M takový, že s < bs.

Definice 6.8.2 Necht’ ` je př́ımka v neutrálńı geometrii a P je bod, P 6∈ `. Jestliže D je
pata kolmice na ` jdoućı bodem P a necht’ plat́ı

K(P, `) = {r ∈ R, pro která existuje
−−→
PC taková, že

−−→
PC∩` = ∅ a r = m(∠DPC)}.

Kritickým č́ıslem pro P a ` je

r(P, `) = lub{K(P, `)}.

Věta 6.8.2 V neutrálńı geometrii, necht’ P 6∈ ` a necht’ D je pata kolmice z bodu P na `.
Jestlǐze m(∠DPC) ≥ r(P, `), potom

−−→
PC ∩ ` = ∅,

jestlǐze m(∠DPC) < r(P, `), potom
−−→
PC ∩ ` 6= ∅.

Důkaz: Nejprve předpokládejme, že m(∠DPC) = r(P, `). Chceme ukázat, že
−−→
PC∩` = ∅.

Předpokládejme sporem, že
−−→
PC prot́ıná ` v nějakém bodě R a necht’ S je nějaký bod,

pro který plat́ı D −R− S. Potom R ∈ int(∠DPS), takže

m(∠DPS) > m(∠DPR) = m(∠DPC) = r(P, `).

Ale
−→
PS ∩ ` = S, takže m(∠DPS) ∈ K(P, `), což je spor s t́ım, že r(P, `) je nejmenš́ı horńı

mez K(P, `). Proto jestliže m(∠DPC) = r(P, `), muśı platit
−−→
PC ∩ ` = ∅. Poznamenejme,

že pokud B − P − C, potom m(∠DPB) ≥ 90 a podle věty 6.8.1
−−→
PB ∩ ` = ∅. Proto pokud

m(∠DPC) = r(P, `), potom
←→
PC ‖ `.

Obrázek 6.7:

Dále předpokládejme, že m(∠DPC) > r(P, `). Necht’ E je bod na stejné straně od
←→
PD

jako C a plat́ı m(∠DPE) = r(P, `) (Obr. 6.7), tedy
←→
PE ‖ `. Tedy int(

−−→
PC) a ` lež́ı
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na opačných stranách od
←→
PB. Proto

−−→
PC ∩ ` = ∅ jestliže m(∠DPC) > r(P, `).

Konečně předpokládejme, že m(∠DPC) < r(P, `). Chceme ukázat, že
−−→
PC ∩ ` 6= ∅.

Podle definice nejmenš́ı dolńı meze existuje č́ıslo s = m(∠DPF ) ∈ K(P, `), pro které
m(∠DPC) < s. Protože s ∈ K(P, `),

−−→
PF prot́ıná ` v nějakém bodě A. Jestliže A je

na stejné straně od
←→
PD jako C, potom C ∈ int(∠DPF ), takže podle ”kř́ıžové věty”

−−→
PC

prot́ıná DA a proto
−−→
PC ∩ ` 6= ∅. Jestliže A je na opačné straně od

←→
PD než C, necht’

A′ je jediný bod, pro který A − D − A′ a AD ∼= DA′. Potom podle věty sus plat́ı
∠DPA′ ∼= ∠DPA. C ∈ int(∠DPA′) a

−−→
PC prot́ıná DA′ a proto prot́ıná také `. Jestliže

tedy m(∠DPC) < r(P, `), potom
−−→
PC ∩ ` 6= ∅.

Důsledek 6.8.1 Necht’ ` je př́ımka v neutrálńı geometrii a P je bod, P 6∈ `. Potom existuje
v́ıce než jedna př́ımka jdoućı bodem P rovnoběžná s ` právě tehdy, když r(P, `) < 90.

Věta 6.8.3 Necht’ P, P ′ jsou body v neutrálńı geometrii a necht’ `, `′ jsou př́ımky takové,
že plat́ı P 6∈ `, P ′ 6∈ `′. Jestlǐze

d(P, `) = d(P ′, `′), potom r(P, `) = r(P ′, `′).

Důkaz: Chceme ukázat, že K(P, `) = K(P ′, `′). To implikuje, že

r(P, `) = lub {K(P, `)} = lub {K(P ′, `′)} = r(P ′, `′).

Necht’ D je pata kolmice z bodu P k ` a necht’ D′ je pata kolmice z P ′ k `′. Podle předpokladu

DP ∼= D′P ′.

Jestliže s ∈ K(P, `), potom existuje bod C ∈ `, pro který m(∠DPC) = s. Zvoĺıme bod
C ′ ∈ `′ tak, aby platilo DC ∼= D′C ′. Potom 4PDC ∼= 4P ′D′C ′ podle věty sus, takže

m(∠DPC) = m(∠D′P ′C ′).

Proto s ∈ K(P ′, `′) takže K(P, `) ⊂ K(P ′, `′). Podobně K(P ′, `′) ⊂ K(P, `), takže

K(P, `) = K(P ′, `′).

A tedy
r(P, `) = r(P ′, `′).

Definice 6.8.3 Kritická funkce v neutrálńı geometrii je funkce

Π : {t, t > 0} −→ {r; 0 < r < 90}

dána předpisem
Π(t) = r(P, `),

kde ` je př́ımka a P bod, jehož vzdálenost od ` je rovna t.

Věta 6.8.4 V neutrálńı geometrii je kritická funkce nerostoućı (pro t′ > t je Π(t′) ≤ Π(t)).

Důkaz: Necht’ ` je př́ımka, D ∈ ` a necht’ P, P ′ jsou body, pro něž plat́ı

P ′ − P −D, P ′D ⊥ `, P ′D = t′ a PD = t

Zvoĺıme body C, C ′ na stejné straně od
←→
PD tak, že

m(∠DPC) = m(∠DP ′C ′) = Π(t).

Podle d̊ukazu věty 7.3.3
←→
PC ‖ `. Protože také

←−→
P ′C ′ ‖

←→
PC. Dále protože P ′ a D lež́ı

na opačných stranách od
←→
PC,

←−→
P ′C ′ ∩ ` = ∅. Tud́ıž

←−→
P ′C ′ ‖ `, takže

Π(t′) = r(P ′, `) ≤ m(∠DP ′C ′) = Π(t).
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Věta 6.8.5 V neutrálńı geometrii, jestlǐze Π(a) < 90, potom

Π
(a

2

)
< 90.

Důkaz: Necht’ ` je př́ımka a D ∈ `, zvoĺıme body P, P ′ tak, aby platilo

P − P ′ −D, PD ⊥ `, PP ′ = P ′D = a/2.

Zvoĺıme bod C, pro který m(∠DPC) = Π(a) < 90. Konečně necht’ `′ je jediná př́ımka jdoućı
bodem P ′, která je kolmá k PD. Pak mohou nastat dvě možnosti; bud’

−−→
PC ∩ `′ 6= ∅ nebo

−−→
PC ∩ `′ = ∅.

Nejprve předpokládejme, že
−−→
PC∩`′ = A. Zvoĺıme bod B, aby platilo P −A−B. Protože

∠DP ′A je pravý úhel a B ∈ int(∠DP ′A), m(∠DP ′B) < 90. Chceme ukázat, že

Π(a/2) < m(∠DP ′B).

Ukážeme, že
−−→
P ′B ∩ ` = ∅. Protože m(∠DPA) = Π(a) a

−→
PA ∩ ` = ∅. Proto P a B jsou

na stejné straně od `. Protože plat́ı P − P ′ −D, jsou P a P ′ na stejné straně od `. Proto
P ′ a B jsou také na stejné straně od ` a P ′B ∩ ` = ∅.
Jestliže P ′ − B − E, potom P ′ a E jsou na opačných stranách od

←→
PC. Tud́ıž D a E jsou

na opačných stranách od
←→
PC. Proto

−−→
BE ∩ ` = ∅, takže

−−→
P ′B ∩ ` = ∅. To znamená, že

Π(a/2) = r(P ′, `) ≤ m(∠DP ′B) < 90.

Obráceně jestliže
−−→
PC ∩ `′ = ∅, potom

Π(a/2) = r(P, `′) ≤ m(∠P ′PC = Π(a) < 90.

V obou př́ıpadech Π(a/2) < 90.

Věta 6.8.6 V neutrálńı geometrii, jestlǐze Π(a) < 90 pro několik r̊uzných reálných č́ısel a,
potom Π(t) < 90 pro všechna t > 0.

Důkaz: Pro všechna kladná celá č́ısla n necht’

an =
a

2n
.

Potom podle předchoźı věty Π(a1) < 90 protože Π(a) < 90. Indukćı Π(an) < 90 pro každé
n. Nyńı předpokládejme, že t bylo dáno. Zvoĺıme-li dostatečně velké n tak, aby

an =
a

2n
< t.

Potom podle předchoźı věty plat́ı

Π(t) ≤ Π(an) < 90.

Věta 6.8.7 (”všechno nebo nic”): Jestlǐze v neutrálńı geometrii existuje jedna př́ımka `′ a
jeden bod P ′, P ′ 6∈ `′ tak, že existuje jediná př́ımka jdoućı bodem P ′ rovnoběžná s `′, pak
tato geometrie splňuje Eukleidovu vlastnost rovnoběžek.

Důkaz: Protože existuje jediná př́ımka rovnoběžná s `′ jdoućı bodem P ′, r(P ′, `′) = 90.
Tud́ıž

Π(a) = 90 pro a = d(P ′, `′).

Podle předchoźı věty Π(t) = 90 pro všechna t > 0. Proto r(P, `) = 90 pro všechny př́ımky ` a
všechny body P 6∈ `. Tud́ıž existuje pouze jedna př́ımka jdoućı bodem P , která je rovnoběžná
s `.
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Definice 6.8.4 Neutrálńı geometrie splňuje hyperbolickou vlastnost rovnoběžek, jestliže
pro každou př́ımku ` a každý bod P 6∈ ` existuje v́ıce než jedna př́ımka jdoućı bodem P ,
která je rovnoběžná s př́ımkou `.

Definice 6.8.5 Neutrálńı geometrie splňuj́ıćı Eukleidovu vlastnost rovnoběžek je euklei-
dovská geometrie. Neutrálńı geometrie splňuj́ıćı hyperbolickou vlastnost rovnoběžek je hy-
perbolická geometrie.



Kapitola 7

Hyperbolická geometrie

V této kapitole budeme pokračovat ve studiu teorie rovnoběžek a budeme zkoumat základńı
d̊usledky toho, že daná geometrie splňuje hyperbolickou vlastnost rovnoběžek.

7.1 Modely hyperbolické geometrie

Dosud jsme si uvedli pouze Poincarého polorovinný modele hyperbolické geometrie. Existuje
však celá řada daľśıch model̊u. Nyńı se seznámı́me se dvěma: Poincarého kruhovým modelem
a modelem Beltrami-Kleinovým.

Oba modely jsou budovány ve vnitřku kruhu, ale v každém z nich jsou uvažovány odlǐsné
množiny př́ımek.

7.1.1 Beltrami-Klein̊uv model

Definice 7.1.1 Necht’ D = {(u, v) ∈ R2 | u2 + v2 < 1} je vnitřek jednotkového kruhu.
K-př́ımka v D je pr̊unik D a eukleidovské př́ımky ` ⊂ R2.

Věta 7.1.1 Jestlǐze LK je množina všech K-př́ımek v D, potom {D, LK} je (Beltrami-
Kleinovým) modelem incidenčńı geometrie.

7.1.2 Poincarého kruhový model

Definice 7.1.2 Řekneme, že dvě kružnice k1(P, r) a k2(C, s) jsou kolmé, jestliže se prot́ınaj́ı
ve dvou bodech A a B a ∠PAC i ∠PBC jsou pravé úhly.

Definice 7.1.3 P-př́ımka v D je pr̊unik D a eukleidovské př́ımky jdoućı bodem (0,0) nebo
D a eukleidovské kružnice k, která je kolmá ke kružnici {(u, v) | u2 + v2 = 1}.

Věta 7.1.2 Jestlǐze LD je množina všech P-př́ımek, pak {D, LD} je (Poincarého kruhovým)
modelem abstraktńı geometrie.

7.2 Asymptotické polopř́ımky a trojúhelńıky

Definice 7.2.1 Necht’ A, B, C, D jsou navzájem r̊uzné body neutrálńı geometrie a žádné
tři z nich nejsou kolineárńı, C a D lež́ı na stejné straně od

←→
AB a

←→
AD ‖

←→
BC. Potom množinu

4 DABC =
−−→
AD ∪AB ∪

−−→
BC

nazveme otevřený trojúhelńık.

41
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Definice 7.2.2 Necht’ 4DABC je otevřený trojúhelńık. Řekneme, že
−−→
BC je ryze asymp-

totická k
−−→
AD, jestliže pro všechna E ∈ int(∠ABC),

−−→
BE prot́ıná

−−→
AD.

Definice 7.2.3 Dvě polopř́ımky
−−→
PQ a

−→
RS v hyperbolické geometrii jsou ekvivalentńı

(ṕı̌seme
−−→
PQ ∼

−→
RS), jestliže plat́ı

−−→
PQ ⊂

−→
RS nebo

−→
RS ⊂

−−→
PQ.

Polopř́ımka
−−→
BC je asymptotická k polopř́ımce

−−→
AD (ṕı̌seme

−−→
BC |

−−→
AD), jestliže je bud’ −−→BC

ryze asymptotická k
−−→
AD nebo plat́ı −−→

BC ∼
−−→
AD.

Věta 7.2.1 V neutrálńı geometrii plat́ı: jestlǐze
−−→
BC ∼

−−−→
B′C ′ a

−−→
BC |

−−→
AD, pak

−−−→
B′C ′ |

−−→
AD.

Důkaz: Definovaná relace být ekvivalentńı je relaćı ekvivalence. Proto jestliže
−−→
BC ∼

−−→
AD,

potom
−−−→
B′C ′ ∼

−−→
AD, tedy také

−−−→
B′C ′ |

−−→
AD. Můžeme tedy předpokládat, že

−−→
BC �

−−→
AD; to

znamená, že
−−→
BC je ryze asymptotická k

←→
AD.

Př́ıpad 1. Předpokládejme, že
−−→
BC ⊂

−−−→
B′C ′. Jestliže B = B′, potom

−−→
BC =

−−−→
B′C ′, a t́ım je

platnost věty dokázána.

Obrázek 7.1:

Nyńı se budeme zabývat př́ıpadem, kdy B 6= B′. Bude tedy platit B′ − B − C, takže−−−→
B′C ′ =

−−→
B′C. Podle předpokladu je

−−→
BC ryze asymptotická k

−−→
AD. Necht’ E ∈ int(∠AB′C).

Muśıme ukázat, že
−−→
B′E ∩

−−→
AD 6= ∅. Sporem předpokládejme, že

−−→
B′E ∩

−−→
AD = ∅. Budeme

požadovat, aby
←−→
B′E ‖

←→
AD a bod G ležel na opačné straně od

←−→
B′C než body A a D (Obr

7.1). Jestliže plat́ı H − A − D, potom
−−→
B′E ∩

−−→
AH = ∅, protože E a H lež́ı na opačných

stranách od
←−→
AB′. Tedy

←−→
B′E ∩

←→
AD = (

−−→
B′E ∩

−−→
AD) ∪ (

−−→
B′E ∩

−−→
AH) ∪ (

−−→
B′G ∩

←→
AD) = ∅ a

←−→
B′E ‖

←→
AD.

Podle věty o vněǰśım úhlu pro 4B′BA plat́ı

∠CBA > ∠CB′A > ∠CB′E,

takže existuje jediný bod F ∈ int(∠CBA) takový, že ∠CBF ∼= ∠CB′E. Potom
←→
BF ‖

←−→
B′E.

Tud́ıž
−−→
BF lež́ı celá na téže straně od

←−→
B′E jako

−−→
AD. Protože body B a A jsou na opačných
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stranách od
←−→
B′E,

−−→
BF ∩

−−→
AD = ∅.

To je ale spor s předpokladem, že
−−→
BC |

−−→
AD, takže

−−→
B′E ∩

−−→
AD 6= ∅. Proto

−−→
B′C |

−−→
AD.

Př́ıpad 2. Nyńı předpokládejme
−−−→
B′C ′ ⊂

−−→
BC a B 6= B′. Potom B−B′−C ′ a

−−→
BC =

−−→
BC ′.

Necht’ E ∈ int(∠AB′C ′). Muśıme ukázat, že
−−→
B′E ∩

−−→
AD = ∅. Nyńı můžeme tvrdit podobně

jako v př́ıpadě 1, že
←−→
B′E ‖

←→
AD. Nejprve máme ukázat, že E ∈ int(∠ABC ′).

Protože E ∈ int(∠AB′C ′), E a A jsou na stejné straně od
←−→
B′C ′ =

←−→
BC ′. E a C ′ jsou

na stejné straně od
←−→
AB′. Protože B − B′ − C ′, E a B jsou na opačných stranách od

←−→
AB′,

tud́ıž
−−→
B′E ∩

−−→
AB = ∅.

−−→
B′E lež́ı na stejné straně od

←→
AD, protože

←−→
B′E ‖

←→
AD. Body B a B′

lež́ı na stejné straně od
←→
AD. Pokud tedy plat́ı B − A − Q, pak

−−→
B′E lež́ı na opačné straně

od
←→
AD než bod Q. Proto

−−→
B′E ∩

−→
AQ = ∅.

Z toho vyplývá, že
−−→
B′E ∩

←→
AB = ∅, takže body B′ a E lež́ı na stejné straně od

←→
AB. Tud́ıž

E a C ′ lež́ı na stejné straně od
←→
AB, a tedy E ∈ int(∠ABC ′).

Nyńı zvoĺıme bod F tak, aby platilo B−E−F . Jestliže BE∩
−−→
AD 6= ∅, pak

←→
AD prot́ıná podle

Paschovy věty bud’ BB′ nebo B′E. To ale nemůže nastat, protože
←→
AD ‖

←−→
BB′ a

←→
AD ‖

←−→
B′E.

Proto BE ∩
−−→
AD = ∅.

Protože E ∈ int(∠ABB′),
−−→
BE prot́ıná AB′ v nějakém bodě R. Protože E ∈ int(∠AB′C ′),

body E a B lež́ı na opačných stranách od
←−→
AB′, takže plat́ı B − R − E − F . Body A a R

lež́ı na stejné straně od
←−→
B′E, zat́ımco R a F lež́ı na opačných stranách od

←−→
B′E. Proto také

F a A lež́ı na opačných stranách od
←−→
B′E. A protože

←−→
B′E ‖

←→
AD, muśı být

−−→
EF ∩

−−→
AD = ∅.

Dále z platnosti

BE ∩
−−→
AD = ∅ a

−−→
EF ∩

−−→
AD = ∅ a B − E − F,

dostáváme −−→
BE ∩

−−→
AD = ∅.

Což je ale spor s t́ım, že
−−→
BC ′ |

−−→
AD. To znamená, že předpoklad

−−→
B′E∩

−−→
AD = ∅ je nesprávný.

Proto když E ∈ int(∠AB′C ′), muśı platit
−−→
B′C ∩

−−→
AD 6= ∅. Takže

−−−→
B′C ′ |

−−→
AD.

Věta 7.2.2 V neutrálńı geometrii plat́ı: jestlǐze
−−→
AD ∼

−−−→
A′D′ a

−−→
BC |

−−→
AD, pak

−−−→
B′C ′ |

−−−→
A′D′.

Věta 7.2.3 V neutrálńı geometrii plat́ı: jestlǐze
−−→
AD ∼

−−−→
A′D′,

−−→
BC ∼

−−−→
B′C ′ a

−−→
BC |

−−→
AD, pak

−−−→
B′C ′ |

−−−→
A′D′.

Platnost vyplývá z předcházej́ıćıch vět.

Věta 7.2.4 Necht’ je v neutrálńı geometrii dána polopř́ımka
−−→
AD a bod B 6∈

←→
AD, potom

existuje jediná polopř́ımka
−−→
BC taková, že

−−→
BC |

−−→
AD.

Důkaz: Necht’ A′ je pata kolmice z bodu B k
←→
AD, zvoĺıme bod D′ ∈

−−→
AD tak, aby−−−→

A′D′ ∼
−−→
AD.

−−→
BC může být asymptotická k

−−→
AD ∼

−−−→
A′D′ jedině tehdy, když C a D′ lež́ı

na stejné straně od
←→
AB. Jestliže toto plat́ı, pak podle definice kritické funkce

−−→
BC |

−−−→
A′D′

právě tehdy, když
m(∠ A′BC) = Π(BA′) = r(B,

←→
AD).

Protože existuje jediná polopř́ımka
−−→
BC taková, že bod C lež́ı na stejné straně od

←−→
A′B jako

D′ a plat́ı m(∠A′BC) = Π(BA′), je platnost věty zřejmá.
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Věta 7.2.5 Jeslǐze v neutrálńı geometrii plat́ı
−−→
BC |

−−→
AD, potom také

−−→
AD |

−−→
BC.

Důkaz: Můžeme předpokládat, že
−−→
BC je ryze asymptotická k

−−→
AD. Jestliže Π(t) = 90

pro nějaké t, potom je splněna Eukleidova vlastnost rovnoběžek podle věty ”všechno nebo
nic” a platnost této věty je zřejmá.
Dále předpokládejme, že Π(t) < 90 pro všechna t > 0. Necht’ A′ je pata kolmice z bodu B

k
←→
AD. Zvoĺıme D′ ∈

−−→
AD tak, aby platilo

−−−→
A′D′ ∼

−−→
AD. Necht’ F je pata kolmice z A′ k

←→
BC

(Obr. 7.2 Nyńı m(∠A′BC) = Π(A′B) < 90, takže F ∈ int(
−−→
BC).

Obrázek 7.2:

Necht’ E ∈ int(∠D′A′B). Muśıme ukázat, že
−−→
A′E ∩

−−→
BC 6= ∅. Vyjdeme z toho,

že
−−→
AD je ryze asymptotická k

−−→
BC. Jsou tři možnosti, kde může ležet bod E. Jestliže

E ∈ int(∠BA′F ), potom
−−→
A′E prot́ıná BF (podle ”kř́ıžové věty” aplikované na 4A′BF ).

Protože BF ⊂
−−→
BF =

−−→
BC, muśı být

−−→
A′E ∩

−−→
BC 6= ∅.

Druhý př́ıpad je E ∈ int(
−−→
A′F ). V tomto př́ıpadě

−−→
A′E ∩

−−→
BC = F .

Třet́ı možnost nastane, pokud E ∈ int(∠D′A′F ). Necht’ G je pata kolmice z bodu B na
−−→
A′E.

Protože ∠BA′G je ostrý, G ∈
−−→
A′E. Jestliže G 6∈ int(∠A′BC), potom bud’ G ∈

−−→
BC nebo

G je na opačné straně od
←→
BC než bod A′. Tedy polopř́ımka

−−→
A′E prot́ıná

−−→
BC a

−−−→
A′D′ |

−−→
BC.

Proto
−−→
AD |

−−→
BC.

Obráceně, jestliže G ∈ int(∠A′BC), potom plat́ı BG < BA′, a tedy existuje jediný bod
H, pro který B − H − A′ a BH ∼= BG. Zvoĺıme bod K na stejné straně od

←−→
BA′ jako D′

takový, že
←−→
HK ⊥

−−→
BA′. Zvoĺıme bod L na stejné straně od

←−→
BA′ jako C tak, aby platilo

∠HBL ∼= ∠GBC < ∠A′BC. Protože
−−→
BC |

−−−→
A′D′, muśı

−→
BL protnout

−−−→
A′D′ v nějakém bodě

M .
Protože plat́ı

←−→
HK ‖

←−→
A′D′, aplikaćı Paschovy věty na 4BA′M dostaneme

−−→
HK∩BM = {N}

pro nějaké N . Necht’ P ∈
−−→
BC je takový bod, že plat́ı BP ∼= BN . Potom 4NBH ∼= 4PBG

podle věty sus. To znamená, že ∠BGP ∼= ∠BHN , a protože ∠BHN je pravý úhel, muśı
být pravý také ∠BGP . A proto P ∈

←−→
A′E. Protože P a E jsou na stejné straně od

←−→
A′B (a

sice na té straně, kde lež́ı také bod D′), plat́ı P ∈
−−→
A′E. Tud́ıž

−−→
A′E ∩

−−→
BC 6= ∅ a

−−−→
A′D′ |

−−→
BC.

Protože
−−→
AD ∼

−−−→
A′D′, dostáváme

−−→
AD |

−−→
BC.

Věta 7.2.6 Necht’
←→
AB,

←→
CD a

←→
EF jsou r̊uzné př́ımky v neutrálńı geometrii a plat́ı

−−→
AB |

−−→
CD

a
−−→
CD |

−−→
EF , potom existuje př́ımka `, která prot́ıná všechny tři tyto dané př́ımky.

Důkaz: Protože tyto tři př́ımky jsou r̊uzné, polopř́ımky nemohou být ekvivalentńı. Tud́ıž−−→
AB je ryze asymptotická k

−−→
CD a

−−→
CD je ryze asymptotická k

−−→
EF . Jestliže A a E lež́ı
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na opačných stranách od
←→
CD, potom AE prot́ıná

←→
CD. Proto v tomto př́ıpadě může být

` =
←→
AE.

Nyńı předpokládejme, že body A a E lež́ı na stejné straně od
←→
CD. Jestliže A ∈

←→
CE, může

být ` =
←→
CE a d̊ukaz je hotov.

Proto předpokládejme A 6∈
←→
CE. Nyńı D 6∈

←→
CE, nebo jinak

←→
EF ∩

←→
CD 6= ∅, což je spor

s
−−→
CD |

−−→
EF . Tud́ıž A a D muśı ležet bud’ oba na stejné straně od

←→
CE nebo na jej́ıch

opačných stranách.
Jestliže jsou na stejné straně, potom A ∈ int(∠DCE). Protože

−−→
CD |

−−→
EF ,

−→
CA ∩

−−→
EF 6= ∅ a

dostáváme ` =
←→
CA.

Dále chceme ukázat, že ` =
←→
CE je společná př́ıčka. AD prot́ıná

←→
CE v bodě G. Zvoĺıme bod H

tak, aby platilo C−D−H, takže
−−→
DH ∼

−−→
CD, a tud́ıž

−−→
DH |

−−→
AB. Podle věty o vněǰśım úhlu je

∠HDG > ∠DCG. Proto můžeme naj́ıt bod J ∈ int(∠HDG) takový, že ∠HDJ ∼= ∠DCG.
Potom

←→
DJ ‖

←→
CE.

−→
DJ prot́ıná

−−→
AB v bodě K, protože

−−→
DH |

−−→
AB.

Aplikujeme Paschovu větu na trojúhelńık 4ADK. Protože
←→
CE prot́ıná AD, muśı prot́ınat

také AK (protože
←→
CE ‖

←→
DK). Tud́ıž

←→
CE prot́ıná

←→
AB a dostáváme, že ` =

←→
CE.

Věta 7.2.7 Jestlǐze v neutrálńı geometrii plat́ı
−−→
AB |

−−→
CD a

−−→
CD |

−−→
EF , pak

−−→
AB |

−−→
EF .

Důkaz: Jestliže každé dvě polopř́ımky jsou ekvivalentńı, je platnost věty zřejmá. Proto
předpokládejme, že tři př́ımky

←→
AB,

←→
CD a

←→
EF jsou r̊uzné. Podle předchoźı věty existuje

př́ımka `, která prot́ıná všechny tři př́ımky. Dané polopř́ımky můžeme nahradit s nimi
ekvivalentńımi polopř́ımkami, jejichž koncové body lež́ı na `. Můžeme předpokládat, že
A, C, E lež́ı na př́ımce `. Takže plat́ı

A− C − E nebo C −A− E nebo A− E − C.

Předpokládejme nejprve, že plat́ı A−C −E a G ∈ int(∠EAB). Protože
−−→
AB |

−−→
CD, prot́ıná

−→
AG polopř́ımku

−−→
CD v nějakém bodě H. Zvoĺıme bod I, pro který plat́ı C − H − I a bod

J , aby platilo A −H − J .
−→
HI |

−−→
EF podle věty 7.2.1. Protože J ∈ int(∠EHI) prot́ıná

−−→
HJ

polopř́ımku
−−→
EF . Ale

−−→
HJ ⊂

−→
AG, takže

−→
AG prot́ıná

−−→
EF . Jestliže A− C − E, pak

−−→
AB |

−−→
EF .

Nyńı předpokládejme, že plat́ı C−A−E. Bodem E procháźı jediná polopř́ımka
−−→
EG taková,

že
−−→
EG |

−−→
AB. Dostáváme tedy

−−→
CD |

−−→
AB a

−−→
AB |

−−→
EG a C − A − E. Podle prvńıho př́ıpadu

plat́ı
−−→
CD |

−−→
EG a dále

−−→
EG |

−−→
CD. Potom existuje jediná polopř́ımka jdoućı bodem E, která

je asymptotická k
−−→
CD. Označ́ıme ji

−−→
EF . Proto

−−→
EF =

−−→
EG a

−−→
EF |

−−→
AB, a tud́ıž

−−→
AB |

−−→
EF

podle věty 7.2.5.
Konečně předpokládejme platnost A−E −C. To je stejný př́ıpad jako C −A−E uvedený
v předchoźım odstavci, ale se záměnou

−−→
AB a

−−→
EF . Proto plat́ı

−−→
EF |

−−→
AB, takže

−−→
AB |

−−→
EF .

Definice 7.2.4 Otevřený trojúhelńık 4DABC se nazývá asymptotický, jestliže
−−→
AD |

−−→
BC.

Věta 7.2.8 (o kongruenci asymptotických trojúhelńık̊u): Jestlǐze 4DABC a 4SPQR jsou
dva asymptotické trojúhelńıky v neutrálńı geometrii a plat́ı:

AB ∼= PQ a ∠ABC ∼= ∠PQR,

potom
∠BAD ∼= ∠QPS.
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Důkaz: Jestliže úhly nejsou kongruentńı, potom jeden z nich je menš́ı než druhý.
Můžeme předpokládat, že ∠BAD > ∠QPS. Zvoĺıme bod E ∈ int(∠BAD), pro který plat́ı
∠BAE ∼= ∠QPS. Protože

−−→
AD |

−−→
BC,

−→
AE prot́ıná

−−→
BC v nějakém bodě F . Necht’ T ∈

−−→
QR a

QT ∼= BF . Potom 4ABF ∼= 4PQT podle věty sus, takže ∠BAF ∼= ∠QPT . Ale protože
T ∈ int(∠QPS), muśı platit ∠QPT < ∠QPS, a tedy

∠QPS ∼= ∠BAE ∼= ∠QPT < ∠QPS,

což je spor. Tud́ıž plat́ı ∠BAD ∼= ∠QPS.

Definice 7.2.5 Dvě př́ımky ` a `′ nazveme asymptotické (ṕı̌seme ` | `′), jestliže existuj́ı
polopř́ımky

−−→
AD ⊂ ` a

−−→
BC ⊂ `′ takové, že

−−→
AD |

−−→
BC.

Věta 7.2.9 V neutrálńı geometrii, která splňuje hyperbolickou vlastnost rovnoběžek, plat́ı:
jestlǐze dvě r̊uzné př́ımky ` a `′ maj́ı společnou kolmici, pak jsou rovnoběžné, ale ne asymp-
totické.

Důkaz: Předpokládejme, že
←→
AB je společná kolmice k ` a `′, která procháźı body A

a B. Podle věty 6.6.2 plat́ı ` ‖ `′. Protože předpokládáme splněńı hyperbolické vlastnosti
rovnoběžek, ` nemůže obsahovat polopř́ımku asymptotickou s `′. Tedy ` neńı asymptotická
k `′.

7.3 Součet úhl̊u a defekt trojúhelńıka

Definice 7.3.1 Necht’ 4ABC je trojúhelńık ve shodnostńı geometrii, jeho defektem
nazveme č́ıslo

δ(4ABC) = 180− (m(∠CAB) +m(∠ABC) +m(∠BCA)).

Definice 7.3.2 Necht’ 4DABC je otevřený trojúhelńık a P a Q jsou body v neutrálńı
geometrii takové, že plat́ı P − A−D a Q− A− B. Potom oba úhly ∠PAB a ∠QAD jsou
vněǰśı úhly trojúhelńıka 4DABC, jejichž př́ıslušným vnitřńım úhlem je úhel ∠ABC (Obr.
7.3).

Obrázek 7.3:

Věta 7.3.1 V hyperbolické geometrii je vněǰśı úhel v otevřeném trojúhelńıku vždy věťśı než
jemu př́ıslušný vnitřńı úhel.
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Důkaz: Necht’ 4DABC je asymptotický trojúhelńık. Zvolme bod P tak, aby platilo
P − A −D. Muśıme ukázat, že ∠PAB > ∠ABC. Zvoĺıme bod E na stejné straně od

←→
AB

jako C, pro který dále plat́ı ∠ABE ∼= ∠PAB. Podle věty 6.6.1 existuje př́ımka kolmá
k oběma př́ımkám

←→
AD i

←→
BE. Dále podle věty 7.2.9 plat́ı

←→
BE ‖

←→
AD, ale

←→
BE -

←→
AD.

Proto
−−→
BE ∩

−−→
AD = ∅, takže E 6∈ int(∠ABC). Protože

−−→
BC |

−−→
AD, plat́ı E 6∈ int(

−−→
BC).

Protože oba body C a E lež́ı na stejné straně od
←→
AB, C ∈ int(∠ABE), takže

∠ABC < ∠ABE ∼= ∠PAB.

Věta 7.3.2 V hyperbolické geometrii je kritická funkce vždy klesaj́ıćı.

Důkaz: Máme ukázat, že pokud 0 < a < b, potom Π(a) > Π(b). Necht’ B − A − C a
AC = a, BC = b. Zvolme body P, Q, R všechny na stejné straně od

←→
BC tak, aby platilo

m(∠CBP ) = Π(b), m(∠CAQ) = Π(a) a m(∠ACR) = 90. Potom
−−→
BP |

−→
CR a

−→
AQ |

−→
CR.

V posledńı části ukážeme, že | je relace ekvivalence, tedy že
−−→
BP |

−→
AQ. 4QABP je proto

asymptotický. Podle předchoźı věty ∠CAQ > ∠CBP , takže

Π(a) = m(∠CAQ) > m(∠CBP ) = Π(b).

Věta 7.3.3 V hyperbolické geometrii jsou úhly při horńı základně Saccheriho čtyřúhelńıka
vždy ostré.

Obrázek 7.4:

Důkaz: Necht’ je dán Saccheriho čtyřúhelńık �ABCD a zvolme E a F tak, aby platilo
A−D−E a B−C−F . Dále zvoĺıme bod P na stejné straně od

←→
AB jako E a bod Q na stejné

straně od
←→
CD jako E tak, aby platilo

−−→
BP |

−→
AE a

−−→
CQ |

−→
AE (Obr. 7.4). Protože

−−→
BP |

−−→
CQ, je

4PBCQ asymptotický trojúhelńık. Nav́ıc Q ∈ int(∠DCF ). Protože AB ∼= DC, dostáváme

m(∠ABP ) = Π(AB) = Π(DC) = m(∠DCQ).

Podle věty 8.2.1 je ∠QCF > ∠PBC, takže

m(∠ABC) = m(∠BCD) = 180−m(∠DCF ) = 180− (m(∠DCQ) +m(∠QCF )) =

= 180−(Π(CD)+m(∠QCF )) < 180−(Π(AB)+m(∠PBC)) = 180−(m(∠ABP )+m(∠PBC)) =

= 180−m(∠ABC).

Proto 2m(∠ABC) < 180 neboli m(∠ABC) < 90.

Věta 7.3.4 V hyperbolické geometrii je součet měr všech vnitřńıch úhl̊u v trojúhelńıku vždy
menš́ı než 180.
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Věta 7.3.5 (o sč́ıtáńı defekt̊u): necht’ je ve shodnostńı geometrii dán trojúhelńık 4ABC a
plat́ı A−D − C, potom

δ(4ABC) = δ(4ABD) + δ(4DBC).

Důkazy těchto vět najde čtenář v literatuře.

Věta 7.3.6 Necht’ jsou v hyperbolické geometrii dány trojúhleńıky 4ABC a 4DEF .
Jestlǐze

∠CAB ∼= ∠FDE, ∠ABC ∼= ∠DEF a ∠BCA ∼= ∠EFD,

potom
4ABC ∼= 4DEF.

Důkaz: Jestliže dané trojúhelńıky nejsou kongruentńı, jedna strana jednoho trojúhelńıka
je kratš́ı než odpov́ıdaj́ıćı strana druhého trojúhelńıka. Můžeme předpokládat např́ıklad
DE < AB. Zvoĺıme bod G ∈ AB tak, aby platilo GB ∼= DE. Zvoĺıme bod H na stejné
straně od

←→
AB jako C, aby ∠BGH ∼= ∠EDF . Potom

←→
GH ‖

←→
AC. Podle Paschovy věty

−−→
GH

muśı protnout BC v bodě K, protože
←→
GH ∩

←→
AC = ∅. Tedy 4GBK ∼= 4DEF podle věty

usu.
Proto δ(4GBK) = δ(4DEF ).

Věta 7.3.7 V hyperbolické geometrii plat́ı limx→∞Π(x) = 0.

Důkaz: Protože Π(x) je klesaj́ıćı, nezáporná funkce, může nastat jen jediný př́ıpad,
kdy by tvrzeńı věty neplatilo, a to pokud by existovalo kladné č́ıslo r takové, že Π(x) > r
pro všechna x. Chceme ukázat, že tento předpoklad by vedl k existenci trojúhelńıka s defek-
tem větš́ım než 180, což nemůže nastat. Tento trojúhelńık najdeme jako největš́ı trojúhelńık,
jehož vnitřek obsahuje největš́ı počet kongruentńıch trojúhelńık̊u (které maj́ı stejný defekt).
Necht’ ` je př́ımka. Pro každé celé n ≥ 0 zvoĺıme bod An na ` tak, aby platilo

An −An+1 −An+2 a d(An, An+1) = 1.

Necht’ `′ =
←−→
A0B je jediná kolmice k ` jdoućı bodem A0. Pro všechna n > 0 necht’ Bn je bod

na stejné straně od ` jako B a plat́ı m(∠A0AnBn) = r (Obr. 7.5).

Obrázek 7.5:
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Jestliže Π(n) > r pro všechna n, pak
−−−→
AnBn prot́ıná

−−→
A0B v bodě Cn a r(An, `

′) = Π(n).
Pro každé n > 0 necht’ Dn je pata kolmice z bodu An−1 k

←−−→
AnCn. Plat́ı A0−C1−C2−C3... .

4A0A1D1
∼= 4A1A2D2

∼= 4A2A3D3

a tak dále. Tud́ıž pro každé n ≥ 0, každý z pravoúhlých trojúhelńık̊u 4AnAn+1Dn+1 má
stejný defekt. Tento defekt je δ(4A0A1D1) = a > 0.
Nyńı porovnejme defekty trojúhelńık̊u 4A0AnCn a 4A0An+1Cn+1.
Podle věty o sč́ıtáńı defekt̊u plat́ı

δ(4A0An+1Cn+1) = δ(4A0AnCn+1) + δ(4AnCn+1An+1) =

= δ(4A0AnCn) + δ(4AnCnCn+1) + δ(4AnCn+1Dn+1) + δ(4AnAn+1Dn+1) >

> δ(4A0AnCn) + δ(4AnAn+1Dn+1) =

= δ(4A0AnCn) + a.

Necht’ dn = δ(4A0An+1Cn+1) pro n ≥ 0. Potom předchoźı nerovnost je dn > dn−1 + a
pro všechna n ≥ 1.
Opakovaným použit́ım dostaneme
d1 > d0 + a
d2 > d1 + a > d0 + 2a
d3 > d2 + a > d0 + 3a atd.
Celkem tedy dn > d0 + n.a.
Jestliže n je dostatečně velké, pak n.a > 180, takže δ(4A0An+1Cn+1) = dn > 180, což
neńı možné. Proto předpoklad, že Π(x) > r pro všechna x, je nesprávný, a tedy plat́ı
limx→∞Π(x) = 0.

Věta 7.3.8 Jestlǐze je v hyperbolické geometrii 0 < r < 90, potom existuje jediné č́ıslo t,
pro které Π(t) = r.

Věta 7.3.9 Jestlǐze je v hyperbolické geometrii 0 < r < 180, potom existuje trojúhelńık,
jehož defekt je roven r.

Důkaz najde čtenář v literatuře.

7.4 Vzdálenost rovnoběžných př́ımek

Definice 7.4.1 Dvě př́ımky v hyperbolické geometrii nazveme divergentně rovnoběžné,
jestliže jsou rovnoběžné, ale ne asymptotické.

Věta 7.4.1 V hyperbolické geometrii jsou dvě př́ımky divergentně rovnoběžné právě tehdy,
když maj́ı společnou kolmici.

Důkaz: Podle věty 7.2.9 je vidět, že pokud maj́ı dvě př́ımky společnou kolmici, potom
nejsou asymptotické a tud́ıž jsou divergentně rovnoběžné. Proto předpokládejme, že ` a `′

jsou divergentně rovnoběžné a ukážeme, že potom maj́ı společnou kolmici. Základem d̊ukazu
je nalezeńı Saccheriho čtyřúhelńıku, jehož základny jsou částmi ` a `′.
Necht’ A a B jsou body na ` a A′, B′ jsou paty kolmic spuštěných z bod̊u A a B na `′. Jestliže
AA′ ∼= BB′, potom �A′ABB′ je hledaný Saccheriho čtyřúhelńık a můžeme přistoupit ke
kroku 3. Jinak můžeme předpokládat, že AA′ > BB′.

Krok 1: Zvoĺıme bod C, pro který plat́ı A−C−A′ a CA′ ∼= BB′, zvoĺıme bod D tak, aby
platilo A−B −D a zvoĺıme D′, aby A′ −B′ −D′. Konečně necht’

−−→
CE je jediná polopř́ımka
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taková, že ∠A′CE ∼= ∠B′BD, a bod E lež́ı na stejné straně od
←−→
AA′ jako B (Obr. 7.6).

V prvńım kroku chceme ukázat, že
−−→
CE ∩

−−→
AD 6= ∅. Chceme nalézt polopř́ımku

−−→
A′P , která je

asymptotická k
−−→
CE a prot́ıná

−−→
AD. Necht’

−−→
A′P je jediná polopř́ımka jdoućı bodem A′, která je

asymptotická k
−−→
CE. Necht’

−−→
A′Q procháźı bodem A′ a je asymptotická k

−−→
AD a necht’

−−→
B′R je

polopř́ımka jdoućı bodem B′ asymptotická k
−−→
AD. Nyńı 4PA′CE a 4RB′BD jsou asymp-

totické trojúhelńıky, ve kterých CA′ ∼= BB′ a ∠A′CE ∼= ∠B′BD. Proto ∠CA′P ∼= ∠BB′R
a podle věty 7.2.8 P 6∈

−−−→
A′D′ a R 6∈

−−−→
A′D′.

Tud́ıž existuj́ı ∠PA′D′ a ∠RB′D′ a jsou kongruentńı. Protože
−−→
A′Q |

−−→
AD a

−−→
B′R |

−−→
AD, dostáváme

−−→
A′Q |

−−→
B′R. Podle věty 7.3.1 plat́ı ∠QA′D′ < ∠RB′D′. Protože

∠PA′D′ ∼= ∠RB′D′, je také ∠QA′D′ < ∠PA′D′. Vid́ıme, že ∠AA′Q > ∠AA′P a
P ∈ int(∠AA′Q). Protože plat́ı

−−→
A′Q |

−−→
AD,

−−→
A′P prot́ıná

−−→
AD v bodě F .

Obrázek 7.6:

Body A′ a F lež́ı na stejné straně od
←→
CE, zat́ımco body A′ a A lež́ı na opačných stranách

od
←→
CE. Tud́ıž A a F lež́ı na opačných stranách od

←→
CE a AF prot́ıná

←→
CE v nějakém bodě G.

Protože G lež́ı na stejné straně od
←−→
AA′ jako bod F , lež́ı G na

−−→
CE. Tud́ıž

−−→
CE prot́ıná

−−→
AB

v bodě G.

Krok 2: Nyńı muśıme zkonstruovat Saccheriho čtyřúhelńık s využit́ım bodu G. Necht’ H je
jediný bod na

−−→
BD, pro který plat́ı CG ∼= BH. Necht’ G′ a H ′ jsou paty kolmic z bod̊u G a H

k př́ımce `′. 4A′CG ∼= 4B′BH podle věty sus, takže A′G ∼= B′H a ∠CA′G ∼= ∠BB′H.
Tud́ıž ∠GA′G′ ∼= ∠HB′H ′ a 4GA′G′ ∼= 4HB′H ′. Proto GG′ ∼= HH ′ a �G′GHH ′ je
Saccheriho čtyřúhelńık.

Krok 3: Nyńı máme Saccheriho čtyřúhelńık, jehož dolńı základna je část́ı `′ a horńı
základna je část́ı `. Existuje př́ımka, která procháźı středem obou základen Saccheriho
čtyřúhelńıka, a je kolmá k oběma. Proto existuje př́ımka kolmá k ` i `′.

Definice 7.4.2 Necht’ M je množina reálných č́ısel, potom s ∈ R je největš́ı dolńı mez
množiny M (ṕı̌seme s = glbM), jestliže

(i) s ≤ b pro ∀b ∈M

(ii) jestliže r > s, potom existuje prvek br ∈M takový, že br < r.

Definice 7.4.3 V metrické geometrii je vzdálenost bodu P od př́ımky `

d(P, `) = glb {d(P,Q) | Q ∈ `}.

Vzdálenost dvou př́ımek ` a `′ je

d(`, `′) = glb {d(P,Q) | P ∈ `, Q ∈ `′}.
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Věta 7.4.2 Necht’ ` a `′ jsou divergentně rovnoběžné př́ımky v hyperbolické geometrii.
Jestlǐze A ∈ ` a A′ ∈ `′ jsou body, pro které AA′ je kolmá na obě př́ımky ` i `′, potom

d(`, `′) = d(A,A′).

Nav́ıc pokud B ∈ ` a C ∈ ` a plat́ı A−B − C, potom

d(B, `′) < d(C, `′).

Důkaz: Protože d(A, `′) = d(A,A′). Necht’ B je daľśı bod z ` a necht’ B′ je pata kolmice
z bodu B k `′. Tud́ıž �B′A′AB má pravý úhel při vrcholech B′, A′ a A a plat́ı AA′ ≤ BB′.
Tud́ıž

d(A, `′) = AA′ ≤ BB′ = d(B, `′).

Proto podle rovnosti

d(`′, `) = glb {d(P, `) | P ∈ `′} = glb {d(Q, `′) | Q ∈ `}

dále plat́ı
d(`, `′) = glb {d(P, `′) | P ∈ `} = d(A, `′) = d(A,A′).

Nyńı předpokládejme, že A − B − C a necht’ C ′ je patou kolmice z bodu C na `′. Protože
∠ABB′ je ostrý, je ∠CBB′ tupý. Muśıme ukázat, že BB′ < CC ′. Úhel ∠BCC ′ = ∠ACC ′,
což je ostrý úhel. Proto ∠CBB′ > ∠BCC ′, takže BB′ < CC ′.

Věta 7.4.3 Necht’ je dán v neutrálńı geometrii 4ABC s pravým úhlem při vrcholu B.
Jestlǐze C ′ je bod, pro který plat́ı A− C − C ′ a AC ∼= CC ′. Je-li B′ pata kolmice z bodu C ′

na př́ımku
←→
AB, potom

B′C ′ ≥ a 2BCAB′ ≤ 2AB.

Důkaz: Necht’ D je pata kolmice z bodu C ′ na
←→
BC. Potom ∠ACB ∼= ∠C ′CD, a tak

4ACB ∼= 4C ′CD. Proto CB ∼= CD a AB ∼= C ′D. �B′BDC je čtyřúhelńık se třemi
pravými úhly a plat́ı B′C ′ ≥ BD a DC ′ ≥ BB′. Tud́ıž

B′C ′ ≥ BD = BC + CD = 2BC a AB′ = AB +BB′ ≤ AB +DC ′ = 2AB.

Věta 7.4.4 (Aristotelova): Jestlǐze ∠ABC je úhel v neutrálńı geometrii a r > 0, pak
existuje bod E ∈

−−→
BC, pro který d(E,

←→
AB) > r.

Důkaz: Jestliže ∠ABC je pravý úhel, pak d(E,
←→
AB) = d(E,B). Jestliže ∠ABC je tupý,

pak A′ − B − A. Je-li ∠A′BC ostrý, plat́ı
←−→
A′B =

←→
AB. Proto stač́ı uvažovat př́ıpad, kdy

∠ABC je ostrý. Zvoĺıme body C1 = C, C2, C3... takové, že B − C1 − C2 − C3 − . . . a

BC1
∼= C1C2, BC2

∼= C2C3, . . .

Necht’ Di je pata kolmice z bodu Ci k
←→
AB. Podle prvńı části věty 7.4.3 plat́ı

Cn+1Dn+1 ≥ 2CnDn.

Indukćı dostaneme
Cn+1Dn+1 ≥ 2nC1D1

jestliže n ≥ 1.
Jestliže n je dostatečně velké (n > log2(r/C1D1)), potom 2nC1D1 > r, takže

Cn+1Dn+1 > r.

Označ́ıme E = Cn+1 a dostaneme

d(E,
←→
AB) = d(Cn+1Dn+1) = Cn+1Dn+1 > r.
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Věta 7.4.5 Jestlǐze př́ımky ` a `′ jsou v hyperbolické geometrii divergentně rovnoběžné a
r > 0, pak existuje bod P ∈ ` takový, že d(P, `′) > r.

Důkaz: Necht’
←−→
AA′ je společná kolmice k ` a `′ a plat́ı A ∈ `, A′ ∈ `′. Necht’ B je

daľśı bod na ` a necht’ B′ je pata kolmice z bodu B k `′. Necht’
−→
AE je jediná polopř́ımka

jdoućı bodem A taková, že plat́ı
−→
AE |

−−−→
A′B′. Protože E ∈ int(∠A′AB), je ∠BAE ostrý.

Podle předchoźı věty existuje jediný bod P ∈
−−→
AB, pro který d(P,

←→
AE) > r. Necht’ G je pata

kolmice z bodu P k
←→
AE, a necht’ P ′ je pata kolmice z bodu P k `′.

Nyńı aplikujeme ”kř́ıžovou větu” na ∠A′AP a vid́ıme, že
−→
AE ∩A′P 6= ∅. Aplikaćı Paschovy

věty na4A′PP ′, dostaneme
←→
AE∩PP ′ 6= ∅. (Protože

←→
AE |

←−→
A′B′, muśı platit

←→
AE∩A′P ′ = ∅.)

Dále protože PP ′ je na stejné straně od
←−→
AA′ jako E, je

−→
AE∩PP ′ 6= ∅. Proto

−→
AE∩PP ′ = {F}

pro nějaké F , pro které P − F − P ′. Tud́ıž

d(P, `′) = d(P, P ′) > d(P, F ) > d(P,G) = d(P,
←→
AE) > r.

Věta 7.4.6 Necht’
−−→
AB je v hyperbolické geometrii ryze asymptotická k

−−→
CD, potom

d(A,
←→
CD) > d(B,

←→
CD).

Důkaz: Necht’ A′ a B′ jsou paty kolmic z bod̊u A a B k
←→
CD. Zvoĺıme bod E ∈

−−→
B′B,

pro který AA′ ∼= EB′. Takže �A′AEB′ je Saccheriho čtyřúhelńık a
←→
AE je divergentně

rovnoběžná s
←−→
A′B′ =

←→
CD. Protože

−−→
AB |

−−−→
A′B′, plat́ı ∠A′AB < ∠A′AE. Proto B′ − B − E

a AA′ = EB′ > BB′. Tud́ıž

d(A,
←→
CD) = AA′ > BB′ = d(B,

←→
CD).

Věta 7.4.7 Jestlǐze v hyperbolické geometrii plat́ı
−−→
AB |

−−→
CD a t > 0, potom existuje bod

P ∈
−−→
AB takový, že d(P,

←→
CD) ≤ t.

Důkaz: Necht’ A′ a B′ jsou paty kolmic z bod̊u A a B k
←→
CD. Můžeme předpokládat,

že t < AA′. (Pokud by to neplatilo, bylo by 0 < t∗ < AA′ a nalezneme P ∈
−−→
AB, pro který

d(P,
←→
CD) ≤ t∗ < t.) Zvoĺıme bod E na AA′ tak, že plat́ı A′E = t, a zvoĺıme bod F na opačné

straně od
←−→
AA′ než B′ (Obr. 7.7). Dále muśı platit m(∠A′EF ) = Π(t). Jestliže F − E −G,

−−→
EG prot́ıná

−−→
AB.

Obrázek 7.7:

Necht’ H je na stejné straně od
←−→
AA′ jako B′ a plat́ı ∠A′EH ∼= ∠A′EF . Potom

−−→
EH |

−−−→
A′B′

a
−−→
AB |

−−−→
A′B′, takže

−−→
AB |

−−→
EH. Protože G ∈ int(∠AEH), plat́ı

−−→
EG∩

−−→
AB = {K} pro nějaké K.
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Necht’ K ′ je pata kolmice z bodu K na
←−→
A′B′. Plat́ı tedy

−−→
KE |

−−−→
K ′A′. Necht’ P je bod na

−−→
AB

takový, že plat́ı A − K − P a KE ∼= KP . Protože
−−→
KP |

−−−→
A′B′, je ∠K ′KE ∼= ∠K ′KP .

Proto 4K ′KE ∼= 4K ′KP podle věty sus. Necht’ P ′ je pata kolmice z bodu P na
←−→
A′B′, pak

EK ′ ∼= PK ′ a ∠EK ′A′ ∼= ∠PK ′P ′. Proto 4EK ′A′ ∼= 4PK ′P ′ a EA′ ∼= PP ′. Tedy plat́ı

d(P,
←→
CD) = d(P, P ′) = d(E,A′) = t.

Důsledek 7.4.1 Vzdálenost asymptotických polopř́ımek je v hyperbolické geometrii rovna
nule.



Kapitola 8

Eukleidovská geometrie

8.1 Věty ekvivalentńı s Eukleidovou vlastnost́ı
rovnoběžek

Věta 8.1.1 Neutrálńı geometrie splňuje Eukleidovu vlastnost rovnoběžek (dále jen EVR)
právě tehdy, když v ńı existuje trojúhelńık, jehož defekt je roven 0.
Nav́ıc, pokud jeden trojúhelńık má defekt roven 0, potom maj́ı nulový defekt všechny
trojúhelńıky dané geometrie.

Důkaz: Nejprve předpokládejme, že je splněna EVR. Defekt každého trojúhelńıka je
tedy roven nule podle Eukleidovy věty o součtu úhl̊u.
Obráceně předpokládejme, že defekt jednoho trojúhelńıka je roven nule. Potom nemůže být
splněna hyperbolická vlastnost rovnoběžek (dále jen HVR) (protože věta 7.3.4 ř́ıká, že defekt
každého trojúhelńıka v hyperbolické geometrii je větš́ı než nula). Podle věty ”všechno nebo
nic” muśı být splněna EVR.

Věta 8.1.2 Neutrálńı geometrie splňuje EVR právě tehdy, když každé dvě rovnoběžné
př́ımky ` a `′ maj́ı př́ıčku t takovou, že každá dvojice stř́ıdavých úhl̊u je kongruentńı.

Důkaz: Nejprve předpokládejme, že je splněna EVR, tedy každá dvojice stř́ıdavých úhl̊u
je kongruentńı. Obráceně předpokládejme, že pro každou dvojici rovnoběžných př́ımek ` ‖ `′
a každou jejich př́ıčku t, dvojice stř́ıdavých úhl̊u je kongruentńı. Pokud by byla splněna
HVR, existovaly by př́ımky ` a `′, které by byly ryze asymptotické (a tedy rovnoběžné).
Necht’ L ∈ ` a t je kolmice z bodu Q k `′. Podle věty 7.2.9 neńı př́ıčka t kolmá k `. Proto
stř́ıdavé úhly nejsou kongruentńı. To je spor s předpokladem, a tedy muśı být splněna EVR.

Věta 8.1.3 Neutrálńı geometrie splňuje EVR, jestlǐze existuje pravoúhelńık.

Důkaz: Nejprve předpokládejme, že je splněna EVR. Necht’ �ABCD je Saccheriho
čtyřúhelńık, potom

←→
BC ‖

←→
AD. Protože

←→
AB ⊥

←→
AD,

←→
AB je př́ıčka k

←→
AD a

←→
BC a každá dvojice

stř́ıdavých úhl̊u muśı být kongruentńı, plat́ı
←→
AB ⊥

←→
BC. Je tedy ∠BAD ∼= ∠ABC. Protože

∠ABC ∼= ∠BCD, dostáváme, že ∠BAD,∠ABC,∠BCD a ∠CDA jsou pravé úhly. Proto
�ABCD je pravoúhelńık.
Nyńı předpokládejme, že �ABCD je pravoúhelńık. Plat́ı tedy AB ∼= DC, takže �ABCD
je Saccheriho čtyřúhelńık. Pokud by byla splněna HVR, pak ∠ABC by musel být ostrý, což
je spor s předpokladem, že �ABCD je pravoúhelńık. A proto je podle věty ”všechno nebo

54
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nic” splněna EVR.

Důsledek 8.1.1 Neutrálńı geometrie splňuje EVR právě tehdy, když každý Saccheriho
čtyřúhelńık je pravoúhelńık.

Definice 8.1.1 Množinu př́ımek nazveme ”sb́ıhaj́ıćı se”, jestliže existuje bod P , který lež́ı
na každé př́ımce dané množiny. Ř́ıkáme, že př́ımky se prot́ınaj́ı v bodě P .

Věta 8.1.4 V eukleidovské geometrii se osy stran trojúhelńıka prot́ınaj́ı v jednom bodě.

Důkaz: Necht’ ` je osa úsečky AB a `′ je osa úsečky BC. Jestliže ` ‖ `′, potom
←→
AB ‖

←→
BC.

To ale neńı možné, protože
←→
AB ∩

←→
BC = {B}. Proto ` muśı protnout `′ v nějakém bodě O.

Protože ` a `′ jsou osy úseček AB, BC, muśı platit

AO ∼= BO a BO ∼= CO.

Proto také
AO ∼= CO,

a tedy O lež́ı také na ose úsečky AC. Proto je O společným bodem os všech tř́ı stran
trojúhelńıka.

Věta 8.1.5 V každé hyperbolické geometrii existuje trojúhelńık, ve kterém jsou osy dvou
jeho stran rovnoběžné.

Důkaz: Máme ukázat, že ke každému trojúhelńıku může být zkonstruován takový
trojúhelńık, který je rovnoramenný s jedńım daným úhlem. Necht’ je dán ∠ABC a necht’−−→
BD je osa úhlu (takže ∠ABD je ostrý). Protože 0 < m(∠ABD) < 90 a obrazem kritické
funkce Π je interval (0, 90), potom existuje č́ıslo t, pro které Π(t) = m(∠ABD). Chceme
sestrojit takový rovnoramenný trojúhelńık 4JBK, jehož kongruentńı strany maj́ı délku 2t
a plat́ı ∠JBK = ∠ABC.

Obrázek 8.1:

Zvoĺıme E ∈
−−→
BA a F ∈

−−→
BC, pro které plat́ı BE = BF = t. Necht’ G a H lež́ı ve vnitřku

úhlu ∠ABC a plat́ı
←→
EG ⊥

←→
AB a

←→
FH ⊥

←→
BC (

←→
EG a

←→
FH jsou osy dvou stran 4JBK).

Protože m(∠EBD) = Π(EB) = Π(t) (Obr. 8.1) a
←→
EB ⊥

←→
EG, z definice kritické funkce Π

vyplývá, že
−−→
BD |

−−→
EG. Podobně

−−→
BD |

−−→
FH. Tud́ıž

−−→
EG |

−−→
FH a speciálně

←→
EG ‖

←→
FH. Konečně

necht’ J a K jsou takové body, že plat́ı J − E − B, B − F −K a JE ∼= EB ∼= BF ∼= FK.
Potom

←→
EG a

←→
FH jsou osy dvou stran 4JBK a jsou rovnoběžné.
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Důsledek 8.1.2 Neutrálńı geometrie splňuje EVR právě tehdy, když se osy všech stran
v každém trojúhelńıku prot́ınaj́ı v jednom bodě.

Tvrzeńı je př́ımým d̊usledkem předchoźı věty a věty ”všechno nebo nic”.

Věta 8.1.6 Neutrálńı geometrie splňuje EVR právě tehdy, když pro každý ostrý úhel ∠ABC
a každý bod P ∈ int(∠ABC) existuje př́ımka ` jdoućı bodem P , která prot́ıná obě polopř́ımky
−−→
BA a

−−→
BC v jejich vnitřńıch bodech.

Důkaz: Nejprve předpokládejme, že je splněna EVR. Ukážeme, že kolmice k
←→
AB bodem

P splňuje větu. Protože ∠ABC je ostrý stejně jako ∠ABP , lež́ı pata kolmice z bodu P

k
←→
AB ve vnitřku int(

−−→
BA). Tuto kolmici označ́ıme `. Určitě B 6∈ `. Podle Eukleidova pátého

postulátu ` prot́ıná
−−→
BC, proto ` je hledanou př́ımkou. Nyńı předpokládejme, že pro všechny

body P ∈ int(∠ABC) existuje př́ımka ` jdoućı bodem P , která prot́ıná obě int(
−−→
BA) a

int(
−−→
BC). Jestliže neńı splněna EVR, potom muśı být splněna HVR. Předpokládejme tedy

splněńı HVR. Zvoĺıme bod D tak, že
−−→
BD p̊uĺı úhel ∠ABC. Jako v předchoźıch př́ıpadech

v́ıme, že existuje kladné č́ıslo t, pro něž Π(t) = m(∠ABD). Zvoĺıme P ∈
−−→
BD tak, že BP = t.

Potom př́ımka `′ jdoućı bodem P kolmá k
←→
BP je asymptotická k oběma polopř́ımkám

−−→
BA a−−→

BC podle definice Π. Poznamenejme, že
−−→
BA a

−−→
BC lež́ı na stejné straně od `′. Máme ukázat,

že předpoklad existence př́ımky ` jdoućı bodem P , která prot́ıná int(
−−→
BA) i int(

−−→
BC), vede

ke sporu.
Protože `′ neprot́ıná

−−→
BA a ` ji prot́ıná, muśı platit `′ 6= `. Proto existuje bod R ∈ `, který je

na stejné straně od `′ jako A. Zvoĺıme S na `, pro který R−P −S. Potom S lež́ı na opačné
straně od `′ než

−−→
BA (a také

−−→
BC). Proto

−→
PS neprot́ıná bud’ −−→BA nebo

−−→
BC.

Obráceně, int(
−→
PR) lež́ı na jedné straně od

←→
BD, takže nemůže prot́ınat obě polopř́ımky

−−→
BA

a
−−→
BC. Tud́ıž ` =

←→
PR =

←→
PS neprot́ıná obě polopř́ımky

−−→
BA i

−−→
BC, a to je spor. Proto neplat́ı

HVR a muśı tedy být splněna EVR.

Věta 8.1.7 Neutrálńı geometrie splňuje EVR právě tehdy, když existuje dvojice r̊uzných
trojúhelńık̊u 4ABC a 4DEF , pro které plat́ı

∠CAB ∼= ∠FDE, ∠ABC ∼= ∠DEF a ∠BCA ∼= ∠EFD.

Důkaz: Nejprve předpokládejme, že je splněna EVR a 4ABC je libovolný trojúhelńık.
Necht’ E je středem úsečky AB a necht’ ` je jediná př́ımka jdoućı bodem E rovnoběžná s

←→
BC.

Podle Paschovy věty ` prot́ıná AC v nějakém bodě F a plat́ı ∠AEF ∼= ∠ABC. Podobně
∠AFE ∼= ∠ACB. Potom 4ABC a 4AEF jsou r̊uzné nekongruentńı trojúhelńıky. Nyńı
předpokládejme, že existuje dvojice nekongruentńıch trojúhelńık̊u 4ABC a 4DEF , jejichž
odpov́ıdaj́ıćı si úhly jsou kongruentńı. Jestliže je splněna HVR, potom podle věty 7.3.6 jsou
trojúhelńıky kongruentńı, což je spor. Tedy muśı být splněna EVR.

8.2 Teorie podobnosti

Věta 8.2.1 V eukleidovské geometrii, necht’ `1, `2 a `3 jsou navzájem r̊uzné rovnoběžné
př́ımky. Necht’ t1 prot́ıná př́ımky `1, `2 a `3 v bodech A, B, C (v tomto pořad́ı) a př́ımka
t2 prot́ıná př́ımky `1, `2 a `3 v bodech D, E, F (v tomto pořad́ı). Jestlǐze AB ∼= BC, pak
DE ∼= EF .
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Důkaz: Muśıme rozlǐsit, zda jsou př́ımky t1, t2 kolmé k daným př́ımkám nebo ne.
Nejprve předpokládejme, že t1 i t2 jsou kolmé k `1, `2 a `3. Protože AB = BC a `1 6= `3,
muśı být A 6= C a A − B − C. Protože rovnoběžné př́ımky v eukliedovské geometrii jsou
ekvidistantńı, muśı platit AB = DE, BC = EF . Podle předpoklad̊u věty plat́ı AB ∼= BC,
tedy DE ∼= EF .
Nyńı předpokládejme, že jedna z př́ımek (např́ıklad t1) je kolmá k `1, `2 a `3 a druhá k nim
kolmá neńı. Označ́ıme R patu kolmice z bodu D na `2 a S patu kolmice z bodu E na `3.
Ze stejného d̊uvodu jako v předchoźı části muśı platit AB = DR a BC = ES. Protože
AB ∼= BC, plat́ı také DR ∼= ES. Dále protože ∠EDR ∼= ∠FES a ∠DRE ∼= ∠ESF , je
4DER ∼= 4EFS podle věty usu, a tedy plat́ı DE ∼= EF .
Nakonec předpokládejme, že t1 ani t2 nejsou kolmé k daným př́ımkám. Ponechme označeńı
z předchoźı části d̊ukazu a dále označ́ıme P patu kolmice z bodu A k `2 a Q patu
kolmice z bodu B k `3 (Obr. 8.2). Protože ∠ABP ∼= ∠BCQ, shoduj́ı se 4ABP a 4BCQ
v přeponě a jednom úhlu a jsou tedy kongruentńı, takže AP ∼= BQ. Protože rovnoběžky
jsou v eukleidovské geometrii ekvidistantńı, muśı platit AP ∼= DR a BQ ∼= ES. Protože
∠DER ∼= ∠EFS, 4DRE ∼= 4ESF podle věty suu. Tud́ıž DE ∼= EF .

Obrázek 8.2:

Věta 8.2.2 Necht’ `1, `2 a `3 jsou navzájem r̊uzné rovnoběžné př́ımky v Paschově geometrii.
Necht’ t1 prot́ıná př́ımky `1, `2 a `3 v bodech A, B, C (v tomto pořad́ı) a př́ımka t2 prot́ıná
př́ımky `1, `2 a `3 v bodech D, E, F (v tomto pořad́ı). Jestlǐze plat́ı A−B−C, pak D−E−F .

Věta 8.2.3 Necht’ `1, `2 a `3 jsou navzájem r̊uzné rovnoběžné př́ımky v eukleidovské ge-
ometrii. Necht’ t1 a t2 jsou př́ıčky, které prot́ınaj́ı př́ımky `1, `2 a `3 po řadě v bodech A, B, C
a D, E, F a plat́ı A−B − C, potom plat́ı

BC

AB
=
EF

DE
.

Důkazy těchto vět najde čtenář v literatuře.

Důsledek 8.2.1 Necht’ 4DEF je trojúhelńık v eukleidovské geometrii. Jestlǐze plat́ı

D −G− E, D −H − F a
←→
GH ‖

←→
EF,

potom
DG

DE
=
DH

DF
.

Definice 8.2.1 Dva trojúhelńıky ve shodnostńı geometrii 4ABC a 4DEF jsou podobné
(ṕı̌seme 4ABC ∼ 4DEF ), jestliže

∠CAB ∼= ∠FDE, ∠ABC ∼= ∠DEF a ∠BCA ∼= ∠EFD.
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Věta 8.2.4 V eukleidovské geometrii je konstantńı poměr délek odpov́ıdaj́ıćıch si stran
podobných trojúhelńık̊u. Pro 4ABC ∼ 4DEF tedy plat́ı

AB

DE
=
BC

EF
=
AC

DF
.

Důkaz: Jestliže AB ∼= DE, potom 4ABC ∼= 4DEF podle věty usu a pod́ıl uvedený
v závěru věty je roven 1. Tud́ıž můžeme předpokládat, že AB 6= DE. Předpokládejme, že
AB < DE. Necht’ G je bod z DE a plat́ı AB ∼= DG. Necht’ ` je jediná př́ımka jdoućı bodem
G a rovnoběžná s

←→
EF . Podle Paschovy věty ` prot́ıná DF v nějakém bodě H a plat́ı.

∠DGH ∼= ∠DEF ∼= ∠ABC.

Tud́ıž 4ABC ∼= 4DGH podle věty usu. Podle d̊usledku 8.2.1

DG

DE
=
DH

DF
.

Protože
DG ∼= AB a DH ∼= AC,

a dostáváme
AB

DE
=
AC

DF
.

Podobně
AB

DE
=
AC

DF
.

Věta 8.2.5 V eukleidovské geometrii jsou dva trojúhelńıky 4ABC a 4DEF podobné právě
tehdy, když plat́ı

AB

DE
=
BC

EF
=
AC

DF
.

Důkaz: Je částečně obsažen v d̊ukazu předchoźı věty. Zbývá dokázat, že platnost
rovnosti uvedené ve větě implikuje, že 4ABC ∼ 4DEF . Jestliže AB ∼= DE, potom
4ABC ∼= 4DEF podle věty sss. V tomto př́ıpadě plat́ı 4ABC ∼ 4DEF .
Předpokládejme, že AB < DE. Necht’G je bod naDE, pro který AB ∼= DG. Podle Paschovy
věty př́ımka jdoućı bodem G a rovnoběžná s

←→
EF prot́ıná DE v nějakém bodě H. A podle

d̊usledku 8.2.1 plat́ı
DG

DE
=
DH

DF
.

Takže
AC

DF
=
AB

DE
=
DG

DE
=
DH

DF
.

Tedy AC ∼= DH.
Poznamenejme, že

∠DGH ∼= ∠DEF nebo ∠DHG ∼= ∠EFD.

Protože
←→
GH ‖

←→
EF a geometrie je geometríı eukleidovskou. Tud́ıž

4DGH ∼ 4DEF,

takže
GH

EF
=
DG

DE
=
AB

DE
=
BC

EF
.

Proto BC ∼= GH a 4ABC ∼= 4DGH podle věty sss. Tud́ıž

4ABC ∼ 4DGH ∼ 4DEF.

A protože ∼ je relace ekvivalence, je platnost věty dokázána.



KAPITOLA 8. EUKLEIDOVSKÁ GEOMETRIE 59

Věta 8.2.6 (Pythagorova): V eukleidovské geometrii je trojúhelńık 4ABC pravoúhlý
s pravým úhlem při vrcholu B právě tehdy, když plat́ı

(AB)2 + (BC)2 = (AC)2.

Důkaz: Nejprve předpokládejme, že ∠ABC je pravý úhel v 4ABC a D je pata výšky
z bodu B. Potom plat́ı 4ADB ∼ 4ABC ∼ 4BDC. Podle věty 8.2.4

AB

AD
=
AC

AB
a

BC

DC
=
AC

BC
.

Proto
(AB)2 = (AC)(AD) a (BC)2 = (AC)(DC).

Nyńı AC = AD +DC, takže

(AC)2 = (AC)(AD +DC) = (AC)(AD) + (AC)(DC) = (AB)2 + (BC)2.

Tedy rovnost (AB)2 + (BC)2 = (AC)2 je pravdivá, pokud ∠ABC je pravý.
Nyńı předpokládejme, že 4ABC splňuje (AB)2 + (BC)2 = (AC)2. Muśıme ukázat, že pak
je ∠ABC pravý. Necht’ 4PQR je pravoúhlý s pravým úhlem při vrcholu Q a PQ ∼= AB,
QR ∼= BC. Protože ∠PQR je pravý, můžeme aplikovat rovnost (AB)2 + (BC)2 = (AC)2

na 4PQR a dostaneme

(PR)2 = (PQ)2 + (QR)2 = (AB)2 + (BC)2 = (AC)2.

Proto PR ∼= AC a 4PQR ∼= 4ABC podle věty sss. Ale to znamená, že ∠ABC ∼= ∠PQR
a ∠ABC je pravý.

Věta 8.2.7 Neutrálńı geometrie splňuje EVR právě tehdy, když pro všechny pravoúhlé
trojúhelńıky 4ABC s pravým úhlem při vrcholu B je splněna rovnost

(AB)2 + (BC)2 = (AC)2.

Důkaz: Potřebujeme pouze ukázat, že daná rovnost implikuje splněńı EVR. Necht’
4ABC je pravoúhlý s pravým úhlem při vrcholu B a plat́ı AB ∼= BC. Chceme ukázat, že
defekt4ABC je 0. (Neboli, že m(∠BAC) = m(∠BCA) = 45, což podle věty 8.1.1 implikuje
splněńı EVR.) Necht’ D je střed úsečky AC. Potom 4BAD ∼= 4BCD podle věty sus takže
∠BDA ∼= ∠BDC. Proto ∠BDA je pravý. Aplikujeme-li rovnost (AB)2 + (BC)2 = (AC)2

na 4ABC, dostaneme

2(AB)2 = (AB)2 + (BC)2 = (AC)2 = (2.AD)2 = 4(AD)2,

takže (AB)2 = 2(AD)2. Můžeme tedy aplikovat rovnost (AB)2+(BC)2 = (AC)2 na4ADB,
č́ımž dostaneme

(AB)2 = (AD)2 + (DB)2,

takže
2(AD)2 = (AB)2 = (AD)2 + (DB)2 neboli AD = BD.

Tedy 4ADB je rovnoramenný, stejně jako 4CDB a

∠DBA ∼= ∠DAB ∼= ∠DCB ∼= ∠DBC.

Protože m(∠ABC) = 90, m(∠DBA) = 45. Tedy

δ(4ABC) = 180− (45 + 90 + 45) = 0

a podle věty 8.1.1 je splněna EVR.
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Věta 8.2.8 Necht’ 4ABC je trojúhelńık v eukleidovské geometrii. Necht’ D je pata výšky
z bodu A a E je pata výšky z bodu B. Potom

(AD)(BC) = (BE)(AC).

Důkaz: Jestliže úhel u vrcholu C je pravý, potom E = C = D a tvrzeńı je triviálńı.
Jestliže ∠BCA neńı pravý, potom E 6= C a D 6= C. Protože 4BEC ∼ 4ADC, dostáváme

BC

AC
=
BE

AD

takže
(AD)(BC) = (BE)(AC).

8.3 Klasické věty Eukleidovy geometrie

Věta 8.3.1 V neutrálńı geometrii se všechny osy vnitřńıch úhl̊u trojúhelńıka 4ABC
prot́ınaj́ı v jednom bodě.

Důkaz: Podle ”kř́ıžové věty” osa úhlu ∠CAB prot́ıná BC v nějakém bodě D. Podobně
osa úhlu ∠ABC prot́ıná AD v nějakém bodě I. Chceme ukázat, že I lež́ı na osách všech
úhl̊u.
Bod I nálež́ı vnitřku úhlu ∠CAB a vnitřku úhlu ∠ABC, proto lež́ı také ve vnitřku ∠BCA.
Necht’ P, Q a R jsou paty kolmic z bodu I k

←→
BC,

←→
AC a

←→
AB. 4IQA ∼= 4IRA, protože maj́ı

shodnou přeponu a jeden úhel (kromě pravého), takže IQ ∼= IR. Podobně 4IQC ∼= 4IPC.
Tedy ∠ICQ ∼= ∠ICP a I lež́ı na ose úhlu ∠BCA. Všechny tři osy úhl̊u se tedy prot́ınaj́ı
v bodě I.

Definice 8.3.1 Těžnićı trojúhelńıka nazýváme úsečku spojuj́ıćı vrchol trojúhelńıka
se středem jeho protěǰśı strany.

Věta 8.3.2 V eukleidovské geometrii se těžnice v každém troúhelńıku prot́ınaj́ı v jednom
bodě. Tento bod budeme nazývat těžǐstě trojúhelńıka.

Důkaz: Necht’ AP,BQ a CR jsou těžnice trojúhelńıka 4ABC. Podle ”kř́ıžové věty”−→
AP ∩ BQ 6= ∅ a

−−→
BQ ∩ AP 6= ∅, takže AP prot́ıná BQ v nějakém bodě G. Muśıme ukázat,

že G ∈ CR.
Nyńı 4QPC ∼ 4ACB podle věty sus. Proto ∠CQP ∼= ∠CAB, takže

←→
QP ‖

←→
AB. Nav́ıc

QP

AB
=
CQ

CA
=

1
2
.

Podobně jestliže S a T jsou středy úseček AG a BG, muśı platit

ST

AB
=

1
2
,

což implikuje QP ∼= ST . Protože
←→
QP ‖

←→
AB ‖

←→
ST , je ∠PQG ∼= ∠STG. Nav́ıc

∠QGP ∼= ∠TGS. Protože QP ∼= ST , je 4QGP ∼= 4TGS podle věty suu. Proto bod
G nálež́ı AP a plat́ı

PG = GS =
1
2
AG.

Podobně dokážeme, že AP a CR se prot́ınaj́ı v bodě G′ ∈ AP a plat́ı

PG′ =
1
2
AG′.

Ale existuje jen jeden bod X ∈ AP , pro který plat́ı PX = 1/2.AX, takže G = G′. Proto
těžnice se prot́ınaj́ı v jednom bodě G.
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Věta 8.3.3 V eukleidovské geometrii se osy všech stran trojúhelńıka prot́ınaj́ı v jednom
bodě. Tento bod budeme nazývat střed kružnice opsané.

Věta 8.3.4 V eukleidovské geometrii se př́ımky, které jsou prodloužeńım výšek trojúhelńıka,
prot́ınaj́ı v jednom bodě. Tento bod budeme nazývat ortocentrum.

Důkaz: Chceme zkonstruovat 4PQR takový, že prodloužeńı jeho výšek a os stran ob-
sahuje výšky trojúhelńıka 4ABC. Protože osy stran takového trojúhelńıka jsou podle věty
8.3.3 prodloužeńım výšek 4ABC. Chceme ukázat postup konstrukce 4PQR.
Necht’ `1 je jediná př́ımka jdoućı bodem A a rovnoběžná s

←→
BC, `2 je jediná př́ımka jdoućı

bodem B a rovnoběžná s
←→
AC a `3 jediná př́ımka jdoućı bodem C a rovnoběžná s

←→
AB. Protože

`1 ‖
←→
BC a `2 ∩

←→
BC 6= ∅, `1, `2 6= ∅. Podobně `2 ∩ `3 6= ∅. Necht’ body jejich pr̊uniku jsou

P, Q a R.
Využijeme toho, že stř́ıdavé úhly jsou kongruentńı a při běžném označeńı vid́ıme, že
4CAR ∼= 4ACB ∼= 4QBC podle věty usu. Proto CR ∼= QC a C je středem RQ. Protože←→
RQ ‖

←→
AB, výška z bodu C na AB je kolmá k

←→
RQ. Proto prodloužeńı této výšky je osou strany

RQ. Podobně prodloužeńı ostatńıch výšek v 4ABC jsou osy zbývaj́ıćıch stran 4PQR. Po-
dle věty 8.3.3 se tyto př́ımky prot́ınaj́ı v jednom bodě H. Proto př́ımky, na kterých lež́ı
výšky 4ABC se také prot́ınaj́ı v jednom bodě.

Věta 8.3.5 V eukleidovské geometrii lež́ı těžǐstě, střed kružnice opsané a ortocentrum
daného trojúhelńıka vždy na jedné př́ımce.

Důkaz: Necht’ H je pr̊useč́ık výšek, G těžǐstě a O je střed kružnice opsané 4ABC.
Jestliže 4ABC je rovnostranný, H = G = O (= I vnitřńı střed) a tvrzeńı je triviálńı.
Jestliže je 4ABC rovnoramenný (ale ne rovnostranný), předpokládejme, že AC je jeho
základna. Označme D střed strany AC. Osa strany AC, výška z bodu B k

←→
AC a těžnice

z bodu B na AC splynou v úsečku BD. Protože G lež́ı na pr̊useč́ıku všech tř́ı těžnic, tento
pr̊useč́ık muśı ležet na BD. Podobně pro body H a O. Všechny tři vyšetřované body tedy
lež́ı na jedné př́ımce.
Dále předpokládejme, že 4ABC je obecný. Nejprve ukážeme, že v tomto př́ıpadě O 6= G.
Těžnice z A na BC neńı kolmá k BC. Bod G nemůže ležet na ose strany BC, protože G
neńı střed BC. Tud́ıž G 6= O.
Necht’ ` =

←→
OG a necht’ H ′ je jediný bod na `, pro který plat́ı O − G −H ′ a GH ′ = 2GO.

Máme ověřit, že H ′ je pr̊useč́ık výšek. Necht’ P je střed BC, takže G ∈ AP .
Chceme nejprve ukázat, že

←−→
AH ′ ‖

←→
OP . Nyńı GA = 2GP a GH ′ = 2GO. Protože výškové

úhly ∠AGH ′ a ∠PGO jsou kongruentńı, 4AGH ′ ∼ 4PGO podle věty sus. Proto stř́ıdavé
úhly ∠GAH ′ a ∠GPO jsou kongruentńı, takže AH ′ ‖ OP .
Protože

←→
OP ⊥

←→
BC, je

←−→
AH ′ ⊥

←→
BC. Tud́ıž

←−→
AH ′ obsahuje výšku z bodu A k BC. Tud́ıž př́ımka

obsahuj́ıćı výšku z bodu A procháźı bodem H ′. Podobně př́ımky obsahuj́ıćı zbývaj́ıćı dvě
výšky také procházej́ı bodem H ′. Proto H ′ je pr̊useč́ık výšek a body O, G, H = H ′ jsou
kolineárńı.

Definice 8.3.2 Př́ımka, na které lež́ı těžǐstě, střed kružnice opsané a ortocentrum daného
nerovnostranného trojúhelńıka v eukleidovské geometrii, se nazývá Eulerova př́ımka. Ty tři
význačné body, kterými procháźı se nazývaj́ı Eulerovy body.

Věta 8.3.6 (kružnice procházej́ıćı dev́ıti body): Necht’ 4ABC je trojúhelńık v eukleidovské
geometrii. Potom středy stran trojúhelńıka, paty jeho výšek a Eulerovy body lež́ı na jedné
kružnici.

Věta 8.3.7 (Morleyova): Necht’ 4ABC je trojúhelńık v eukleidovské geometrii. Potom tři
body P, Q, R z pr̊uniku sousedńıch třetin vnitřńıch úhl̊u 4ABC jsou vrcholy rovnostranného
trojúhelńıka.
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Důkazy těchto vět najde čtenář v literatuře.



Kapitola 9

Trojúhelńıky v eukleidovské a
hyperbolické geometrii

9.1 Porovnáńı vlastnost́ı trojúhelńık̊u v eukleidovské a
hyperbolické geometrii

V této kapitole si poukážeme na některé základńı rozd́ıly mezi vlastnostmi trojúhelńık̊u
v eukleidovské a hyperbolické geometrii.

Úmluva: Pro jednoduchost budeme označovat eukleidovskou geometrii e-geometrie a
geometrii hyperbolickou h-geometrie.

Součet měr všech vnitřńıch úhl̊u každého trojúhelńıka v e-geometrii je roven 180, zat́ımco
v h-geometrii je tento součet vždy menš́ı než 180.

Výšky trojúhelńıka (nebo jejich prodloužeńı) v e-geometrii se vždy prot́ınaj́ı v jednom
bodě. V h-geometrii se prot́ınaj́ı v jednom bodě pouze výšky ostroúhlého trojúhelńıka.
Pro tupoúhlý trojúhelńık toto tvrzeńı neplat́ı.

Těžnice trojúhelńıka se prot́ınaj́ı v jednom bodě v e-geometrii i v h-geometrii. V e-
geometrii je každá těžnice t́ımto pr̊useč́ıkem rozdělena v poměru 2:1, v h-geometrii neńı
poloha pr̊useč́ıku stálá.

Středńı př́ıčka v e-geometrii je rovnoběžná s protěǰśı stranou trojúhelńıka a jej́ı délka je
rovna polovině délky této strany. V h-geometrii plat́ı pouze, že středńı př́ıčka je kolmá k ose
protilehlé strany.

Osy stran trojúhelńıka v e-geometrii se vždy prot́ınaj́ı v jednom bodě. V h-geometrii toto
tvrzeńı obecně neplat́ı, ale jestliže se v jednom bodě prot́ınaj́ı osy dvou stran, pak také osa
třet́ı strany procháźı t́ımto bodem.

V e-geometrii existuj́ı shodné i podobné trojúhelńıky (např. ty, které se shoduj́ı ve všech
vnitřńıch úhlech). V h-geometrii jsou každé dva trojúhelńıky, které maj́ı stejné vnitřńı úhly,
shodné. V h-geometrii tedy plat́ı, že velikost́ı úhlu v trojúhelńıku je jednoznačně určena
délka jeho protěǰśı strany.

Ke každému trojúhelńıku v e-geometrii i v h-geometrii existuje kružnice vepsaná, která se
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dotýká všech jeho stran v jejich vnitřńıch bodech. V e-geometrii existuje vždy také kružnice
trojúhelńıku opsaná, která procháźı všemi jeho vrcholy a jej́ı střed lež́ı na pr̊useč́ıku os stran.
V h-geometrii nemuśı kružnice opsaná vždy existovat, protože některé jej́ı body nemuśı ležet
v hyperbolické rovině.

9.2 Konstrukce trojúhelńık̊u

V této části se budeme zabývat některými základńımi úlohami na konstrukci trojúhelńık̊u.
Řešeńı těchto úloh v e-geometrii známe již ze školské matematiky. Některé typy úloh se

řeš́ı stejným zp̊usobem také v h-geometrii, u jiných typ̊u se naopak postup řešeńı výrazně
odlǐsuje.

Pro demonstraci řešeńı úloh v h-geometrii zvoĺıme Beltrami-Klein̊uv model.

Označeńı: Označ́ıme Θ(p) funkci, která vyjadřuje závislost mı́ry úhlu na délce úsečky
p. Dále označme Λ funkci inverzńı k funkci Θ, která k dané mı́̌re úhlu přǐrad́ı délku p.

9.2.1 Pravoúhlé trojúhelńıky

Konstrukce v eukleidovské rovině

Uvažujme 4ABC s pravým úhlem při vrcholu C. Jehož odvěsny maj́ı délku a, b a
přepona c, vnitřńı úhly jsou α, β, γ, délky stran splňuj́ı trojúhelńıkovou nerovnost a plat́ı
m(α) +m(β) = 90. Ke konstrukci pravoúhlého trojúhelńıka nám stač́ı znát dva z pěti údaj̊u
a, b, c,m(α),m(β).

Máme šest základńıch možnost́ı:

1. konstrukce ze dvou stran a, b

2. konstrukce ze dvou stran a, c (a < c)

3. konstrukce ze strany a a mı́ry úhlu β

4. konstrukce ze strany c a mı́ry úhlu α

5. konstrukce ze strany a a mı́ry úhlu α

6. konstrukce z měr dvou úhl̊u α, β.

Prvńıch pět úloh lze v e-geometrii jednoznačně řešit. Posledńı úloha má nekonečně mnoho
řešeńı (všechny podobné trojúhelńıky).

Konstrukce v hyperbolické rovině

Uvažujme4LKM s pravým úhlem při vrcholuK, jehož odvěsny maj́ı délku l,m a přepona k,
vnitřńı úhly κ, λ, µ, délky stran splňuj́ı trojúhelńıkovou nerovnost a plat́ı m(λ)+m(µ) < 90.
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K sestrojeńı daného pravoúhlého trojúhelńıka nám stač́ı znát dva z pěti údaj̊u
k, l,m,m(λ),m(µ).

Opět dostáváme šest základńıch úloh:

1. konstrukce ze dvou stran m, l

2. konstrukce ze dvou stran m, k (m < k)

3. konstrukce ze strany m a úhlu λ

4. konstrukce ze strany k a úhlu µ

5. konstrukce ze strany m a úhlu µ

6. konstrukce ze dvou úhl̊u λ, µ.

Úlohy 1.-4. se řeš́ı stejně jako v e-geometrii.
Úlohy 5. a 6. se řeš́ı odlǐsně.

Uvedeme postup konstrukce trojúhelńıka v úloze 5.
Nejprve sestroj́ıme čtyřúhelńık LKUV s pravými úhly při vrcholech L,K, V , ve kterém dále
plat́ı m = LK, k = LM, µ = Θ(KU), l = Λ(µ). Trojúhelńık 4LKM sestroj́ıme jako
asociovaný pravoúhlý trojúhelńık k LKUV . Vypoč́ıtáme k danému úhlu µ velikost úsečky
a = Λ(µ), kterou vezmeme jako velikost strany KU čtyřúhelńıka LKUV .
Nyńı známe velikosti stran m = LK a Λ(µ) = KU , můžeme tedy sestrojit čtyřúhelńık
LKUV . Nejdř́ıve sestroj́ıme úsečku m = AB a v jej́ıch krajńıch bodech sestroj́ıme kolmice
p, q (L ∈ p, K ∈ q). Na kolmici q naneseme délku úsečky KU a źıskáme bod U . Poté
sestroj́ıme Thaletovu kružnici na LU , jej́ı pr̊useč́ık s př́ımkou p je bod V . Nakonec sestroj́ıme
kružnici se středem v bodě A a poloměrem UV , která protne stranu KU v bodě M .

Obrázek 9.1:
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9.2.2 Obecné trojúhelńıky

Konstrukce v eukleidovské rovině

Necht’ je dán4ABC s délkami stran a, b, c a vnitřńımi úhly α, β, γ. Délky stran muśı splňovat
trojúhelńıkovou nerovnost a součet měr všech vnitřńıch úhl̊u muśı být roven 180. K sestro-
jeńı obecného trojúhelńıka stač́ı znát tři z těchto šesti údaj̊u.

Vybereme-li ze všech možných kombinaćı pouze ty, které nejsou symetrické, dostáváme
opět šest základńıch možnost́ı:

1. konstrukce ze tř́ı stran a, b, c

2. konstrukce ze dvou stran a, b a úhlu lež́ıćımu proti jedné z nich (např. α)

3. konstrukce ze dvou stran a, b a úhlu jimi sevřeného γ

4. konstrukce z jedné strany a a dvou úhl̊u k ńı přilehlých β, γ

5. konstrukce z jedné strany a a dvou úhl̊u α, β

6. konstrukce ze tř́ı úhl̊u α, β, γ

Prvńıch pět úloh lze v e-geometrii řešit jednoznačně. Posledńı úloha má nekonečně mnoho
řešeńı (všechny podobné trojúhelńıky).

Konstrukce v hyperbolické rovině

Necht’ je dán 4LKM s délkami stran l, k,m a vnitřńımi úhly λ, κ, µ. Délky stran muśı
splňovat trojúhelńıkovou nerovnost a součet měr všech vnitřńıch úhl̊u muśı být menš́ı než
180. K sestrojeńı obecného trojúhelńıka opět stač́ı znát tři z těchto šesti údaj̊u.

A ze všech kombinaćı dostaneme šest základńıch úloh:

1. konstrukce ze tř́ı stran l, k,m

2. konstrukce ze dvou stran l, k a úhlu lež́ıćımu proti jedné z nich (např. λ)

3. konstrukce ze dvou stran l, k a úhlu jimi sevřeného µ

4. konstrukce z jedné strany l a dvou úhl̊u k ńı přilehlých κ, µ

5. konstrukce z jedné strany l a dvou úhl̊u λ, µ

6. konstrukce ze tř́ı úhl̊u λ, κ, µ

Úlohy 1.-4. se řeš́ı obdobně jako v e-geometrii, posledńı dva typy úloh maj́ı odlǐsný postup
konstrukce.

Řešeńı úlohy 5.
Necht’ vk je výška na stranu k, jej́ı patu označ́ıme Q. Výška KQ rozděĺı 4KLM na dva
trojúhelńıky 4KQL a 4KQM . Sestroj́ıme (podle popisu v předchoźı části) pravoúhlý
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trojúhelńık 4KQM , ve kterém známe délku strany l a úhel µ. Analogicky sestroj́ıme
trojúhelńık 4KQM , ve kterém opět známe délku KQ a úhel λ.

Řešeńı úlohy 6. (podle: [4], str. 244; upraveno)
Necht’ ve zkoumaném trojúhelńıku 4KLM je největš́ı úhel κ při vrcholu K. Pomoćı výšky
rozděĺıme daný trojúhelńık na dva pravoúhlé trojúhelńıky

4KLQ : (k1, h,m, λ, κ1)

4KMQ : (k2, h, l, µ, κ2)

Údaje z těchto trojúhelńık̊u využijeme k sestrojeńı pomocných pravoúhlých trojúhelńık̊u
z prvk̊u:

4Σ1 : k1,Λ(λ),m, κ1, 90−Θ(h)

4Σ2 : k2,Λ(µ), l, κ2, 90−Θ(h).

Tyto pravoúhlé trojúhelńıky lze sestrojit podle předchoźıho, protože známe stranu a
jeden vnitřńı úhel. Umı́st́ıme je v rovině H2 tak, aby měly společný vrchol A, u kterého jsou
úhly κ1, κ2, a aby strany k1, k2 splynuly.

Prodloužeńı stran l a m se prot́ınaj́ı v bodě E, č́ımž vznikne čtyřúhelńık ABEF se
dvěma pravými úhly u vrchol̊u B a F , s úhlem κ u vrcholu A a dvěma stranami Λ(λ) a Λ(µ)
vycházej́ıćımi z vrcholu A. Př́ımka AD, která děĺı úhel κ na úhly κ1 a κ2, sv́ırá se stranami
EB a EF čtyřúhelńıka ABEF úhel 90−Θ(h), takže trojúhelńık 4CDE je rovnoramenný.
Osa vněǰśıho úhlu ∠DEC je tedy kolmá k př́ımce AD. Plat́ı tedy Σ1 = ABC a Σ2 = ADF .
Źıskali jsme velikosti stran l = EF a m = BC trojúhelńıka 4KLM . Známe tedy velikosti
dvou stran l,m a úhel jimi sevřený κ v 4KLM a můžeme tento trojúhelńık sestrojit.

Obrázek 9.2:
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Závěr

Ćılem práce bylo seznámit se základńımi vlastnostmi trojúhelńık̊u v neutrálńı geometrii.
Bylo však třeba nejdř́ıve alespoň nast́ınit postup budováńı neutrálńı geometrie. Čtenář proto
může v práci naj́ıt také stručně vybudovaný systém od abstraktńı geometrie až po geometrii
shodnostńı.
Této problematice jsou věnovány prvńı kapitoly práce. V této části jsou uvedeny pouze
definice a matematické věty bez d̊ukaz̊u, protože vybudovat přesně celý systém geometríı by
bylo nad rámec práce a ani to nebylo jej́ım hlavńım ćılem.

Při psańı práce jsem vycházela předevš́ım z publikace [1]. Neńı totiž mnoho knih, které
by se věnovaly výstavbě geometrie na metrickém principu, většinou se jedná sṕı̌se o syntet-
ický př́ıstup. Proto jsem mohla využ́ıt jen omezené množstv́ı zdroj̊u informaćı.

Údaje uvedené v knize [1] jsem podle potřeby přizp̊usobila terminologii, která je běžně
zavedená u nás. Dále bylo třeba dopracovat některé d̊ukazy, protože autor této knihy
předkládá často provedeńı alespoň části d̊ukazu čtenáři jako problémovou úlohu.

Do této části jsem také doplnila několik obrázk̊u (v kapitolách 6-8 jsou vyhotoveny podle
knihy [1]). Tyto obrázky jsou doplněny u složitěǰśıch d̊ukaz̊u nebo při zaváděńı některých
pojmů, v hyperbolické geometrii a maj́ı sloužit pro lepš́ı představu čtenáře. V ostatńıch
př́ıpadech si jistě čtenář dokáže potřebné náčrtky zhotovit sám. Obrázky v kapitole 9 jsou
zpracovány podle diplomové práce [3] a upraveny.

Je mnoho možnost́ı, jak na práci navázat. Zaměřit se na problematiku jednotlivých
model̊u hyperbolické geometrie a ukázat transformace pomoćı nichž je možné přej́ıt od jed-
noho modelu k jinému nebo odvodit vztahy platné v jednom modelu a ověřit, zda v jiném
plat́ı stejné vztahy nebo se danou transformaćı také měńı. Daľśı možnost by byla zaměřit
se na praktickou část a řešit složitěǰśı konstrukčńı úlohy v hyperbolické geometrii. Jistě by
bylo také zaj́ımavé věnovat se podrobně vlastnostnem čtyřúhelńık̊u.

Při psańı této práce jsem musela překonat řadu problémů. Prvńım z nich byla práce
s anglickou literaturou. Nebot’ jsem dosud nezpracovávala tak rozsáhlý odborný text v ciźım
jazyce.
Dále také práce v programu LaTeX, kterým je práce vysázena, byla pro mne novinkou,
proto mi některé úpravy práce zabraly poměrně v́ıce času.

Dı́ky vytvořeńı této práce jsem se naučila mnoho nových věćı a měla jsem možnost do-
plnit si znalosti z absolvovaných kurz̊u matematiky na VŠ opět z jiného úhlu. Věř́ım, že
přehled, který jsem t́ımto źıskala se mi bude hodit i do budoucna v mém učitelském po-
voláńı.

Pro mě samotnou tedy byla práce př́ınosem. Pokud bude užitečná i daľśım čtenář̊um
a bude moci být využita také jako studijńı text pro kurzy neeukleidovské geometrie nebo
axiomatické výstavby geometrie, pak splnila sv̊uj ćıl.
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