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Uvod

Touto praci bych chtéla navazat na svoji bakalarskou praci, ve které jsem se mimo
jiné zabyvala axiomatickou vystavbou eukleidovské geometrie (na zdkladé syntetického
piistupu).

Cilem této diplomové prace je seznamit ¢tenare se zakladnimi vlastnostmi trojihelniku
v neutrdlni geometrii (tedy jak v geometrii eukleidovské, tak také hyperbolické). Prace by
méla zaroven ukazat, jak postupné axiomaticky vybudovat neutralni geometrii v roviné met-
rickym pristupem.

Tato prace by mohla byt vyuzita také jako pomocny studijni text pro kurzy axiomatické
vystavby geometrie a neeukleidovské geometrie na VS.

Nejprve by se méla zaméfit na geometrii abstraktni a stru¢né seznamit se zakladnimi
vztahy, které v ni plati. Déle postupné vybudovat geometrii inciden¢ni a metrickou, zavést
axiomaticky vztah "mezi” a popsat elementarni geometrické utvary. Na zakladé toho pak
definovat Paschovu geometrii a s vyuzitim zavedeni miry ihlu také geometri shodnostni. V ni
déle zavést pojmy kolmost a shodnost, které nam umozni definovat neutrdlni geometrii.

Jadrem prace by méla byt kapitola o neutralni geometrii, ve které bych se chtéla zamérit
jednak na vztahy platné v celé neutrdlni geometrii (tedy spolecny zaklad geometrie euklei-
dovské a hyperbolické), ktery se tykd axiomu strana-uhel-strana, tihel-strana-tihel a strana-
strana-strana. Déle se zabyvat teorii rovnobézek, problematikou Sachceriho ¢tyfuhelnik a
definovat kritickou funkci, kterd bude dulezitd v dalsich kapitoldch. Tyto kapitoly by se
meély zaméfit na specifika eukleidovské a hyperbolické geometrie.

K problematice hyperbolické geometrie bych chtéla nejdiive popsat nékolik jejich modela
a ddle se vénovat vlastnostem asymptotickych polopiimek, zkoumat problematiku defektu
trojuhelnikt a vzdélenosti rovnobéznych piimek.

Dale bych chtéla zatfadit kapitolu o eukleidovské geometrii a v ni se zaméfit na véty
ekvivalentni s Eukleidovou vlastnosti rovnobézek a teorii podobnosti a zminit také nékteré
zékladni véty, které zde plati.

Na zavér prace bych chtéla zaradit nékolik tloh na konstrukci trojuhelnika a porovnat
postup jejich feseni v hyperbolické a eukleidovské geometrii. A na téchto ukazkich demon-
strovat zékladni rozdily mezi hyperbolickou a eukleidovskou geometrii.
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Kapitola 1

Abstraktni geometrie

1.1 Definice abstraktni geometrie

Definice 1.1.1 Necht B je neprizdnd mnozina, jeji prvky nazveme body.
Necht P je neprazdny systém neprazdnych podmnozin z mnoZiny B, které budeme nazyvat
primky.

Déle pozadujeme, aby platilo: pro dva navzdjem ruzné body A, B € B existuje piimka
¢ € P takovd, ze A i B ji patif (fikdme, ze A i B lez{ na /)

VA, BeB; A#B, #¥eP: AclANBe/
a dale, aby na kazdé ptimce lezely alespon dva body, tedy
ViePdP, QeB, P#Q: Pct, Qecl.

Poznamka 1.1.1 I v této abstraktnéjsi situaci budeme pouzivat terminologii, na kterou
jsme zvykli z analytické geometrie.

Chceme-li studovat néjakou matematickou teorii, musime si nejdiive ovéfit, ze existuji
piiklady dané axiomatizované teorie. Takovym piikladim pak fikdme modely.

Poznamka 1.1.2 Pokud by se nenasly zadné ptiklady, byla by teorie prazdna a nemélo by
smysl ji studovat.

1.2 Modely abstraktni geometrie

Existuje celd fada modelu abstraktni geometrie. Zde poukdzeme na tii z nich. Eukleidovskou
(kartézskou) rovinu, hyperbolickou (Poincarého) rovinu a Riemannovu sféru.

1.2.1 Eukleidovska rovina

Za body budeme povazovat vechny mozné dvojice redlnych ¢isel. Vyjdeme z rovnic pifmek,
jak je zname z analytické geometrie.
Pokud pfimka nenfi svisld, muzeme ji zapsat ve smérnicovém tvaru; je-li a € R pevné redlné
¢islo, polozime:

by :={(2,y) ER?* |z =a}

a systém takovych podmnozin
Py ={l, | a R}
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bude systémem vsech vertikalnich primek.
Jsou-li m,b € R redlna ¢isla, utvorime

b = {(,y) € B2 | y = ma + b}
a systém vsech takovych podmnozin
Ps = {lmp | m,beR}

bude systém vsSech nevertikalnich piimek.
Sjednocenim obou téchto skupin piimek ziskdme mnozinu vSech pifimek v eukleidovské
rovineé.

Véta 1.2.1 Eukleidovskd rovina E? je modelem abstraktni geometrie.

1.2.2 Poincarého rovina

Oznaéme H = {(z,y) € R? | y > 0}. V nf budeme uvazovat dva systémy podmnozin.

L. systém podmnozin tvaru
oL ={(z,y) e H |z = a},
coz jsou oteviené polopiimky v H kolmé k ose x, bez poc¢atku
Py ={ar| a € R}
II. systém podmnozin tvaru
L ={(z,y) eH| (z - ) +y* =17},
coz jsou oteviené polokruznice se stfedem na hraniéni piimce a polomérem r,
Py ={.L.|ceR,r eR,r >0}

Potom polozime Py = P U Ps.
Véta 1.2.2 H? = (H, Py) je modelem abstraktni geometrie.

Diikaz: Necht jsou ddny body v tomto modelu P = (x1,y1) a Q = (z2,y2) takové, Ze
P # Q. Protoze P, @ € H, musi byt y; > 0, y2 > 0. Rozlisime dva pfipady:

(i) 1 =z, potom P, Q € L = ,L € Ly, tedy a = 21 = x2;

(ii) jestlize x1 # xo, definujeme ¢ a r takto:

R
2(1‘2—371) ’

r=1/(r1 — )2 +y%
pak P, Q € cLy.
Snadno se vidi, Ze kazd4 piimka m4 alespoii dva body, tedy H? je abstraktni geometrii.

Poznamka 1.2.1 Tomuto modelu budeme fikat Poincarého rovina, protoze ho poprvé
pouzil francouzsky matematik Henry Poincaré.

Poznamka 1.2.2 Zatimco pro eukleidovskou geometrii jsou charakteristické trigonomet-
rické funkce, geometrie na Poincarého modelu je charakterizovana funkcemi hyperbolickymi.
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1.2.3 Riemannova sféra

Definice 1.2.1 Jednotkova sféra v R? je mnozina
S?={(z,y,2) e R® | 2® + y* + 2* = 1}.
Definice 1.2.2 Rovina v R? je mnozina tvaru
{(z,y,2) € R% az® + by? + ¢z =d, kde a,b,c,d € R, (a,b,c) # (0,0,0)},
pricemz je-li d = 0, prochézi rovina poc¢dtkem (stiedem sféry).
Definice 1.2.3 Hlavni kruznice na S? je mnozina
K= {(z,y,2) €S% ax+by+cz=0 pro (a,b,c)#(0,0,0)}.
Oznaéeni: Mnozinu viech hlavnich kruznic na sféfe S? oznaéime K.
Véta 1.2.3 S = (S%,K,.) je modelem abstraktni geometrie.

Pozndmka 1.2.3 Riemannova sféra v tomto smyslu nenf piikladem eliptické (Riemannovy)
geometrie.



Kapitola 2

Incidenc¢éni geometrie

2.1 Definice incidenc¢ni geometrie
Definice 2.1.1 Incidené¢ni geometrii nazveme abstraktni geometrii, ve které dale plati:

(i) Kazdé dva ruzné body lezi na jediné piimce,

VA, BeBJdleP:AclANBel.
(i) Existujf t¥i body, které nelezi na piimce,
VeeP I A B, CeB:=~(Acl)AN(Bel)N(Ce).

Oznaceni: Jedinou pfimku, kterd prochazi body A, B oznacime AB.

Definice 2.1.2 Podmnozinu M C B bodu nazveme kolinedrni, jestlize existuje piimka
LeP: MCV/.

Pozndmka 2.1.1 Misto "mnozina bodu {A, B, C} je (resp. neni) kolinedrn{” budeme fikat
"body A, B, C jsou (resp. nejsou) kolinedrn{”.
2.2 Priklady incidenéni geometrie

Piiklad 2.2.1 1) Eukleidovsk4 rovina E? je incidenéni geometrii.

2) Poincarého rovina H? je incidenéni geometrii.

3) Riemannova sféra naproti tomu neni piikladem incidenéni geometire (protoze nespliuje
podminku, Ze kazdymi dvéma raznymi body prochdzi jedind piimka).

Nyni ukdzeme, ze H? je incidenéni geometrii. Prvni éast dikazu - ze H? je abstraktni
geometrii, jsme provedli jiz difve. Zbyva jesté ukdzat, ze spliiuje podminky (i) a (ii) z definice
inciden¢ni geometrie.

Predpoklddejme, ze P = (21,y1) a @ = (z2, y2) jsou navzdjem ruzné body.

Krok 1: Predpokladejme, ze P, @ lezi oba na dvou ruznych piimkach I. typu ,L a
pL, potom musi platit @ = z; = x5 a soucasné b = x; = x3, a tedy a = b. To je spor
s predpokladem, ze ,L a L jsou dvé ruzné piimky, tedy P a ) nemohou oba soucasné lezet
na dvou ruznych ptimkach prvniho typu.
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Krok 2: Predpokladejme, ze P, @ lezi oba souc¢asné na dvou ruznych piimkéach ,L a L,
z toho vyplyva, ze a = x1 = 22 a
(x1 —c)* + 92 =r? asoucasné (o —c)? +yi =12,
tedy
(- +2=r> a (a— +13=r2

proto y? = y3. Protoze y1,y2 > 0, musf platit y; = yo. To je ale spor s predpokladem, Ze se
jedné o dva ruzné body.

Krok 3: Kone¢né predpokladejme, ze P i @ lezi na dvou ruznych piimkéch II. typu L, a
aLs. Musime dokézat, ze pak L, = gL, tedy ze ¢ = d a r = s. K tomu vyuzijeme rovnosti
ys —yi + o5 —af

Cc = N
2(%2 — 1’1)

r=1/(z1— )2+ 13
Aby P, @ € .L,, musi platit

(m1—c)+yi=r" a (v2—c)’+y;=r>

Odectenim dostaneme
2

(21— )2 = (22 — ) =y — y3

neboli
xf — 2cx1 — x% + 2cxy = yg — y%,
pro ¢ tedy dostaneme
2 .2 2,2
Yo — Y1 + x5 — T

CcC =
2(1‘2 — l‘l)

Podobné uvazujme, ze P, QQ € 4Ls, a pro d dostavame

2 2 .o o
Yo — Y1 + x5 — 2

d:
2((E2 — {I?l)

Tedy ¢ = d. Déle protoze

r=\@m -2 tyi=/m - d2+ei=s

musi platit » = s. Celkem tedy L, = ¢Ls. Tim jsme dokéazali, ze dvéma ruznymi body je
urcéena vzdy jedna piimka.

Zbyva jesté dokézat, ze existuji tfi nekolinedrni body. Uvazujme napiiklad body
A = (z1,11), B = (z1,y2), C = (z2,y1), kde 9 # 1, a piimku prvniho typu L, kde
a=ux1. Ziejmé A, B € ,L,ale C & ,L.
Podobné na piimce jdouci body A, C nelezi B a na piimce prochézejici B, C nelezi bod A.
Body A, B, C jsou tedy nekolinearni.

Celkem jsme dokazali, ze Poincarého rovina je incidenéni geometrii.



Kapitola 3

Metricka geometrie

3.1 Strucny popis budovani absolutni geometrie

Chceme-li vybudovat absolutni geometrii, musime do abstraktni geometrie zavést pojmy
mezi, shodnost, mira tUsecky a mira thlu a dale zafidit, aby bodu na piimce bylo ”praveé
tolik, kolik je redlnych ¢isel”. Existuji v zdsadé dva zpusoby, jak postupovat - synteticky a
metricky. Zde byl zvolen metricky pfistup navrzeny americkym matematikem G. D. Birkhof-
fem.

K abstraktni geometrii nejprve pridame pojem vzdalenosti, diky tomu muzeme snadno
zavést pojem "mezi”. Mame tedy k dispozici pojmy tihel, trojihelnik, tsecka, polopfimka
apod. Tim dostavame metrickou geometrii. Déle axiomaticky zavedeme rozdéleni roviny
danou piimkou na dvé poloroviny a pozadujeme zde platnost Paschova axiomu. Tim
prechazime k Paschové metrické geometrii. Nakonec v takovéto geometrii axiomaticky
zavedeme miru dhlu a tim pfrejdeme ke shodnostni geometrii. Zde uz muZeme hovorit
napiiklad o shodnosti 1hli nebo kolmosti piimek. Shodnostni geometrii, v niz je navic
splnén axiom sus, nazveme geometrii absolutni.

Poznamka 3.1.1 Protoze absolutni geometrie je spoleécnym zédkladem eukleidovské i
Poincarého geometrie (z nichz kazdd m4 jinym zpusobem definovanou miru uhlu), je také
casto nazyvana ”geometrie neutralni”.

3.2 Distanc¢ni funkce

Definice 3.2.1 Distanéni funkei (resp. distanc{) na mnoziné M nazveme funkei
d: M x M — R takovou, ze pro vsechny prvky A, B € M plati:

(1) d(A,B) =0,
(14) d(A,B)=0<= A= B,
(ii) d(A,B) =d(B,A).

Poznamka 3.2.1 Nékdy byva distanéni funkce oznacovana jako metrika, ale toto oznaceni
neni pfesné, protoze distanéni funkce nemusi spliovat trojihelnikovou nerovnost.

Definice 3.2.2 Pro eukleidovskou rovinu zavedeme pevnou distanéni funkci, kterou
nazveme eukleidovskd distanéni funkce (a oznacime dg) takto:
pro A = (21,91), B = (22,92) € B (= R?),

dp(A,B) = /(v1 — 12)2 + (y1 — y2)%.

11
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Poznamka 3.2.2 Eukleidovskou distanéni funkci budeme zkrécené nazyvat ”distance”.
Pozndmka 3.2.3 Na jedné mnoziné muzeme zavést celou fadu riznych distan¢nich funkei.

Pro definovani distanéni funkce na Poincarého roviné vyuzijeme logaritmické méfitko a
uvazujeme distanéni funkce na piimkach I. a II. typu.

Definice 3.2.3 Pro dva body Poincarého roviny A = (z1,91), B = (2,¥2), y1,¥2 > 0
zavedeme Poincarého distanci jako

di(A, B) = |In 2|, platili 2y = 2o,
Y2
x1—c+r
dg(A,B) = |In @E’Z_H , lezi-li oba body na .L,.
Y2

Definice 3.2.4 Taxikéiskou distancni funkci na R? budeme rozumét funkci
dr(A, B) = |z1 — 2| + |y1 — v2l.

Véta 3.2.1 Takto definovand dr je distancénd funkei na R?.

Poznamka 3.2.4 Tato distanéni funkce je dokonce metrika.

Definice 3.2.5 Necht je ddna incidenéni geometrie (B, P). Predpoklddejme, Ze na mnozingé
bodu B je dédna distané¢ni funkce d.

Necht ¢ € P. Potom zobrazeni f : £ — R nazveme soufadnicovym systémem na piimce £,
jestlize plati:

(i) f je bijektivnf

(ii) pro libovolna A, B € ¢ plati |f(A) — f(B)| = d(A, B).

Cislo f(A) pak nazyvame soufadnici bodu A vzhledem k soutadnicovému systému f.
Poznamka 3.2.5 Soufadnicovy systém umozinuje studovat vlastnosti ptimek pomoci vlast-
nosti realnych cisel.

3.3 Definice metrické geometrie

Definice 3.3.1 Metrickou geometrii (B,P,d) budeme rozumét incidenéni geometrii
se zadanou distan¢éni funkci d takovou, ze na kazdé piimce je zadan soufadnicovy systém
(vzhledem k d).

Pozndmka 3.3.1 V metrické geometrii je tedy kazda ptimka jistym zpusobem ztotoznéna
s mnozinou realnych ¢isel.

Dusledek 3.3.1 Kazdd primka v metrické geometrii md nekoneéné mnoho bodi.

Lemma 3.3.1 Je-li ¢ € Pa f:{ — R je zobrazeni, které je surjektivni a spliuje
vlastnost

|f(A) = f(B)| = d(A, B)
pro YA, B € ¢, pak [ je injektioni (a je tedy soustavou souradnic na f).
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Pozndmka 3.3.2 Ne kazd4d distanéni funkce (i kdyz je tfeba metrikou) je vhodnd
pro vytvoreni metrické geometrie.

Véta 3.3.1 Eukleidovskd rovina s (eukleidovskou) distanci dg je metrickou geometrid.

Poznamka 3.3.3 Pod pojmem eukleidovskd rovina budeme nadale rozumét
&= (RQ,PEadE)'

Véta 3.3.2 FEukleidovskd rovina s taxikdrskou distanci dr je metrickd geometrie.

Dusledek 3.3.2 Z predchoziho vypljvd, Ze mohou existoval ruzné metrické geometrie vy-
stavéné na stejné incidencni geometrii.

Véta 3.3.3 Necht dy je distancni funkce na Poincarého roving, potom H = (H, P, ds)
je metrickd geometrie.

3.4 Popis eukleidovské roviny
s vyuzitim vektorového poctu

Pouzity zpusob zavedeni eukleidovské roviny byl blizky analytické geometrii. Jeho vyhodou
je rychlé ovéfeni platnosti axiomu. Naopak nevyhoda spoc¢ivd v umélém rozdéleni piimek
do dvou skupin. Co do geometrickych vlastnosti jsou ale pfimky I. i II. typu stejné. Euklei-
dovskou rovinu muzeme alternativné popsat s vyuzitim vektorového poctu a metod linedrni
algebry. Tento pristup nam usnadni zavedeni nékterych pojmu a dokazovani vztahu.

Déle budeme uvazovat R? jako redlny vektorovy prostor dimenze 2 nad R, pficemz
linearni operace jsou definovany po slozkach.

Oznaéeni: Pifmku jdouci dvéma riznymi body A, B € R? oznaéime L 4. Tato pifmka
je dana vztahem:
Lip={xcR*|z=A+t(B—A) projisté tcR}.
Véta 3.4.1 Necht P’ je systém vsech podmnozin v R? tvaru Lap. Pak (R2,P') je euklei-

dovskd rovina, a je tedy incidencéni geometrii.

Vyuzitim téchto novych prostiedkt muzeme také charakterizovat distan¢ni funkci dg a
soustavy soufadnic.

Lemma 3.4.1 Jsou-li A,B € R?, pak dg(A,B)=| A—-B|.

Lemma 3.4.2 Pro primku Lap (v eukleidovské roviné) md funkce f: Lap — R, kterd je
ddna predpisem:
fLAA+H(B-A))=t|B—-Al,

vlastnosti soustavy souradnic pro metrickou geometrii (R*, P’ dg).

Nase dosavadni uvahy se tykaly pouze vzdalenosti bodu lezicich na piimce. Nyni nds
budou zajimat distan¢ni funkce, které navic spliiuji trojihelnikovou nerovnost.

Definice 3.4.1 Rekneme, Ze distanéni funkce spliiuje trojihelnikovou nerovnost, jestlize
plati
d(A,C) <d(A,B)+d(B,C)

pro vsechny body A, B, C € B .

Véta 3.4.2 Fukleidovskd distancéni funkce spliuje trojuhelnikovou nerovnost.
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3.5 Zavedeni vztahu "mezi” a elementarni ttvary

3.5.1 Vztah "mezi”

K zavedeni vztahu "mezi” vyuzijeme distan¢ni funkci. Vztah ”"mezi” pozdéji s vyhodou
vyuzijeme k zavedeni uitvaru usecka, poloptimka, tihel a trojihelnik.

Definice 3.5.1 Jsou-li A, B, C navzajem ruzné body lezici v jedné piimce néjaké metrické
geometrie (B, P, d), fekneme, ze B lezi mezi A a C, plati-li

d(A,B) +d(B,C) =d(A,QC).
Coz budeme znacit A — B — C.
Véta 3.5.1 Jestlize plati A — B — C', pak plati také C — B — A.

Definice 3.5.2 Jsou-li z, y, 2z € R, fekneme, Ze y je mezi z a z, jestlize plati bud z < y < 2
nebo z > y > z. Obé tyto moznosti budeme zapisovat soucasné ve tvaru x * y * z.

Poznamka 3.5.1 Pro tfi ruzna redlnd ¢isla vzdy plati, ze pravé jedno z nich je mezi dalsimi
dvéma.

Véta 3.5.2 Necht ¢ je primka a f je jeji souradnicovy systém. Jsou-li A, B, C tri body
na primce a x, Yy, z jejich soutadnice, potom A — B — C prdvé tehdy, kdyz x xy * z.

Dusledek 3.5.1 Jsou-li ddny tri ruzné body na piimce, prdvé jeden z nich je mezi
zbyvagicimi dvéma.

Véta 3.5.3 Jsou-li A, B dva ruzné body metrické geometrie, pak
(i) existuje bod C takovy, 2¢e A— B — C,
(ii) existuje bod D takovy, Ze A— D — B.
Dusledek 3.5.2 Mezi dvéma ruznymi body je nekoneéné mnoho dal§ich bodi.
Poznamka 3.5.2 Zipisem A — B — C — D v metrické geometrii rozumime, Ze soucasné

platt A—-B—C, A—~B-D, A—C—-D a B—C —D.

3.5.2 Elementarni ttvary
steéky, polopirimky

Definice 3.5.3 Necht je ddna metrickd geometrie a dva rtzné body A, B. Useckou AB
nazveme mnozinu

AB={CeB;(A—C—B)V(C=A)V(C=DB)

Definice 3.5.4 Je-li M podmnozina metrické geometrie, jeji bod B € M nazveme
prubéznym, jestlize existuji body X,Y € M takové, ze X — B — Y.

V opacéném piipadé nazveme bod B bodem extremdalnim (neboli hraniénim).
Véta 3.5.4 Jsou-li A # B body metrické geometrie a AB jimi uréend usecka, pak jejimi

hraniénimi body jsou prdavé body A a B.
Specidlné, je-li CD = AB, pak plati {C, D} = {A, B}.
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Definice 3.5.5 Krajnimi body tsecky AB nazveme body A, B. Délkou této tsecky
nazveme ¢islo d(A, B) a budeme ji zkrdcené zapisovat AB.

Definice 3.5.6 Jsou-li A # B body metrické geometrie, (uzavienou) polopifmkou
s pocatkem A uréenou bodem B nazveme mnozinu

AB=ABU{CeB, A—B-C}.
Véta 3.5.5 V metrické geometrii plati:
(i)je-liCeA—B> aC#A, pakA—C)':A—B),
(i) je-li AB = @, potom A = C.

Véta 3.5.6 Jsou-li A # B body metrické geometrie, existuje soustava souradnic
—_—
f+AB — R takovd, zZe
— —
AB ={X € AB; f(X) > 0}.

Definice 3.5.7 Dvé tsecky AB a CD metrické geometrie nazveme kongruentn{ (znacime
AB = (CD), jsou-li jejich délky stejné (tedy pokud plati AB = CD).

Véta 3.5.7 Je-li AB poloprimka a CD iisecka, existuje jeding bod C € AB takovy, Ze

CD =~ AB.



Kapitola 4

Paschova geometrie

4.1 Definice Paschovy geometrie

Paschiiv axiom: Necht je dén trojihelnik AABC a pifmka p, kterd neprochazi zadnym
z jeho vrcholu, ale protind jednu jeho stranu v jejim vnitinim bodé. Potom tato pfimka musi
protnout také jednu ze zbyvajicich dvou stran AABC' v jejim vnitinim bodé.

Definice 4.1.1 Metrickou geometrii spliiujici Paschuv axiom nazveme Paschovou geometrii.

Definice 4.1.2 Metrickd geometrie spliiuje Paschuv pozadavek (PP), jestlize pro kazdou
piimku ¢, kazdy trojihelnik AABC a v8echny body D € ¢ takové, ze A — D — B, plati

(NAC #0 nebo (N BC # 0.

Véta 4.1.1 Spliuje-li metrickd geometrie PP, pak spliiuje i Paschuv axiom.

4.2 Vnitrky

Definice 4.2.1 Necht {S, L, d} je metricka geometrie a S; C S. Rekneme, 7e S; je konvexni
mnozina, jestlize pro kazdé dva body P, Q € &; plati

mcsl.

Definice 4.2.2 Necht {S, £, d} je metrickd geometrie. Pro kazdou piimku ¢ € £ definujeme
dvé podmnoziny Hy, Hy C S takové, ze plati

(i) S\¢{=H; UH,

(ii) Hy, Hy jsou konvexni a navzdjem disjunktni mnoziny
(iii) jetlize A € Hy a B € Hy, pak AB N { # 0.
Podmnoziny H;, Hy nazveme poloroviny uréené piimkou /.

Definice 4.2.3 Necht {S, L, d} je metrickd geometrie, £ € L je libovolnd pifmka a Hy, Hy
jsou poloroviny urcené primkou .
Rekneme, ze dva ruzné body A, B lezi na stejné strané od ¢, jestlize plati

AcH, ANBeH; nebo AecH,;ABCcH,.

16
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Rekneme, ze body A a B lezi na opac¢nych strandch od pifmky ¢, jestlize plati
AEHl/\BGHg nebo AEHQ/\BEHl.

Véta 4.2.1 V Paschové geometrii plati: jestlie meprdzdnd konvexni podmmnozina A # ()
neprotind primku £, pak vsechny body A lezi na stejné strané od £.

Definice 4.2.4 Vnitiek polopfimky je v metrické geometrii mnozina
int(AB) = AB \ {A}.
Vnitfek usecky je v metrické geometrii mnozina
int(AB) U {A, B}.

Véta 4.2.2 Jestlize A oznacuje primku (resp. poloprimku, usecku mebo jejich wvnitiky)
v Paschové geometrii a € je primka, kterd A neprotindg, pak celd primka ¢ leZi na jedné
strané od A.

Véta 4.2.3 V Paschové geometrii plati, jsou-li P, Q v opacngch polorovindch urcéenyjch
>
primkou AB, pak
RN )
BPNAQ =0, atedyi BPNAQ=0.

Definice 4.2.5 V Paschové geometrii vnitikem thlu ZABC' nazveme priunik polorovin
—_——
ABC a BCA.

Véta 4.2.4 V Paschové geometrii plati: je-li /ABC = /A'BC’, pak také
int(LABC) = int(LA'BC").

Véta 4.2.5 V Paschové geometrii plati: P € int(LABC) prdvé tehdy, kdyz A, P jsou
<
ve stejné poloroviné urcéené primkou BC a soucasné C, P jsou ve stejné poloroviné uréené
<«
primkou BA.

Véta 4.2.6 Je-li v Paschové geometrii din ANABC' a plati A— P —C, pak P € int(LABC),
a tedy -
int(AC) C int(LABC).

Véta 4.2.7 (KriZovd véta:) V Paschové geometrii, je-li P € int(£LABC), potom BP protind
—
AC v jediném bodé F takovém, Ze plati A— F — C.

Poznamka 4.2.1 Tato véta Tesi situaci, kdy primka vstoupi do trojihelnika piimo jednim
jeho vrcholem (na rozdil od Paschovy véty, kterd popisuje chovani piimky, jez vstupuje
do trojuhelnika mimo jeho vrcholy).

Véta 4.2.8 V Paschové geometrii plati, je-li CP N AB =0, potom P € int(LABC) prdvé
<
tehdy, kdyz A, C jsou v opacnijch polorovindch urcenych BP.

Definice 4.2.6 V Paschové geometrii vnitikem trojihelnika A ABC rozumime prunik polo-
rovin ABC, BCA a CAB. Znacime int(ANABC).

Véta 4.2.9 Vnitrek int(AABC) je v Paschové geometrii konvezni mnoZinou.

Pozndmka 4.2.2 Také AABC Uint(AABC) je konvexn{ mnozina.



Kapitola 5

Shodnostni geometrie

5.1 Mira uhlu

Definice 5.1.1 Necht 79 € R je pevné redlné éislo. V Paschové geometrii mira hlu odpo-
vidajici ¢ je funkce m : U — R (kde U je mnozina vsech thlu) takovd, ze plati:

(i) je-li ZABC € U, potom
0 < m(£LABC) < g,

—_—
(ii) jestlize BC lez{ v hrani¢n{ pifmce poloroviny Hp a je-li ¢ € R takové redlné ¢islo, ze
—
plati 0 < t < 7o, pak existuje jedind polopiimka BA takova, ze

Ae H N m(£LABC) =t,
(iii) je-li D € int(£LABC'), potom
m(LABD) +m(£DBC) = m(£LABC).

Poznamka 5.1.1 Speciélné pro rp = 180 nazyvdme m stupnovou mirou (nepfipisujeme
symbol stupinu, protoze zde mira thlu je definovdna jako realné ¢islo). Je-li ro = m, pak m
je mira v radianech.

Dohoda: V dalsim textu budeme uvazovat miru stupnovou.

Poznamka 5.1.2 Uhel v tomto smyslu nemuze mit miru 0 nebo 180.

Definice 5.1.2 V eukleidovské roviné zavedeme eukleidovskou miru thlu pro ZABC vzta-

hem
(A— B).(C - B)

A= B|.IC =B

mp(LABC) = cos™!

Definice 5.1.3 V Poincarého roviné zavedeme miru ihlu ZABC vztahem:

TaTpc
| Tpall - | Toc |’

kde T 4 oznacuje tzv. eukleidovsky teény vektor k hyperbolické polopiimce BA Poincarého
modelu.

my(L/ABC) = cos™ !

18
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Definice 5.1.4 Je-li BA hyperbolicka polopiimka Poincarého roviny,
B=(zp,yp), A= (za,y4),
eukleidovskym teénym vektorem k BA budeme nazyvat vektor
Tpa = (0,ya —yg), je-li AB piimka I. typu,
(ys,C — x), je-li AB pifmka II. typu (L, a plati 25 < .4,
—(yp,C — zg), je-li AB piimka IL. typu L, a zp > z 4.
Poznamka 5.1.3 Eukleidovska polopfimka pattici k AB je B—A; , kde
A'=B+Tga.
Vyse definovand mira dhlu ndm umozni zavést nyni obvyklou terminologii pro thly.
Definice 5.1.5 Uhel ZABC nazveme ostrym, jestlize mira thlu
m(LABC) < 90.
Definice 5.1.6 Uhel ZABC nazveme pravym, jestlize mira dhlu
m(LABC) = 90.
Definice 5.1.7 Uhel ZABC nazveme tupym, jestlize mira dhlu
m(LABC) > 90.
Definice 5.1.8 Dva thly ZABC, ZDEF nazveme 1hly sousedni, jestlize
m(LABC) +m(£LDEF) = 180.
Definice 5.1.9 Dva dhly ZABC, ZDEF nazveme uhly doplikové, jestlize
m(£LABC) + m(LDEF) = 90.
Véta 5.1.1 Dwva tihly ZABC a LA'BC’ jsou thly vrcholové, prdvé tehdy, kdyz plati
(A-B-AANC—-B-C') nebo (A-B-C'ANC-B-A4)
(neboli pokud jejich sjednocenim dostaneme riznobézky).

Véta 5.1.2 Dwva uhly ZABC a ZCBD tvori sousedni uhly, jestlize plati A— B — D.

5.2 Definice shodnostni geometrie

Definice 5.2.1 Paschovu geometrii nazveme geometrii shodnostni, je-li v ni dana mira hlu
m.

Véta 5.2.1 Necht body C, D (ve shodnostni geometrii) leZi ve stejné poloroviné uréené
—
primkou AB a plati m(£LABC) < m(£LABD), potom C € int(£LABD).

Definice 5.2.2 Rekneme, ze thly ZABC a ZCBD tvoii linedrni dvojici, jestlize plati
A—B-D.
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Véta 5.2.2 (o linedrnd dvojici): Jestlize ZABC a ZCBD tvoii ve shodnostni geometrii
linedrni dvojici, pak jsou whly sousednimi (soucet jejich mér je 180).

Véta 5.2.3 Je-li ve shodnostni geometrii

m(LABC) + m(£LCBD) = m(LABD),
potom C € int(£LABD).
Poznamka 5.2.1 Pro vzdalenosti analogicky vztah neplati.

Priklad 5.2.1 Uzijeme-li taxikarskou metriku, snadno se presvédcéime, ze z platnosti
d(A,B) +d(B,C) = d(A, C) zde nevyplyvd B € int(AC).

Uvazujme body A = (x1,y1), B(z2,y1), C = (22,92).
dr(A,C) = |z — 22| + [y1 — y2|

dr(A,B) +drp(B,C) = |z1 — x2| + |y1 — y1| + w2 — 22| + [y1 — 32| = d7r (A, C)

a pritom body A, B, C nejsou kolinearni.

Véta 5.2.4 Lezi-li body A a D v opacnijch polorovindch urcenych primkou Fd’ a plati
m(LABC) + m(£CBD) = 180,

potom A — B — D a uhly tvori linedrni dvojici.

K obéma vétam plati také véty obracené.

5.3 Kolmost primek a shodnost uhla

Definice 5.3.1 Dvé piimky ¢ a ¢ jsou kolmé, jestlize f N ¢ = P a pro VA € {,B € ('
A # P # B je ZAPB pravy thel. Zapisujeme £1/¢'.

Definice 5.3.2 Dvé polopiimky (resp. usecky) jsou kolmé, jestlize piimky, které jsou jimi
urceny, jsou kolmé.

Véta 5.3.1 Je-li dana primka ¢ a bod B € { ve shodnostni geometrii, pak existuje jedind
primka ¢ takovd, Ze B € £ a soucasné {10,

Pozndmka 5.3.1 Je-li B ¢ ¢, neni zarucena existence (ani jednoznac¢nost) kolmice bodem
B k primce £. Ve shodnostni geometrii nemusi platit Pythagorova véta.

Definice 5.3.3 Osou tsecky AB ve shodnostni geometrii nazveme pifmku ¢, ktera prochézi
stfedem tsecky AB a je k ni kolm4.

Véta 5.3.2 Ve shodnostni geometrii ma kazdd usecka jedinou osu usecky.
Definice 5.3.4 Osou thlu ZABC nazveme polopiimku BD takovou, ze
D e int(LABC) a m(LABD)=m(£DBC).

Véta 5.3.3 Ve shodnostni geometrii md kazdy uhel ZABC jedinou osu thlu.
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Definice 5.3.5 Rekneme, 7e tthel ZABC je shodny s thlem /DEF, jestlize plati
m(LABC) = m(£LDEF).
Znacime /ABC = /DFEF.
Déle ve shodnostni geometrii plati nasledujici véty:
Véta 5.3.4 Jsou-li uhly vrcholové, pak jsou shodné.
Véta 5.3.5 (o séitdni dhld): Plati-li D € int(£LABC), S € int(£LPQR),
LZABD =2 /PQS a 4ZDBC %= /SQR,

pak také
/ABC = /PQR.

Véta 5.3.6 (o0 odcitand uhli): Jestlize D € int(LABC), S € int(£LPQR),
LABD = /PQS a JABC 2 /PQR,

potom plati
/DBC = /SQR.

Véta 5.3.7 (o konstrukci dhii): Je-li ddn vhel ZABC' a poloprimka ED, kterd lezi v hra-
—
niéni primce poloroviny Hy, potom existuje jedind poloprimka EF takovd, Ze

FeH; asoucasne JLABC = /DEF.



Kapitola 6

Neutralni geometrie

6.1 Axiom strana-uhel-strana

Definice 6.1.1 Necht AABC a ADEF jsou dva trojtihelniky ve shodnostni geometrii a
necht zobrazeni f : {A, B,C} — {D, E, F} je bijekce mezi vrcholy trojihelnika. Zobrazeni
f je kongruence, jestlize plati:

AB = f(A)f(B), BC = f(B)f(C), CA= f(C)f(A)

LOAB = Z(f(C)f(A)f(B)), LABC = Z(f(A)f(B)f(C)), LBCA= Z(f(B)f(C)f(A)).

Definice 6.1.2 Dva trojihelniky AABC a ADEF jsou kongruentni, jestlize existuje kon-
gruence f: {A, B,C} — {D, E, F'}, kterd je ddna vztahem

f(A) =D, f(B)=E, f(C)=TF;

piseme
ANABC =2 ADEF.

Definice 6.1.3 Rekneme, ze ve shodnostni geometrii plati axiom strana-ihel-strana, (sus),
jestlize kazdé dva trojihelniky AABC a ADEF, ve kterych plati

AB~DE, /ABC = /DEF, BC 2 EF,
jsou kongruentni.

Definice 6.1.4 Shodnostni geometrii, ve které plati axiom sus, nazveme neutralni ge-
ometril.

Poznamka 6.1.1 Eukleidovskd i Poincarého rovina jsou piiklady neutralni geometrie.
Taxikarska rovina neni neutralni geometrii.

Definice 6.1.5 Trojuhelnik ve shodnostni geometrii je rovnoramenny, jestlize nejméné dveé
jeho strany jsou kongruentni. V ostatnich pfipadech je trojihelnik obecny.
Trojuhelnik je rovnostranny, jestlize jsou vSechny tii jeho strany kongruentni.

Véta 6.1.1 V neutrdlni geometrii jsou whly pri zdkladné rovnoramenného trojuhelnika kon-
gruentni.

22
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Diikaz: Necht AABC je rovnoramenny a plati AB =2 C'B. Necht je ddle dédna kongruence
f(A) =C, f(B) = B, f(C) = A. (Je odvozena z osové soumérnosti daného trojihelniku
podle osy prochézejici bodem B a kolmé k 14—)6’)

Protoze AB = CB, ZABC = /CBA a CB = AB, je AABC = ACBA podle véty sus.
To ale znamend, ze ZBAC = /BC A, takze ihly pii zdkladné jsou kongruentni.

6.2 Axiom uhel-strana-uhel

Definice 6.2.1 Shodnostni geometrie spliiuje axiom thel-strana-ihel (usu), jestlize kazdé
dva trojihelniky AABC a ADEF, ve kterych plati

/CAB = /FDE, AB = DE, /ABC = /DEF,
jsou kongruentni.
Véta 6.2.1 Neutrdlni geometrie spliiuje aziom vhel-strana-ihel (usu).

Ditkaz: Necht AABC a ADEF jsou dva trojuhelniky, ve kterych plati
/CAB = /FDE, AB = DE a /ABC = /DEF. Existuje pravé jeden bod G € DF
takovy, ze plati DG = AC.

Chceme ukazat, ze plati AABC 2 ADEG a ze G = F, tedy ze NABC =2 ADEF.

Protoze AB = DE, /CAB = /DEG a AC = DG podle axiomu sus, tedy plati
ABAC =2 ANEDG. Proto ZABC = /DEG. Ale podle predpokladu je ZABC = /DEF,
tedy ZDEF = /DEG. Protoze G € D—]f‘, F a @ jsou na stejné strané od DE. Podle véty

— — —_— — =
o konstrukci ihlu EF = EG. Tudiz {F} = EFNDF = EGNDF ={G}, F = G, a tedy
NABC = ADEF.

Véta 6.2.2 Nﬁht’ je v neutrdlni geometrii dany NABC, ve kterém plati ZCAB = /BCA,
potom AB = CB a tento trojuhelnik je rovnoramenny.

Diukaz najde ¢tenar v literatufe.

6.3 Axiom strana-strana-strana

Definice 6.3.1 Rekneme, 7e shodnostni geometrie spliiuje axiom strana-strana-strana
(sss), jestlize kazdé dva trojihelniky AABC a ADEF, ve kterych plati

AB=DFE, BO=2EF a CA=FD,
jsou kongruentni.

Véta 6.3.1 Neutrdlni geometrie splnuje axiom sss.

~ Dikaz: Nidlﬁ AABC a ADEF jsou dva trojihelniky, pro které plati AB =~ DE,
BC 2 EF a CA = FD. Vytvoiime kopii trojihelnika ADEF na spodni strané AABC a
vyuzijeme axiom sus. (Podle véty o konstrukei thlu existuje pravé jedna polopiimka AH ,
kde H lezi na opa¢né strané od AC nez bod B a plati Z/CAH = /FDE. A existuje préavé
jeden bod B’ € AH takovy, ze AB’ = DE).

Protoze CA = FD, /CAB' = /FDE a B'’A = FED, je podle axiomu sus
ACAB' = AFDE. Déle ukdzeme, ze AABC = ANAB’C. Protoze jsou B a B’ na opacnych

=

strandch od pifimky ;16)', usectka BB’ protinda AC v jediném bodé G. Pro tento bod je pét
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moznosti: G —A—C, G=A, A—-G-C, G=C, A—C — G. Prvni a patd moznost jsou
v podstaté shodné, stejné tak druha a ¢tvrta.

Dokézeme platnost pro prvni moznost: Predpokliddme G — A — C, takze B, A a
B’ nejsou kolinedrni. ABAB’ je rovnoramenny, protoze BA = ED = B'A. Tudiz
/ABB' = /AB'B. Podobné¢ ABCB’ je rovnoramenny a /CBB’' = /CB’B. Protoze
G—-—A-C,je A€ int(LCBG) = int(£LCBB’). Podobné A € int(LCB’'B). Podle véty
o odéftani Ghli ZCBA = /CB'A. Protoze BA = ED = B'A a BC = EF = B'C, je
ANABC = NAB'C podle véty sus.

Podobné uvazujeme dals{ moznosti a celkem dostaneme AABC = NAB'C = ADEF.

Véta 6.3.2 Jestlize shodnostni geometrie spliiuje axiom usu, pak spliuje také axiom sus,
a je tedy neutrdlni geometrii.

Véta 6.3.3 Necht je v neutrdini geometrii ddna primka ¢ a bod B ¢ {, potom existuje
alesponi jedna primka jdouct bodem B, kterd je kolmd k primce £.

Diikaz: Nechf A a C jsou dva rizné body na £. Podle véty o konstrukci thla existuje
pravé jedna polopiimka AH takovd, ze H je na opacné strané od ¢ = 14—C>' nez B a plati
/CAH = /CAB. Existuje jediny bod B’ € Xﬁ, pro ktery AB’ = AB. Protoze B a B’ jsou
na opacnych stranach od ¢, BB’ protina ¢ pravé v jednom bodé G.

Jestlize G # A, poto(m_A}BAG ~ AB’'AG podle véty sus, takze /ZBAC = /AGB’. Tedy

Z/AGB je pravy thel a BB’ 1 /.
>
Pokud G = A, potom ZBAC a /B’ AC tvoii linedrni par shodnych uhla, a tedy BB" L ¢.

6.4 Veéta o vnéjsim dhlu a jeji diasledky

Definice 6.4.1 V metrické geometrii plati, ze tisecka AB je kratsf nez tsecka C'D (piseme
AB < CD), jestlize AB < CD. o o
Podobné tsecka AB je delsi nez tusecka C'D (piseme AB > CD), jestlize AB > CD.

Definice 6.4.2 Ve shodnostni geometrii tthel ZABC je mensi nez Z/DEF (piSeme
LABC < £LDEF), jestlize
m(LABC) < m(£LDEF).

Rekneme, ze tthel ZABC je vétsi nez /DEF (piseme ZABC > /DEF), jestlize
m(£LABC) > m(£DEF).

Véta 6.4.1 V metrické geometrii je tsecka AB kratsi nez CD prdvé tehdy, kdyz existuje
bod G € int(CD) tak, Ze plati AB = CG.

Véta 6.4.2 Ve shodnostni geometrii je ZABC mensi nez ZDEF pravé tehdy, kdyz existuje
bod G € int(£LDEF) takovy, e ZABC = /DEQG.

Definice 6.4.3 Méjme dédn ve shodnostni geometrii trojihelnik AABC. Jestlize plati
A —C — D, potom thel ZBDC je vnéjsim uhlem AABC; ZCAB a ZABC jsou protilehlé
vnitini dhly k vnéjsimu dhlu ZBCD.

v

vetsT nez kterykoli z jeho protilehlych vnitinich whli.
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B E

A C D
Obrazek 6.1: Véta o vnéjsim thlu

Diikaz: Necht je ddn AABC a plati A—C— D. Ovéifme, Ze z platnosti ZBCD > LABC
vyplyva /BCD > /BAC.

Necht M je stied tsecky BC a necht E je bod polopiimky W, pro ktery plati A—M —E
aME = MA (Viz obr.6.1). Protoze ZAM B a ZEMC jsou tihly vrcholové, jsou kongruentni.
Protoze BM = MC, dostdvime AAMB = AEMC podle véty sus. Proto

/ABC = /ABM = /ECM = Z/ECB.
Ale protoze A — M — E, musi platit E € int(£BCD). Déle podle véty 6.4.2
/ABC = /ECB < Z/BCD nebo /BCD > /ABC.

Pro dukaz, ze /BCD > /BAC, zvolime D’ tak, ze B — C' — D’. Podle prvnf ¢dsti dukazu
plati
ZACD > /BAC a /ACD' = /BCD.

Tedy £/BCD > Z/BAC.

Disledek 6.4.1 V neutrdlni geometrii existuje prdvé jedna primka kolmd k primce £ jdouct
bodem P, ktery nelezi na £.

Dukaz: Jestlize P € ¢, potom tvrzeni plati podle véty 5.3.1 Proto se budeme zabyvat
pouze piipadem, kdy P & ¢. Podle véty 6.3.3 existuje takova piimka. Nyni predpokladejme,
Ze existuji dvé ruzné pifmky ¢ a £” jdouci bodem P a obé kolmé k £. Necht A = £/ N ¢
a C =/¢"N{L. Protoze £’ a £” jsou ruzné primky, nemohou mit dva spole¢né body, a tudiz
A#£C.

Zvolime si bod D takovy, ze A — C — D. Potom pravy thel ZDCP je vngjsi thel
trojihelnika AAPC, a tedy je vétsi nez LZCAP podle véty o vnéjsim uhlu. Coz je spor
s tim, ze ZC AP je pravy a vSechny pravé ihly jsou kongruentni. Proto nemohou existovat
dvé ruzné piimky jdouci bodem P a kolmé k piimce /.

Véta 6.4.4 (axiom strana-thel-thel): Méjme ddny v neutrdlni geometrii dva trojuhelniky

ANABC a ADEF. Jestlize
AB=DE, /CAB<=/FDE a /BCA=/EFD,

potom
ANABC = ADEF.

Dukaz: Jes‘cliieiAicv e DF, potom jedna tuseéka musi byt kratsi nez drubd.
Predpokladejme, ze AC' < DF. Potom existuje bod G takovy, ze D — G — F a AC' = DQ@G.
Nyni ABAC =2 AEDG podle véty sus, tedy LZACB = Z/DGE. Protoze ZDGE je vnéjsim
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thlem AGEF, musi byt /DGE > ZDFFE podle véty o vnégjsim thlu. Podle predpokladu
je ale ZACB = /DFE, tedy

LACB = /DGE > /DFE = LACB,

coz nemuze nastat. Podobné nemiize byt ani AC < DF. Musi tedy platit AC = DF a
ABAC =2 ANEDF podle véty sus.

Véta 6.4.5 Jestlize v neutrdlni geometrii dvé strany v trojuhelniku nejsou kongruentni, pak
nejsou kongruentni ani jim protilehlé whly a navic plati, Ze delsi strana leZi proti vétsimu
uhlu.

Diikaz: Predpokladdme, ze v AABC plati AB > AC. Chceme ukazat, ze
/BCA > £ABC. Existuje jediny bod D, pro ktery A — C — D a AD = AB. Protoze
A—C—-D,jeCeint(LABD) a ZABC < LABD.

Nicméné ABAD je rovhoramenny, plati v ném AB = AD, takze ZABD = /ADB.
Podle véty o vnéjsim thlu pro ABCD musi platit ZADB < ZACB. Tedy

LABC < LABD = LADB < LACB,
takze ZABC < ZBCA.

Véta 6.4.6 Jestlize v trojuhelniku v neutrdlni geometrii nejsou dva vnitini uhly kongru-
entni, pak nejsou kongruetni ani jim protilehlé strany a navic plati, Ze delsi strana leZi proti
vétsimu thlu.

Dukaz je analogicky dukazu ptedchozi véty.

Véta 6.4.7 (trojiuhelnikovd nerovnost): V neutrdlni geometrii je délka jedné strany
trojuhelnika vidy mensi nez soucet délek zbyvajicich dvou stran.

Diuikaz: musime ukdzat, ze v AABC plati AC < AB + BC. To muzeme udélat
prenesenim ”zbyvajici ¢sti” vzdalenosti AB za tsecku BC. Necht D € C—B) takovy, ze
C—B-D aBD = AB. Potom CD = CB + BD = BC + AB. Jestlize B € int(£DAC),
pak ZDAB < /DAC. Protoze ADBA je rovnoramenny, plati /DAB = /ADB, takze
/ZADB < /DAC. Aplikaci véty 6.4.5 na AADC, dostaneme AC < C'D. Celkem dostaneme
AC < BC + AB.

Véta 6.4.8 Necht jsou v neutrdlni geometrii ddiny dva trojihelniky ANABC a ADEF
takové, Ze S
AB= DE, BC<ZEF.

Pokud ZABC > /DEF, potom plati AC > DF.

Dikaz: Nejprve sestrojime kopii trojuhelnika ADEF p(()d_é)l strany BC trojihelnika
ANABC. Existuje pravé jeden bod H na stejné strané od BC jako A, pro ktery plati
/HBC = /DEF a BH = ED. Potom ADEF = AHBC podle véty sus. A proto
HC = DF. .

Protoze ZDEF < ZABC, H € int(£LABC) a BH protind AC' v jediném bodé K, nastane
bud B— H — K, H= K nebo B— K — H. Necht BL je osa ihlu ZABH = ZABK. Uzitim
kfizové véty vidime, ze BL protingd AK (a také AC) v jediném bodé M.

Nyni AABM = AHBM podle véty sus, takze AM = HM. Rozebereme jednotlivé
moznosti pro bod H. Jestlize H # K, potom C,H a M jsou nekolinearni a podle
trojihelnikové nerovnosti plati HC < HM + MC.
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Jestlize je K = H musi platit C'— H — M, coz znamend HC < MC < HM + MC. Protoze
AM = HM dostavame
HC <HM+ MC =AM + MC = AC.
(Posledn{ rovnost vychazi z toho, ze A — M — C.) Kone¢né protoze HC = DF vidime, 7e
DF < AC neboli AC > DF.

Véta 6.4.9 V neutrdlni geometrii je iusecka spojujici vrchol trojihelnika a libovolny bod
na protejsi strané trojuhelnika kratsi nez delsi ze zbjvagicich dvou stran trojuhelnika.

Dukaz najde ¢tenar v literatufe.

6.5 Pravouhly trojihelnik

Definice 6.5.1 Je-li néktery tthel v AABC pravy, trojihelnik AABC' se nazyva pravouhly.
Strana proti pravému thlu se nazyva prepona.

Definice 6.5.2 Usecka AB se nazyvé nejdelsi strana trojuhelnika AABC, jestlize plati
AB>AC a AB> BC.

Véta 6.5.1 Kazdy pravouhly trojihelnik v neutrdlni geometrii md vZdy jen jeden pravy uhel
a jednu preponu, kterd je jeho nejdelsi stranou.

Diikaz: Necht AABC je trojihelnik s pravym thlem pii vrcholu C. Nechf D je bod,
pro ktery plati D — C — B. Uhel ZDC'A je pravy a podle véty o vnéjsim uhlu musi platit

LABC < /DCA a ZCAB < ZDCA.

Tedy oba 1hly pii vrcholech A a B jsou ostré, a tudiz je jen jeden thel v AABC pravy.
Kone¢né podle véty 6.4.6
BC <AB a AC < AB.

Tedy piepona AB je nejdelsi stranou daného trojihelnika.

Definice 6.5.3 Nechf AABC je pravouthly s pravym thlem pii vrcholu C, potom AC a
BC jsou odvésny trojihelnika AABC.

Véta 6.5.2 Necht je v neutrdini geometrii ddna primka £, bod Q € £ a bod P & £, potom
(i) jestlize P(—Céj_& pak PQ < PR proVR € ¢,
(i) jestlize PQ < PR pro VR € £, potom ﬁ}) 14

Dukaz: Jestlize }(D—)Q L ¢a R €l potom bud Q = R (takze PQ = PR) nebo Q # R
(abody P, @, R nejsou kolinedrni). V druhém piipadé APQR m4é pravy thel pti vrcholu Q.
Podle vety 6.5£Q < PR, protoze PR je ptepona v APQR. Potom PQ < PR pro viechna
R €/ jestlize PQ L ¢.

Obracené predpokladejme, ze PQ) < PR pro vSechna R € ¢. Musime dokazat, ze % 1l
Necht ¢ je jedind pifmka jdouci bodem P, kterd je kolm4 k £ a necht /N ¢ = Q’.

Chceme ukézat, ze Q = Q'. Jestlize Q # Q’, potom APQ’Q je pravouhly a PQ' < PQ.
Protoze podle predpokladu plati PQ < PR pro vSechna R € ¢, specié{ln_é} PQ < PQ'. To je
spor s predpokladem, ze PQ’ < PQ, takze musi platit Q = Q’. Proto PQ = ¢ je kolm4 k £.
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Definice 6.5.4 Necht ¢ je piimka a P bod v neutrdlni geometrii. Vzdalenosti bodu P od
pifmky ¢ oznaéime d(P, ¢) a plat{
d(P,0) =d(P,Q) pro P¢g¢ kde Qe€l a PQLYL
d(P,f)=0 pro Pel.
Véta 6.5.3 Pro kazdou primku £ v neutrdlni geometrii a kazdy bod P & ¢ plati
d(P,0) <d(P,R) pro VREeL/.
Navic plati
<
d(P,l) =d(P,R) < PR L ¢.
Dukaz najde ¢tendr v literatufe.

Definice 6.5.5 Necht ¢ je jedind kolmice na AB , ktera prochéazi vrcholem C' trojuhelnika

AABC a nechf N AB = {D}, potom tsecku C'D nazyvame vyskou z vrcholu C a bod D
se nazyva pata vysky.

Véta 6.5.4 Pokud Ejinejdeléz’ strana trojuhelnika ANABC v neutrdlni geometrii a D je
pata vysky z bodu C na AB, pak plati A — D — B.

Diikaz: Plati bud D~ A—- B, D= A, A— D - B, D = B nebo A— B — D. Prvni
a posledni piipad jsou v podstaté stejné a podobné také druhy a ctvrty. Mame ukazat, ze
nemuze nastat prvn{ ani druhy pripad, tedy ze jedind moznost je A — D — B.

Necht CB je prepona v pravotihlém ACBD, potom DB < CB. Jestlize D — A — B,
potom musi byt AB < DB, takze

AB < DB < CB,

coZ je spor s tim, ze AB je nejdelsi strana trojuhelnika.
Jestlize D = A, potom AB = DB, takze

AB=DB < CB,
coz vede opét ke sporu. Musi tedy platit A — D — B.

Véta 6.5.5 Jestlize NABC a ADEF jsou pravouhlé trojihelniky s pravymi uhly pri vrc-
holech C a F' v neutrdlni geometrii a plati

AB~DE a AC=DF,

pak
NABC =2 ADEF.

Diukaz: Stejné jako v jinych vétdach o ekvivalenci trojuhelnikii chceme zkonstruovat
takovy trojuhelnik, ktery je kongruentni s obéma AABC a ADEF (Obr. 6.2).

Necht G je jediny bod, pro ktery plati E — F — G a FG = BC. Protoze E, F, G jsou
kolinedrni a ZDF'E je pravy thel, je také ZDFG pravy thel a plati ZACB = ZDFG. Podle
predpokladu AC = DF. 7 konstrukce vyplyva BC = GF. Tudiz AABC = ADGF podle
vety sus.

Protoze AABC = ADGF, je AB = DG. Ale podle piedpokladu AB = DE, takze
DE = DG a AEDG je rovnoramenny. Tedy

/DEF = /DEG = /DGFE = /DGF

ADEF = ADGF
podle véty suu. Celkem ANABC = ADEF.
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Obrazek 6.2:

Véta 6.5.6 Jestlize NABC a ADEF jsou pravouhlé trojihelniky s pravymi whly pri vrc-
holech C' a F' v neutrdlni geometrii a plati

AB~DE a /CAB=/FDE,

potom
NABC =2 ADEF.

Definice 6.5.6 Osou tsecky AB v neutralni geometrii budeme rozumét jedinou primku £
jdouci sttedem M tsecky AB, ktera je kolméd k AB.

Véta 6.5.7 V neutrdlni geometrii je osou usecky AB mnoZina
O={PcP|AP = BP}.

Diikaz: Nejprve ukazeme, ze O C £. Nechf P € O, musime ukézat, Ze potom P € £.
Jestlize P € <A_B>7 potom AP = BP implikuje A — P — B a P = M je stiedem tsecky AB.
Tedy P € ¢.

— — —>

Jestlize P ¢ AB nechf ¢ je jedind kolmice k AB jdouci bodem P. Nechf #/NAB = {N}.
Potom N neni A ani B. Mame tedy dva trojihelniky APNA a APN B, které jsou kongru-
entni. Tedy AN =2 NB a N = M je stied tsecky. Tedy ¢/ = ¢ a P € ¢, proto O C /.

Nyni ukazeme, ze ¢ C O. Budeme predpokladat, ze P € ¢ a ukdzeme, ze potom P € O.
Jestlize P € 1<4—B>, potom P = M a P € O. Pokud P ¢ E, potom LPMA = /PMB,
tedy oba tyto dhly jsou pravé. Tudiz APMA = APMB podle véty sus a PA = PB. Tedy
PeOalcCO. Celkem dostdvame ¢ = O.

Poznamka 6.5.1 V neutrdlni geometrii existuje jedind osa tsecky AB a je to mnozina
pravé vsech bodu, které maji stejnou vzdédlenost od bodu A i B.

Véta 6.5.8 Jestlize BD je osou uhlu ZABC' v neutrdlni geometrii a body E, F jsou paty
< —
kolmic vedengjch z bodu D k BA a BC, potom

DE = DF.

Dukaz najde ¢tenar v literatufe.

6.6 Teorie rovnobézek

Definice 6.6.1 M¢jme tii ruzné pifmky ¢, ¢1, ¢5. Rekneme, 7e £ je pricka £1 a (s, jestlize
£ protind piimky ¢y a 5 v ruznych bodech.
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Obrézek 6.3:

> — <
Definice 6.6.2 Predpokladejme, ze GH je prickou k g = AC' a p = DF v metrické geometrii
a plati
— > — >
ACNGH ={B} a DFNGH={E}.

Jestlize body A, B, C, D, E, F, G a H spliuji nasledujici podminky
(i) A-B-C, D-FE-F, G-B—E—H,
(ii) A a D jsou na téze strané od Cﬁ,
potom LZABE a /FEB se nazyvaji stiidavé thly a thly ZABG a ZDFEB thly souhlasné.

Véta 6.6.1 Necht {y, {5 jsou dvé primky v neutrdlni geometrii. Jestlize £ je pricka {1 a fo
s kongruentnimi stridavymi whly, pak existuje primka ', kterd je kolmd na €1 i {s.

Diikaz: Nechf ¢, = AC, ¢y = DF, { = GH, piicemz 6, N ¢ = {B}, l;N{ = {E},

A-B-C, D—FE—-F, G—B—E—HabodyAaDjsounastejnéstranéodE){ (Obr.
6.4). Jestlize stiidavé vnitin{ thly jsou pravé thly, potom GH je pozadovanou piimkou
¢, Jinak je jeden par st¥{davych vnitinich tihlu tvofen ostrymi dhly. Tento pripad méme
vySettit.
Piedpoklddejme, ze ZABE = /FEB jsou ostré tihly. Necht M je stfed usec¢ky EB a necht
P je pata kolmice z M na AC. Protoze /ABE = /ABM je ostry, A a P lezi na stejné
strané od GH. Mimoto jestlize @ je pata kolmice z bodu M k ﬁ, potom @ a F lezi také
na stejné strané od GH. Tedy P a @ jsou na opa¢nych stranach od GH.

A B C
M
D - =
H

Obrazek 6.4:
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Mame ukazat, ze P, M a @ jsou kolinearni. To dokdzeme pomoci véty o konstrukci whli.
Pravotihlé trojihelniky AM BP a AM EQ jsou kongruentnf, tudiz /BM P = /EM Q. Necht
R e PM je bod, pro ktery plati P— M — R. Podle véty o vrcholovém thlu /ZBMP = /EMR.
Tedy ZEMQ = ZEMR. @ a R jsou na stejné strané od G<—])'{ Podle véty o konstrukei ihla
je ZEMQ = ZEMR. Tedy Q € int(ME) C PM, takie P, M a Q jsou kolinedrni. Tedy
J(D—)Q = ¢ je hledan4 spolecn4 kolmice.

Véta 6.6.2 Jestlize dvé primky v neutrdlni geometrii {1, {3 maji spolecnou kolmici, pak
jsou rovnobéziné. Specidlne, existuje-li pricka k €1 a lo s kongruentnimi stridavymi whly,
potom {7 || Lo.

Dikaz: Predpokladejme, ze £ je kolmice k ¢; v bodé P a k ¢35 v bodé Q. Jestlize {1 = {5,
pak je prvni ¢ast tvrzeni trividlni. Déle budeme piedpokladat, ze 1 # £s.

Predpokliadejme nejprve, ze ¢1 N 5 obsahuje bod R. Potom P # R, Q # Ra P, Q, R
nejsou kolinedrni. Ale APQR ma dva pravé thly, coz neni mozné. Tedy

6106219 a 0 ||£2

Véta 6.6.3 V neutrdlni geometrii, necht ¢ je primka a P & £. Potom ezistuje primka '
jdouct bodem P, kterd je rovnobéznd s (.

Dukaz: Necht’{_Q) je pata kolmice k ¢ jdouci bodem P a ¢ je jedind kolmice k P<’_C>2
z bodu P. Potom PQ je spoleénd kolmice k ¢ a ¢’ a podle piedchozi véty plati £ || £

Definice 6.6.3 Rekneme, ze shodnostni geometrie splituje Eukleidiv paty postult, jestlize
R pd — >
BC je pticka DC a AB a plati

(i) A a D jsou na stejné strané od BC
(ii) m(£LABC) + m(£BCD) < 180.
— R <~
Potom AB a CD se protinaji v bodé F, ktery je na stejné strané od BC' jako body A a D.

Véta 6.6.4 Jestlize { je primka a P & £ v neutrdlni geometrii, kterd splriuje Eukleidiv pdty
postuldt, potom existuje prdvé jedna primka ¢’ jdouci bodem P, kterd je rovnobézind s £.

Diikaz: Necht /¢ je piimka takova, Ze @ je pata kolmice k ¢ z bodu P. Pfedpokliddejme,
e AB je jina piimka jdouci bodem P takova, ze plati A — P — B. Jestlize AB # (' potom
jeden z dhlu ZAPQ nebo ZBPQ je ostry. Aplikujeme Eukleiduv pdty postuldt a vidime,
e AD protind ¢ v bodé E. Tedy jestlize AB # ¢, potom AB neni rovnobéznd s £. Tudiz
existuje pouze jedna pfimka rovnobézna s £ jdouci bodem P.

Definice 6.6.4 Rekneme, Ze incidenéni geometrie spliiuje Eukleidovu vlastnost rovnobézek,
jestlize pro kazdou pfimku ¢ a kazdy bod P existuje pravé jedna piimka jdouci bodem P,
ktera je rovnobéznd s £.

Véta 6.6.5 Jestlize neutrdlni geometrie spliuje FEukleidovu vlastnost rovnobézek, pak
spliiuje také Eukleidiv paty postuldt.

) = . , > > . ., —
Dikaz: Necht BC' je piicka AB a CD, kde A a D jsou na stejné strané od BC.
Predpokladejme, ze
m(LABC) +m(£BCD) < 180.
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Chceme ukézat, ze
—
BANCD # 0.

Zvolime bod E na stejné strané od <B_C)’ jako A, pro ktery ZEBC a ZBCD jsou doplikové
uhly. Zvolime bod F, pro ktery FF — B — E. Potom /FBC a ZEBC jsou dopliikové 1ihly,
a tedy
/FBC = /DCB.
> >
Podle véty 6.6.2 plati BE || CD. Protoze predpokldddme splnéni Eukleidovy vlastnosti
> > > g d
rovnobézek, nemuze byt BA rovnobézna s C'D, protoze BA # BE. Proto

<

>

BANCD # 0.
Nyni musime ukazat, ze skute¢né plati

—_— —

BANCD # 0.
Protoze

m(LCAB) +m(£BCD) < 180 = m(LCBE) + m(£BCD)

dostavame

/CBA < Z/CBE.

Tedy A € int(LCBE), protoze A a E jsou na stejné strané od BC.
e N
Urcité A je na stejné strané od BE jako C. Tedy viechny body z int(BA) jsou na stejné
e =7 SR S5 . P o
strané od BE jako CD. Protoze CD N AB # (), bod z pruniku mus{ ndleZzet BA. Koneéné
. —_— . g ’ . ’ ~ == . .. o ~ 7 z ~ =
protoze int(BA) a int(CD) lezi na stejné strané od BC), jejich prusecik musi lezet na CD.
—
Tedy BANCD # 0.

6.7 Saccheriho ¢tyruhelnik

Definice 6.7.1 Ctyfihelnik ve shodnostni geometrii nazveme Saccheriho éEtyfihelnik,
jestlize ZBAD a ZADC jsou pravé a plati

AB = CD.

Umluva: Usecku AD budeme nazyvat dolni zdkladna, BC horni zékladna a AB, CD
ramena Saccheriho ¢tyfihelniku JABCD.

Véta 6.7.1 V neutrdlni geometric je kazdy Saccheriho  étyruhelnik  konvexnim
ctyruhelnikem.

o e SR 7 . . z .. =
Dikaz: Piimky AB a C'D maji spole¢nou kolmici, oznac¢ime ji AD. Podle véty 6.6.2
> R
AB || CD, a tedy ¢tyiihelnik je konvexni.

Definice 6.7.2 Dva konvexni ¢tyfihelniky v neutrdlni geometrii JABCD a OFEFGH
jsou kongruentni, jestlize odpovidajici si strany a tihly jsou kongruentni.
Piseme
OABCD 2 OFFGH.

Véta 6.7.2 Necht v neutrdlni geometrii JABCD a OPQRS jsou Saccheriho ctyrihelniky.
Jestlize plati S S
AD=PS a ABZ PQ,

potom
OABCD =2 OPQRS.
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Dusledek 6.7.1 Jestlize JABCD v neutrdlni geometrii je Saccheriho ctyrihelnik, potom
OABCD =20ODCBA aplati ZABC = /BCD.

Véta 6.7.3 (mnohothelnikovd nerovnost): Uvazujme n > 3. Jestlize Py, Ps, ..., P, jsou body
v neutrdlni geometrii, potom

d(Py, P,) <d(P1,P2)+ ... +d(Py—1, P,).

Dukaz: (provedeme matematickou indukei) Jestlize n = 3 dostdvdme trojihelnikovou
nerovnost, jejiz platnost byla dokazana dfive. Predpokladdme platnost pro n = k. Tedy
necht

d(Py, Py) < d(Py, Py) +d(Py, P3) + ... + d(Pr—1, Pr).

Podle trojihelnikové nerovnosti plati
d(P1, Pyy1) < d(Py, Py) + d(Py, Pet1)-
Kombinaci predchozich nerovnosti dostavame
d(Py, Pyy1) < d(Py, P2) + d(P2, P3) + ... + d(Pi—1, Pi) + d(Pg, Pit1)-

Dokazali jsme, ze z platnosti pro n = k vyplyva platnost pro n = k + 1. Nerovnost tedy
plati pro vSsechna n > 3.

Véta 6.7.4 Necht je v neutrdini geometrii ddn Saccheriho ¢tyrihelnik OABCD, potom

BC > AD.

B=B:1 (C=Ba2 Bs B4 Bs

©- © A

A=A1  D=Az2 As As As
Obréazek 6.5:
Diikaz: Zkonstruujeme fetézec kongruentnich Saccheriho étyitihelnikin (Obr 6.5). Necht
A1:A,A2:D731:B a BQZC
5 >
Pro kazdé k > 3 necht Ay je jediny bod na AD), pro ktery
Ak,Q — Ak,1 — Ak a AkflAk = E

Vsimnéme si, ze
d(Al, An+1) = ’ﬂd(A, D)

Pro kazdé k > 3, nechf By je jediny bod na stejné strané od AD jako B, pro ktery
[ > [ JE—
BLA, L AD a BpA, = BA.
Podle véty 6.7.2 jsou Saccheriho ctyithelniky OA;B;B;y1A;11 = OABCD pro Vi > 1.

Specialné
B1By =2 ByBg = .. ..
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Podle mnohotihelnikové nerovnosti
d(A1,Apy1) <d(A1,B1) +d(B1,Bs) + -+ d(Bpn, Bnt1) + d(Bryi1, Ang1)-
Dale protoze
d(A,B) =d(A1,B1) =d(Bpt1,Any1) a  d(B;, Bit1) = d(B,C),

n.d(A,D) <2d(A,B)+n.d(B,C) pro n>1.
Tedy
2
d(A,D)—d(B,C) < =d(A,B) pro n>1.
n

Protoze posledni nerovnost plati pro vSechna n > 1 a na pravé strané muzeme dosadit
libovolné malé ¢islo pii volbé velkého n, musi byt

d(A, D) — d(B,C) > 0.

Tedy S
AD < BC.

Véta 6.7.5 Necht je v neutrdlni geometrii ddn Saccheriho ctyrihelnik OABCD, potom

/ZABD < /BDC.

Véta 6.7.6 V neutrdlni geometrii je soucet mér ostrych whlu v pravouhlém trojuhelniku
mensi nebo roven 90.

<]E)lkaz: Necht AABC mé pravy thel pii vrcholu A a C je jediny bod na stejné strané
od AD jako B, pro ktery plati

CDLAD a AB=DC.
Mame tedy Saccheriho ¢tytuhelnik JABCD a podle véty 6.7.5
m(LABD) 4+ m(LADB) < m(£BDC) + m(£LADB).
Protoze Saccheriho ¢tyitihelnik ABCD je konvexni, B € int(£LADC) a tak
m(£BDC) + m(LADB) = m(ZADC) = 90.

Tedy
m(£LABD) +m(£ZADB) < 90.

Véta 6.7.7 (Saccheriho): V neutrdini geometrii je soucet mér vnitnich whli v trojihelniku
mensi nebo roven 180.

Diikaz: Necht AABC je libovolny trojihelnik. Piredpoklzidejr(n_e,> ze AC je jeho nejdelsi
stranou. Potom podle véty 6.5.4 patou kolmice z bodu B na AC je bod D takovy, ze
A— D —C. Piitom D € int(LABC), takze

m(£CAB)+m(LABC)+m(£BCA) = m(£/DAB)+m(LABD)+m(/BCD) < 90+90 = 180.
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Véta 6.7.8 (Eukleidova o souctu whli): V neutrdlni geometrii, kterd spliuje Eukleidovu
vlastnost rovnobézek je soucet mér vnitinich uhlu v kazZdém trojihelniku roven 180.

Diikaz: Necht je ddén AABC a necht / je jedind piimka jdouci bodem B a rovnobéina
—
s AC'. Zvolime D a F na ¢, aby platilo D — B — F a body D a A byly na stejné strané

od BC. Pak plati
/DBA~/BAC a /EBC = /BCA.

Vime, ze A € int(£DBC), takze
m(£LDBA) +m(£LABC) = m(£LDBC).
Tudiz
m(LCAB) + m(LABC) +m(£BCA) = m(£LDBA) + m(£LABC) + m(LEBC) =
=m(£LDBC) + m(£LEBC) = 180.

Definice 6.7.3 Ctyitihelnik JABCD je rovnobéznik, jestlize AB | CD a AD || BC.
Ctytuhelnik je pravothelnik, jestlize vSechny ¢tyfi jeho vnitini ihly jsou pravé.
Pravouhelnik je ¢tverec, jestlize vSechny jeho strany jsou kongruentni.

Véta 6.7.9 V neutrdlni geometrii je Saccheriho ¢tyriuhelnik vidy rovnobéznik.

Dikaz: V Saccheriho étyiihelniku OABCD je AB || CD. Protoze existuje piimka, ktera
—
je kolm4 k obéma strandm - napfiiklad piimka jdouci stfedy obou stran (oznacime ji AD)
— <
plati AD || BC.

Definice 6.7.4 Mnozina bodu A v neutrdlni geometrii je stejné vzdialena od ¢, jestlize
d(A,?) je stejnd pro VA € A.

Véta 6.7.10 Necht OABCD v neutrdlni geometrii je ctyrihelnik s praviymi whly pri vre-
holech A a D. Jestlize

AB >DC, pak /ABC < /DCB.

Ditkaz: Zvolime bod E € DC takovy, 7e plati D — C — E a DE = AB. Potom
OABED je Saccheriho ¢tyfihelnik, takze ZABE = /DEB. Podle véty o vnéjsim thlu
/DEB < ZDCB. Na druhou stranu C € int(£ZABE), proto

LABC < LABE.

Takze
/ABC < /ABE = /DEB < /DCB.

Véta 6.7.11 Jestlize DJABCD je cétyrihelnik v neutrdlni geometrii s pravymi ihly pri vrc-
holech A a D, potom

(i) AB > CD < /ABC < /DCB,
(ii) AB =~ CD <= /ABC = /DCB,

(iii) AB < CD <= /ABC > /DCB.

Véta 6.7.12 (Giordanova): Jestlize v neutrdlnd geometrii existujé tri rizné body na primce
£, které maji stejnou vzddlenost od primky ¢, pak £ je ekvidistanta {'.
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Duikaz: Jestlize £ = ¢/, potom £ je vSude stejné vzddlend od ¢'. Predpoklddejme tedy, Ze
¢ # 0. Necht
A, B, Cetl aplati d(A ) =d(B,¢)=d(C71).

Alespon dva z bodu A4, B, C musf lezet na stejné strané od £'. Piimka ¢ je tedy rovnobézna
s ¢/, a proto celd piimka £ lezi na jedné strané od ¢’'. Protoze jeden ze tif bodi na piimce
musi lezet mezi zbyvajicimi dvéma, musi lezet vSechny tfi body A, B, C na stejné strané
od ¢'. Muzeme tedy piedpoklddat, ze plati napiiklad A — B — C. Nechf D, E, F jsou
po fadé paty kolmic z bodu A, B, C k pifmce ¢'. Dostali jsme tii Saccheriho ¢tyfihelniky
ODABE, ODACF a OEBCF. Plati tedy

/ABE = /BAD 2 /BCF = /CBE.

Protoze ZABE a ZCBE tvoii linearni par, je ZABE pravy thel. Tudiz vSechny uhly
v pfedchozi kongruenci jsou pravé. Tedy Saccheriho ¢tyithelnik DD ACF je pravouhelnik.
Musime ukazat, ze pokud P € £ a S je pata kolmice z bodu P k ¢, pak

PS = AD.

Piipad 1. Ptredpoklidejme, ze P je mezi dvéma body z A, B, C. Musi tedy platit
A — P — C. Jestlize PS neni kolméa k ¢, potom jeden z hldt ZAPS a ZCPS je ostry.
Predpokladejme, ze ZAPS je ostry, tedy ZCPS je tupy a plati AD < PS < CF. Coz je
spor s tim, ze AD = C'F. Musi tedy platit PS L ¢. Proto

/APS >~ /PAD a PS~AD.

Pifpad 2. Nyni piedpoklddejme, ze P € ¢, ale P ¢ AC. Necht Q je jediny bod z ¢,

pro ktery P — A — Q a AQ = PA. Necht T je pata kolmice z bodu @ na ¢ (Obr.6.6).
APAD = AQAD podle véty sus. APDS = AQDT. Proto PS = QT.
Podobné necht R je jediny bod na ¢, pro ktery plati P — C — R a PC = CR a necht U je
pata kolmice z bodu R na ¢'. Potom PS = RU. Proto P, @, R jsou tii body na ¢, které jsou
stejné vzdalené od ¢'. Protoze plati P — A — @, potom podle pifpadu 1 je AD = PS protoze
A je mezi dvéma ze t¥{ bodu P, @, R, které jsou stejné vzddlené od £'. Proto pro vSechna
P plati PS = AD a /¢ je ekvidistanta ¢'.

P A Q C R

S D T F U

Obrazek 6.6:

6.8 Kriticka funkce

Véta 6.8.1 Necht { je primka v neutrdlni geometrii a P & £. Necht D je pata kolmice k ¢
—
jdouct bodem P. Potom PC N{ =0 vidy, kdyz m(£LDPC) > 90.
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Dikaz: Jestlize m(£ZDPC) = 90 potom PC || ¢, a tedy véta je pravdivd. Jestlize
m(£ZDPC) > 90, potom bod A lezi na stejné strané od PD jako C, takze m(£DPA) = 90.
Potom PA | ¢ a mt(P—Cf') lezi na opacné strané od PA nez D. Protoze vSechny body ¢ lezi
na stejné strané od <P_/>1, plati PCNL=0.

Definice 6.8.1 Nechf M je mnoZina realnych &fsel, potom r € R je nejmensf horni mez M
(piseme r = lub M), jestlize

(i) b <7 pro Vb € M,
(ii) pro Vs < r potom existuje prvek by € M takovy, ze s < bs.

Definice 6.8.2 Necht / je pfimka v neutrdln{ geometrii a P je bod, P & £. Jestlize D je
pata kolmice na £ jdouci bodem P a necht plati

— —
K(P,¢) ={r e R, pro kterd existuje PC takovd,ze PCN{ =0 a r=m(LDPC)}.
Kritickym ¢islem pro P a ¢ je
r(P,f) = lub{K(P,{)}.

Véta 6.8.2 V neutrdlni geometrii, necht P € £ a necht D je pata kolmice z bodu P na £.
Jestlize m(/DPC) > r(P,{), potom PCN{ =,

—
jestlize m(£LDPC) < r(P,{), potom PC N # 0.

Dikaz: Nejprve predpokladejme, ze m(ZDPC) = r(P,£). Chceme ukdzat, ze PCNE = (.
—
Piedpoklddejme sporem, ze PC protind ¢ v néjakém bodé R a necht S je néjaky bod,
pro ktery plati D — R — S. Potom R € int(£DPS), takze

m(£DPS) > m(/DPR) = m(£DPC) = r(P,{).

Ale PSN (= S, takze m(£DPS) € K(P,{), coz je spor s tim, ze r(P,£) je nejmens{ horn{
mez K(P,¢). Proto jestlize m(£DPC) = r(P,{), musi platit PCNL= (). Poznamenejme,
7e pokud B — P — C, potom m(ZDPB) > 90 a podle véty 6.8.1 PBN{=0. Proto pokud
m(£LDPC) = r(P,{), potom PC || €.

P

r(P,0

Obrazek 6.7:

Déle predpokladejme, Ze m(Z/DPC) > r(P,£). Nechf E je bod na stejné strané od PD
— —
jako C a plati m(£LDPE) = r(P,¢) (Obr. 6.7), tedy PE || ¢. Tedy int(PC) a £ lezi
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—> —
na opacénych strandch od PB. Proto PC N { = () jestlize m(LDPC) > r(P,¥).

Konecéné predpoklddejme, ze m(£LDPC) < r(P,¢). Chceme ukézat, Ze PCN¢ # 0.
Podle definice nejmens{ dolni meze existuje ¢islo s = m(LDPF) € K(P,{), pro které
m(£LDPC) < s. Protoze s € K(P,{), PF protind ¢ v néjakém bodé A. Jestlize A je
na stejné strané od PD jako C, potom C € int(£DPF), takze podle "kifzové véty” PC
protind DA a proto PCAYL #+ (. Jestlize A je na opacné strané od PD nez C, necht
A’ je jediny bod, pro ktery A — D — xia AD %ﬂ’. Potom podle véty sus plati
/ZDPA" = /DPA. C € int(£,DPA’) a PC protind DA’ a proto protind také ¢. Jestlize
tedy m(£DPC) < r(P,£), potom PCNY # 0.

Diusledek 6.8.1 Nechf ¢ je primka v neutrdini geometrii a P je bod, P & £. Potom existuje
vice nez jedna primka jdouci bodem P rovnobéind s £ prdvé tehdy, kdyz r(P,£) < 90.

Véta 6.8.3 Necht P, P’ jsou body v neutrdlni geometrii a necht £, €' jsou primky takové,
Ze plati P ¢ 0, P' & V. Jestlize

d(P,0) =d(P',¢"), potom r(Pl)=r(P ).
Diikaz: Chceme ukdzat, ze K(P,¢) = K(P',¢'). To implikuje, ze
r(Pf) = lub {K(P,0)} = lub {K(P', )} =r(P,0).
Necht D je pata kolmice z bodu P k ¢ a necht D’ je pata kolmice z P’ k #'. Podle piedpokladu
DP=D'P.

Jestlize s € K(P,{), potom existuje bod C' € ¢, pro ktery m(ZDPC) = s. Zvolime bod
C’" € ' tak, aby platilo DC' = D'C". Potom APDC = AP'D'C’ podle véty sus, takze

m(£DPC) = m(/D'P'C").
Proto s € K(P',l') takze K(P,¢) C K(P',¢"). Podobné K(P’,{') C K(P,?), takze
K(P,t)=K(P'0).

A tedy
r(P£) =r(P 1.

Definice 6.8.3 Kritickd funkce v neutralni geometrii je funkce
IT: {t,t >0} — {r;0 <r <90}
déna pfedpisem
1I(t) = (P, £),
kde /¢ je ptimka a P bod, jehoz vzdélenost od £ je rovna t.
Véta 6.8.4 V neutrdlni geometrii je kritickd funkce nerostouci (pro t' >t je II(t') < TI(t)).
Diikaz: Necht ¢ je pfimka, D € £ a nechf P, P’ jsou body, pro néz plati
P-P-D, PDL1¢ PD=t a PD=t
Zvolime body C, C’ na stejné strané od PD tak, ze
m(£/DPC) =m(£DP'C’) =11(t).
e > >
Podle dukazu véty 7.3.3 PC | {. Protoze také P'C’ | PC. Déle protoze P’ a D lezi
— >
na opa¢nych strandch od PC, P'C' N ¢ = (. Tudiz P'C" || ¢, takze
(") = r(P',¢) <m(£LDP'C") = T1(t).
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Véta 6.8.5 V neutrdlni geometrii, jestlize I1(a) < 90, potom
a
I (7) < 90.
2
Diikaz: Necht £ je piimka a D € ¢, zvolime body P, P’ tak, aby platilo
P-P -D, PD1¢, PP =PD=a

Zvolime bod C, pro ktery m(ZDPC) = TI(a) < 90. Koneéné necht ¢ je jedind piimka jdouci
bodem P’, kterd je kolmé k PD. Pak mohou nastat dvé moznosti; bud
P.C>’ﬂ€’7é® nebo  PCNE =0,
Nejprve predpokladejme, ze PCNE = A. Zvolime bod B, aby platilo P— A — B. Protoze
ZDP'A je pravy thel a B € int(£LDP'A), m(£LDP’'B) < 90. Chceme ukdzat, ze
(a/2) < m(£LDP'B).
—_— —
Ukézeme, ze P'B N {¢ = (0. Protoze m(£LDPA) = II(a) a PAN{ = (. Proto P a B jsou
na stejné strané od £. Protoze plati P — P’ — D, jsou P a P’ na stejné strané od £. Proto
P’ a B jsou také na stejné strané od £ a P’BN{ = ().
Jestlize P’ — B — E, potom P’ a F jsou na opacnych stranich od PC. Tudiz D a E jsou
na opacnych stranach od I(D—C)’ Proto BE N{ =10, takze ]TB) N ¢ = (). To znamend, ze

T(a/2) = r(P', ¢) < m(Z/DP'B) < 90,
—
Obréacené jestlize PC' N ¢ = (), potom
H(a/2) = r(P,¢') < m(£LP'PC =1l(a) < 90.
V obou piipadech II(a/2) < 90.

Véta 6.8.6 V neutrdlni geometrii, jestlize II(a) < 90 pro nékolik riznyjch redingch cisel a,
potom II(t) < 90 pro viechna t > 0.

Diikaz: Pro viechna kladna celd &isla n necht

a

27.

Potom podle pfedchozi véty II(a1) < 90 protoze II(a) < 90. Indukei II(a,) < 90 pro kazdé
n. Nyni predpokladejme, ze t bylo dano. Zvolime-li dostatecné velké n tak, aby

ap =

_a
an—27<t.

Potom podle predchozi véty plati
II(t) < 1I(ay,) < 90.

Véta 6.8.7 ("vsechno nebo nic”): Jestlize v neutrdini geometrii existuje jedna primka ' a
jeden bod P', P' & V' tak, Ze existuje jedind primka jdouct bodem P’ rovnobéind s {', pak
tato geometrie spliuje FEukleidovu vlastnost rovnobézZek.

Dikaz: Protoze existuje jedind piimka rovnobéznd s ¢/ jdouci bodem P’ r(P’,¢') = 90.
Tudiz
H(a) =90 pro a=d(P',0).
Podle predchozi véty II(t) = 90 pro vsechna ¢ > 0. Proto (P, £) = 90 pro vSechny piimky ¢ a

vSechny body P ¢ £. Tudiz existuje pouze jedna piimka jdouci bodem P, kterd je rovnobéznd
s L.



KAPITOLA 6. NEUTRALNI GEOMETRIE 40

Definice 6.8.4 Neutralni geometrie spliiuje hyperbolickou vlastnost rovnobézek, jestlize
pro kazdou piimku ¢ a kazdy bod P & ¢ existuje vice nez jedna piimka jdouci bodem P,
ktera je rovnobéznd s primkou /.

Definice 6.8.5 Neutralni geometrie splnujici Eukleidovu vlastnost rovnobézek je euklei-
dovskd geometrie. Neutralni geometrie spliiujici hyperbolickou vlastnost rovnobézek je hy-
perbolicka geometrie.



Kapitola 7

Hyperbolicka geometrie

V této kapitole budeme pokracovat ve studiu teorie rovnobézek a budeme zkoumat zakladni
dusledky toho, ze dand geometrie spliiuje hyperbolickou vlastnost rovnobézek.

7.1 Modely hyperbolické geometrie

Dosud jsme si uvedli pouze Poincarého polorovinny modele hyperbolické geometrie. Existuje
vSak celd fada dalsich modelu. Nyni se sezndmime se dvéma: Poincarého kruhovym modelem
a modelem Beltrami-Kleinovym.

Oba modely jsou budovany ve vnitiku kruhu, ale v kazdém z nich jsou uvazovany odlisné
mnoziny piimek.
7.1.1 Beltrami-Kleintiv model

Definice 7.1.1 Necht D = {(u,v) € R? | u? + v? < 1} je vnitiek jednotkového kruhu.
K-pifmka v D je primik D a eukleidovské pifmky ¢ C R2.

Véta 7.1.1 Jestlize L je mnoZina viech K-primek v D, potom {D, Lk} je (Beltrami-

Kleinovgm) modelem incidencni geometrie.

7.1.2 Poincarého kruhovy model

Definice 7.1.2 Rekneme, ze dvé kruznice k1 (P, r) a ko(C, s) jsou kolmé, jestlize se protinajf
ve dvou bodech A a B a ZPAC i ZPBC jsou pravé uhly.

Definice 7.1.3 P-piimka v D je prunik D a eukleidovské piimky jdouci bodem (0,0) nebo
D a eukleidovské kruznice k, kterd je kolm4 ke kruznici {(u,v) | u? +v? = 1}.

Véta 7.1.2 Jestlize Lp je mnoZina viech P-primek, pak{D, Lp} je (Poincarého kruhovym,)
modelem abstrakini geometrie.
7.2 Asymptotické poloprimky a trojihelniky

Definice 7.2.1 Necht A, B, C, D jsou navzijem rizné body neutralni geometrie a zadné
—> —>
t¥i z nich nejsou kolinedrni, C' a D lezi na stejné strané od AB a AD || BC. Potom mnozinu

A DABC = AD UABU BC

nazveme otevieny trojuhelnik.

41
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Definice 7.2.2 Nech{ ADABC je otevieny trojihelnik. Rekneme, ze BC je ryze asymp-
—_— — —
totickd k AD, jestlize pro véechna E € int(£LABC), BE protind AD.

Definice 7.2.3 Dvé polopiimky PQ a RS v hyperbolické geometrii jsou ekvivalentni
— —
(piseme PQ ~ RS), jestlize plat{

— s s —
PQ Cc RS nebo RS C PQ.

—_— -

— — ;==
Polopiimka BC' je asymptotickd k polopiimce AD (piseme BC | AD), jestlize je bud BC
—
ryze asymptotickd k AD nebo plati
=
BC ~ AD.
— _— — — —_— —
Véta 7.2.1 V neutrdlni geometrii plati: jestlize BC ~ B'C’ a BC | AD, pak B'C' | AD.
Dikaz: Definovana relace byt ekvivalentni je relaci ekvivalence. Proto jestlize B—C>Y ~ AD,
— — _—  — . ; - —_—
potom B'C’ ~ AD, tedy také B'C’ | AD. Muzeme tedy piedpoklddat, ze BC' ~ AD; to
e >
znamend, ze BC' je ryze asymptotickda k AD.

. == a4 . = d = .
Piipad 1. Predpoklddejme, ze BC C B'C’. Jestlize B = B’, potom BC = B'C’, a tim je
platnost véty dokédzana.

Obrazek 7.1:

Nyni se budeme zabyvat pripadem, kdy B # B’. Bude tedy platit B’ — B — C, takze
— = — —
B'C" = B'C. Podle predpokladu je BC ryze asymptotickd k AD. Necht E Ee int(LAB'C).
Musime ukéazat, ze B'E ﬂ AD # (). Sporem predpoklddejme, ze B B'ENAD — (). Budeme
(—)
pozadovat, aby B'E || AD abod G lezel na opacne strané od B’ C nez body A a D (Obr
7.1). Jestlize plati H — A — D, potom B EnN AH = (), protoze F a H lezi na opatnych
>
stranach od AB’. Tedy
S _— — *—> — e
BENAD = (BENAD)U(BENAH)U(BGNAD) =0 a B'E | 4D.
Podle véty o vnéjsim thlu pro AB’BA plati
/CBA > /CB'A> /CB'E,

—

takze existuje jeding bod F € int(Z/CBA) takovy, ze ZCBF = /CB'E. Potom BF || B'E.
—_— — —

Tudiz BF lezi celd na téze strané od B'E jako AD. Protoze body B a A jsou na opacnych
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e = —
strandch od B'E, BF'N AD = {).
e = —_—  —— _— —
To je ale spor s predpokladem, ze BC' | AD, takze B'EN AD # (). Proto B'C' | AD.

_— —_— =
Piipad 2. Nyni piedpoklddejme B’C' € BC a B # B’. Potom B— B’ —C" a BC = BC".
—
Necht E € int(£ZAB'C’). Musime ukézat, ze B'E N AD = (). Nyni muZzeme tvrdit podobné
—5 e
jako v piipadé 1, ze B'E || AD. Nejprve mame ukézat, ze E € int(LABC").
> >
Protoze E € int(LAB'C'), E a A jsou na stejné strané od B'C' = BC'. E a C’ jsou
> >
na stejné strané od AB’. Protoze B — B’ — C’, E a B jsou na opac¢nych strandch od AB’,
—  — — — S SR
tudiz B'E N AB = (). B'E lez{ na stejné strané od AD, protoze B'E || AD. Body B a B’
— —
lezi na stejné strané od AD. Pokud tedy plati B — A — @, pak B’E leZ na opa¢né strané
2 o0
od AD nez bod Q. Proto B'EN AQ = 0.
—_— —> —>
Z toho vyplyva, ze B'E N AB = (), takze body B’ a E lezi na stejné strané od AB. Tudiz
—
E a C' lezi na stejné strané od AB, a tedy E € int(LABC").
_ —=
Nyni zvolime bod F tak, aby platilo B— E—F. Jestlize BENAD # (), pak AD protind podle
y —— o . = — — —
Paschovy véty bud BB’ nebo B’'E. To ale nemuze nastat, protoze AD || BB’ a AD || B'E.

Proto BE N AD = 0. .
Protoze E € int(£LABB’), BE protind AB’ v néjakém bodé R. Protoze E € int(LAB'C’),

—>
body F a B lezi na opacnych strandch od AB’, takze plati B— R— F — F. Body A a R
> —
lezi na stejné strané od B’'FE, zatimco R a F' lez{ na opacnych strandch od B’E. Proto také
— — — N —
F a A lezi na opacnych strandch od B'E. A protoze B'E || AD, musi byt EF N AD = ().
Dale z platnosti

BEN

S
S
Il
=
¥
xS
o
D
h
)
[
=
sV

B—E—-F
dostavame

—_— —

BENAD = 0.

—_ —_— —
Coz je ale spor s tim, ze BC’ | AD. To znamend, Ze predpoklad B’ENAD = () je nespravny.
[— — —_— —

Proto kdyz F € int(LAB'C"), musi platit B'C' N AD # ). Takze B'C’ | AD.

— —_— — — _— —
Véta 7.2.2 V neutrdlni geometrii plati: jestlize AD ~ A’D' a BC' | AD, pak B'C’ | A’D’.

—_— —_— _— — —
Véta 7.2.3 V neutrdlnd geometrii plati: jestlize AD ~ A'D’', BC ~ B'C’ a BC | AD, pak
_ ——
B'C' | A'D.

Platnost vyplyva z predchazejicich vét.

Véta 7.2.4 Nechf je v neutrdini geometrii ddna poloprimka AD a bod B o4 1(4—D), potom
— —_—  —
existuje jedind poloprimka BC' takovd, Ze BC' | AD.

Diikaz: Nechf A’ je pata kolmice z bodu B k E, zvolime bod D’ € AD tak, aby
—_— —_— — -— —
A'D" ~ AD. BC muze byt asymptotickd k AD ~ A’D’ jediné tehdy, kdyz C a D’ lezd
— T
na stejné strané od AB. Jestlize toto plat{, pak podle definice kritické funkce BC' | A’D’
pravé tehdy, kdyz
—
m(/ A'BC) =1I(BA") = r(B, AD).
— —
Protoze existuje jedind polopfimka BC' takové, Ze bod C' lezi na stejné strané od A’ B jako
D’ a plati m(£LA'BC) = TI(BA'), je platnost véty ziejm4.
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e N S —
Véta 7.2.5 Jeslize v neutrdlni geometrii plati BC' | AD, potom také AD | BC.

Dukaz: Muzeme predpokladat, ze BC je ryze asymptotickad k AD. Jestlize II(t) = 90
pro néjaké ¢, potom je splnéna Eukleidova vlastnost rovnobézek podle véty ”vS8echno nebo
nic” a platnost této véty je zfejma.

Déle piedpokladejme, Ze T1(t) < 90 pro vsechna ¢ > 0. Necht A’ je pata kolmice z bodu B

A= - - —_— —
k AD. Zvolime D’ € AD tak, aby platilo A’D’ ~ AD. NecliF je pata kolmice z A’ k BC
(Obr. 7.2 Nyni m(£LA’BC) = II(A'B) < 90, takze F' € int(BC).

B,

Obréazek 7.2:

Necht E € int(/D’'A’B). Musime ukézat, 7Ze A'E N BC # (. Vyjdeme z toho,

— —
ze AD je ryze asymptotickd k BC. Jsou tfi moznosti, kde muze lezet bod E. Jestlize

—_— R
E € int(£/BA'F), potom A'E protind BF (podle "ki{zové véty” aplikované na AA’BF).
— — — —_— =
Protoze BF C BF = BC, musi byt A’E N BC # (.
A —_— —
Druhy ptipad je E € int(A'F). V tomto piipadée A’E N BC = F.
—
Tieti moZnost nastane, pokud E € int(£/D’A’'F). Necht G je pata kolmice z bodu B 3 na A'E
—
Protoze ZBA'G je ostry, G E A'E. Jestlize G ¢ mt(LA’BC') potom bud G € BC BC nebo
G je na opacne strané od BC nez bod A'. Tedy polopiimka A’ FE protind BC a A’ D' BC.
Proto AD | BC.
Obrécené, jestlize G € int(LA'BC), potom plati BG < BA’, a tedy existuje jediny bod
«—>
H, pro ktery B - H A" a BH = BG. Zvolime bod K na steJne strané od BA’ jako D’
takovy, ze HEK | BA’ Zvolime bod L na steJne Strane od BA' Jako C tak, aby platilo
/HBL =~ /GBC < /A'BC. Protoze BC | A’D’, mus{ BL protnout A'D v n&jakém bodé
M. — TTIF O
Protoze plati HK || A’D’, aplikaci Paschovy véty na ABA’M dostaneme HK NBM = {N}
iy .
pro né&jaké N. Necht P € BC je takovy bod, ze plati BP = BN. Potom ANBH = APBG
podle véty sus. To znamend, ze ZBGP /BHN, a protoze ZBHN je pravy uhel musi
byt pravy také Z/BGP. A proto P € A E. Protoze PaFE JSOU na SteJne strané od A B (
sice na té strané, kde lezi také bod D’), plati P € A'E. Tudiz A'E N BC #0a AD | BC.
— —_— —_— =

Protoze AD ~ A’D’, dostavame AD | BC.

% . o z z z ’ .. s
Véta 7.2.6 Necht AB,CD a EF jsou ruzné primky v neutrdlni geometrii a plati AB | CD
—_— —
a CD | EF, potom existuje primka £, kterd protind vSechny tri tyto dané primky.

Dukaz: Protoze tyto tfi primky jsou ruzné, polopiimky nemohou byt ekvivalentni. Tudiz
—_— — —_— —
AB je ryze asymptotickd k CD a CD je ryze asymptotickd k EF. Jestlize A a E lezi
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na o&énych strandch od @, potom AE protina C(’—l)) Proto v tomto pfipadé muze byt
(= AFE.
> <
Nyni pf@)oklédejme, 7ze body A a FE lezi na stejné strané od CD. Jestlize A € CE, muze
byt { = CFE a dukaz je hotov
Proto predpok]adejme A ¢ CE. Nyni D ¢ CE nebo jinak EFN C’D(_;f;é (), coz je spor
s CD | EF. Tudiz A a D mus{ lezet bud oba na stejné strané od CE nebo na jejich
opacnych strandch.
e
Jestlize jsou na stejné strang, potom A € int(£/DCE). Protoze CD | EF, CANEF # 0 a
v d
dostavame ¢ = C'A. . - .
Daéle chceme ukézat, ze £ = C'E je spole¢nd pticka. AD protind CE v bodé G. Zvolime bod H
—_— = —  —
tak, aby platilo C— D — H, takze DH ~ CD, a tudiz DH | AB. Podle véty o vnéjsim dhlu je
ZHDG > ZDCG. Proto muzeme najit bod J € int(£LHDQG) takovy, ze ZHDJ = /DCG.
— = — —_— —_—
Potom DJ || CE. DJ protind AB v bodé K, protoze DH | AB
Aplikujeme Paschovu vetu na trOJuhelmk AADK Protoze CE protind AD musi protinat
také AK (protoze CE I DK) Tudiz CE protind AB a dostavame, ze { = CE.

—_— = = — _— =
Véta 7.2.7 Jestlize v neutrdlni geometrii plati AB | CD o CD | EF, pak AB | EF.

Dukaz: Jestlize kazdé dvé polopiimky jsou ekvivalentni, je platnost véty ziejma. Proto
predpokladejme, ze tii primky TB,@ a EF jsou ruzné. Podle predchozi véty existuje
piimka /¢, kterd protind vSechny tii piimky. Dané polopiimky muZzeme nahradit s nimi
ekvivalentnimi polopfimkami, jejichz koncové body lezi na ¢. Muzeme predpokladat, ze
A, C, FE lezi na piimce ¢. Takze plati

A—-C—-F nebo C—-—A—FE nebo A-E-C.

Piedpoklddejme nejprve, ze plati A — C — F a G € int(LEAB). Protoze ADB | 55, protind

— —

AG polopifimku CD v neJakem bode H. Zvolime bod I, pro ktery plati C — H — I a bod

J, aby platllo A—H - J HI \ EF podle véty 7.2.1. Protoze J € int(LEHI) protma HJ

polopiimku EF. Ale HJ C AG takie AG protind EF. Jestlize A — C — E, pak AB | EF.

Nym predpokladejme ze plati C A— E Bodem E procham jedina poloptimka EG takova,

e EC \ AB. Dostavame tedy CD | AB a AB | EG a C — A— E. Podle prvniho pfipadu

plati CD | EG a dile EG | CD. Potom existuje jedind polopfimka jdouci bodem E, kterd
— — — —_— = — —_— =

je asymptotickd k C'D. Ozna¢ime ji EF. Proto EF = EG a EF | AB, a tudiz AB | EF

podle véty 7.2.5.

Koneéné predpokladejme platnost A — E — C. To je stejny pifipad jako C — A — E uvedeny

—_— = —_— " — —_— —
v predchozim odstavci, ale se zdménou AB a EF. Proto plati EF' | AB, takze AB | EF.

Definice 7.2.4 Otevieny trojihelnik ADABC se nazyva asymptoticky, jestlize AD | BC.

Véta 7.2.8 (o kongruenci asymptotickyjch trojiuhelniki): Jestlize ADABC a ASPQR jsou
dva asymptotické trojihelniky v neutrdlni geometrii a plati:

AB=~P(Q a [LABC=/PQR,

potom
/BAD = /QPS.
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Dukaz: Jestlize uhly nejsou kongruentni, potom jeden z nich je mensi nez druhy.
Muzeme predpoklddat, ze ZBAD > ZQPS. Zvolime bod F € int(£BAD), pro ktery plat{
_— — — , —
ZBAE = ZQPS. Protoze AD | BC, AE protind BC' v néjakém bodé F. Necht T € QR a
QT = BF. Potom AABF = APQT podle véty sus, takze /BAF = /QPT. Ale protoze
T € int(£LQPS), musi platit ZQPT < LQPS, a tedy

ZQPS = /BAFE = L/QPT < LQPS,
coz je spor. Tudiz plati ZBAD = ZQPS.

Definice 7.2.5 Dvé pifmky ¢ a ¢ nazveme asymptotické (piseme ¢ | ¢'), jestlize existujf
} — — L. = =
polopifmky AD C ¢ a BC C ¢ takové, ze AD | BC.

Véta 7.2.9 V neutrdlni geometrii, kterd spliuje hyperbolickou vlastnost rovnobézek, plati:
jestlize dvé ruzné primky £ a ¢’ maji spolecénou kolmici, pak jsou rovnobéiné, ale ne asymp-
totické.

Dukaz: Predpoklddejme, ze AB je spolecnd kolmice k £ a ¢, kterd prochédzi body A
a B. Podle véty 6.6.2 plati ¢ || £'. Protoze predpokldddme splnéni hyperbolické vlastnosti
rovnobézek, ¢ nemuze obsahovat polopiimku asymptotickou s ¢/. Tedy ¢ neni asymptoticks
k.

7.3 Soucet thla a defekt trojuhelnika

Definice 7.3.1 Necht AABC je trojthelnik ve shodnostni geometrii, jeho defektem
nazveme ¢islo

§(AABC) = 180 — (m(LCAB) + m(LABC) + m(£BCA)).

Definice 7.3.2 Necht ADABC je otevieny trojthelnik a P a @ jsou body v neutralni
geometrii takové, ze plati P — A — D a Q — A — B. Potom oba uhly Z/PAB a ZQAD jsou

vngjsi uhly trojihelnika ADABC, jejichz piislusnym vnitinim dhlem je thel ZABC (Obr.
7.3).
B
C
; .
/ A D
Q

Obréazek 7.3:

Véta 7.3.1 V hyperbolické geometrii je vnéjsi uhel v otevieném trojuhelniku vidy vétsi nez
jemu prislusny vnitrnid dhel.
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Diikaz: Necht ADABC je asymptoticky trojtihelnik. Zvolme bod P tak, aby platilo
P — A — D. Musime ukéazat, ze ZPAB > ZABC. Zvolime bod E na stejné strané od AB
jako C, pro ktery déle plati LZABE =~ ZPAB. Podle véty 6.6.1 existuje piimka kolma
— < < —> < —>
k obéma piimkdm AD i BE. Déle podle véty 7.2.9 plati BE || AD, ale BE t AD.
— — — — —
Proto BEN AD = 0, takze E ¢ int(£LABC). Protoze BC' | AD, plati E ¢ int(BC).
>
Protoze oba body C a FE lezi na stejné strané od AB, C € int(LABE), takze
/ABC < /ZABE = /PAB.

Veéta 7.3.2 V hyperbolické geometrii je kritickd funkce vidy klesajict.

Dikaz: Mdme ukazat, ze pokud 0 < a < b, potom II(a) > II(D). Necht’ B-A-Ca
AC = a, BC =b. Zvolme body P, (), R vSechny na stejné strané od BC tak, aby platllo
m(LCBP) = TI(b), m(£LCAQ) = TI(a) a m(LACR) = 90. Potom BP | CR a AQ \ CR.

V posledni ¢dsti ukdzeme, ze | je relace ekvivalence, tedy ze BP | AQ. ANQABP je proto
asymptoticky. Podle predchozi véty ZCAQ > ZCBP, takze

I(a) = m(ZCAQ) > m(/CBP) = T1(b).

Véta 7.3.3 V hyperbolické geometrii jsou uhly pri horni zdkladné Saccheriho ctyriuhelnika
vZdy ostré.

A D E
Obréazek 7.4:

Diikaz: Necht je ddn Saccheriho ¢tyiihelnik JABCD a zx(zo_l)me E a F' tak, aby platilo
A-D-F ab B—C—F. Dale zvolime bod P na steJne strane od AB jako E a bod Q na stejne
strané od OD jako E tak, aby platilo BP | AE a CQ | AE (Obr. 7.4). Protoze BP | CQ je
APBCQ asymptoticky trojihelnik. Navic Q € int(£DCF). Protoze AB = DC, dostdvdme

m(LABP) =I(AB) = II(DC) = m(£DCQ).
Podle vety 8.2.1 je ZQCF > ZPBC, takze
m(LABC) = m(£BCD) =180 — m(£LDCF) = 180 — (m(£LDCQ) + m(LQCF)) =

= 180—(II(CD)+m(£LQCF)) < 180—(II(AB)+m(£LPBC)) = 180—(m(LABP)+m(LPBC)) =
= 180 — m(ZABC).
Proto 2m(£ABC') < 180 neboli m(£LABC) < 90.

Véta 7.3.4 V hyperbolické geometrii je soucet meér vSech vnitinich dhld v trojuhelniku vidy
mensi nez 180.
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Véta 7.3.5 (o scitani defekti): necht je ve shodnostni geometrii ddan trojihelnik NABC a
plati A — D — C, potom

0(AABC) =6(AABD) + §(ADBC).
Dukazy téchto vét najde ¢tenaf v literatufe.

Véta 7.8.6 Necht jsou v hyperbolické geometrii ddny trojuhleniky NABC a ADEF.
Jestlize

/CAB= /FDE, /ABC=2=/DEF a /BCAZ=/EFD,

potom
NABC =2 ADEF.

Dukaz: Jestlize dané trojihelniky nejsou kongruentni, jedna strana jednoho trojihelnika
je kratsi nez odpovidajici strana druhého trojihelnika. Muzeme predpokladat napriklad
DFE < AB. Zvolime bod G € AB tak, aby platilo GB =& DFE. Zvolime bod H na stejné

— — —
strané od AB jako C, aby ZBGH = /EDF'. Potom GH | AC. Podle Paschovy véty GH

—_ > —
musi protnout BC v bodé K, protoze GH N AC = ). Tedy AGBK = ADEF podle véty
usu.

Proto §(AGBK) = §(ADEF).

Véta 7.3.7 V hyperbolické geometrii plati lim,_II(z) = 0.

Diikaz: Protoze II(z) je klesajici, nezdpornd funkce, muze nastat jen jediny piipad,
kdy by tvrzeni véty neplatilo, a to pokud by existovalo kladné ¢islo r takové, ze II(x) > r
pro vSechna x. Chceme ukazat, ze tento predpoklad by vedl k existenci trojihelnika s defek-
tem vétSim nez 180, coz nemiuze nastat. Tento trojihelnik najdeme jako nejvétsi trojihelnik,
jehoz vnittek obsahuje nejvétsi pocet kongruentnich trojihelniku (které maji stejny defekt).
Necht ¢ je pifmka. Pro kazdé celé n > 0 zvolime bod A,, na £ tak, aby platilo

An — An+1 — An+2 a d(An, An+1) =1.

Necht ¢/ = AyB je jedina kolmice k £ jdouci bodem Ag. Pro véechna n > 0 nechf B,, je bod
na stejné strané od ¢ jako B a plati m(£LAgA,B,) = r (Obr. 7.5).

l/

Cs
Ca
Ce B.
Ba
o DlBlBQDe Ds N\ Ds
N A Ae As As

Obrazek 7.5:
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— —_

Jestlize II(n) > r pro vSechna n, pak A, B, protind AqB v bodé C,, a r(Ay, ') =1I(n).
—

Pro kazdé n > 0 necht D,, je pata kolmice z bodu A,_; k A,C,,. Plati Ag—C; —Cs —Cs... .

AAgAL Dy = AAL Ay Dy = AAyAs Dy

a tak dale. Tudiz pro kazdé n > 0, kazdy z pravouhlych trojihelnika AA, A,11Dp 1 mé
stejny defekt. Tento defekt je §(AAgA1D1) =a > 0.

Nyni porovnejme defekty trojihelniki AAgA,C, a AAgA;11Cri1.

Podle véty o scitani defektu plati

5(AA0A7L+1CTL+1) = 5(AAOAnOn+1) + 5(AAnOn+1An+1) =

= 6(AAGALC,) + 5(AALCCri1) + 6(AARCri1Dgr) + 6(AAwAps1Dogt) >
> §(AAgARCy) + 6(AApAni1Dpy1) =
= §(AAgALC,) + a.

Necht d, = §(AAgA,11Cni1) pro n > 0. Potom predchozi nerovnost je d,, > dp_1 + a
pro vSechna n > 1.

Opakovanym pouzitim dostaneme

dy >do+a

do > dy 4+ a > dy+ 2a

ds > do + a > dg + 3a atd.

Celkem tedy d,, > do + n.a.

Jestlize n je dostateéné velké, pak n.a > 180, takze §(AApA,4+1Cry1) = d,, > 180, coz
neni mozné. Proto predpoklad, ze II(z) > r pro vSechna z, je nesprivny, a tedy plati
limg oo II(z) = 0.

Véta 7.3.8 Jestlize je v hyperbolické geometrii 0 < r < 90, potom existuje jediné cislo t,
pro které I1(t) = r.

Véta 7.3.9 Jestlize je v hyperbolické geometrii 0 < r < 180, potom existuje trojuhelnik,
jehoz defekt je roven r.

Dukaz najde ¢tendr v literatufe.

7.4 Vzdalenost rovnobéznych primek

Definice 7.4.1 Dvé piimky v hyperbolické geometrii nazveme divergentné rovnobézné,
jestlize jsou rovnobézné, ale ne asymptotické.

Véta 7.4.1 V hyperbolické geometrii jsou dvé primky divergentné rovnobéziné prdvé tehdy,
kdyz maji spolecnou kolmici.

Dikaz: Podle véty 7.2.9 je vidét, ze pokud maji dvé pfimky spoletnou kolmici, potom
nejsou asymptotické a tudiz jsou divergentné rovnobézné. Proto piedpokladejme, ze £ a ¢/
jsou divergentné rovnobézné a ukdzeme, ze potom maji spole¢nou kolmici. Zakladem dukazu
je nalezeni Saccheriho ¢tyfihelniku, jehoz zdkladny jsou ¢astmi £ a £'.

Necht A a B jsou body na £ a A’, B’ jsou paty kolmic spusténych z bodt A a B na £'. Jestlize
AA’ = BB, potom OA’ABB’ je hledany Saccheriho ¢tyithelnik a muzeme piistoupit ke
kroku 3. Jinak muzeme predpokladat, ze AA’ > BB’.

Krok 1: Zvolime bod C, pro ktery plati A—C — A’ a C A’ = BB/7.ZK>/'011’IHQ bod D tak, aby
platilo A — B — D a zvolime D’, aby A’ — B’ — D’. Koneéné necht CE je jedin polopiimka
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—>
takovd, ze ZA'CE = ZB’'BD, a bod E lezi na stejné strané od AA" jako B (Obr. 7.6).
—

V prvnim kroku chceme ukazat, ze CEN A_’l:) # (). Chceme nalézt polopiimku A’ P, kter4 je

— —
asymptotickd k CE a protind AD. Nechf A’P je jedin polopifmka jdouci bodem A’, kterd je

—_— —_— —_— N e .
asymptotickd k CE. Necht A’Q prochézi bodﬂ A’ a je asymptotickd k AD a necht B'R je
poloptimka jdouci bodem B’ asymptotickd k AD. Nyni APA'CE a ARB’BD jsou asymp-
totické trojihelniky, ve kterych CA’ =< BB’ a Z/A'CE = /B’'BD. Proto Z/CA'P = /BB’'R
a podle véty 7.2.8 P¢ A'D" a R¢ A'D'.

. .

Tudiz existuji ZPA'D" a /ZRB'D’ a jsou kongruentni. Protoze A'Q | AD a
— N —— —

B'R | AD, dostavame A'Q | B’R. Podle véty 7.3.1 plati ZQA'D’" < ZRB'D’. Protoze
/PAD = /RB'D, je také LQA'D' < /PA'D'. Vidime, 7e JAAQ > /AA'P a
—_— - — —

P € int(LAA'Q). Protoze plati A'Q | AD, A’P protina AD v bodé F.

A

° l’

Obrazek 7.6:

Body A’ a F lezi na stejné strané od C'FE, zatimco body A" a A lez{ na opa¢nych strandch
> > R >
od CE. Tudiz A a F' lezi na opaénych strandch od CE a AF protind CE v néjakém bodé G.

Ay — — —_—
Protoze G lezi na stejné strané od AA’ jako bod F, lezi G na CE. Tudiz CE protind AB
v bodé G.

Krok 2: Nyn{ musime zkonstruovat Saccheriho étyfthelnik s vyuzitim bodu G. Necht H je
jediny bod na B—D), pro ktery plati CG = BH. Necht G’ a H' jsou paty kolmic z bodt G a H
k pifmce ¢'. AA'CG = AB'BH podle véty sus, takze A’'G = B'H a Z/CA'G =~ /BB'H.
Tudiz L/GA'G' ¥ /ZHB'H' a NGA'G' 2 ANHB'H'. Proto GG’ = HH' a OG'GHH' je
Saccheriho ¢tyfuhelnik.

Krok 3: Nyni mame Saccheriho ¢tyfihelnik, jehoz dolni zdkladna je ¢dsti £ a hornf
zdkladna je ¢asti ¢. Existuje piimka, kterd prochdzi stfedem obou zikladen Saccheriho
¢tyithelnika, a je kolmé k obéma. Proto existuje piimka kolmé k £ 1 ¢'.

Definice 7.4.2 Nechf M je mnozina redlnych éfsel, potom s € R je nejvétsi dolni mez
mnoziny M (piseme s = glb M), jestlize
(i) s < b pro Vb € M

(ii) jestlize r > s, potom existuje prvek b, € M takovy, ze b, < r.
Definice 7.4.3 V metrické geometrii je vzdélenost bodu P od piimky ¢
d(P,0) = glb {d(P,Q) | Q € 1}.
Vzdélenost dvou pifmek £ a ¢’ je

d(t,¢'y = glb {d(P,Q) | P € ¢, Q € ¢'}.
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Véta 7.4.2 Necht ¢ a V' jsou divergentné rovnobéiné primky v hyperbolické geometrii.
Jestlize A€l a A" € U’ jsou body, pro které AA’ je kolmd na obé primky £ i £, potom

(6,0 =d(A,A").
Navic pokud B € ¢ a C € £ a plati A— B — C, potom
d(B,t') < d(C, 1.

Diikaz: Protoze d(A,¢') = d(A, A’). Nechf B je dalsi bod z £ a necht B’ je pata kolmice
z bodu B k ¢'. Tudiz OB’ A’ AB m4 pravy tihel pii vrcholech B/, A’ a A a plati AA’ < BB'.
Tudiz
d(A, ') = AA' < BB' = d(B,1).
Proto podle rovnosti
d(t',6) = glb {d(P,0) | P € '} = glb {d(Q, ') | Q € £}

déle plati
dt, 0"y =glb {d(P,0) | P e (} =d(A,l") =d(AA).

Nyni piedpokladejme, ze A — B — C a necht C’ je patou kolmice z bodu C' na ¢'. Protoze
ZABB' je ostry, je ZCBB’ tupy. Musime ukézat, ze BB’ < CC’. Uhel Z/BCC' = LACC’,
coz je ostry dhel. Proto ZCBB' > Z/BCC’, takze BB’ < C(C".

Véta 7.4.3 Necht je ddn v neutrdini geometric. AABC s pravgm thlem pri vrcholu B.
Jestlize C' (jif)od, pro ktery plati A— C — C" a AC = CC". Je-li B' pata kolmice z bodu C'
na primku AB, potom

B'C"> a 2BCAB <2AB.

Diikaz: Necht D je pata kolmice z bodu C” na BC. Potom LACB = ZC'CD, a tak
ANACB = AC'CD. Proto CB =2 CD a AB = C'D. OB'BDC je ¢tyrdhelnik se tfemi
pravymi thly a plati B'C’ > BD a DC' > BB’. Tudiz

B'C'>BD=BC+CD=2BC a AB =AB+ BB <AB+ DC'=2AB.
Véta 7.4.4 (Aristotelova): Jestlize ZABC' je thel v neutrdlni geometrii a v > 0, pak
existuje bod E € BC, pro ktery d(E, AB) > r.

Dukaz: Jestlize ZABC je pravy thel, pak d(E, AB) =d(E, B). Jestlize ZABC je tupy,

pak A’ — B — A. Je-li ZA’BC ostry, plati A'B = AB. Proto sta¢f uvazovat piipad, kdy
ZABC je ostry. Zvolime body C; = C, Cs, Cs... takové, 2e B—C; —Cy —C3— ... a

BC, =2 C1Cy, BCy = (CsCs,. ..
Necht D; je pata kolmice z bodu C; k AB. Podle prvni ¢asti véty 7.4.3 plati
Cn+1Dn+1 2 QCnDn

Indukei dostaneme
Cnt+1Dny1 > 2"C1 Dy

jestlize n > 1.
Jestlize n je dostatecné velké (n > loga(r/C1D1)), potom 2"C1 Dy > r, takze

Cn+1Dn+1 >
Oznac¢ime E = C, 41 a dostaneme

—
d(E, AB) = d(Cn+1Dn+1) = Cn+1Dn+1 >,
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Véta 7.4.5 Jestlize primky £ a £ jsou v hyperbolické geometrii divergentné rovnobéiné a
r > 0, pak existuje bod P € { takovy, Ze d(P,¢') > r.

Diikaz: Nechf A4 je spoletnd kolmice k € a ¢ a plati A € 4, A € 1. Nechi B je
dalsi bod na ¢ a necht B’ je pata kolmice z bodu B k #. Necht AE je jedini polopiimka
jdouci bodem A takova, ze plati AE | W Protoze E € int(LA’AB), je ZBAE ostry.
Podle predchozi véty existuje jediny bod P € A—B>, pro ktery d(P, 1<4—>E) > r. Necht G je pata
kolmice z bodu P k 1(4—)E, a nechf P’ je pata kolmice z bodu P k ¢'.

Nyni aplikujeme ”kifzovou vétu” na LA’ AP a vidime, Ze AENAP # (). Aplikaci Paschovy
— — —

véty na AA’PP’, dostaneme AENPP’ # (). (Protoze AE | A’ B’, musi platit AENA'P" = ().)

Dale protoze PP’ je na stejné strané od AA jako E, je AENPP # (). Proto AENPP = {F}

pro néjaké F, pro které P — F — P’. Tudiz

d(P,¢') = d(P,P') > d(P,F) > d(P,G) = d(P, AE) > r.
— —
Véta 7.4.6 Necht AB je v hyperbolické geometrii ryze asymptotickd k CD, potom

d(A,CD) > d(B,CD).

—

Ditkaz: Nechf A’ a B’ jsou paty kolmic z bodit A a B k CD. Zvolime bod E € B'B,
pro ktery AA’ = EB’. Takze OA’AEB’ je Saccheriho ¢tyfthelnik a AFE je divergentné
— s —_— —
rovnobéznd s A’B’ = C'D. Protoze AB | A’B’, plati ZA’AB < LA’AE. Proto B'— B — E
a AA' = EB’ > BB'. Tudiz

d(A,CD) = AA' > BB' = d(B,CD).

Véta 7.4.7 Jestlize v hyperbolické geometrii plati AB | CD a t > 0, potom ezistuje bod
P € AB takovy, Ze d(P,CD) < t.

Diikaz: Necht A’ a B’ jsou paty kolmic z bodii 4 a B k CD. Mizeme E?dpoklédat,
ze t < AA’. (Pokud by to neplatilo, bylo by 0 < t* < AA" a nalezneme P € AB, pro ktery
d(P, C<’_l))) < t* < t.) Zvolime bod E na AA’ tak, ze plati A’E = t, a zvolime bod F' na opa¢né
strané od A4’ nez B' (Obr. 7.7). Déle musi platit m(ZA'EF) = II(¢). Jestlize F — E — G,
E.G) protina /Té

Obrazek 7.7:

— NN

Necht H je na stejné strané od AA’ jako B’ a plati ZA'EH = /A’EF. Potom EH | A'B’
—_— — —_— — —_ —

aAB | A'B’,takze AB | EH. Protoze G € int(ZAEH), platif EGNAB = {K} pro né&jaké K.
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Necht K’ je pata kolmice z bodu K na A'B'. Plati tedy KE | K'Al. Necht P je bod na ADB
takovy, ze plati A — K — P a KE = KP. Protoze KP | A'B', je ZK'KE = /K'KP.
Proto AK'K'E = AK'K P podle véty sus. Necht P’ je pata kolmice z bodu P na W, pak
FK'2PK'a /EK'A' =2 /PK'P'. Proto AEK'A' 2 APK'P' a EA’ = PP’. Tedy plat{

d(P,CD) = d(P,P') = d(E, A') = t.

Dusledek 7.4.1 Vzddlenost asymptotickych poloprimek je v hyperbolické geometrii rovna
nule.



Kapitola 8

Eukleidovska geometrie

8.1 Vety ekvivalentni s FEukleidovou vlastnosti
rovnobézek

Véta 8.1.1 Neutrdlni geometrie splniuje Eukleidovu vlastnost rovnobézek (ddle jen EVR)
pravé tehdy, kdyz v ni existuje trojuhelnik, jehoZz defekt je roven 0.

Navic, pokud jeden trojuhelnik md defekt roven 0, potom maji nulovy defekt vsechny
trojuhelniky dané geometrie.

Dikaz: Nejprve predpokladejme, Ze je splnéna EVR. Defekt kazdého trojuhelnika je
tedy roven nule podle Eukleidovy véty o sou¢tu uhlu.
Obrécené predpoklddejme, Ze defekt jednoho trojihelnika je roven nule. Potom nemuze byt
splnéna hyperbolickd vlastnost rovnobézek (déle jen HVR) (protoze véta 7.3.4 tikd, Ze defekt
kazdého trojihelnika v hyperbolické geometrii je vétsi nez nula). Podle véty ”vsechno nebo
nic” musi byt splnéna EVR.

Véta 8.1.2 Neutrdlni geometrie splnuje EVR prdvé tehdy, kdyZ kazZdé dvé rovnobéiné
primky £ a £ maji pricku t takovou, Ze kazdd dvojice stFidavijch vwhli je kongruentni.
Dukaz: Nejprve predpokliadejme, Ze je splnéna EVR, tedy kazdd dvojice stiidavych tihla
je kongruentni. Obricené predpoklddejme, Ze pro kazdou dvojici rovnobéznych piimek £ || ¢/
a kazdou jejich pficku ¢, dvojice stfidavych thlu je kongruentni. Pokud by byla splnéna
HVR, existovaly by piimky ¢ a ¢, které by byly ryze asymptotické (a tedy rovnobézné).
Necht L € £ a t je kolmice z bodu Q k ¢'. Podle véty 7.2.9 nenf pficka ¢ kolmé k £. Proto
sttidavé thly nejsou kongruentni. To je spor s predpokladem, a tedy musi byt splnéna EVR.

Véta 8.1.3 Neutrdlni geometrie spliuje EVR, jestliZe existuje pravoiuhelnik.

Diikaz: Nejprve predpoklddejme, Ze je splnéna EVR. Nechf OJABCD je Saccheriho
< > —> > > <«

¢tytihelnik, potom BC || AD. Protoze AB L AD, AB je piicka k AD a BC' a kazd4 dvojice
sttidavych uhlu musi byt kongruentni, plati AB L BC. Je tedy /ZBAD = /ABC. Protoze
/ABC = /BCD, dostdvame, ze /BAD,/ABC,/BCD a ZCDA jsou pravé thly. Proto
OABCD je pravouhelnik.
Nyni piedpoklddejme, ze JABCD je pravothelnik. Plati tedy AB = DC, takze JABCD
je Saccheriho ¢tyftuhelnik. Pokud by byla splnéna HVR, pak ZABC by musel byt ostry, coz
je spor s predpokladem, ze (JABCD je pravothelnik. A proto je podle véty ”vSechno nebo

54
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nic” splnéna EVR.

Dusledek 8.1.1 Neutrdlni geometrie splniuje EVR prdvé tehdy, kdyz kaZdy Saccheriho
ctyrihelnik je pravouhelnik.

Definice 8.1.1 Mnozinu pfimek nazveme ”sbihajici se”, jestlize existuje bod P, ktery lezi
na kazdé piimce dané mnoziny. Rikdme, ze pfimky se protinaji v bodé P.

Véta 8.1.4 V eukleidovské geometrii se osy stran trojuhelnika protinaji v jednom bodé.

Diikaz: Necht £ je osa usecky E a { je osa secky BC. Jestlize / || ¢', potom AB I BC.

To ale neni mozné, protoze ABNBC = {B}. Proto ¢ musi protnout ¢ v ngjakém bodé O.
Protoze ¢ a ¢’ jsou osy tseéek AB, BC, musi platit

AO=BO a BO=x=CO.

Proto také S
A0 = CO,

a tedy O lezi také na ose tsecky AC. Proto je O spolecnym bodem os vSech tii stran
trojihelnika.

Véta 8.1.5 V kazdé hyperbolické geometrii existuje trojuhelnik, ve kterém jsou osy dvou
jeho stran rovnobézné.

Dukaz: Mame ukéazat, ze ke kazdému trojuhelniku muze byt zkonstruovdn takovy
trojthelnik, ktery je rovnoramenny s jednim danym thlem. Necht je ddan ZABC a necht
BD je osa thlu (takze ZABD je ostry). Protoze 0 < m(£LABD) < 90 a obrazem kritické
funkce II je interval (0,90), potom existuje ¢islo ¢, pro které II(t) = m(£LABD). Chceme
sestrojit takovy rovnoramenny trojihelnik AJBK, jehoz kongruentni strany maji délku 2¢
a plati ZJBK = ZABC.

Obrazek 8.1:

Zvolime E € BA a F F e BC C, pro kte které platl BE BF =t. Necht G a H lezi ve vnitiku
uhlu ZABC a plati EG L AB a FH L BC (EG a FH JSOH osy dvou stran AJBK).
Protoze m(£LEBD) = II(EB) = II(t) (Obr. 8.1) a EB L EG, z definice kritické funkce II

L, — = —_— = — =
vyplyvé, ze BD | EG. Podobné BD | FH. Tudiz EG | FH a specidlné EG || F'H. Konecné
necht J a stou takové body, ze plati J - E— B, B—F — K a JE =~ EB =~ BF ~ FK.
Potom EG a F H jsou osy dvou stran AJBK a jsou rovnobézné.
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Dusledek 8.1.2 Neutrdlni geometrie spliuje EVR prdvé tehdy, kdyz se osy vsech stran
v kazdém trojuhelniku protinaji v jednom bodé.

Tvrzeni je pifimym dusledkem ptredchozi véty a véty ”vsechno nebo nic”.

Véta 8.1.6 Neutrdlni geometrie spliuje EVR prdvé tehdy, kdyz pro kazdy ostry ihel ZABC
a kazdy bod P € int(LABC) existuje primka £ jdouci bodem P, kterd protind obé poloprimky
— —

BA a BC v jejich vnitinich bodech.

Dikaz: Nejprve predpoklddejme, ze je splnéna EVR. Ukédzeme, ze kolmice k AB bodem
P(@}lﬁuje vétu. Proto_Ze} ZABC je ostry stejné jako ZABP, lezi pata kolmice z bodu P
k AB ve vnitiku int(BA). Tuto kolmici ozna¢ime ¢. Urcité B ¢ ¢. Podle Eukleidova patého
postulatu £ protind B—C>Y , proto /¢ je hledanou pfimkou. Nyni predpokldadejme, Ze pro vSechny
body P € int(£LABC) existuje piimka ¢ jdouci bodem P, kterd protind obé Z?’Lt(B—z)4) a
mt(B—C)') Jestlize neni splnéna EVR, potom musi byt splnéna HVR. Piedpoklddejme tedy
splnéni HVR. Zvolime bod D tak, ze BD puli thel ZABC'. Jako v pfeﬂlozich ptipadech
vime, ze existuje kladné ¢islo ¢, pro néz I1(t) = m(LABD). Zvolime P € BD tak, ze BP = t.
P_ot)om pifmka ¢" jdouci bodem P kolm4 lﬁ—P) je_z)%symptotické k obéma polopfimkam BA a
BC podle definice I1. Poznamenejme, ze BA a BC' lezi na stejné stranégl} l. Méurrﬁ)uk&izat7
7e predpoklad existence pifmky ¢ jdouci bodem P, kterd protind int(BA) i int(BC), vede
ke sporu.

Protoze ¢’ neprotind BAar ji protind, musf platit £’ # £. Proto existuje bod R € /, ktery je
na stejné strané od £’ jako A. Zvolime S na £, pro ktery R — P — S. Potom S lez{ na opacné
strané od ¢ nez BA (a také B_C:) Proto PS neproting bud BA nebo BC.

Obrécené, int(PR) lez{ na jedné strané od B<—D>, takze nemuze protinat obé polopiimky BA
a B—C)’ Tudiz ¢ = ﬁ% = ](?9 neprotind obé polopiimky BA i B—C>', a to je spor. Proto neplati
HVR a musi tedy byt splnéna EVR.

Véta 8.1.7 Neutrdlni geometrie spliuje EVR prdvé tehdy, kdyZ ezistuje dvojice ruznijch
trojuhelniki ANABC o ADEF, pro které plati

LCAB= /FDE, ZABC = /DEF a /BCAZ=/EFD.

Dukaz: Nejprve predpokladejme, ze je splnéna EVR a AABC je libovolny trojtihelnik.
Necht E je sttedem tisecky AB a necht £ je jedina pffmka jdouci bodem E rovnobézna s BC.
Podle Paschovy véty ¢ protind AC v néjakém bodé F a plati ZAEF = ZABC. Podobné
LAFE =2 ZACB. Potom AABC a AAFEF jsou ruzné nekongruentni trojihelniky. Nyni
predpokladejme, Ze existuje dvojice nekongruentnich trojuhelniki AABC a ADEF, jejichz
odpovidajici si thly jsou kongruentni. Jestlize je splnéna HVR, potom podle véty 7.3.6 jsou
trojihelniky kongruentni, coz je spor. Tedy musi byt splnéna EVR.

8.2 Teorie podobnosti

Véta 8.2.1 V eukleidovské geometrii, necht €1, fo a f3 jsou navzdjem mizné rovnobéiné
primky. Necht t1 protind primky {1, fs a €3 v bodech A, B, C (v tomto pm‘ﬂiz’) a primka
to proting primky €1, lo a l3 v bodech D, E, F (v tomto poradi). Jestlize AB = BC, pak
DE >~ EF.
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Dukaz: Musime rozlisit, zda jsou pfimky t;, to kolmé k danym piimkam nebo ne.
Nejprve predpokladejme, Ze tq i to jsou kolmé k £y, £5 a £3. Protoze AB = BC a ¢y # (3,
musi byt A # C a A — B — C. Protoze rovnobézné piimky v eukliedovské geometrii jsou
ekvidistantni, musi platit AB = DE, BC = EF. Podle piedpokladii véty plati AB = BC,
tedy DE = EF.

Nynf predpoklddejme, Ze jedna z pifmek (napiiklad 1) je kolmd k ¢1, ¢5 a ¢3 a druhd k nim
kolmé neni. Oznacéime R patu kolmice z bodu D na ¢5 a S patu kolmice z bodu F na /3.
Ze stejného duvodu jako v predchozi ¢asti musi platit AB = DR a BC = ES. Protoze
AB = BC, plati také DR = ES. Déle protoze ZEDR = /FES a /DRE = /ESF, je
ADER = AEFS podle véty usu, a tedy plati DE = EF.

Nakonec predpoklddejme, ze t; ani to nejsou kolmé k danym piimkam. Ponechme oznaceni
7z predchozi ¢asti diukazu a dale oznac¢ime P patu kolmice z bodu A k /5 a @ patu
kolmice z bodu B k ¢3 (Obr. 8.2). Protoze ZABP = /BCQ, shoduji se AABP a ABCQ
v pfreponé a jednom thlu a jsou tedy kongruentni, takze AP = BQ. Protoze rovnobézky
jsou v eukleidovské geometrii ekvidistantni, musi platit AP = DR a BQ = ES. Protoze
/DER= /EFS, ADRE = AESF podle véty suu. Tudiz DE = EF.

t1 ta
A L
D
P R le
B E
S l
c S N 3
Obréazek 8.2:

Véta 8.2.2 Necht (1, £y al3 jsou navzdjem rmizné rovnobéiné primky v Paschové geometrii.
Necht t1 protind primky €1, 2 a l3 v bodech A, B, C (v tomto pofadi) a primka to protind
primky €1, o als v bodech D, E, F (vtomto poradi). Jestlize plati A—B—C, pak D—E—F.

Véta 8.2.3 Necht {1, Uy a l3 jsou navzdjem rizné rovnobéiné primky v eukleidovské ge-
ometrii. Necht t1 a to jsou pricky, které protinaji primky £1, €y a l3 po Tadé v bodech A, B, C
aD, E, F aplati A— B — C, potom plati

BC _EF
AB  DE’
Dikazy téchto vét najde ¢tenaf v literatufe.
Disledek 8.2.1 Necht ADEF je trojuhelnik v eukleidovské geometrii. Jestlize plati
R —
D-G-E, D-H—-F a GH| EF,

potom

DG _ it

DE  DF’
Definice 8.2.1 Dva trojihelniky ve shodnostni geometrii AABC a ADEF jsou podobné
(piseme AABC ~ ADEF), jestlize

/CAB= /FDE, /ABC = /DEF a /BCAZ=/EFD.
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Véta 8.2.4 V eukleidovské geometrii je konstantni pomeér délek odpovidajicich si stran
podobnijch trojihelniki. Pro NABC ~ ADEF tedy plati

AB BC AC
DE ~ EF  DF’
Diikaz: Jestlize AB = DE, potom AABC = ADEF podle véty usu a podil uvedeny
v zdvéru véty je roven 1. Tudiz muzeme predpokladat, ze AB # DE. Predpoklddejme, ze
AB < DE. Necht @e bod z DE a plati AB = DG. N&ht’ £ je jeding pifmka jdouci bodem
G a rovnobéznd s FF. Podle Paschovy véty £ protind DF v ngjakém bodé H a plati.

/ZDGH = /DFEF = /ABC.

Tudiz ANABC = ADGH podle véty usu. Podle dusledku 8.2.1
DG DH
DE ~ DF’
Protoze S -
DG=AB a DH=AC,

a dostavame

AB  AC

DE ~ DF’
Podobneé

AB  AC

DE ~ DF’

Véta 8.2.5 V eukleidovské geometrii jsou dva trojihelniky AABC a ADEF podobné prdvé
tehdy, kdyz plati

AB BC AC

DE EF DF’

Dukaz: Je castecné obsazen v dukazu piredchozi véty. Zbyva dokazat, ze platnost
rovnosti uvedené ve vété implikuje, ze AABC ~ ADEF. Jestlize AB = DE, potom
ANABC =2 ADEF podle véty sss. V tomto ptipadé plati AABC ~ ADEF.
Predpokladejme, ze AB < DE. Necht G je bod na DE, pro ktery AB = DG. Podle Paschovy

véty piimka jdouci bodem G a rovnobézna s E(_F>‘ protind DE v néjakém bodé H. A podle

dusledku 8.2.1 plati
DG DH

DE ~ DF’

Takze

AC _AB _ DG _DH

DF DE DE DF’
Tedy AC = DH.
Poznamenejme, ze

/DGH = /DEF nebo /ZDHG=/ZEFD.
> <
Protoze GH || EF a geometrie je geometrii eukleidovskou. Tudiz
ADGH ~ ADEF,

takze
GH DG AB BC

EF  DE DE EF’
Proto BC = GH a AABC = ADGH podle véty sss. Tudiz
ANABC ~ ADGH ~ ADEF.

A protoze ~ je relace ekvivalence, je platnost véty dokazana.
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Véta 8.2.6 (Pythagorova): V eukleidovské geometrii je trojuhelntk AABC  pravouhly
s pravym thlem pri vrcholu B prdvé tehdy, kdyz plati

(AB)* + (BO)* = (AC).

Dikaz: Nejprve predpokladejme, ze ZABC' je pravy thel v AABC a D je pata vysky
z bodu B. Potom plati AADB ~ AABC ~ ABDC. Podle véty 8.2.4
AB AC BC AC
AD ~ AB " DC~ BC
Proto
(AB)? = (AC)(AD) a (BC)? = (AC)(DC).
Nyni AC = AD + DC, takze

(AC)? = (AC)(AD + DC) = (AC)(AD) + (AC)(DC) = (AB)? + (BC)?.

Tedy rovnost (AB)? + (BC)? = (AC)? je pravdivé, pokud ZABC je pravy.

Nyn{ piedpoklddejme, ze AABC splituje (AB)? + (BC)? = (AC)?. Musime ukdzat, 7e pak
je ZABC pravy. Necht APQR je pravothly s pravym thlem pii vrcholu Q a PQ = AB,
QR = BC. Protoze ZPQR je pravy, muzeme aplikovat rovnost (AB)? + (BC)? = (AC)?
na APQR a dostaneme

(PR)* = (PQ)* + (QR)* = (AB)* + (BC)* = (AC)*.

Proto PR = AC a APQR = ANABC podle véty sss. Ale to znamena, ze ZABC = /PQR
a LABC je pravy.

Véta 8.2.7 Neutrdlni geometrie spliiuje EVR prdvée tehdy, kdyZ pro vsechny pravouhlé
trojuhelniky NABC' s pravym thlem pti vrcholu B je splnéna rovnost

(AB)? + (BC)* = (AO)~.

Diikaz: Poticbujeme pouze ukdzat, Ze dand rovnost implikuje splnéni EVR. Necht
AABC je pravothly s pravym tihlem pii vrcholu B a plati AB =2 BC. Chceme ukazat, 7e
defekt AABC je 0. (Neboli, ze m(£LBAC) = m(£BCA) = 45, coz podle véty 8.1.1 implikuje
splnéni EVR..) Necht D je stied tsecky AC. Potom ABAD = ABCD podle véty sus takze
/BDA = /BDC. Proto ZBDA je pravy. Aplikujeme-li rovnost (AB)? + (BC)? = (AC)?
na AABC, dostaneme

2(AB)? = (AB)? + (BC)? = (AC)? = (2.AD)? = 4(AD)?,

takze (AB)? = 2(AD)?2. Mizeme tedy aplikovat rovnost (AB)?+(BC)? = (AC)? na AADB,
¢fmz dostaneme
(AB)? = (AD)? + (DB)?,

takze
2(AD)? = (AB)? = (AD)? + (DB)* neboli AD = BD.

Tedy AADB je rovnoramenny, stejné jako ACDB a

/DBA~ /DAB = /DCB = /DBC.
Protoze m(£LABC) =90, m(£DBA) = 45. Tedy

0(AABC) =180 — (454 90+ 45) =0

a podle véty 8.1.1 je splnéna EVR.
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Véta 8.2.8 Necht ANABC je trojihelnik v eukleidovské geometrii. Necht D je pata vijsky
z bodu A a E je pata vysky z bodu B. Potom

(AD)(BC) = (BE)(AC).

Dikaz: Jestlize hel u vrcholu C je pravy, potom EF = C' = D a tvrzeni je trividlni.
Jestlize /BC A neni pravy, potom E # C a D # C. Protoze ABEC ~ AADC, dostavame

BC BE
AC — AD
takze
(AD)(BC) = (BE)(AC).

8.3 Kilasické véty Eukleidovy geometrie

Véta 8.3.1 V neutrdlni geometrii se wvSechny osy wvnitinich dhld trojihelnika AABC
protinaji v jednom bodé.

Diikaz: Podle "kifzové véty” osa tthlu ZC AB protind BC v né&jakém bodé D. Podobné

osa thlu ZABC protind AD v né&jakém bodé I. Chceme ukdzat, ze I lezi na oséch véech
uhlu.
Bod I nélezi vnitiku thlu ZC'AB a vnitiku thlu ZABC, proto lezi také ve vnitiku ZBC A.
Necht P, @ a R jsou paty kolmic z bodu I k <B—(}, AC a AB. ANIQA = ATRA, protoze maji
shodnou pieponu a jeden tihel (kromé pravého), takze 1Q = I R. Podobné AIQC = AIPC.
Tedy ZICQ = ZICP a I lezi na ose tthlu ZBCA. Vsechny tii osy thlu se tedy protinaji
v bodeé I.

Definice 8.3.1 Téznici trojuhelnika nazyvame usecku spojujici vrchol trojuhelnika
se stfedem jeho protéjsi strany.

Véta 8.3.2 V eukleidovské geometrii se téZnice v kaZdém trothelniku protinaji v jednom

_}Dﬁkaz: Necht’_} AP, BQ a CR jsou téznice trojihelnika AABC. Podle "kifzové véty”
APNBQ # 0 a BQN AP # (0, takze AP protind BQ v n&jakém bodé G. Musime ukézat,
ze G € ﬁ —

Nyni{ AQPC ~ AACB podle véty sus. Proto ZCQP = /CAB, takze QP || AB. Navic

ep_CcQ _1
AB CA 2
Podobné jestlize S a T jsou stiedy tsecek AG a BG, musi platit
ST 1
AB 2’

coz implikuje QP = SiT.iProtoiei(Cﬁ; | AB I 5<'_1>1, je ZPQG = /STG. Navic
ZQGP = ZTGS. Protoze QP = ST, je AQGP = ATGS podle véty suu. Proto bod
G nalezi AP a plati

1
PG=GS = §AG'
Podobné dokazeme, ze AP a CR se protinaji v bodé G’ € AP a plati
PG = %AG’.

Ale existuje jen jeden bod X € AP, pro ktery plati PX = 1/2.AX, takze G = G'. Proto
téznice se protinaji v jednom bodé G.
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Véta 8.3.3 V eukleidovské geometrii se osy vsech stran trojuhelnika protinaji v jednom
bodé. Tento bod budeme nazyvat stred kruznice opsané.

Véta 8.3.4 V eukleidovské geometrii se primky, které jsou prodlouZenim vysek trojihelnika,
protinaji v jednom bodé. Tento bod budeme nazyvat ortocentrum.

Dikaz: Chceme zkonstruovat APQR takovy, ze prodlouzeni jeho vysek a os stran ob-
sahuje vysky trojuhelnika AABC. Protoze osy stran takového trojihelnika jsou podle véty
8.3.3 prodlouzenim vysek AABC. Chceme ukazat postup konstrukce APQR.

Necht /; je jedind piimka jdouci bodem A a rovnobéina s <B_C>’7 {5 je jedind pfimka jdouci
bodem B a roviobézna s AC a {3 jedind primka jdouci bodem C' a rovnobézna s AB. Protoze
0, | BC atonBC # 0, b1, €5 # 0. Podobné £s N £3 # 0. Necht body jejich primiku jsou
P, Q aR.

Vyuzijeme toho, ze stfidavé uhly jsou kongruentni a pii bézném oznaceni vidime, ze
ACAR = ANACB =2 AQBC podle véty usu. Proto CR =2 QC a C je sttedem RQ. Protoze
R—)Q I AB , vy$ka z bodu C na AB je kolmé k m Proto prodlouzeni této vysky je osou strany
RQ. Podobné prodlouzeni ostatnich vysek v AABC jsou osy zbyvajicich stran APQR. Po-
dle véty 8.3.3 se tyto piimky protinaji v jednom bodé H. Proto piimky, na kterych lezi
vysky AABC se také protinaji v jednom bodé.

daného tmjuhelm?m vZdy na jedné primce.

Ditkaz: Necht H je prisecik vysek, G tézisté a O je stfed kruznice opsané AABC.
Jestlize AABC je rovnostranny, H = G = O (= I vnitini stfed) a tvrzen{ je trividlni.
Jestlize je AABC rovnoramenny (ale ne rovnostranny), predpokladejme, ze AC je jeho
zékladna. Oznaéme D stied strany AC. Osa strany AC, vyska z bodu B k AC a téznice
z bodu B na AC splynou v tsecku BD. Protoze G lezi na priiseciku vech tif téznic, tento
prisecik musi lezet na BD. Podobné pro body H a O. Vsechny tii vysetiované body tedy
lezi na jedné piimece.

Déle predpokladejme, ze AABC je obecny. Nejprve ukazeme, ze v tomto piipadé O # G.
Téznice z A na BC neni kolma k BC. Bod G nemiize lezet na ose strany BC, protoze G
neni stted BC. Tudiz G # O.

Necht ¢ = OG a necht H' je jediny bod na £, pro ktery plati O — G — H' a GH' = 2GO.
Méme ovérit, ze H' je prﬁseglhvyéek. Necht P je stted BC, takze G € AP.

Chceme nejprve ukdzat, ze AH' || OP. Nyni GA = 2GP a GH' = 2GO. Protoze vyskové
uhly ZAGH' a ZPGO jsou kongruentni, AAGH' ~ APGO podle véty sus. Proto stiidavé
thly AGAH’ a AGPO JSOU kongruentm takze AH' || OP.

Protoze OP L BC je AH' | BC. Tudiz AH' obsahuje vysku z bodu A k BC. Tudiz piimka
obsahujici vysku z bodu A prochdzi bodem H’. Podobné piimky obsahujici zbyvajici dveé
vysky také prochdzeji bodem H'. Proto H' je prusecik vysek a body O, G, H = H’ jsou
kolinearni.

nerovnostranneho trOJuhelnlka v eukleldovske geometrii, se nazyva Eulerova primka. Ty tfi
vyznacné body, kterymi prochazi se nazyvaji Eulerovy body.

Véta 8.3.6 (kruznice prochdzejici deviti body): Necht NABC je trojihelnik v eukleidovské
geometrii. Potom stredy stran trojuhelnika, paty jeho vysek a FEulerovy body leZi na jedné
kruznici.

Véta 8.3.7 (Morleyova): Necht NABC je trojihelnik v eukleidovské geometrii. Potom i

body P, Q, R z pruniku sousednich tretin vnitinich uhiu NABC' jsou vrcholy rovnostranného
trojuhelnika.
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Dikazy téchto vét najde ¢tenaf v literatufe.
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Kapitola 9

Trojuhelniky v eukleidovské a
hyperbolické geometrii

9.1 Porovnani vlastnosti trojuhelnika v eukleidovské a
hyperbolické geometrii

V této kapitole si poukdzeme na nékteré zdkladni rozdily mezi vlastnostmi trojihelniku
v eukleidovské a hyperbolické geometrii.

Umluva: Pro jednoduchost budeme oznacovat eukleidovskou geometrii e-geometrie a
geometrii hyperbolickou h-geometrie.

Soucet mér vSech vnitinich ihli kazdého trojihelnika v e-geometrii je roven 180, zatimco
v h-geometrii je tento soucet vzdy mensi nez 180.

Vysky trojihelnika (nebo jejich prodlouzeni) v e-geometrii se vzdy protinaji v jednom
bodé. V h-geometrii se protinaji v jednom bodé pouze vysky ostrothlého trojihelnika.
Pro tupouhly trojuhelnik toto tvrzeni neplati.

Téznice trojihelnika se protinaji v jednom bodé v e-geometrii i v h-geometrii. V e-
geometrii je kazda téZnice timto prusecikem rozdélena v poméru 2:1, v h-geometrii neni
poloha prusecéiku stala.

Stredni pricka v e-geometrii je rovnobéznd s protéjsi stranou trojihelnika a jeji délka je
rovna poloviné délky této strany. V h-geometrii plati pouze, ze stiedni pticka je kolma k ose
protilehlé strany.

Osy stran trojuhelnika v e-geometrii se vzdy protinaji v jednom bodé. V h-geometrii toto
tvrzeni obecné neplati, ale jestlize se v jednom bodé protinaji osy dvou stran, pak také osa
tfeti strany prochazi timto bodem.

V e-geometrii existuji shodné i podobné trojihelniky (napf. ty, které se shoduji ve vSech
vnitinich thlech). V h-geometrii jsou kazdé dva trojihelniky, které majf stejné vnitini whly,
shodné. V h-geometrii tedy plati, ze velikosti ihlu v trojihelniku je jednoznaéné urcena

délka jeho protéjsi strany.

Ke kazdému trojihelniku v e-geometrii i v h-geometrii existuje kruznice vepsand, ktera se
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dotyka vsech jeho stran v jejich vnitinich bodech. V e-geometrii existuje vzdy také kruznice
trojuhelniku opsand, kterd prochdzi véemi jeho vrcholy a jeji stFed lezi na pruseciku os stran.
V h-geometrii nemusi kruznice opsand vzdy existovat, protoze nékteré jeji body nemusi lezet
v hyperbolické roviné.

9.2 Konstrukce trojihelnikt

V této ¢ésti se budeme zabyvat nékterymi zdkladnimi lohami na konstrukei trojihelniki.

Reseni téchto 1iloh v e-geometrii zname jiz ze skolské matematiky. Nékteré typy tloh se
resi stejnym zpusobem také v h-geometrii, u jinych typu se naopak postup feSeni vyrazné
odlisuje.

Pro demonstraci feseni tiloh v h-geometrii zvolime Beltrami-Kleinuv model.

Oznaceni: Oznacime O(p) funkei, kterd vyjadiuje zdvislost miry dhlu na délce tisecky
p. Déle ozna¢me A funkci inverzni k funkci ©, kterd k dané mife dhlu priradi délku p.

9.2.1 Pravoihlé trojihelniky
Konstrukce v eukleidovské roviné
Uvazujme AABC s pravym uhlem pii vrcholu C. Jehoz odvésny maji délku a,b a
prepona ¢, vnitini uhly jsou «, 3,7, délky stran spliuji trojihelnikovou nerovnost a plati
m(a) +m(G) = 90. Ke konstrukei pravoihlého trojihelnika ndm staci zndt dva z péti idaju
a, b7 ¢, m(a), m(ﬂ)

Méme Sest zdkladnich moznosti:

1. konstrukce ze dvou stran a, b

2. konstrukee ze dvou stran a, ¢ (a < ¢)

3. konstrukce ze strany a a miry uhlu 3

4. konstrukce ze strany ¢ a miry uhlu «

5. konstrukce ze strany a a miry thlu «

6. konstrukce z mér dvou uhlu «, (.

Prvnich pét dloh lze v e-geometrii jednoznacné fesit. Posledni tiloha ma nekonecné mnoho

Feseni (vSechny podobné trojuhelniky).

Konstrukce v hyperbolické roviné

Uvazujme ALK M s pravym thlem pii vrcholu K, jehoz odvésny maji délku [, m a prepona k,
vnitin{ dhly &, A, p, délky stran spliujf trojihelnikovou nerovnost a plati m(\) +m(u) < 90.
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K sestrojeni daného pravoihlého trojuhelnika nam staéi zndt dva z péti udajua
k. l,m,m(X), m(u).

Opét dostavame Sest zakladnich tloh:

1. konstrukce ze dvou stran m,

2. konstrukce ze dvou stran m, k (m < k)
3. konstrukce ze strany m a dhlu A

4. konstrukce ze strany k a tdhlu p

5. konstrukce ze strany m a uhlu p

6. konstrukce ze dvou thla A, p.

I:Jlohy 1.-4. se Tes{ stejné jako v e-geometrii.
Ulohy 5. a 6. se tesi odlisné.

Uvedeme postup konstrukce trojuhelnika v iloze 5.

Nejprve sestrojime ¢tyitdhelnik LKUV s pravymi thly pfi vrcholech L, K, V', ve kterém déle
plati m = LK, k = LM, p = O(KU), | = A(u). Trojthelntk ALKM sestrojime jako
asociovany pravouhly trojihelnik k LKUV. Vypocitame k danému thlu p velikost usecky
a = A(p), kterou vezmeme jako velikost strany KU ¢tyithelnika LKUV.

Nyni zndme velikosti stran m = LK a A(u) = KU, muzeme tedy sestrojit ¢tyitihelnik
LKUYV. Nejdiive sestrojime usecku m = AB a v jejich krajnich bodech sestrojime kolmice
p,q (L € p, K € q). Na kolmici ¢ naneseme délku tsecky KU a zfskdme bod U. Poté
sestrojime Thaletovu kruznici na LU, jeji prusecik s piimkou p je bod V. Nakonec sestrojime
kruznici se sttedem v bodé A a polomérem UV, kterd protne stranu KU v bodé M.

K p U
V4 >
d
b M
K '“l
L A ﬂK
™m
P q

Obréazek 9.1:
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9.2.2 Obecné trojiuhelniky
Konstrukce v eukleidovské roviné

Necht je dan AABC s délkami stran a, b, ¢ a vnitinimi thly a, 8, . Délky stran musi splitovat
trojuhelnikovou nerovnost a souc¢et mér vsech vnitinich 1hli musi byt roven 180. K sestro-
jeni obecného trojuhelnika staci znat ti z téchto Sesti udaju.

Vybereme-li ze vSech moznych kombinaci pouze ty, které nejsou symetrické, dostavame
opét Sest zakladnich moznosti:

1. konstrukce ze ti{ stran a, b, c

2. konstrukee ze dvou stran a,b a dhlu lezicimu proti jedné z nich (napft. «)

3. konstrukce ze dvou stran a, b a uhlu jimi sevieného ~

4. konstrukce z jedné strany a a dvou thlu k ni pfilehlych 3,

5. konstrukce z jedné strany a a dvou thla «, 5

6. konstrukce ze tii uhlu «, 5,y

Prvnich pét iloh lze v e-geometrii fesit jednoznacné. Posledni iloha ma nekonecné mnoho

Feseni (vSechny podobné trojuhelniky).

Konstrukce v hyperbolické roviné

Necht je ddn ALKM s délkami stran [, k,m a vnitinfmi dhly A, &, . Délky stran musi
spliiovat trojuhelnikovou nerovnost a soucet mér vSech vnitinich ihld musi byt mensi nez
180. K sestrojeni obecného trojihelnika opét staéi znat tii z téchto Sesti ddaju.

A ze v8ech kombinaci dostaneme Sest zdkladnich tloh:

1. konstrukce ze tii stran [, k, m

2. konstrukece ze dvou stran [, k a thlu lezicimu proti jedné z nich (napi. )

3. konstrukce ze dvou stran [, k a thlu jimi sevieného p

4. konstrukce z jedné strany [ a dvou thlu k ni pfilehlych k,

5. konstrukce z jedné strany [ a dvou uhlu A, p

6. konstrukce ze tif thlu A, k, u

Ijlohy 1.-4. se tesi obdobné jako v e-geometrii, posledni dva typy tloh maji odlisny postup
konstrukce.

Reseni tlohy 5.
Necht vy je vyska na stranu k, jeji patu oznaéime Q. Vyska KQ rozdéli AK LM na dva
trojuhelniky AKQL a AKQM. Sestrojime (podle popisu v pfedchozi ¢dsti) pravouhly
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trojihelnik AKQM, ve kterém zname délku strany [ a thel p. Analogicky sestrojime
trojuhelnik AKQM, ve kterém opét zname délku K@ a thel A.

Reseni tlohy 6. (podle: [4], str. 244; upraveno)
Necht ve zkoumaném trojihelniku AK LM je nejvétsi tihel x pfi vrcholu K. Pomoci vysky
rozdélime dany trojihelnik na dva pravouhlé trojihelniky

AKLQ : (kh hvmv >\; Hl)

AKMQ : (k27 ha lv,u7 52)

deaje z téchto trojuihelnika vyuzijeme k sestrojeni pomocnych pravouhlych trojihelniku
z prvku:
AZl : kl, A()\), m, ki, 90 — @(h)

AZQ . ICQ,A(/,L), l, K2, 90 — @(h)

Tyto pravouhlé trojuhelniky lze sestrojit podle pfedchoziho, protoze zname stranu a
jeden vnitinf tihel. Umistime je v roviné H? tak, aby mély spoleény vrchol A, u kterého jsou
uhly k1, k2, a aby strany kq, ko splynuly.

Prodlouzeni stran [ a m se protinaji v bodé F, ¢imz vznikne ¢tyithelnik ABEF se
dvéma pravymi ihly u vrchola B a F, s ihlem s u vrcholu A a dvéma stranami A(\) a A(u)
vychézejicimi z vrcholu A. Piimka AD, kterd déli ihel x na dhly k1 a ko, Svird se stranami
EB a EF ¢tyituhelnika ABEF thel 90 — O(h), takze trojihelnik ACDE je rovnoramenny.
Osa vngjstho ihlu ZDEC je tedy kolma k piimce AD. Plati tedy ¥; = ABC a X9 = ADF.
Ziskali jsme velikosti stran [ = EF a m = BC trojihelnika AKLM. Zname tedy velikosti
dvou stran [, m a 1hel jimi sevieny x v AK LM a muzeme tento trojihelnik sestrojit.

B A(N) A
%}
Ka
m k1
k
: Aw)
C
D E l F

Obréazek 9.2:



KAPITOLA 9. TROJUHELNIKY V EUKLEIDOVSKE A HYPERBOLICKE GEOMETRII68

Zaver

Cilem préce bylo seznamit se zakladnimi vlastnostmi trojihelnik v neutralni geometrii.
Bylo vsak tfeba nejdiive alespon nastinit postup budovani neutralni geometrie. Ctensf proto
muze v praci najit také struéné vybudovany systém od abstraktni geometrie az po geometrii
shodnostni.

Této problematice jsou vénovany prvni kapitoly prace. V této ¢asti jsou uvedeny pouze
definice a matematické véty bez dukazu, protoze vybudovat pfesné cely systém geometrii by
bylo nad rdmec prace a ani to nebylo jejim hlavnim cilem.

Pii psani prace jsem vychézela piedevsim z publikace [1]. Nen{ totiz mnoho knih, které
by se vénovaly vystavbé geometrie na metrickém principu, vétsinou se jedna spise o syntet-
icky pfistup. Proto jsem mohla vyuzit jen omezené mnozstvi zdroju informaci.

Udaje uvedené v knize [1] jsem podle potieby prizpusobila terminologii, kterd je bézné
zavedend u ndas. Ddle bylo tfeba dopracovat nékteré dukazy, protoze autor této knihy
predklada casto provedeni alespon Casti dikazu ¢tenari jako problémovou tlohu.

Do této ¢asti jsem také doplnila nékolik obrézkua (v kapitoldch 6-8 jsou vyhotoveny podle
knihy [1]). Tyto obrazky jsou doplnény u slozitéjsich dukazu nebo pii zavdadéni nékterych
pojmu, v hyperbolické geometrii a maji slouzit pro lepsi predstavu Ctenafe. V ostatnich
piipadech si jisté ¢tenar dokaze potiebné nacrtky zhotovit sam. Obrazky v kapitole 9 jsou
zpracovény podle diplomové préce [3] a upraveny.

Je mnoho moznosti, jak na praci navazat. Zamérit se na problematiku jednotlivych
modelu hyperbolické geometrie a ukazat transformace pomoci nichz je mozné piejit od jed-
noho modelu k jinému nebo odvodit vztahy platné v jednom modelu a ovéfit, zda v jiném
plati stejné vztahy nebo se danou transformaci také méni. Dalsi moznost by byla zamérit

bylo také zajimavé vénovat se podrobné vlastnostnem ¢tyithelniki.

Pii psani této prace jsem musela prekonat fadu problému. Prvnim z nich byla préce
s anglickou literaturou. Nebot jsem dosud nezpracovavala tak rozsdhly odborny text v cizim
jazyce.
Déle také prace v programu LaTeX, kterym je prace vysazena, byla pro mne novinkou,
proto mi nékteré ipravy prace zabraly pomérné vice ¢asu.

Diky vytvoreni této prace jsem se naucila mnoho novych véci a méla jsem moznost do-
plnit si znalosti z absolvovanych kurzi matematiky na VS opét z jiného uhlu. Véiim, ze
prehled, ktery jsem timto ziskala se mi bude hodit i do budoucna v mém ucitelském po-
volani.

Pro mé samotnou tedy byla priace prinosem. Pokud bude uziteénd i dalsim ¢tenaium
a bude moci byt vyuzita také jako studijni text pro kurzy neeukleidovské geometrie nebo
axiomatické vystavby geometrie, pak splnila svij cil.
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