Pedagogicka Jihoceska univerzita
fakulta v Ceskych Budé&jovicich

Jihodeska univerzita v Ceskych Budgjovicich
Pedagogicka fakulta

Katedra matematiky

Bakalarska prace

ReSeni tiloh z analytické geometrie

Vv prostredi programu GeoGebra

Vypracoval: Eliska BeneSova
Vedouci prace: Mgr. Roman Hasek, Ph.D.

Ceské Budgjovice 2020



Prohlaseni

Prohlasuji, ze svoji bakalafskou praci na téma ReSeni uloh z analytické geometrie
Vv prostfedi programu GeoGebra jsem vypracovala samostatné pouze s pouZzitim prament

a literatury uvedenych v seznamu citované literatury.

Prohlasuji, Zze v souladu s § 47b zakona ¢. 111/1998 Sb. v platném znéni souhlasim se
zvetejnénim své bakalaiské prace, a to v nezkracené podobé¢, elektronickou cestou ve
vefejné piistupné &asti databaze STAG provozované Jihogeskou univerzitou v Ceskych
Bud¢&jovicich na jejich internetovych strankach, a to se zachovanim mého autorského
prava k odevzdanému textu této kvalifikani prace. Souhlasim dale s tim, aby toutéz
elektronickou cestou byly v souladu s uvedenym ustanovenim zakona ¢. 111/1998 Sb.
zvetejnény posudky Skolitele a oponentil prace 1 zdznam o pribehu a vysledku obhajoby
kvalifikacni prace. RovnéZ souhlasim s porovnadnim textu mé kvalifikacni prace
S databazi kvalifikacnich praci Theses.cz provozovanou Néarodnim registrem

vysokosSkolskych kvalifika¢nich praci a systémem na odhalovani plagiati.

V Ceskych Bud&jovicich ...

Eliska BeneSova



Podékovani

Rada bych pod¢kovala panu Mgr. Romanu Haskovi, Ph.D. za vedeni mé bakalaiské
prace. Hlavné d€kuji za Cas, ktery mi vénoval, trpélivost, vstiicnost, ochotu, cenné rady

a pfipominky.



Anotace

Ve vyuce matematiky by mél byt kladen diiraz na grafickou reprezentaci uciva
pro lepsi zprostfedkovani vizualniho vjemu zakovi. Tato bakalafska prace s ndzvem
Reseni uloh z analytické geometrie v prostiedi programu GeoGebra se zaméfuje na
propojeni geometrické a algebraické reprezentace geometrickych uloh. Program
GeoGebra je pro tento ucel velmi vhodny, protoze obsahuje prostfedi pro geometrii v
rovin¢ a v prostoru a pro zapis algebraickych vypocti. Hlavnim cilem bylo vytvofit
kolekci feSenych uloh z analytické geometrie. Prace obsahuje 24 tloh, které byly vybrany
na urovni stfedoSkolského uciva matematiky a vysokoskolské piipravy ucitelt
matematiky. Ulohy jsou zaméfeny piedev§im na vypolty vzdalenosti geometrickych
utvarti v rovin¢ a prostoru. Vsechny jsou ukazkoveé vyteSeny a doplnény ilustracemi
vytvofenymi v programu GeoGebra. Soucasti prace jsou origindlni aplety, které jsou
dostupné online prostfednictvim odkazii nebo QR kodii uvedenych v textu prace. Reseni
uloh je tak mozné studovat i prostfednictvim dynamickych 2D nebo 3D konstrukeci.
Aplety jsou urcené pro sdileni uciteli a zaky. Sada apleti ve formé tzv. GeoGebra knihy
je soucasti prace. Dale prace mapuje ucivo analytické geometrie na zakladni a stfedni

Skole a ve vysokoskolské ptipravé uciteli matematiky.



Annotacion

In the matter of mathematics, graphical representation of the curriculum for its better
conceivability should be greatly emphasized. This bachelor thesis, called Solving
Analytical Geometry Problems in the Interface of the GeoGebra Software, interconnects
the relation between the geometrical and the algebraic representation. The GeoGebra
software is an outstanding choice for the abovementioned topic, since it contains the
necessary interface for both flat and spatial geometry, as well as for notation of algebraic
expressions. The Bachelor’s thesis contains 24 tasks, which were selected from the
analytic geometry curriculum of elementary and high schools, as well as its scope in the
college studies of mathematics teachers. The subject matter of the problems is distance in
plane and space. The problems are solved and illustrated with the help of GeoGebra. The
thesis includes online sharing of the created applets, which are available online via links
or QR codes listed in the text of the thesis. The solution of tasks can be studied through
dynamic 2D or 3D structures. Applets are intended for sharing by teachers and students.
A set of applets in the form of the so-called GeoGebra book is also part of the work.
Furthermore, the work maps the curriculum of the analytic geometry of elementary and
high school level of education and the college level of future teachers.
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1 Uvod

Bakalatska prace se vénuje feseni uloh z analytické geometrie v prostfedi programu
GeoGebra. Véiim, ze prace by mohla pomoci studentim stiednich a vysokych $kol
pochopit problematiku vybraného useku analytické geometrie. Prace by mohla slouzit
jako podklad k samostudiu. Prace obsahuje kolekci feSenych tiloh z analytické geometrie.

Diky programu GeoGebra jsou feSené ulohy ilustrovany obrazky i dynamickymi aplety.

Préce zacina resersi uciva analytické geometrie na zakladni, sttedni a vysoké Skole,
konkrétné k ptipravé uditeld matematiky. Ctenaf je informovan o tom, v jaké etapé
vzdélavani jsou polozeny zéklady analytické geometrie, kdy se v matematice pfimo
zavadi pojem analytickd geometrie S vysvétlenim hlavni podstaty tématu. Vycet uciva
analytick¢ geometrie je doplnén konkrétnimi ukazkoveé vyfeSenymi ptiklady ze
Standardii pro zdkladni vzdélavani z roku 2013 (Standardy RVP ZV 2013). Vlozena je
i ukazka ptikladt maturitniho uéiva z analytické geometrie (Katalog pozadavku zkousek

spole¢né Casti maturitni zkousky 2014).

Dalsi ¢asti prace jsou feSené ulohy z uciva od stfednich kol az po vysokoskolskou
pripravu uciteld matematiky. Vybranym tématem analytické geometrie je vzdalenost
V roviné a v prostoru. Jde o vzdalenost dvou bodti, vzdalenost bodu od piimky, vzdalenost
dvou rovnobéznych piimek, vzdalenost bodu od roviny, vzdalenost dvou rovnobéznych
rovin, vzdalenost piimky a s ni rovnobé&Zzné roviny a vzdalenost dvou mimobéznych
piimek. Kazdy ptiklad je doplnén pocetnim feSenim, ilustracemi, webovym odkazem a
QR kodem. Pres webovy odkaz a QR kod se studenti dostanou do online prostiedi
programu GeoGebra, kde najdou knihu s ptiklady. Poskytnuté je zadani, dynamicky aplet
a feSeni piikladu. Studenti tak mohou pouzit svych mobilnich zafizeni nebo tabletl a
vénovat se ucivu i bez vétSiho zafizeni napf. notebooku nebo stolniho pocitace. Zaroven
mohou vyuzivat tiSt€nou verzi prace. Na konci prace se nachazi zavér, ktery shrnuje cil a

obsah prace.



2 ReSerSe uciva

V nasledujici kapitole predstavim vysledky reserse uciva analytické geometrie na
zakladnich a stfednich Skoldch a na vysoké Skole pro pfipravu uciteld matematiky.
Reserse hodnoti uéivo z hlediska analytické geometrie. Zakladnimi zdroji jsou Standardy
pro zakladni vzdelavani zpracované dle upravené¢ho RVP ZV ucinného od 1. 9. 2013
(Standardy RVP 2V 2013). Vyuzivam shrnuti analytické geometrie od Josefa Polaka
v Kknize Prehled stredoSkolské matematiky (Polak 2015). Dal§im zdrojem je piimo
Rdmcovy vzdéldvaci program pro gymndzia (RVP G 2007) a u¢ebnice Matematika pro
gymnazia: Analyticka geometrie od Milana Kocéandrleho a Lea Bocka (Kocandrle a
Bocek 2009). Ukazku maturitniho uciva predstavuji z Katalogu pozadavkii zkousek
spolecné casti maturitni zkousky 2014 (Katalog pozadavkt zkousek spolecné casti
maturitni zkousky 2014). Vysokoskolské ucivo pfipravy uciteli matematiky je
hodnoceno podle studijnich programt na Univerzité Karlové v Praze (Studijni plany
2019/2020) a Jihoteské univerzitd v Ceskych Budgjovicich (Portal IS/STAG 2020).

Vychézim ze sylabi vyucovanych predméti.

2.1 Zakladni Skola

Ve Slovniku stiedoskolské matematiky (Ceska terminologicka komise Jednoty &s.
matematikll a fyziki a védeckého kolegia matematiky CSAV 1981, s. 11) je analyticka
geometrie definovana jako ,,odvétvi geometrie, které uZiva analytickych metod k vyfeSeni
geometrickych objekti. Zakladni myslenkou analytickych metod je vyjadrit geometrické
objekty algebraickymi.“ Zak zakladni §koly se s pojmem analytick4 geometrie explicitné
nesetkd, jelikoz tato oblast uc¢iva neni obsahem osnov, ramcovych nebo tematickych
plant. AvSak na zédkladni Skole ziskavame dllezité poznatky, které jsou v analytické

geometrii vyuzivany.

Na prvnim stupni se Zak seznamuje s oblasti geometrie v roviné a v prostoru, tak ze
se uci narysovat a zndzornit zakladni rovinné utvary. Rovinnymi utvary, se kterymi se
74k setka, jsou &tverec, obdélnik, trojuhelnik a kruznice. Zak se pribézné cviéi v uzivani
jednoduchych konstrukei v riiznych piikladech. Zak rozeznava zakladni rovinné utvary
nezavisle na jejich natoceni, velikosti nebo oznaceni. Také ovlada schopnost urcit rovinné

utvary pomoci poctu vrcholtl a stran, rovnobéznosti a kolmosti stran. Zak je seznamen se



zakladnimi pojmy a znackami uzivanymi v rovinné geometrii. Dal§im cilem vyuky je
rozpoznani jednoduchych téles a uréeni na nich zékladnich rovinnych atvart. Pokrokem
V rysovani je kruznice s danym polomérem, obecny trojuhelnik nebo trojuhelnik se tfemi
zadanymi délkami stran, ¢tverec a obdélnik s uzitim konstrukce rovnobézek a kolmic. Pti
rysovani jsou dodrzovany zasady rysovani. Geometrie na prvnim stupni klade také otazky
spojené s velikosti rovinnych utvard. Cilem je tedy, aby zak rozliSoval obsah a obvod
rovinného utvaru. Ovladal urceni obsahu a obvodu pomoci ¢tvercové sité nebo méienim
rovinného utvaru. Také jsou pfedstaveny zakladni jednotky obsahu bez vzajemného
prevadéni. Zak se uéi graficky scitat, odgitat a porovnavat asecky, zjistuje délku lomené
¢ary graficky i méfenim. A Vv neposledni fadé ma dojit k pochopeni pievodu jednotek.
Dale se probiraji dvojice kolmic a rovnobézek ve cCtvercové siti, jejich nacrtek
a narysovani. Na prvnim stupni se dojde az k rozpoznani a zndzornéni jednoduchych
osove soumérnych tvarl ve ¢tvercové siti a urceni osy soumeérnosti utvaru prekladanim

papiru (Standardy RVP ZV 2013).

Na druhém stupni se navazuje na nabyté védomosti z piedchozich let a je pfidavano
dalsi uc¢ivo v oblasti geometrie v roviné a prostoru. Naptiklad zak vyuziva pfti analyze
praktické ulohy naértky, schémata, modely. Vyuziva polohové a metrické vlastnosti,
Kterymi jsou Pythagorova véta, trojuhelnikova nerovnost, vzajemna poloha bodu
a ptimek v roviné, vzdalenost bodu od pfimky, k feSeni geometrickych tloh. Geometrické
ulohy jsou feSeny pocetné a je uzivana matematickd symbolika. Dal§imi tkoly jsou
charakteristika a tfidéni zakladnich rovinnych utvard, poznani zékladnich rovinnych
utvard, rozliSeni typt uhld, typy trojuhelnikl a ¢tyfuhelniki. S thly se poji jejich velikost,
ktera se d4 urcit méfenim a vypoctem. Dochazi ke s¢itani a od¢itani thld, uréeni nasobku
thlu. Zak je seznamen s vypoétem soudtu vnitinich Ghli v trojuhelniku. U trojuhelniku
se probiraji véty o shodnosti a podobnosti. Opét se pocita obvod a obsah, ale na
a povrchem téles. Dale se prohlubuje schopnost nartnuti a sestrojeni slozit&jsich
rovinnych utvart, sit¢ zakladnich téles a obrazu jednoduchych téles v roving. Pfidava se
k tomu stfedova a osova soumérnost. Zavadi se pojem mnozina vSech bodd dané
vlastnosti k charakteristice utvaru a k feseni polohovych a nepolohovych konstrukénich
uloh. Nelze vynechat charakteristiku zékladnich prostorovych tutvarti a analyzu jejich

vlastnosti. Jde o rozpoznani mnohosténl a rotacnich téles, pouzivani pojmi podstava,



hrana, sténa, vrchol, télesova a sténova uhlopticka. 74k nakonec vSechny své znalosti
vyuzije pfi analyze a feSeni aplikacnich geometrickych tloh (Standardy RVP ZV 2013).

Lehky ndznak analytické geometrie v ucivu zékladnich Skol miZeme naleznout
v tematické &asti Cislo a proménnd, kde zak formuluje a fe$i realnou situaci pomoci
linearnich rovnic a jejich soustav. Linearni rovnice se da upravit do zakladniho tvaru
ax+ b =0, kde a # 0. Vyraz na levé stran¢ definuje linearni funkci, jejimz grafem je
pfimka. Obecna rovnice pfimky je ax + by + ¢ = 0, avsak s tou se zaci seznami az na
sttedni Skole. Piikladem je pfevzaté uloha o ndkupu ze Standardii pro zakladni vzdélavani

2013, str. 81:

Vzdélavaci obor | Matematika a jeji aplikace

Roinik 9.

Tematicky okruh | 1. {islo a pocetni operace

Ocekavany M-9-1-08

vystup RVP ZV Zak formuluje a fe3i redlnou situaci pomoci rovnic a jejich soustav

Indikatory 1. Zak wyfedi rovnici a soustavu dvou jednoduchych linedrnich rovnic pomoci

ekvivalentnich dprav
2. Zdk ovéri spravnost feseni slovni dlohy

llustrativni dloha

Rohlik stoji 2,50 K€ a houska 3,20 KE.
Eva zaplatila za ndkup 26 KE. Housek koupila o jeden kus vic neZ rohlikd.
Mohla si Eva koupit 4 rohliky a 5 housek?

Poznamky M-9-1-08.2
k ilustrativni
uloze

Reseni: Prvnim krokem je sestaveni rovnice, druhym jeji vyfeSeni:

2,5x +32(x+1) =26,
57x = 22,8,
x = 4.

Eva si mohla koupit 4 rohliky a 5 housek.

K vysledku dojdeme i graficky, kdy rovnici vezmeme jako linearni funkci tedy ptimku

p:5,7x — 22,8 = 0. Vysledkem je prisecik ptimky p a osy X.
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Obr. 1: Uloha o ndkupu

V tematické Casti Zdavislosti, vztahy a prdce s daty se objevuje zobrazeni funkci pfima
a nepfima umérnost. Je zavedena linearni funkce v pravouhlé soustavé soufadnic. Grafem
pfimé umérnosti je opét piimka. Seznamuji se s rovnici piimky ve smérnicovém tvaru.
Prikladem je nasledujici ilustrativni loha ptevzata ze Standardii pro zdkladni vzdélavani

2013, str. 85. Zabyvat se budeme jen moznosti a).

Vzdélavaci obor | Matematika a jeji aplikace

Roénik 9.

Tematicky okruh | 2. Zavislosti, vztahy a prace s daty

Ocekavany "M—9—2-03

vystup RVP ZV Zak urtuje vztah pfimé anebo nepfimé imérnosti

Indikatory 1. Za3k wytvori tabulku pro pfimou a nepfimou Omérnost na zakladé textu dlohy
2. #ak rozlisi pfimou a nepfimou Umérnost z textu dlohy

Hustrativni Gloha

Ur¢i, jaka umérnost plati v dané situaci:
a) Jeden kilogram bandni stoji 28 K&. Maminka za 1,5 kilogramu zaplatila 42 K&.
b) KdyZ pGjdes do Skoly péiky rychlosti 4 km/h, bude ti cesta trvat déle, ne? kdy? pojedes na
in-line bruslich rychlosti 7 km/h.

Poznamky M-9-2-03.2
k ilustrativni
uloze

Reseni: ZapiSeme si udaje, které zname ze zadani. Vytvotime tabulku na zéklad¢ textu

ulohy. Poté sestrojime graf, z néhoz vidime, Ze se jedna o pfimou tmeérnost.
1kg oo i eee e v e 28 KC

15kg .ccoeo e ... 42 KC
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Obr. 2:Prima uméra
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2.2 Stiedni Skola

S analytickou geometrii jako takovou se zak seznami v hodinach matematiky na
stiedni Skole. Josef Polak ve svém Prehledu stredoskolské matematiky z roku 2015
shrnuje zakladni obsah uciva analytické geometrie. U¢ivo rozdélil do 14 podkapitol a to

nasledujicich:

Analytické vyjadreni geometrického utvaru,
Orientované usecky, vazané vektory,

Volné vektory,

Soustavy soufadnic na pfimce, v roviné a v prostoru,
Souradnice vektoru,

Skalarni a vektorovy soucin vektort,

Rovnice ptimky, polopfimky, usecky,

Analytické vySetfovani vzajemné polohy dvou pfimek v roving a v prostoru,

© 0o N o g B~ w D PE

Rovnice roviny, poloroviny, poloprostoru,

[ERY
o

. Analytické vysetfovani vzajemné polohy pfimky a roviny, dvou rovin,

[
[

. Analytické vyjadfeni metrickych vlastnosti v rovin€ a v prostoru,

=
N

. Kuzelosecky a jejich rovnice,

=
w

. Analytické vySetfovani vzajemné polohy piimky a kuZelosecky, dvou
kuZzelosecek, kulové plochy a pfimky,

14. Analytické vySetfovani mnozin vSech bodl dané vlastnosti (Polak 2015).

Podle Ramcového vzdélavaciho programu pro gymnazia by zak mél zvladat uzivat
rizné zpusoby analytického vyjadfeni pfimky v roving, feSit analyticky polohové
a metrické ulohy o linearnich utvarech v roving, vyuZivat charakteristické vlastnosti
kuzelose€ek k urceni analytického vyjadieni, urcit zékladni udaje o kuzelosecce, a fesit
analyticky ulohy na vzajemnou polohu piimky a kuzelosecky (RVP G 2007). Autofi
Milan Kocandrle a Leo Bocek vytvotili ucebnici Matematika pro gymnazia: Analyticka
geometrie, ve které se zak seznami se soufadnicemi, vektory, geometrii v roviné

a v prostoru, kuzeloseckami a kulovou plochou (Kocandrle a Bocek 2009).

U maturitni zkousky se zak setka s uz§im vybérem uciva z analytické geometrie.
Pozadavky jsou vymezené v Katalogu pozZadavki zkousek spolecné casti maturitni

zkousky, ktery je platny od Skolniho roku 2015/ 2016 (Katalog pozadavkl zkousek
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spolecné Casti maturitni zkousky 2014). Z analytické geometrie se zak zabyva
soutradnicemi bodu a vektoru na ptimce, urcuje vzdalenost dvou bodu a soutadnic stfedu
tise¢ky. Je zaveden pojem vektor, jeho umistdni, soufadnice a velikost. Zak dovede
provadeét operace s vektory, jako je napiiklad soucet, nasobeni redlnym cislem nebo
skalarni souc€in. Zahrnuta je také graficka interpretace. Probiranou latkou jsou soufadnice
bodu a vektoru v roving, zobrazené v kartézské soustaveé soufadnic. K vyjadieni pfimky
V roving je vysvétleno parametrické vyjadieni piimky, obecna rovnice a smérnicovy tvar
rovnice v roviné. Dale je cilem studia uré¢it polohové a metrické vztahy bodu a ptimek

Vv roving a aplikovat je v tlohach.

Ukazkou maturitniho uciva z analytické geometrie jsou nasledujici piiklady z Katalogu

pozadavkii zkousek spolecné casti maturitni zkousky 2014, str. 28:

1) Je dana ptimka p: x — 2y — 7 = 0. Jaké mize byt jeji vyjadieni?
Ax=1+2t,y=-3+tteR
By)x=—-1-2ty=-3—-tteR
C)x=-3+2t,y=1+¢t;teR
D)x=1-2t,y=-3+t;teR
E)x=—1+4+2t,y=3—-t;teR

2) Je dana urémka q:x = 3t,y = 12 — 4t; t € R. Vypocitejte vzdalenost pfimky g od

rovnobézné piimky p, kterd prochdzi poc¢atkem soustavy soutfadnic.

3) Je dan pravidelny Sestitthelnik ABCDEF se stfedem S. Ozna¢me vektory U = AB,
% = BC. Rozhodnéte o kazdém z nasledujicich tvrzeni, zda je pravdivé, ¢i nikoli.

—

AC=Uu+7v
SB=1-7
AE =20 -1
FD=21—-17
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2.3 Vysokoskolska ptiprava ucitelti matematiky

Ve vysokoskolské ptiprave ucitelti matematiky se navazuje na znalosti, které byly
ziskany jak na zékladni, tak stfedni Skole. Body vyuky jsou na kazdé skole odlisné,
protoze neexistuje ramcovy vzdélavaci program pro vysoké Skoly. V nékterych
pfedmétech analytické geometrie prevlddd geometrie, v jinych algebra. Nékde se klade
daraz na definice, véty, diikazy, jinde se vyucuji jen nosné¢ myslenky a vétsi pozornost je
vénovana aplikacim analytické geometrie. Vyklad u¢iva mize byt zaméien na troj a dvou-
dimenzionalni prostor, jinde na n-rozmérny prostor. Kazdy pifedmét je ovlivnén
vyuCujicim, jenz ma uréity matematicky vkus a styl vyuky. Hlavnimi tématy

vyucovanymi na pedagogické fakulté¢ Univerzity Karlovy podle sylabu jsou:

- Geometrie ¢tvereckovaného papiru a jeji zobecnéni na E, jako prostfedi vhodné
k experimentovani a samostatnému objevovani geometrickych zakonitosti.

- Repér roviny E,, kanonicky repér, linedrni zavislost vektori a baze, soufadnicova
soustava dand repérem, ortonormalni a ortogonalni baze, podobné v E3 a E,.

- Popis a zkoumani Gtvara v E, a E5 analyticky (napf. t€zisté trojuhelnika a ¢tyisténu,
konvexnost a nekonvexnost utvarti, rovnobéznostén a dalsi télesa, metrické ulohy,
pficka mimob¢zek).

- Geometrie ¢tyf- dimenzionalniho prostoru jako prosttedi vhodné k abstrakci, popis
téles v E, pomoci zobectiovani utvari a téles (nadkrychle, simplex, opérna
nadrovina), popis pfimky, roviny a nadroviny repérem a rovnici, rovnobéznost
a kolmost v E, analyticky.

- Analyticka geometrie kuZeloseek, opakovani ze SS, zakladni prvky a vlastnosti
kruznice, elipsy, hyperboly, paraboly, obecna a stfedova (vrcholova) rovnice
kuzelosecek, vzajemna poloha piimky a kuzelosecky.

- Analyticky popis geometrickych transformaci v E, (shodnosti, podobnosti, afinit)
afesit ulohy zahrnujici transformace syntetickym i analytickym zptisobem (Studijni

plany 2019/2020).
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Na Jiho¢eské univerzité v Ceskych Bud&ovicich se budouci uditel seznami
s analytickou geometrii v predmétu Linedrni algebra a geometrie. Hlavnimi body vyuky
jsou vektorovy prostor linearni kombinace, linearni zavislost a nezavislost vektort, baze
vektorového prostoru, vektorové prostory se skalarnim soucinem, ortogonalni vektory,
afinni bodovy prostor, afinni bodové podprostory, neparametricka rovnice nadroviny,
svazky a trsy nadrovin, vzajemné poloha afinnich podprostort, klasifikace vzajemnych
poloh dvou afinnich bodovych podprostorti, pficky mimobéznych podprostora,
eukleidovsky prostor, kartézska soustava soufadnic, ortonormalni baze, vektorovy
soucin, vné&jsi soucin, objem simplexu, vzdalenost podprostorti, odchylka podprostort
a aplikacni tlohy. V piredmétu Geometrie I. jsou zavedeny kuzelosecky, jejich fokalni
vlastnosti, kanonicky tvar rovnice kuzelosecky, te¢na, pol, polara, sdruzené praméry,
hlavni sméry, charakteristicka rovnice, kvadriky, kanonicky tvar rovnice, te¢na a polarni
rovina, klasifikace kvadrik pomoci charakteristické rovnice, algebraické kiivky a plochy
vyssich tadi (Portal IS/STAG 2020).
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3 Resené ulohy

V nésledujici kapitole najdeme 24 fesenych tloh z analytické geometrie. Zabyvam
se vzdalenostmi geometrickych ttvarti v roviné a prostoru. Ulohy jsou rozdéleny do
7 podkapitol a to vzdalenost dvou bodii, vzdalenost bodu od piimky, vzdalenost dvou
rovnobéznych piimek, vzdalenost bodu od roviny, vzdalenost dvou rovnobéznych rovin,
vzdalenost pfimky a s ni rovnobézné roviny, vzdalenost dvou mimobéznych piimek.
Kazda uloha je doplnéna fesenim, vysledkem, ilustracemi, webovym odkazem a QR

kédem.

3.1 Vzdalenost dvou bodu

Pro vypocet vzdalenosti dvou bodl v rovin€ a v prostoru se pouzivaji vzorce, které
vychazeji z pravouhlého trojuhelniku. Vyuzivd se Pythagorova véta a informace

0 soufadnicich bodu.

Vzdalenost dvou bodt v roviné

|- - 4B1b)

\ |AB| = \.,.-'fl('h] — ul)_j F (by — ({2)2
|62 - as] N\

Obr. 3: Vzdalenost dvou bodii v roviné

Mame-li body Ala4, a,], B[by, b, ], pak jejich vzdalenost spo¢itame nasledovné:

|AB| = \/(by — a))? + (b; — a3)? . 1)
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Vzdalenost dvou bodii v prostoru

|AB] = /(b1 — a1)* + (b — 02)”

Obr. 4: Vzddalenost dvou bodii v prostoru

Mame-li body A[a,, a,, as], B[by, b,, bs], pak jejich vzdalenost spocitime nasledovné.

Pouzijeme kolmé pruméty boda A a B do roviny Xxy. Znac¢ime je A', B Vzdalenost A, B’

uz umime spocitat, protoze je to vzdalenost v roviné. Podle vzorce plati tedy

|A'B’] = \/(by — a)?+(by — a)?.

Obdélnik A'B'PA ukazuje, ze |AP| = |A’B’|. Trojuhelnik APB je pravouhly a AB je jeho
piepona. TakZe plati Pythagorova véta |[AB|? = |AP|? + |BP|?.

Po dosazeni |AP| = |A’B’| a z toho Zze, vime |BP| = |b; — a3| dostavame vzorec pro

vypocet vzdalenosti v prostoru:

|AB| = /(by — a1)?+(b, — az)?+(bs — a3)? . (2)
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Priklad 1.1: Vypocitejte vzdalenost bodt A[4, 7], B[2,11].

Reseni: Vyuzijeme vztah (1):

|AB| = (2-4)2+ (11 -7)2 =V4 + 16 = V20 = 2V5].

B[2,11]

Obr. 5: Vzddlenost dvou bodii

Vzdalenost dvou bodi je 2v/5 jednotek.

https://www.geogebra.org/m/hgcOhuau#material/vse52wjp

Priklad 1.2: Vypocitejte vzdalenost bodu A[2, 1, —5], B[1,2, —3].

Reseni: Vyuzijeme vztah (2):
|AB| = (1 -2+ (2-1)?+(-3+5% = VI+1+4=V6].

e

4 B[12-3]

|ADB|
Al2,1,-5]
Obr. 6: Vzddlenost dvou bodii
Vzdalenost dvou bodii je v/6 jednotek.

https://www.geogebra.org/m/hgc9huau#material/fwjh43hd
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Priklad 1.3: Jsou dany body A[2, 1], B[3, y]. Uréete &islo y tak, aby |AB| = /5.

Reseni: Vysledek ziskame vyfeSenim rovnice, kterd vychazi ze vztahu (1) pro vypocet

vzdalenosti dvou bodu:

JB=22+(y—1)2% =5,
1+ (y—1)2=5,

(y-1%=4

Obr. 7: Vzdalenost dvou bodii

Dostavame dvé feSeniy,, y,:

Resenimi ptikladu jsou body B;[3,3] a B,[3, —1].

https://www.geogebra.org/m/hgcOhuau#material/y9yg6bmb
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Priklad 1.4: Dokazte, ze trojuhelnik ABC, kde A[2,6],B[—12,8], C[—4,0], je
pravouhly.

Reseni:
128

A[2,6]

<

C[-4,0]

Obr. 8: Pravouhly trojihelnik ABC

Urcéime si velikosti vSech stran:

|AB| = /(=12 — 2)2 + (8 — 6)> = V196 + 4 = V200 = 10vV2 ,

|BC| = /(=4 +12)2 + (0 — 8)2 = V64 + 64 = V128 = 82,
ICAl = (24 4)2 + (6 — 0)2 = V36 + 36 = V72 = 6V2 .

Nyni ovétime platnost Pythagorovy véty v trojuhelniku ABC:

|AB|2 = |BC|? + |CA|?,
(10v2)? = (8V2)? + (6V2)?,
100-2=64-2+36-2,
200 = 128 + 72,
200 = 200.

Trojuhelnik ABC je pravouhly.

https://www.geogebra.org/m/hgcShuau#material/ahsvatzf
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3.2 Vzdalenost bodu od piimky

Priklad 2.1 Urcete vzdalenost bodu M od piimky AB. Je-li dano: M[11,—4], A[1, 1],
B[-3,-2].

Reseni: Bodem M povedeme kolmici g k ptimce p(AB). Poté najdeme patu kolmice P,

coz je prasecik ptimek p a . Ur¢ime vzdalenost d=|MP|.

BA = (4,3)

B[-3, -2]

M[11, -4]
\.

Obr. 9: Vzdalenost bodu M od piimky p

Piimka p je dédna body A, B. Uréime smérovy vektor BA. Pfimku p vyjadiime

parametricky:
BA = (43),
p:X=A+BA ¢,
x =14 4t,
y=1+3t ;teR.

Nyni vytvofime obecnou rovnici ptimky ¢, kterd je dana bodem M a normalovym

vektorem 7. Normalovy vektor 7 piimky ¢ je smérovy vektor BA piimky p:
n=(43),

q:4x+3y+c=0,
4-11+4+3-(-4)+c=0,
c=-—-32,

22




q:4x +3y—32=0.

Najdeme patu P prinikem piimek p a g. A to tim, ze dosadime parametrické vyjadieni
piimky p do obecné rovnice pfimky  za neznamé x a y. Rovnici vyfesime a dostaneme

parametr t, ktery zpét dosadime do parametrického vyjadieni piimky p a ziskdme patu P:
4-(14+4t)+3-(1+3t)—32=0,
t=-1,

x=1+4-(-1)=5,
y=1+43-(-1) =4, P[5, 4].

Nakonec staci spocitat vzdalenost dvou bodu:

d=|MP| = /(11 — 4)2 + (-4 — 4)% = 10j.
Vzdalenost daného bodu od ptimky je 10 jednotek.

Druhou moznosti vypoctu je pouziti parametrického vyjadieni obou piimek a néasledné

feSeni soustavy rovnic:

p:X=A+BA-t,
x =1+ 4t,
y=1+3tteR

Smérovy vektor pfimky ( je kolmy na smérovy vektor pfimky p. Vytvoiime ho tak, Ze

prohodime soufadnice vektoru BA a u jedné zménime znaménko:

u=(3,—-4),
qG:X=M+1u-s,
x =11+ 3s,

y=—-4—4s;s €R.
Nésledné vyfeSime soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych:

1+ 4t =11+ 3s,
1+ 3t=—-4—4s,
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4t —3s =10 /-4,
3t+4s=-5 /-3,

16t — 12s = 40,
9t + 12s = —15,

25t = 25,
t=1.

Po zjisténi hodnoty, ktera nalezi t, mizeme patu P jednoduse dopocitat dosazenim

parametru t do parametrického vyjadfeni piimky p:
x=1+4-1 x =05,
y=1+3-1 y=4, P[5,4].

Pokud chceme pouzit parametr S a jeho dosazeni do parametrického vyjadieni pfimky g,

musime parametr s dopocitat z jedné z rovnic.

Tteti moznosti je pouziti vzorce, ktery je zformulovan takto:

l[amq+bm,+c|

Jazto? @)

Dosazujeme koeficienty obecné rovnice piimky p: ax + by + ¢ = 0 a bod M (m,,m;,).

d =|MP| =

Méme tedy piimku p, ktera je dana body A, B. Ur¢ime smérovy vektor BA. Z néhoz

utvofime normalovy vektor prohozenim soufadnic a zménou znaménka:

BA = (4,3),7 = (3,—4),
p:3x —4y +c =0,
3:1—4-1+c=0,

c=1,

p:3x—4y+1=0.
Zname i bod M[11, —4]. Do vzorce dosadime:

3:11—4-(—4)+1| 50
q= Y |=—=10j.

NEEa e

Vzdalenost daného bodu od ptimky je 10 jednotek.
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Dalsi mozné feSeni stavi na tom, ze vzdalenost bodu M od piimky p je rovna vzdalenosti
bodu M od jeho kolmého primétu P do ptimky p.

IMP| IMP|

p B P
Obr. 10:Vzdalenost bodu M od jeho kolmého primétu P

Pro vzdalenost bodu M od piimky p, ur¢ené bodem B a normalovym vektorem n, potom
plati:
|BM |

BM
d =|MP| = W . 4)

https://www.geogebra.org/m/hgcOhuau#material/qyu8rnry
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Piiklad 2.2: Urcete vzdalenost d bodu M od piimky p, ktera je dana body A a B. Je-li
dano: M[1,9,5],A[1,2,4], B[O, 5, 5].

Reseni: Vzdalenosti bodu M od piimky p rozumime vzdalenost bodu M a paty kolmice

P. Bodem M povedeme rovinu p kolmou k ptimce p. Proto, abychom mohli vytvofit
rovinu, ktera zahrnuje bod M a je kolma k ptimce p, potfebujeme smérovy vektor AB.

Smérovy vektor AB primky p je soucasné normalovy vektor roviny p.

B[0,5,9]
A[0,2,4]

Obr. 11: Vzddlenost bodu M od piimky AB

Pfimka AB je uréena smérovym vektorem AB = (0,3, 1), body A[0, 2, 4] a B[0, 5, 5]. Jeji
parametrické vyjadieni vypada nasledovneé:
p: x =0+ 0¢,
y =5+ 3¢,
z=5+4+tteR.
Rovinu vyjadiime obecnou rovnici takto:
p:0x+3y+z+c=0.
Nyni dosadime do rovnice bod M:
0:-1+3:9+1:54+c=0,
c=-32,
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p:3y+z—32=0.
Prisecik P roviny a pfimky zjistime vyfeSenim soustavy rovnic. Parametrické vyjadieni
ptimky dosadime za nezndmé X, Y, Z do obecné rovnice roviny:
0+3-5+3t)+(+t)—32=0,
15+9t+5+t—-32=0,

6
t= g
Prtsecik P dopocitame dosazenim parametru do parametrické rovnice pifimky p:
x =0,
6 43
y=5+3 =TT
6 31
z=5+ c= 5
43 31
P [0?? .

Nakonec ur¢ime vzdalenost dvou bodi a tim je tloha vyieSena.

2

d=|PM|= |(1 02+<9 43) +(5 31)2— 1+4+36—\/E*161'
=ipMi= -0 5 5) ~ T2 5 0

. /65
Vzdalenost bodu M od ptimky p je = jednotek.

https://www.geogebra.org/m/hgcOhuau#material/pcmnf4u3
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Priklad 2.3: Urcete vzdalenost bodu M[2, —1] od ptimky p: 3x + 4y — 12 = 0.

Reseni:

&
. |[Mpl
I
M
Obr. 12:Vzddalenost bodu od primky
Vidime, ze v zadani mame uveden bod M a pfimku, proto vyuzijeme vztah (3). Zadame

do vztahu soufadnice a dostaneme hledanou vzdalenost:

d_|3-2+4-(—1)—12|_10_2,
NeEwre: 5

Vzdalenost bodu M od ptimky p je 2 jednotky.

https://www.geogebra.org/m/hgcOhuau#material/d6efuafs
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Priklad 2.4: Urcete vzdalenost bodu M[2, 4] od pfimky p: x = 6 + 3t,y = —8 — 4t,
teR.

Reseni: Pro feseni tohoto ptikladu si miizeme zvolit vztah (4). Vzdalenost bodu M od

ptimky p je rovna vzdélenosti bodu M od jeho kolmého priimétu P do piimky p.

7

AM
M P

t a3
PA

Obr. 13: Vzddlenost bodu M od jeho kolmého primétu P

Zjistime normalovy vektor 7 piimky p a smérovy vektor AM, kdy bod A je bod piimky p

se soufadnicemi [6, —8]. Normalovy vektor ziskame prohozenim soufadnic a zménou

znaménka smérového vektoru ptimky p. Plati tedy:
AM= (-4,12) , @ = (4,3),

3 - )

IMP| = —=
In]

)

l(-412)-(43)] 20
MPl="" Gz ~35-Y

Vzdalenost bodu M od piimky p je 4 jednotky.

https://www.geogebra.org/m/hgcShuau#material/epc4jcyh
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Piiklad 2.5: Mezi vSemi pfimkami 5x + 12y + ¢ = 0 najdéte tu, jejiz vzdalenost od

pocatku soustavy soufadnic je d=3.

Reseni:

P 3

Obr. 14:Vzdalenost piimek od pocatku soustavy souradnic
Pro feSeni této Ulohy vyuZzijeme znalost vztahu (3). Ze zadani ulohy dosadime znadmé
koeficienty. Pocitdme vzdalenost pifimky od pocatku soustavy soutadnic, ktery je dan

soufadnicemi [0, 0]. Sestavime rovnici, kterou nasledné vyfesime:

|5:0+12-0+c|
V524122
3-13 =c|,
1= 39,
Cy = —39.

Piimky, jenz splituji zadani, jsou p;:5x + 12y +39 = 0sciap,:5x + 12y — 39 =

0sc,.

https://www.geogebra.org/m/hgcOhuau#material/uyfhvhsd
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3.3 Vzdalenost dvou rovnobéznych piimek

Vypocet vzdalenosti dvou rovnobéznych pifimek mizeme prevést na vypocet
vzdalenosti libovolného bodu jedné z ptimek od druhé piimky. Vzdalenost rovnobéznych
pfimek mizeme urcit jako vzdalenost ptimek v roving jimi uréené nebo pomoci roviny
kolmé k obéma piimkam (Pomykalova 2009). Pokud obecné rovnice piimek
p:ax+ by + c = 0aq:ax + by + d = 0 maji stejné koeficienty a a b, mizeme pouzit
vztah, ktery je odvozeny ze vzorce (3).

|c—d|
pal = Tz ©)

Piiklad 3.1: Vypocitejte vzdalenost dvou rovnobéznych piimek p:8x — 6y + 3 =
0,g:8x —6y—3=0.

Reseni: Vzdalenost piimek p a q vypoéteme tak, Ze si uréime libovolny bod P z piimky

p.

| Pq|

Obr. 15: Vzddlenost dvou rovnobéznych primek

Zvolime si libovolné napiiklad x = 0. Dopoc¢itam soufadnici y dosazenim x = 0 do

rovnice piimky p:

8-0—6y+3=0,
1
y_z'

Hledany bod ptimky p je tedy P [O, %] Nyni mizeme pouzit vzorec (3) z ptedchoziho
oddilu:
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d:|8-0—6-%—3|:£:0’6j.

JEr (-7 10

V zadani vidime, Ze koeficienty a a b jsou v obecnych rovnicich piimek stejné, tudiz

muzeme pouzit vzorec (5):

3-(=3) _ 6

JET (62 10

Vzdalenost ptimek p a g je 0,6 jednotek.

lpg| = =0,6.

https://www.geogebra.org/m/hgcShuau#material/c7cu5ch6

Priklad 3.2: Vypocitejte vzdalenost dvou rovnobéznych ptimek a:x =2 —3t,y =1 —
t,teR b:2x—6y+5=0.

Reseni: V nasledujicim piikladu budeme postupovat podobné jako v pfedchozim, akorat

mame vyhodu, Ze ptimka a je vyjadiena parametricky, takze rovnou vidime bod piimky.

Opét vyuzijeme vzorec (3).

|Ab|

/
A[2.1]

Obr. 16: Vzddlenost dvou rovnobéznych primek

Bod piimky a ma soutadnice[2,1]. Dosadime do vztahu:

g_12-2-6-1451_ 3 310

S22+ (—6)?  2vi0 20

= 0,47 j.
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Vzdalenost ptimek a a b je ptiblizné 0,47 jednotek.

https://www.geogebra.org/m/hgcOhuau#material/tgasxy8g

‘ Priklad 3.3: Vypocitejte vzdalenost dvou rovnobéznych ptimek a:x =1 — 2t,y = 3 + ‘

‘ t,teR b:x=3—-2s,y=s5,s€€ER

Reseni: Ob¢ ptimky jsou zadany parametricky. ReSeni uskutecnime tim, Ze jednu

parametrickou rovnici ptimky pfevedeme na obecnou rovnici piimky.

Obr. 17: Vzddlenost dvou rovnobéznych primek

Vyjadiime parametr t a porovname, upravime a dostaneme obecnou rovnici pfimky a:

1—x
2
x+2y—7=0.

:y—3,

Zname bod ptimky b o soufadnicich [3,0]. Opét pouzijeme vzorec (3):

1-3+2-0-7] 4 45 ,
d= =—=—=179]j.
V12 + 22 V5 5

Vzdalenost ptimek p a g je ptiblizné 1,79 jednotek.

https://www.geogebra.org/m/hgcOhuau#material/kfhgmzch
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Piiklad 3.4: Je dana krychle ABCDEFGH o hran¢ délky a = 6cm. Body M, N, P, Q jsou
po tad¢ stredy hran EF, FG, EH, GH. Urcete vzdalenost ptimek MN a PQ.

Reseni: Pro lepsi pochopeni ptikladu by mohla byt napomocna graficka reprezentace.

Obr. 18: Vzddlenost primek MN a PQ

Vidime, Ze tlohou je urcit vzdalenost dvou rovnobé&znych piimek nebo také vzdalenost
dvou bodu. Pfi feSeni nyni pouzijeme informaci, Ze krychle ma stranu délky 6 a ptiklad
vyfeSime pomoci Pythagorovy véty. Vybereme si tedy pravouhly trojuhelnik NGQ
Z horni podstavy, ur¢ime délku jeho ptilehlych stran a vypocitdme pieponu. Vzdalenost

NG a GQ je polovina strany a, takze 3cm. Nyni staci vypocitat pieponu QN=d:

d=+32+32=+/18 =3V2 cm.

H Q" 3em G
3 cm
d /
P N
E F

/M
Obr. 19 : Uziti Pythagorovy véty
Vzdalenost piimek MN a PQ je 3v2 cm.

https://www.geogebra.org/m/hgcShuau#material/eg85pdct
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3.4 Vzdalenost bodu od roviny

Vzdalenost bodu od roviny mizeme urcit jako vzdalenost bodu v prostoru a bodu roviny.
Bod roviny je pata kolmice spusténé z bodu v prostoru na rovinu. Piiklad se tedy spocita

jako vzdalenost dvou bodi. Dale se daji vyuzit vzorce, které najdete nize.

Piiklad 4.1: Urcete vzdalenost bodu M [—3, —2, 3] od roviny p: 2x —y —2z+ 1 = 0.

Reseni: Vzdalenost bodu M od roviny p je rovna velikosti nejkratsi tise¢ky vedené od
bodu M k rovin¢ p. Proto povedeme kolmici p k rovin¢ p bodem M. Tim ur¢ime patu
kolmice a ozna¢ime ji jako bod P, ktery je prise¢ikem kolmice p a roviny p. Piiklad se

tedy vypocita jako vzdalenost dvou bodu.

Obr. 20: Vzddlenost bodu od roviny

Vytvotime parametrickou rovnici ptimky p, kterd je kolma na rovinu p a prochdzi bodem
M. Normalovy vektor roviny je smérovy vektor ptfimky. Parametrickd rovnice ptimky p

vypada takto:

y=-2-t,

z=3-2t;teR
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Nasledné uré¢ime prusecik ptimky p a roviny p. Dosadime parametrické vyjadieni pfimky
p do obecné rovnice roviny p. VyiesSime rovnici a dostaneme t, které dosadime zpét do

parametrické rovnice pfimky. Tim vypocteme souiadnice paty:
2-(-34+2t)—-(-2-t)—-2-3-2t)+1 =0,
—-6+4t+2+t—-6+4t+1=0,
t =1,

x=-3+2=-1,
y=-2-1=-3,
z=3-2=1,

P[-1,-3,1].

Nakonec spocitame vzdalenost bodi M a P:

|IPM| = /(=3 + 1)2+(=2+3)2 + (3 — 1)2 =9 = 3.

Druhou moznosti vypoétu mize byt vyuziti vzorce. Vzdalenost bodu M[m, m,, ms] od
roviny p: ax + by + cz + d = 0 je vyjadiena vzorcem:
_lamy + bm, + cmz + d|

v = : 6
N ©

Dosadime tidaje ze zadani:

L2+ -1 (D (23419 9
- J22+ (D)2 + (-2)? REEERRS

Vzdalenost bodu M od roviny p je 3 jednotky.

Ulohu lze fesit také nasledovné. Vzdalenost bodu M od roviny p je rovna vzdalenosti

bodu M od jeho kolmého pramétu P do roviny p:

Mpl| = |PM].
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Pro vzdalenost bodu M od roviny p, uréené bodem A a normalovym vektorem 71, miizeme

tvrdit, ze vzdalenost je velikost kolmého primétu vektoru AM do jednotkového

vektoru 7.
Obr. 21: Vzdalenost bodu M od roviny p
Potom plati:
a = p) =221 ™
In|

https://www.geogebra.org/m/hgcShuau#material/pvvsxmyy
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Priklad 4.2: UrcCete hodnotu parametru d tak, aby vzdalenost bodu MJO0,0, 3] od
roviny p: 4x — 4y + 2z +d = 0 byla 5.

Reseni: Vyuzijeme vztah (6), do kterého dosadime vSechny zndmé &isla ze zadéni:

c_14:0-4-042-3+4d]

VA2 + (—4)2 + 22

Obr. 22: Vzddlenost bodu M od roviny p
Rovnici vyiesime:

30 = |6 + d|,
d]_ = 24,
dz = _36.

Aby vzdalenost bodu M od roviny p byla 5, musi rovnice roviny vypadat nasledovné
pr:4x—4y+22+24=0 a p:4x—4y+2z2—-36=0.

https://www.geogebra.org/m/hgcShuau#material/cvy9bdhh
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Piiklad 4.3: Urcete vzdalenost bodu M[5,—1,7] od roviny p, ktera je ur¢ena bodem
A[2,0,0] a norméalovym vektorem 7 = (2,—1, 3).

Reseni: Pro vzdalenost bodu M od roviny p, uréené bodem A a normalovym vektorem 7,

potom plati vztah (7).

Obr. 23 : Vzddlenost bodu M a roviny p

Proto zjistime smérovy vektor AM = (3,—1,7). Dosadime:

1(3,-1,7) - (2,-1,3)| 16 + 1+ 21| 28
d=|Mp| = = = = 2V14 = 7,48 .
IMpl 1(2,-1,3)| J22+ (-1)2+32 V14 g

Vzdalenost bodu M od roviny p je ptiblizné 7,48 jednotek.

https://www.geogebra.org/m/hgcOhuau#material/qgm2xne2
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Priklad 4.4: Urcete vzdalenost bodu F od roviny BEG prochazejici vrcholy krychle
ABCDEFGH, jejiz hrana ma délku a = 1 cm. Bod A ma souradnice [0, 0, 0], B[0, 1, 0]
aC[—1,1,0].

Reseni: Abychom mohli spoéitat vzdalenost bodu F od roviny BEG, musime znét

soufadnice bodl F, E, G. Toto je diilezité pro sestaveni obecné rovnice roviny.

Obr. 24: Vzddlenost bodu od roviny

V zadani mame soufadnice bodu A, B, C, z nich odvodime soufadnice bodu FEG.
Soufadnice bodli odvodime z bodl pod nimi. Délka strany krychle je 1 cm, tudiz jsou
body vyzdvizeny do vySe o 1 cm. Zméni se tedy jejich zetova soutfadnice. Soufadnice
bodi jsou F[0,1,1], E[0,0,1], G[—1,1,1]. Rovina je urena 3 body. Vytvoiime
2 smérové vektory roviny. Normalovy vektor roviny uréime tak, Ze vypocitame

vektorovy sou¢in smérovych vektord roviny:
BE = (0,—-1,1),BG = (—=1,0,1),7 = (-1,—1,—-1).

Obecnou rovnici roviny vytvofime z normalového vektoru a bodu roviny. Normalovy
vektor urcuje koeficienty a, b, ¢ obecné rovnice roviny BEG. Nasledné dosadime

jakykoliv bod roviny do rovnice pro ziskani d:

—Xx—y—z+d=0,
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—-0-1-0+d=0,
d=1,
—-x—y—z+1=0.

Na dokonceni vypoctu pouzijeme vzorec (6):

|[-1-0—-1-1—-1-1+1]| 1
= =—= Ccm.

N e e e L

Vzdalenost bodu F od roviny BEG je % cm.

https://www.geogebra.org/m/hgcShuau#material/jpctuvu8

3.5 Vzdilenost dvou rovnobéznych rovin

Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin l1ze pievést na vzdalenost libovolného bodu jedné

roviny od druhé roviny.

Priklad 5.1: Urcete vzdéalenost dvou rovnobéZnych rovinp:2x—y+3z+2=0 a
o:4x —2y+6z—1=0.

Reseni:

Obr. 25: Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin p a o
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Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin p a o vypocteme tak, ze si ur¢ime libovolny bod P
z roviny p. Zvolime si libovolné napiiklad x = 0,y = 0. Dopoc¢itam soufadnici y

dosazenim x = 0 do rovnice roviny p:
2:0-0+3z+2=0,

zZ=—=.

3
Bod P, ktery lezi v roviné¢ p ma soufadnice [0, 0,— %] Nasledné pouzijeme vzorec (6)
Z ptedeslého oddilu:
2
|a0-20+6-(-3)-1 5 s sym
J42+ (=2)2 + 62 V56 2V14 28

Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin p a o je 0,67 jednotek.

= 0,67].

https://www.geogebra.org/m/hgcShuau#material/w7f35b7s

‘ Piiklad 5.2: Jsou dany dvé rovnobézné roviny p a o. Rovina p je zadana body ‘
' A[2,0,0],B[0,4,0], €[0, 1,6]. Rovina o je zadéna body D[0,0,2),E [£,0,0], F[0,1,0].
‘ Urcete vzdalenost téchto dvou rovin.

Reseni: K vyfeseni piikladu potiebujeme znét alespon jednu obecnou rovnici roviny a bod

druhé roviny, abychom mohli vyuzit vzorec (6).
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Obr. 26: Vzddlenost dvou rovnobéznych rovin p a @

Obecnou rovnici p vytvofime pomoci znamych boda A, B, C. Vypocéteme dva smérové
vektory AB = (—-2,4,0) aAC = (—=2,1,6). Vektorovym soucin smérovych vektord
roviny vytvofime normélovy vektor 71 = (24,12,6), ktery jest€ miZzeme upravit na
n = (4,2,1), Nasledné& dosadime bod A z roviny p pro ziskani d:
4x+2y+z+d=0
4-242:-0+0+d=0
d=-8

prdx+2y+z—-8=0

Nakonec dosadime znamou obecnou rovnici roviny p a bod D z roviny o:

4-0+2-0+2—-8] 6
v = =
VAZ ¥ 22 1 12 V21

Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin p a o je 1,31 jednotek.

=1,31}.

https://www.geogebra.org/m/hgcOhuau#material/eéxrcavj
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Piiklad 5.3: Urcete vzdalenost dvou rovnobéznych rovin p: 20x + 10y + 2z +3 =0
aoc={[2+¢t, —t+2s,3—5t—10s],t,seR }.

Reseni: V nasledujicim piikladu budeme postupovat obdobné jako v piikladu, kdy mame
ob¢ roviny vyjadieny obecnou rovnici. Zde mame vyhodu, Ze je rovina o vyjadiena

parametricky, takze rovnou vidime bod roviny. Bod roviny o je dan soufadnicemi

[2,0,3].
\ ‘203

Obr. 27: Vzddlenost dvou rovnobéznych rovin

Opét vyuzijeme vzorec (6):

_120-2+10-0+2-3+3] 49 49  7V14

V202 + 102 + 22 V504 6vV1d 12

Vzdalenost dvou rovnobéznych rovin p a o je 2,18 jednotek.

https://www.geogebra.org/m/hgcShuau#material/zngdyskj
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3.6 Vzdalenost pfimky od roviny s ni rovnobézné

Vzdalenost ptimky od roviny s ni rovnobé&zné je vzdalenost libovolného bodu ptimky od

roviny.

Piiklad 6.1: Urcete vzdéalenost pfimky p:x=24+ty=1+2t,z=3—-t; teR
arovinyp:3x—y+z+1=0.

Reseni: V parametrickém vyjadieni piimky vidime bod pfimky p. Bod ozna¢ime jako M

a ma soufadnice [2, 1, 3].

Obr. 28: Vzdalenost primky p od roviny p s ni rovnobézné
Priklad je tedy pfeveden na typ vzdalenost bodu M od roviny p, proto vyuzijeme vzorec

(6):

3:2—-1-1+4+1-3+1] 9 9v11 )
v = = = =2,71].
\/32 + (-2 + 12 V11 11

Vzdalenost pfimky p a S ni rovnobé&zné roviny p je2,71 jednotek.

https://www.geogebra.org/m/hgcShuau#material/wjwssrmx

45



https://www.geogebra.org/m/hgc9huau#material/wjw5srmx

Priklad 6.2: Je dana krychle ABCDEFGH o hran¢ délky a = 1 cm. Urcete vzdalenost
roviny ABC a ptimky EF. Bod A ma souradnice [0, 0, 0], B[0,1,0] a C[-1, 1, 0].

Reseni: Diky obrazku vytvoirenému v programu GeoGebra, vidime, Ze vzdéalenost roviny

ABC a primky EF je rovna délce hrany krychle. Bez vypoctti mizeme dospét k vysledku.

H G —

Obr. 29: Vzddlenost primky EF a roviny ABC

Vzdalenost roviny ABC a ptimky EF je 1 cm.

https://www.geogebra.org/m/hgcShuau#material/pgguhtgx

Priklad 6.3: Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete vzdalenost roviny o a pfimky p.
Rovina o je uréena body I, J, D, C. Pfimka p je rovnobé&zna s rovinou ¢ a obsahuje bod
K. Body I, J, K jsou stiedy hran. Bod A ma soufadnice [0, 0, 0], B[0,4,0] a C[—4, 4, 0].

Reseni: Nejprve potiebujeme uréit soutadnice téf bodt, abychom mohli vytvofit obecnou
rovnici roviny. Zde si zvolime naptiklad I, J a bod C, jehoz soufadnice zname. Bod | ma
soutadnice [0, 0, 2], protoze délka hrany je 4 cm, coz vychazi ze soufadnic znAmych bodu

ze zadani, a bod | se nachazi v poloviné hrany AE. Bod J ma soutadnice [0, 4, 2].
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Obr. 30: Vzddlenost roviny a a primky p

Vytvofime 2 smérové vektory roviny. Normdlovy vektor roviny ur¢ime tak, Ze

vypocitame vektorovy soucin smérovych vektorl roviny:
Cl = (4,4,2),C] = (4,0,2),7 = (4,0,16).

Obecnou rovnici roviny vytvoiime z normélového vektoru a bodu roviny. Normalovy
vektor urCuje koeficienty a, b, ¢ obecné rovnice roviny o. Nasledné dosadime jakykoliv

bod roviny do rovnice pro ziskani d:

4x+ 0y +16z+d =0,

4-0+0-0+16-2+d=0,
d =-32,

4x + 16z — 32 = 0.

Nyni staci zjistit soufadnice bodu K. Bod K je na ose x ve vzdalenosti -4, na ose y ve
vzdalenosti 2 a na 0se z ve vysce 4 od pocatku soufadnic. Soufadnice bodu K jsou tedy
[—4,2,4]. Uloha se da pievést na vzdalenost roviny a bodu, pro jejiz vypocet zname
vzorec (6), do kterého dosadime:
4-(=4)+0-2+16-4 — 32| 16
"o V42 102 + 162 V272

=0,97.

Vzdalenost ptimky p od roviny ¢ s ni rovnobézné je 0,97 jednotek.

https://www.geogebra.org/m/hgcOhuau#material/tpahszqt
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3.7 Vzdalenost dvou mimobéZznych ptimek

Vzdalenost dvou mimobé&znych ptimek je rovna délce jejich nejkratsi piicky, ktera je
k obéma mimob¢&znym piimkam kolma. Kdyz zjistime krajni body piicky, mizeme

pouzit vypocet pro vzdalenost dvou bod.

o

d = |ab|

XHN

C

Obr. 31: Vzdalenost dvou mimobézek a a b
Jiné feSeni prikladi je postaveno na poznatku, ze piicka CD je kolmym primétem tsecky
AB do osy mimobézek. Vzdalenost d(CD)= |ab| spoéitime jako velikost kolmého

primétu vektoru AB do sméru vektoru @ X b:

4B - (@ x b)|
d=|ab|=W . (8)

Také si miZzeme predstavit dvé mimobéZzné piimky jako Casti hran rovnobé&Znosténu.
Pfimka b je soucasti dolni podstavy a pfimka a je soucasti horni podstavy, jak mizete
vidét na obrazku nize. Pak se vzdalenost pfimek a a b rovna vzdalenosti podstav, coz je

objem

vySka rovnobéznosténu. Plati vztah: vySka = , ktery je po dosazeni

obsah podstavy

totozny se vztahem (8).
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Obr. 32: Vzdalenost dvou mimobézZek a a b

Priklad 7.1: Urcete vzdalenost mimobéZek a, b, kde pfimka a je ddna bodem A[4, 2, —2]
a smérovym vektorem d = (1,1,1), pfimka b je dana bodem B[1,0,2] a smérovym

vektorem b = (0,-2,1).

Reseni: Vzdalenost mimobézek a, b je rovna délce jejich nejkratsi piicky CD, ktera je k
obéma mimobézkam kolma. Bod C leZi na piimce a a bod D lezi na piimce b. Ze zadani

vyjadiime rovnicemi body C a D a spocitame vektor CD:
C=1042-2]+(1,1,1)"s,
D =1[1,0,2]+(0,-2,1) - ¢,
DC=(3,2-4+ (11,1 s-(0,-2,1) "¢
DC = (B+s,2+s+2t,—4+s—1t).

Vektor DC musi byt kolmy k obéma smérovym vektorim piimek. TakZe feSime, kdy se
skalarni souciny rovnaji 0: DC-d =DC-b = 0. Dostaneme 2 rovnice o 2 neznamych,

které vyfeSime:

3+s+2+s+2t—44+s—-t=0,
—4—2s—4t—44+s—t=0,

14+3s+t=0,

—8—5—5t=0,
_3,_.2
STt T T 1w
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Parametry dosadime do rovnic, které jsou vyse a ziskame soutradnice bodii C a D a vektor

—

DC :

59 31 25 23 5] _>_< 15 15)
14'14° 14 147 7

Vzdalenost dvou mimobé&znych piimek a a b je zde pifevedena na vzdalenost dvou bodu

— 5)2 52 5\2 _ 15V
caD:|pC| = (=) 4+ (-2) +(-2) =22 =401;.
14 14 7 14

Vzdalenost dvou mimobé&znych ptimek a a b je 4,01 jednotek.

Kdyz si piedstavime dvé mimobézné piimky a a b jako ¢asti hran rovnobé&znosténu,

zjistime, Ze jeho vyska je hledanéd vzdalenost.

pd
h—[[] —2,1)

S
A[4,2,-2] a

Obr. 33: Vzddlenost dvou mimobéznych primek a ab

Smérovy vektor AB je (=3,—2,4) a vektorovy soulin d X b je (3,—1,-2). Vse

dosadime do vzorce (8):

d = |ab| (-3,-2,4) - (3,-1,-2)] |-9+2-38] 15
= la = = =
13, -1, -2)| 13, =1,=2)| /32 + (=1)2 + (-2)2
15V14 _
=—, =401

Vzdalenost dvou mimobéznych ptimek a a b je ptiblizné 4,01 jednotek.

https://www.geogebra.org/m/hgcOhuau#material/vk46yhve
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4 Zavér

V bakaliské praci jsem se zabyvala Re$enim tloh z analytické geometrie v prostiedi
programu GeoGebra. Prace by mohla slouzit jako studijni material ptikladti zamétenych
na vypocet vzdalenosti geometrickych ttvarti v roving€ a prostoru. Vytvoftila jsem kolekei
24 prikladi, které jsou vytreSeny klasickym zptisobem, u nékterych je doplnéna 1 jina,
mén¢ obvykla moznost feSeni. Piiklady jsou obohaceny ilustracemi, které jsem
zpracovala v programu GeoGebra. Na nahled vytvofeného apletu odkazuje webova
adresa a QR kod. Oba zptsoby jsou uvedeny za piikladem. V programu GeoGebra tak

vznikla ucelena kniha, ktera je dopliikem k mé bakalaiské praci. Zde na ni piikladam

odkaz:

https://www.geogebra.org/m/hgc9huau F
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