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Abstrakt
Diplomová práce spadá do oblasti biomechaniky lidského hlasu a bioakustiky. Zabývá se
modelováńım hmotových model̊u hlasivek v interakci s proud́ıćım vzduchem a vokálńım
traktem. Konkrétně se jedná o dvouhmotový a tř́ıhmotový body-cover model. Interakce
je řešena pomoćı metody konečných diferenćı, kmitáńı hlasivek je zprostředkováno pohy-
bovými rovnicemi, prouděńı je simulováno Bernoulliho rovnićı a akustika je zde zavedena
pomoćı elektro-akustické analogie jako akustický obvod. Práce také obsahuje základy
anatomie hrtanu, fyziologie lidského hlasu a přehled doposud publikovaných hmotových
model̊u hlasivek, tedy model̊u s ńızkým počtem stupň̊u volnosti.

Kĺıčová slova
Biomechanika lidského hlasu, dvouhmotový model hlasivek, tř́ıhmotový model hlasivek
body-cover, hmotové modely, modelováńı fonace, metoda konečných diferenćı, fluidně-
strukturně-akustická interakce.

Abstract
The thesis belongs to the branch of biomechanics of human voice and bioacoustics. It
deals with the modelling of the vocal cords in interaction with the air flow and the vocal
tract. Specifically, it involves two-mass and three-mass body-cover models. The interaction
is solved using the finite-difference method, the vocal cord oscillation is represented by
the equations of motion, the flow is simulated by Bernoulli’s equation, and the acoustics
is implemented using an electro-acoustic analogy as an acoustic circuit. The thesis also
includes the basics of laryngeal anatomy, the physiology of the human voice, and a review
of previously published material models of the vocal cords, i.e., models with a low number
of degrees of freedom.

Keywords
Biomechanics of the human voice, two-mass model of the vocal folds, three-mass body-
cover model of the vocal folds, phonation modelling, finite-difference method, fluid-structu-
ral-acoustic interaction.
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Ústav mechaniky těles, mechatroniky a biomechaniky. Vedoućı práce Petr Hájek.
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Čestné prohlášeńı
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C.6 Parametr 𝑘𝑐 – tuhost pružiny mezi hmotami . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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Úvod
Lidská řeč patř́ı k základńım dorozumı́vaćım prostředk̊um, slouž́ı ke komunikaci a předává-
ńı informaćı. Hlas je charakteristický pro každého jedince svým zabarveńım a d́ıky změnám
intonace či výšky hlasu lze vyjadřovat r̊uzné emoce a pocity.

Proces vzniku hlasu je možné popsat jednoduše tak, že přes hlasivky umı́stěné v hr-
tanu proud́ı z plic vzduch a rozechv́ıvá je. Dı́ky pohybu hlasivek, které otev́ıraj́ı a uzav́ıraj́ı
hlasivkovou štěrbinu, se dále do vokálńıho traktu š́ı̌ŕı pulzy vzduchu, docháźı k rezo-
nanci v dutinách pod a nad hlasivkami a vzniká zvuk. Dı́ky r̊uznému postaveńı mluvidel
a vokálńıho traktu se tento zvuk měńı na řeč.

Protože jsou hlasivky součást́ı lidského těla, mohou být vystaveny r̊uzným nemocem
a poruchám. Ty jsou zp̊usobeny širokou škálou faktor̊u, včetně bakteríı, vir̊u, nadměrného
hlasového zat́ıžeńı nebo třeba kouřeńım. Většina nemoćı zp̊usobuje pouze dočasnou ztrátu
hlasu. To je sice pro postiženého pacienta nepř́ıjemné, ale po nějaké době tento stav
obvykle ustouṕı. Závažněǰśım problémem jsou ovšem např. nádorová onemocněńı hrtanu,
která mohou vést až k jeho odstraněńı, a to včetně hlasivek. V takovém př́ıpadě pacient
přicháźı o hlas úplně, což je pro běžného člověka nejsṕı̌s těžko představitelné.

V dnešńı době existuje několik zp̊usob̊u, jak p̊uvodńı hlas nahradit. Žádný ale zat́ım
neńı dostatečně kvalitńı na to, aby postižené pacienty vrátil zpět do plnohodnotného
života. Proces fonace se proto snaž́ı vědci výpočtově modelovat na r̊uzné úrovni složitosti
a komplexnosti.

Všechny výpočtové modely maj́ı společnou podstatu. Ze složitého procesu vzniku
hlasu se snaž́ı vybrat podstatné jevy tak, aby bylo zároveň stále možné tento proces
efektivně popsat. Modely hlasivek lze rozdělit na jednodušš́ı a komplexněǰśı dle počtu
stupň̊u volnosti. Modely, které jsou charakterizovány ńızkým počtem stupň̊u volnosti, lze
označit jako tzv. hmotové modely či modely se soustředěnými parametry. Ty se vyznačuj́ı
hmotnými, pružnými a tlumićımi členy. Jejich řešeńı nevyžaduje extrémně složitý a časově
náročný výpočet a charakterizuj́ı kmitáńı hlasivek jako celek. Modely s vysokým počtem
stupň̊u volnosti jsou modelovány na principu mechaniky kontinua a jejich výpočet je nutné
provádět pomoćı numerických metod. Tyto modely obsahuj́ı geometrické detaily a v́ıce se
podobaj́ı kmitáńı skutečných hlasivek. S jejich složitost́ı ovšem nar̊ustá i výpočtový čas.

Vědci maj́ı tedy za ćıl naj́ıt kompromis mezi modely hlasivek tak, aby byl zachován
co nejpřesněǰśı fyzikálńı popis fonace při použit́ı co nejjednodušš́ıho modelu, který by vy-
kazoval vysoké shody s chováńım reálných hlasivek. Z tohoto d̊uvodu se tato diplomová
práce zabývá modelováńım model̊u s ńızkým počtem stupň̊u volnosti. Pro tyto modely
lze odvodit rovnice interakce mezi hlasivkami a proud́ıćım vzduchem, a to konkrétně spo-
jeńım pohybových rovnic pro pohyb modelu hlasivek a Bernoulliho rovnice pro prouděńı
vzduchu v hlasivkové štěrbině a ve vokálńım traktu. Tuto soustavu rovnic lze nav́ıc doplnit
akustickým obvodem pro hlasové ústroj́ı a vokálńı trakt vytvořeným dle elektro-akustické
analogie.



1 Biomechanika lidského hlasu
Hlasivky jsou párový orgán, který je zodpovědný za tvorbu hlasu. Nacházej́ı se v hrtanu,
jenž je součást́ı dýchaćıho ústroj́ı. Dýchaćı ústroj́ı zahrnuje pĺıce, pr̊udušky, pr̊udušnici,
hrtan, hltan a ústńı a nosńı dutinu [1, 2]. V hltanu se dýchaćı cesty kř́ıž́ı tráv́ıćı soustavou,
což je rozděluje na horńı a dolńı cesty dýchaćı [3]. V souvislosti s tvorbou hlasu lze dýchaćı
cesty rozdělit na subglotálńı trakt, který se nacháźı pod hlasivkami, a supraglotálńı trakt,
jenž se nacháźı nad hlasivkami [1, 4]. Schéma dýchaćıho ústroj́ı je zobrazeno na Obr. 1.1:

supraglotický 
(vokální) 
trakt

subglotický 
trakt

plíce

průdušnice

jazyk

ústní dutina

nosní dutina

měkké patro

hltan

hlasivky

Obr. 1.1. Schéma dýchaćıho ústroj́ı, upraveno a převzato z [4].

1.1 Vznik hlasu
Hrtan má dýchaćı a fonačńı funkci, pod́ıĺı se ale také na daľśıch procesech jako polykáńı
či vykašláváńı [5]. Při dýcháńı je štěrbina mezi hlasivkami1 rozevřena. V závislosti na in-
tenzitě dýcháńı je poté možné rozlǐsit velikost tohoto rozevřeńı. Při klidném dýcháńı a při
šepotu je glottis otevřena jen minimálně (Obr. 1.2 a), při středně intenzivńım dýcháńım
je rozevřena po celé délce (Obr. 1.2 b) a při usilovném dýcháńı jsou od sebe hlasivky
oddáleny doširoka (Obr. 1.2 c) [5, 6].

Při fonaci jsou hlasivky přitisknuty k sobě (Obr. 1.2 d), čehož je dosaženo aktivaćı
př́ıslušných sval̊u. Ty se d́ıky pohyb̊um chrupavek, na kterých jsou uchyceny, naṕınaj́ı,
a uzav́ıraj́ı tak hlasivkovou štěrbinu po celé své délce [5, 6].

Samotný proces vzniku hlasu spoč́ıvá v prouděńı vzduchu z plic skrz hlasivkovou
štěrbinu, č́ımž docháźı k rozražeńı hlasivek od sebe a následně k jejich samovolnému
kmitáńı. Toto kmitáńı zp̊usobuje periodické zhušt’ováńı a zřed’ováńı vzduchu, a vzniká tak
akustický signál. Tento akustický signál se poté š́ı̌ŕı vokálńım traktem (supraglotickým

1Hlasivková štěrbina – rima glottidis neboli glottis.
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a)                                     b)                                  c)                                     d)

Obr. 1.2. Fonačńı postaveńı hlasivek, upraveno a převzato z [5].

prostorem) jako podélné vlněńı, které je vńımáno jako zvuk [2, 6]. Tento proces lze shrnout
do schématu akustického systému, které je zobrazeno na Obr. 1.3:

dýchací svaly

plíce

průdušnice
a průdušky

hrtan
hlasivky

hltan

měkké
patro

nosní
dutina

ústní
dutina

jazyk

výstup
z nosu

výstup
z úst

Obr. 1.3. Schéma akustického hlasového systému, upraveno a převzato z [7].

1.1.1 Teorie zdroje a filtru
Tvorbu hlasu, konkrétně samohlásek, lze nejjednodušeji popsat pomoćı dvoustupňové te-
orie zdroje a filtru [8], viz Obr. 1.4. V prvńım stupni proud́ı vzduch z plic skrz hlasivky,
které představuj́ı zdroj. Kmitáńım hlasivek je statický vzduch transformován na primárńı
akustický signál [1, 2], který je velmi slabý a řezavý [3, 5]. Ve druhém stupni se tento
signál š́ı̌ŕı rezonančńımi (supraglotickými) dutinami, které představuj́ı filtr, a vytvář́ı tak
výsledný akustický signál [1, 2]. Zde źıská hlas svou charakteristickou barvu, která je
typická pro každého jedince. Artikulace pak prob́ıhá primárně v dutině ústńı, kde je vy-
tvořena pomoćı specifické kombinace postaveńı zub̊u, jazyka a rt̊u [3].
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vzduch ZDROJ
kmitající hlasivky

FILTR
rezonanční dutiny

primární

akustický signál

výsledný

akustický signál

Obr. 1.4. Teorie zdroje a filtru, upraveno a převzato z [2].

Harmonické spektrum zdroje primárńıho akustického signálu je vidět na Obr. 1.5 a).
V něm je obsažena základńı frekvence kmitáńı 𝑓0 a spousta jej́ıch násobk̊u s postupně
klesaj́ıćı amplitudou [2, 9]. Vokálńı trakt modifikuje pomoćı přenosové funkce (Obr. 1.5 b)
spektrum p̊uvodńıho tónu, a to tak, že některé frekvence ześıĺı a jiné naopak zeslab́ı.
Důvodem jsou lokálńı maxima této přenosové funkce. Sečteńım harmonického spektra
zdroje a přenosové funkce vokálńıho traktu se źıská výsledný akustický signál, viz Obr. 1.5
c) [2], s lokálńımi maximy, které jsou v literatuře označovány jako tzv. formanty 𝐹1, 𝐹2
atd. Oblasti, kde se formanty nacházej́ı, jsou typické pro každou samohlásku, protože
postaveńı vokálńıho traktu se při jednotlivých samohláskách lǐśı.
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(přenosová funkce)

VÝSLEDNÝ SIGNÁL
(harmonické spektrum)

a)                                                    b)                                                    c)

Obr. 1.5. Frekvenčńı spektrum hlasu, upraveno a převzato z [2].

1.1.2 Myoelasto-aerodynamická teorie
Teorie zdroje a filtru předpokládá lineárńı nezávislost zvuku a jeho filtru [8], což ale
dostatečně nepopisuje vznik hlasu. V současnosti je uznávána myoelasto-aerodynamická
teorie fonace [10–12], která vysvětluje vznik hlasu jako kombinaci myoelastických vlast-
nost́ı hlasivek a aerodynamiky mezi hlasivkami a ve vokálńım traktu [9].

Protože jsou hlasivky na začátku fonace přitisknuty k sobě, vzniká pod nimi v subglo-
tickém traktu lokálńı přetlak. Ten se postupně akumuluje a až dosáhne dostatečné veli-
kosti, rozraźı hlasivky, a otevře tak hlasivkovou štěrbinu. Analogický děj mezit́ım prob́ıhá
i v supraglotickém traktu, kde ovšem vzniká naopak podtlak [12]. Gradient mezi těmito
tlaky je v okamžiku otevřené glottis hnaćı silou pro pohyb vzduchu z plic do prostoru,
a vznikaj́ı tak tlakové pulzy o vysoké frekvenci, které se projevuj́ı jako zvuk. Ve chv́ıli,
kdy je glottis otevřená, se tlaky postupně vyrovnávaj́ı, následně vzniká mezi hlasivkami
z d̊uvodu prouděńı podtlak a hlasivková štěrbina se uzav́ırá. Tento periodický jev má
za následek vznik nestacionárńı nelineárńı dynamické soustavy [9, 11].



14 1 Biomechanika lidského hlasu

Na samotné kmitáńı hlasivek má větš́ı vliv intraglotický tlak př́ımo mezi hlasivkami
než tlakový gradient mezi pr̊udušnićı a vokálńım traktem. Na ten má kromě subglotického
a supraglotického tlaku vliv i Bernoulliho tlak, přičemž jejich vzájemný poměr mezi hla-
sivkami se v čase měńı [12] v závislosti na geometrii glottis. T́ımto vzniká tzv. ”push-
pull“ efekt, který zprostředkovává přenos energie z proud́ıćıho vzduchu na pohyb hlasivek
[12]. Hlasivky vykazuj́ı d́ıky tomuto efektu tzv. samobuzené kmitáńı, které je označováno
za pasivńı děj, jelikož neńı vyvoláno aktivńım pohybem svaloviny, ale prouděńım vzduchu.
Při otev́ıráńı glottis převažuje dle myoelasto-aerodynamické teorie zat́ıžeńı od prouděńı
a při jej́ım uzav́ıráńı převažuje zat́ıžeńı od elastických sil v hlasivkách [11].

1.2 Anatomie hrtanu
Hrtan, larynx, je prvńım odd́ılem dolńıch cest dýchaćıch. Strukturu tohoto nepárového
orgánu lze rozdělit na tvrdou tkáň, kterou tvoř́ı chrupavčitá kostra, a měkkou tkáň, kterou
tvoř́ı sliznice, vazy a svaly [3, 5].

1.2.1 Kostra hrtanu
Skelet hrtanu je tvořen několika chrupavkami. Patř́ı k nim chrupavka št́ıtná2, chrupavka
prstencová3, chrupavka hlasivková4, chrupavka př́ıklopky hrtanové5 a několik daľśıch
drobněǰśıch chrupavek [1, 5]. Mezi kostru hrtanu lze zařadit i jazylku6, kost, na které je
hrtan zavěšen [2]. Chrupavky jsou vzájemně spojeny pomoćı kloub̊u, sval̊u a syndesmóz7.
Tvrdá tkáň hrtanu je zobrazena na Obr. 1.6 a).

Největš́ı chrupavkou hrtanu je chrupavka št́ıtná. Tato nepárová chrupavka se skládá
ze dvou plotének, jejichž spojeńı vepředu (tzv. ”ohryzek“) je předevš́ım u muž̊u dobře
hmatatelné. Obě ploténky přecházej́ı vzadu v horńı a dolńı roh. Horńımi rohy je št́ıtná
chrupavka vazivově spojena s jazylkou, dolńı rohy jsou kloubně spojeny s chrupavkou
prstencovou [3, 5].

Chrupavka prstencová je nepárová chrupavka a má prstencový tvar. Nacháźı se
pod chrupavkou št́ıtnou a zespodu na ni navazuj́ı prstence pr̊udušnice. Stejně jako s chru-
pavkou št́ıtnou je chrupavka prstencová spojena kloubně s chrupavkou hlasivkovou, a to
pomoćı kloubńıch plošek v zadńı části prstence [5].

Chrupavka hlasivková je párovou chrupavkou, která tvarem připomı́ná trojboký
jehlan. Základnou tohoto jehlanu je spojena s chrupavkou prstencovou. Na výběžky zá-
kladny se uṕınaj́ı svaly a hlasivkový vaz8 [1].

Nepárová chrupavka př́ıklopky hrtanové lž́ıcovitého tvaru je posledńı z velkých
hrtanových chrupavek. Stopkou je připojena shora ke št́ıtné chrupavce. Tvoř́ı základ

2Chrupavka št́ıtná – cartilago thyroidea.
3Chrupavka prstencová – cartilago cricoidea.
4Chrupavka hlasivková – cartilago arytenoidea.
5Chrupavka př́ıklopky hrtanové – cartilago epiglottica.
6Jazylka – os hyoideum.
7Syndesmóza – pevné vazivové spojeńı kost́ı.
8Hlasivkový vaz – ligamentum vocale.
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pro hrtanovou př́ıklopku9, která má d̊uležitou funkci při polykáńı. Během dýcháńı z̊ustává
otevřená a propoušt́ı vzduch do pr̊udušnice, během polykáńı se zav́ırá, aby nedošlo k vdech-
nut́ı potravy či tekutin [3].
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musculus arythenoideus
obliquus/transversus

musculus cricoarytaenoideus
posterior

vnější napínač

musculus cricoarytaenoideus
lateralis

a)                                                                               b)

Obr. 1.6. a) Kostra hrtanu, b) Svalstvo hrtanu, upraveno a převzato z [1].

1.2.2 Svalstvo hrtanu

Pohyby mezi chrupavkami jsou zajǐstěny pomoćı párových př́ıčně pruhovaných sval̊u [5],
které jsou zobrazeny na Obr. 1.6 b). Tyto svaly lze podle jejich polohy rozdělit na předńı,
postranńı a zadńı nebo podle funkce na vnitřńı a vněǰśı [5].

Vněǰśı svaly zajǐst’uj́ı polohu epiglottis a spojuj́ı hrtan s okolńımi strukturami, a to
předevš́ım s jazylkou a hrudńı kost́ı [1, 2]. Mezi vněǰśı svaly patř́ı m. thyroepiglotticus10

a m. aryepiglotticus. Prvńı ze sval̊u odkláṕı epiglottis a rozšǐruje tak vstup do hrtanu,
druhý ze sval̊u p̊usob́ı proti a naopak vstup do hrtanu uzav́ırá [3].

Vnitřńı svalstvo zajǐst’uje polohu, délku a napět́ı hlasových vaz̊u, a je tedy zodpovědné
za respiračńı nebo fonačńı polohu hlasivek [3]. Vnitřńı svaly lze rozdělit na abduktory,
které rozšǐruj́ı glottis a stav́ı hlasivky do respiračńı polohy, a adduktory, které glottis
uzav́ıraj́ı a stav́ı hlasivky do polohy fonace [2].

Nejsilněǰśım adduktorem je m. arytaenoideus, který na zadńı straně hrtanu spojuje
hlasivkové chrupavky. Skládá se ze dvou část́ı – m. arytaenoideus transversus a m. aryta-
enoideus obliquus [5]. Při kontrakci přitahuje hlasivkové chrupavky k sobě, a zužuje tak
štěrbinu mezi hlasovými vazy (hlasivkami) [3], č́ımž ovlivňuje hlasovou intenzitu [13].

9Hrtanová př́ıklopka – epiglottis.
10M. = musculus – sval; kromě sval̊u, které jsou zmı́něny v textu, nemaj́ı názvy hrtanových sval̊u české

ekvivalenty.
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Naopak nejsilněǰśım abduktorem je m. cricoarytaenoideus posterior . Ten se
uṕıná z jedné strany na prstencovou chrupavku a z druhé strany na zadńı část chru-
pavky hlasivkové. Při své kontrakci rozšǐruje glottis tak, že rotuje a posouvá hlasivkovou
chrupavku, č́ımž zároveň naṕıná hlasivky [1]. Smršt’uje se při každém nádechu a jeho
napět́ı převažuje ve spánku. Je tedy velmi d̊uležitý pro respiračńı funkci a jeho narušeńı
může vést ke značnému poškozeńı fonace a k zúžeńı glottis pro volný pr̊uchod vzduchu,
což může vést v krajńım př́ıpadě až k udušeńı [3, 5].

Antagonistou primárńıho abduktoru je m. cricoarytaenoideus lateralis, který se
také uṕıná z jedné strany na prstencovou chrupavku a z druhé strany na hlasivkovou
chrupavku, tentokrát však ale na jej́ı předńı část [1]. Svým smrštěńım rotuje hlasivkovou
chrupavkou tak, že část, na kterou se uṕınaj́ı hlasivky, posouvá do středu a přikládá tak
hlasivky k sobě, tedy do fonačńı polohy [2].

M. cricothyroideus, tzv. vněǰśı naṕınač, je upnutý mezi št́ıtnou a prstencovou chru-
pavkou [2]. Tento sval při kontrakci nakláńı št́ıtnou chrupavku dopředu a naṕıná a pro-
dlužuje tak hlasové vazy [3]. Hraje proto d̊uležitou roli při změně frekvence hlasivek [13].

Proti pohybu vněǰśıho naṕınače p̊usob́ı m. thyroarytaenoideus, tzv. hlasivkový
sval, který se uṕıná mezi chrupavkou št́ıtnou a chrupavkou hlasivkovou [3]. Svou kontrakćı
nakláńı št́ıtnou chrupavku dozadu, a uvolňuje tak napět́ı hlasivek. Rozděluje se na dvě
části – vnitřńı část tvoř́ı m. thyroarytaenoideus internus, který je někdy označován jako
m. vocalis a který lež́ı př́ımo u hlasových vaz̊u, a vněǰśı část tvoř́ı m. thyroarytaenoideus
externus, který lež́ı dál od hlasivek [1]. M. vocalis měńı tloušt’ku hlasivek a zajǐst’uje
jemné nastaveńı hlasivkové štěrbiny [1]. Hlasivkový sval je významný při laděńı výšky
tónu a při nastavováńı hlasových rejstř́ık̊u [2].

Všechny svaly hrtanu jsou inervovány pomoćı větv́ı z nervus vagus. Jeho větev n. laryn-
geus superior inervuje m. cricothyroideus a větev n. laryngeus inferior inervuje všechny
ostatńı hrtanové svaly [3, 5].

1.2.3 Dutina hrtanu

Dutina hrtanu11, zobrazená na Obr. 1.7, je vystlána načervenalou sliznićı a rozděluje se
na tři části. Horńı část se nazývá hrtanová předśıň12, která navazuje na hrtanovou část
hltanu a směrem dol̊u se nálevkovitě zužuje až po nepravé hlasové vazy13 [3, 5]. Dolńı část,
cavitas infraglottica, se naopak směrem dol̊u rozšǐruje. Shora je ohraničena hlasivkovou
štěrbinou a zdola plynule navazuje na pr̊udušnici [3].

V prostředńı části má dutina nejužš́ı část, kterou tvoř́ı hlasivková štěrbina, glottis.
V této části se nacházej́ı pravé hlasové vazy14. Ty jsou od nepravých hlasových vaz̊u
odděleny výchlipkem hrtanovým15 [1, 5], který slouž́ı jako rezonančńı dutina k zesilováńı
hlasu [3].

11Dutina hrtanu – cavitas laryngis.
12Hrtanová předśıň – vestibulum laryngis.
13Nepravé hlasové vazy – plicae ventriculares, ventrikulárńı řasy.
14Pravé hlasové vazy – plicae vocales, hlasivkové řasy neboli hlasivky.
15Výchlipek hrtanový – ventriculus laryngis.
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Obr. 1.7. Dutina hrtanu, upraveno a převzato z [1].

1.2.4 Struktura hlasivek
Řez hlasivkou je zobrazen na Obr. 1.8. Na povrchu hlasivky se nacháźı tenký šupinový
epitel o tloušt’ce 0.05 až 0.1 mm [14], pod kterým se nacháźı měkká tkáň vlastnostmi
podobná tekutině [1].

hlasivkový sval

svalová vlákna

svalový snopec

šupinový epitel

povrchové podslizniční vazivo
střední podslizniční vazivo

hloubkové podslizniční vazivo

Obr. 1.8. Vrstvy hlasivky, upraveno a převzato z [1].

Středńı vrstvu hlasivky tvoř́ı nesvalový vrstevnatý systém lamina propria. Ten se
skládá ze tř́ı vrstev – povrchové, středńı a hloubkové [2]. Povrchová vrstva je složena
z neuspořádaných elastinových vláken obklopených tkáňovou tekutinou. Uprostřed hla-
sivky dosahuje tloušt’ky okolo 0.5 mm [15]. Ve středńı vrstvě jsou elastinová vlákna mı́rně
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uspořádaná v podélném směru. Nav́ıc se zde vyskytuje i malé množstv́ı kolagenńıch vláken.
Ty se ovšem primárně vyskytuj́ı v hloubkové vrstvě a d́ıky své struktuře limituj́ı prod-
loužeńı a dodávaj́ı hlasivce tuhost. Tloušt’ka středńı a hloubkové vrstvy lamina propria je
dohromady zhruba 1 až 2 mm [15].

Pod lamina propria se nacháźı hlasivkový sval, m. thyroarytaenoideus, popsaný v části
kapitoly 1.2.2. Ten dosahuje tloušt’ky 7 až 8 mm [1], a tvoř́ı tak největš́ı část hlasivky.

Celkem je tedy rozlǐsováno pět vrstev hlasivky. Ty lze sdružovat do menš́ıch celk̊u,
a to do dvouvrstvého či tř́ıvrstvého schématu dle Obr. 1.9. Dvouvrstvé schéma rozděluje
tělo a obal hlasivky, přičemž do spodńı vrstvy patř́ı hlasivkový sval a hloubková vrstva
lamina propria. Epitel a zbylé dvě vrstvy lamina propria tvoř́ı obal hlasivky [16]. Tř́ıvrstvé
schéma rozlǐsuje sliznici, vaz a sval. Horńı vrstvu, sliznici, tvoř́ı epitel a povrchová vrstva
lamina propria. Zbylé dvě vrstvy lamina propria tvoř́ı vaz a vrstvu svalu tvoř́ı hlasivkový
sval [14, 17, 18].

Třívrstvé schéma Pětivrstvé schéma Dvouvrstvé schéma

epitel
povrchová vrstva
lamina propria
střední vrstva
lamina propria

hloubková vrstva
lamina propria
hlasivkový sval

sliznice

vaz

sval

obal

tělo

Obr. 1.9. Použ́ıvaná schémata pro označováńı vrstev hlasivky, upraveno a převzato z [1].

1.3 Vlastnosti hlasivek
Vzhledem k tomu, že se hlasivky skládaj́ı z několika vrstev, lze u těchto vrstev rozlǐsovat
i r̊uzné mechanické vlastnosti. Ty lze nejjednodušeji popsat pomoćı Youngova modulu
pružnosti a Poissonova poměru. Na Obr. 1.10 je zobrazen Young̊uv modul pružnosti
pro jednotlivé vrstvy hlasivky (epitel, ligament a sval) naměřený v podélném směru na hr-
tanech dospělých ps̊u [19], které se dle měřeńı př́ılǐs nelǐśı od těch lidských [20]. Jak je
vidět, hodnoty modulu pružnosti se ale lǐśı u jednotlivých vrstev, přičemž jejich hodnota
klesá ve směru od povrchu hlasivky k jej́ımu vnitřku. Tyto hodnoty jsou ale orientačńı,
protože při měřeńı měkkých tkáńı záviśı na spoustě faktor̊u, jako je stář́ı vzork̊u, teplotńı
závislost, věk, pohlav́ı a daľśı. U hlasivkového svalu se nav́ıc hodnota Youngova modulu
měńı se svalovou aktivitou, která při aktivaci svalu vzr̊ustá [1, 21]. Poisson̊uv poměr
hlasivky se dle [22] bĺıž́ı hodnotě 0.5, což znamená, že lze hlasivky považovat za téměř
nestlačitelný materiál.

Na Obr. 1.11 jsou zobrazena měřeńı závislosti napět́ı na přetvořeńı na celé hlasivce, a to
v podélném směru (Obr. 1.11 a) a v př́ıčném směru (Obr. 1.11 b). Je vidět, že zatěžovaćı
křivka (červená) a odlehčovaćı křivka (modrá) se od sebe lǐśı, což znamená, že hlasivky
vykazuj́ı viskoelastické chováńı. Z graf̊u je také patrné, že závislost napět́ı a přetvořeńı
je nelineárńı, což znač́ı, že modul pružnosti se v pr̊uběhu zatěžováńı (respektive od-
lehčováńı) měńı. Zároveň je vidět, že v podélném směru je tuhost hlasivek podstatně větš́ı
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Obr. 1.10. Young̊uv modul pružnosti pro jednotlivé vrstvy hlasivky v podélném směru, upraveno
a převzato z [19].

než v př́ıčném směru, ve kterém hlasivky primárně kmitaj́ı. Dle měřeńı [23] se v podélném
směru hodnota Youngova modulu pohybuje mezi 28 kPa (pro nižš́ı hodnoty přetvořeńı)
a 390 kPa (pro vyšš́ı hodnoty přetvořeńı). V př́ıčném směru se hodnoty Youngova modulu
pohybuj́ı mezi 0.7 kPa a 15.5 kPa [23]. Tyto rozd́ılné hodnoty v jednotlivých směrech zna-
menaj́ı, že hlasivky vykazuj́ı anizotropńı chováńı. Daľśı podobná měřeńı lze nalézt v [1, 21,
24–28]. Hustota hlasivek je po tloušt’ce zhruba konstantńı v rozmeźı 1.02 až 1.04 g/cm3

[29].
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Obr. 1.11. Závislost napět́ı hlasivek na přetvořeńı a) v podélném směru, b) v př́ıčném směru,
upraveno a převzato z [23] s přidaným detailem z [5].
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1.3.1 Pohyby hlasivek
Při kmitáńı konaj́ı hlasivky složený pohyb. Body hlasivek vytvář́ı přibližně eliptické tra-
jektorie, které jsou na povrchu hlasivky doplněny v d̊usledku interakce s proudem vzdu-
chu o slizničńı vlnu, která prob́ıhá zdola nahoru [30], jak je vidět na Obr. 1.12 a) [2,
31]. Slizničńı vlna by měla úměrně záviset na frekvenci kmitáńı hlasivek, tuhosti a také
na pohlav́ı [9].

Na Obr. 1.12 b) jsou zobrazeny fáze pohybu hlasivek během jedné periody. V rámci
jej́ıho pr̊uběhu jsou hlasivky zhruba jednu polovinu periody otevřeny a druhou polovinu
uzavřeny. Na začátku periody kmitu jsou hlasivky přitisknuty k sobě (fáze 1). Poté se
od sebe vlivem proud́ıćıho vzduchu zespoda odděĺı spodńı část hlasivek (fáze 2). Tento
tvar se označuje jako konvergentńı a glottis se v této fázi otev́ırá. Fáze 3 zobrazuje hlasivky
v tzv. paralelńım tvaru, kdy jsou horńı a dolńı okraje hlasivky přibližně rovnoběžné. Poté
nastává fáze uzav́ıráńı glottis (fáze 4) a hlasivky se dostávaj́ı do divergentńıho tvaru [2,
31], až se opět přitisknou k sobě a celý cyklus se opakuje.

přibližně eliptický
pohyb hlasivek

slizniční vlny

1.                2.

3.                4.
a)                                                           b)

Obr. 1.12. Kmity hlasivek: a) rozložený pohyb hlasivek, upraveno a převzato z [2]; b) fáze po-
hybu, upraveno a převzato z [31].

1.4 Charakteristika hlasu
Kmitáńım hlasivek vzniká primárńı akustický signál, který je do výsledného hlasu upra-
vován vokálńım traktem (viz kapitola 1.1). Pro každou hlásku má vokálńı trakt charak-
teristické postaveńı, proto je od sebe lze vzájemně odlǐsit. Př́ıklady postaveńı vokálńıho
traktu při samohláskách /a:/, /i:/ a /u:/ jsou zobrazeny na Obr. 1.13. Lidský hlas lze
charakterizovat několika parametry – výškou, intenzitou, kvalitou a barvou [13].

Výška hlasu fyzikálně odpov́ıdá frekvenci kmitáńı hlasivek. Odv́ıj́ı se od základńı frek-
vence, která je dána fyziologicky, předevš́ım délkou a napět́ım hlasivek, a udává výškový
rozsah lidského hlasu [13]. Délka hlasivek záviśı na pohlav́ı. U muž̊u se pohybuje okolo
17–25 mm a u žen okolo 13–19 mm [1]. Č́ım jsou tedy hlasivky kratš́ı, t́ım vyšš́ı je
výsledný hlas. Základńı frekvence hlasivek se také měńı s věkem. U muž̊u docháźı k ra-
pidńım změnám v adolescentńım věku, u žen se může hlas zač́ıt měnit během klimakteria.
K výrazným změnám poté docháźı ve stář́ı. Zmenšuje se rozsah hlasu, jeho śıla i vitálńı
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kapacita plic. U muž̊u se hlas zvyšuje, u žen naopak prohlubuje, takže se k sobě výškou
hlasu obě skupiny přibližuj́ı [13, 32]. Středńı hodnota základńı frekvence zdrojového hlasu
u muž̊u odpov́ıdá zhruba 110 Hz, u žen 220 Hz a u dět́ı zhruba 330 Hz [13].

Intenzita hlasu, tedy jeho hlasitost, záviśı na množstv́ı a śıle vydechovaného vzduchu.
Č́ım v́ıce vzduchu je naráz vydechováno, t́ım širš́ı je glottis. Hlasivky t́ım kmitaj́ı s větš́ı
amplitudou, a t́ım hlasitěǰśı je výsledný zvuk [32].

Kvalita hlasu je dána poměrem harmonických tón̊u v hlase v̊uči neharmonickým. Har-
monické složky jsou dány amplitudami tzv. užitečných tón̊u a daľśıch frekvenčńıch složek,
periodickými a ustálenými signály. Tyto složky jsou ovšem narušovány složkami nehar-
monickými. K nim patř́ı akustický šum zp̊usobený např. mluvidly nebo nežádoućımi frek-
vencemi [13].

Barvu hlasu utvář́ı rezonančńı dutiny, tedy hltan, dutina ústńı, nosńı a vedleǰśı dutiny
nosńı, ale také lebečńı a ĺıcńı kosti nebo specifické postaveńı jazyka a rt̊u [33]. Dı́ky
charakteristickému zabarveńı hlasu je každý jedinec unikátńı a lze jej d́ıky tomu rozpoznat
od ostatńıch, stejně tak lze rozlǐsit r̊uzné nálady a rozpoložeńı konkrétńıho člověka [1].

/i:/ /u://a:/

Obr. 1.13. Tvary vokálńıho traktu pro samohlásky /a:/, /i:/ a /u:/, upraveno a převzato z [1].

1.4.1 Tvorba hlásek
Samotné hlásky (souhlásky a samohlásky) se tvoř́ı tvarováńım hltanu a v dutině ústńı
za pomoci jazyka, zub̊u, rt̊u a patra [2]. Jejich specifickou kombinaćı vzniká řeč. Sa-
mohlásky a souhlásky lze rozdělit podle toho, jakým zp̊usobem se při jejich tvorbě chovaj́ı
hlasivky. Jestliže hlasivky vibruj́ı, jedná se o hlásky znělé. Pokud nevibruj́ı, jde o hlásky
neznělé [13, 32]. Samohlásky lze od souhlásek nav́ıc odlǐsit tak, že při tvorbě samohlásek je
vokálńı trakt otevřený a proud vzduchu neńı nikde přerušen, kdežto při tvorbě souhlásek
(konsonant̊u) je tok vzduchu po délce vokálńıho traktu pozastaven některou z překážek
(jazyk, zuby, rty) [4].

Při tvorbě neznělých hlásek se hlasivky na výsledném zvuku nepod́ılej́ı. Hlasivky jsou
bud’ rozevřeny (např. při tvořeńı souhlásek /f/, /s/ nebo /š/), nebo naopak sbĺıženy,
ale bez kmitáńı (např. souhlásky /p/, /t/ nebo /c/); nedocháźı k vibraćım, a neńı tud́ıž
generován zvuk [13, 34]. Specifickým zp̊usobem tvořeńı hlasu je šepot, při kterém jsou
tvořeny nezněle všechny hlásky. Hlasivky jsou při šeptáńı sevřeny, ale vytvář́ı se mezi
nimi úzký prostor pro prouděńı vzduchu [32].

Při formováńı znělých hlásek jsou naopak hlasivky na začátku fonace u sebe, během
fonace vibruj́ı, a vytvářej́ı tak akustický zdroj zvuku, jak bylo popsáno v předchoźıch ka-
pitolách. T́ımto zp̊usobem se vytvář́ı všechny samohlásky a některé souhlásky, např. /b/,
/v/, /z/ nebo /g/ [13].
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Souhlásky lze rozdělit i podle mı́sta, kde jsou vytvářeny, na labiálńı (rty a zuby –
např. /p/, /b/, /f/ a /m/), dentálńı (zuby a jazyk – např. /d/, /t/, /s/ a /n/), lingválńı
(jazyk a předńı patro – např. /l/ a /š/) a guturálńı (jazyk a zadńı patro – např. /k/ a /g/)
[34].



2 Výpočtové modely hlasivek
Snaha o porozuměńı základ̊um hlasové produkce a poskytnut́ı diagnostiky a léčby je-
dinc̊um, kteř́ı trṕı r̊uznými hlasovými poruchami, pocháźı již z přelomu 19. a 20. sto-
let́ı, kdy byl Ewaldem [35] publikován prvńı mechanický model hlasivek. Tento model
byl tvořen dvěma protiraznými jazýčky, které k sobě byly přitahovány pomoćı pružin
a odpuzovány proudem vzduchu proud́ıćım mezi nimi. Ewald tento model vytvořil expe-
rimentálně, ale nedokázal jej matematicky popsat [2, 35].

Na Ewald̊uv model postupně navázala spousta vědc̊u s modely hlasivek r̊uzné úrovně
složitosti a komplexnosti. Všechny tyto modely maj́ı společnou podstatu, a to zjednodušit
složitý problém fonace na podstatné fyzikálńı základy tak, aby bylo možné tento jev co
nejefektivněji popsat. Daľśım d̊uvodem, proč je proces lidské fonace modelován, je ome-
zený prostor v hrtanu, kde se hlasivky nacháźı. To zp̊usobuje zhoršený př́ıstup př́ıstroj̊u
pro měřeńı d̊uležitých jev̊u. Vyšetřeńı jsou nav́ıc nutná provádět in vivo a s aktivńı spo-
lupraćı pacienta. Dle myoelasto-aerodynamické teorie (popsané v kapitole 1.1.2) docháźı
k fluidně-strukturně-akustické interakci mezi hlasivkami a proud́ıćım vzduchem. Vzniká
tak složitý proces nestacionárńıho prouděńı v nelineárńım dynamickém systému, který je
nutné modelovat pomoćı numerických výpočtových model̊u [36].

Pro vytvářeńı model̊u je nutné naj́ıt rovnováhu mezi t́ım, aby byly modely dostatečně
jednoduché na popis a řešeńı, a zároveň aby neztratily svou fyzikálńı podstatu [37].
Na základńı úrovni lze hlasivky modelovat pomoćı tzv. hmotových model̊u. Ty jsou
založeny na malém počtu vstupńıch parametr̊u a předevš́ım na ńızkém počtu stupň̊u vol-
nosti. Lze je popsat pomoćı soustav rovnic a slouž́ı k základńımu popisu interakce mezi
hlasivkami a proud́ıćım vzduchem. Skládaj́ı se většinou pouze z hmotných, pružných a tlu-
mićıch člen̊u. Neobsahuj́ı téměř žádné geometrické detaily, které jsou př́ıtomny na skute-
čných hlasivkách, a t́ım pádem nepopisuj́ı jejich podrobné chováńı. Naopak charakterizuj́ı
kmitáńı hlasivek jako celek [36].

Detailněǰśı chováńı hlasivek lze popisovat složitěǰśımi modely o několika tiśıćıch až mi-
lionech prvk̊u. Takové modely hlasivek se vyznačuj́ı velkým počtem stupň̊u volnosti, takže
je nutné je řešit pomoćı výpočtové techniky. Lze jimi modelovat podrobněǰśı anatomické
a fyziologické struktury nebo hlasové poruchy, vytvářet oscilačńı módy a spoustu daľśıch
komplikovaných mód̊u, které se vyskytuj́ı na skutečných hlasivkách [36].

Nevýhodou složitých výpočtových model̊u je dlouhý výpočtový čas. Ten se sice s ros-
toućımi výkony poč́ıtač̊u snižuje, ovšem z hlediska rychlých a efektivńıch výpočt̊u je stále
často využ́ıváno i jednoduchých hmotových model̊u. Vzhledem k tomu, že se tato práce
zabývá hmotovými modely, bude následuj́ıćı přehled zaměřen právě na tento typ model̊u.

2.1 Jednohmotový model

Na práci Ewalda [35] př́ımo navázali Flanagan a Landgrafová [38], jež v roce 1968 pu-
blikovali jednohomotový model hlasivek, který matematicky popisuje Ewald̊uv experi-
ment. Tento experiment je modelován mechanickým oscilátorem s jednou hmotou, jednou
pružinou a jedńım tlumičem. Pružina definuje tuhost modelu a tlumič udává tlumeńı.
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Model kmitá s jedńım stupněm volnosti v laterálně-mediálńım směru1 a předpokládá sy-
metrii, která odpov́ıdá chováńı zdravých hlasivek. Stač́ı proto modelovat pouze jednu
hlasivku, protože druhá hlasivka je zrcadlovým obrazem té prvńı.

Fluidně-strukturńı interakce jednohmotového modelu, zobrazená na Obr. 2.1, je defi-
nována výše zmı́něnými diskrétńımi parametry hlasivek, jejichž kmitáńı je ř́ızeno funkćı
subglotického tlaku a Bernoulliho tlaku mezi hlasivkami [38]. Bernoulliho tlak vycháźı
z Bernoulliho principu, který uvád́ı do souvislosti statický tlak v tekutině a rychlost
prouděńı, přičemž součet jejich energíı je v čase konstantńı.

plíce vokální
trakt

hlasivky
d

mk
b

PS P1

Obr. 2.1. Jednohmotový model, upraveno a převzato z [38, 39].

Takto definovaný jednohmotový model dostatečně popisuje pr̊uběhy objemové rych-
losti vzduchu a př́ıčný pr̊uřez glottis, jak bylo pozorováno při vysokorychlostńıch sńımćıch
pohybu lidských hlasivek [40]. Z výsledk̊u v [38] je také patrné, že akustická interakce
mezi hlasivkami a tvarem vokálńıho traktu ovlivňuje pr̊uběh a periodu prouděńı vzdu-
chu. Vzhledem k tomu, že je model tvořen pouze jednou hmotou, nedokáže dostatečně
popsat základńı fyziologické principy chováńı samotných hlasivek, tedy předevš́ım po-
hyb slizničńı vlny (viz kapitola 1.3.1), a simulovat samobuzené kmity hlasivek vyvolané
proud́ıćım vzduchem [4, 36, 40].

2.2 Dvouhmotový model
Na jednohmotový model navázali o 4 roky později Ishizaka s Flanaganem [40], kteř́ı
publikovali dvouhmotový symetrický model (viz Obr. 2.2). Tento model opět kmitá pouze
v laterálně-mediálńım směru, tentokrát se dvěma stupni volnosti. Model se skládá ze dvou
hmot, přičemž obě jsou spojeny s pevnou podložkou (hlasivkovou chrupavkou, viz kapitola
1.2.1) vlastńı pružinou a tlumičem, vzájemně jsou spojeny pomoćı daľśı pružiny. Hmoty
jsou poskládány tak, že jedna hmota představuje dolńı okraj hlasivky a druhá hmota horńı
okraj hlasivky. Dı́ky tomu je model schopný simulovat jejich fázový rozd́ıl a modelovat
pohyb slizničńı vlny.

Slizničńı vlna umožňuje d́ıky proměnné hlasivkové geometrii vytvářet r̊uzné rozložeńı
mezihlasivkových tlak̊u během otv́ıráńı a zav́ıráńı glottis, což má za následek účinný přenos

1Laterálńı směr: směr od středńı roviny těla; mediálńı směr: směr ke středńı rovině těla.
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Obr. 2.2. Dvouhmotový model, upraveno a převzato z [39, 40].

energie z proudu vzduchu na vibruj́ıćı hlasivky. To umožňuje jejich samovolné kmitáńı,
do kterého může i nemuśı být zahrnut vokálńı trakt [13, 36].

Při produkci hlasu hraje základńı roli aerodynamika systému. Ta je v tomto modelu
charakterizována kvazistacionárńım, nevazkým a lokálně nestlačitelným2 proudem vzdu-
chu skrz glottis, která je oproti pr̊udušnici zúžená. Mezi hlasivkami proto dojde ke zrychleńı
prouděńı a vytvořeńı podtlaku [40]. Při určitých hodnotách parametr̊u, jako je rychlost
prouděńı, š́ı̌rka glottis a podélné napět́ı hlasivek, poté může doj́ıt k samobuzenému kmitáńı
hlasivek [13].

Prouděńı je popsáno Bernoulliho rovnićı a kmitáńı hlasivek vycháźı z pohybových rov-
nic mechaniky kontinua. Interakce mezi hlasivkami a vzduchem je zajǐstěna přes př́ıčné
pr̊uřezy glottis a aerodynamické śıly, které p̊usob́ı jako budićı śıly na hlasivky. Dı́ky
změnám geometrie vokálńıho traktu źıskali Ishizaka s Flanaganem př́ıčné pr̊uřezy a obje-
mové pr̊utoky pro samohlásky /a:/, /e:/, /i:/, /o:/ a /u:/ [40].

Omezeńım dvouhmotového modelu je trvalý obdélńıkový př́ıčný pr̊uřez část́ı glottis,
neexistuje žádná gradace při uzav́ıráńı nebo otev́ıráńı, hmoty jsou bud’ v kontaktu, nebo
oddělené od sebe. To dle [41] dostatečně nepopisuje vibračńı pohyb skutečných hlasivek
během fonace. Model je ale jednoduchý a zároveň spolehlivě popisuje základńı fyzikálńı
principy fonace, proto je považován za jeden ze základńıch model̊u hlasivek. Je často
citován a dočkal se také několika modifikaćı [42–47].

2.2.1 Modifikace dvouhmotového modelu
Jednu z modifikaćı vytvořili Ishizaka a Isshiki [42]. Jejich dvouhmotový model je popsán
lineárńımi tuhostmi pružin a je asymetrický, d́ıky čemuž umožňuje zkoumat patologické

2Lokálně nestlačitelný proud vzduchu – hustota se v jednotlivých bodech považuje za konstantńı
a nedocháźı k významnému stlačeńı nebo zhuštěńı vzduchu při pohybu.
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jevy. Interakce mezi hlasivkami a vzduchem je opět zprostředkována pomoćı aerodyna-
mických sil p̊usob́ıćıch na hlasivky. Tento model poté dále modifikovali Steinecke a Herzel
[43] pro studium nelineárńı dynamiky a bifurkace modelu hlasivek. Daľśı modifikaci pro-
vedl Wurzbacher [44], jehož model kmital opět asymetricky, ale tentokrát nelineárně.

Koizumi a kol. [45] vytvořili hned tři nové dvouhmotové modely, které porovnávaj́ı
s p̊uvodńım modelem Ishizaky a Flanagana. Jejich symetrické modely by měly sloužit
k simulaci měkč́ıho a přirozeněǰśıho zvuku [45].

Prvńı Koizumiho model je popsán tak, že se dolńı hmota může pohybovat nejen
v laterálně-mediálńım směru, ale nav́ıc i v anteriorně-posteriorńım směru3, takže kromě
př́ıčného směru kmitá tato hlasivková hmota i ve směru podélném. Horńı hmota kmitá
pouze v laterálně-mediálńım směru, může ale měnit některé geometrické rozměry v závislo-
sti na deformaci, což simuluje flexibilńı, ale nestlačitelnou sliznici.

Druhý i třet́ı model Koizumiho a kol. navazuje na model prvńı. Druhý model přidává
nav́ıc změnu hmotnost́ı horńı a dolńı hmoty při změně geometrie, přičemž celková hmot-
nost z̊ustává konstantńı. Třet́ı model přidává oproti druhému modelu i druhý stupeň
volnosti horńı hmoty, která tedy kmitá ve stejných směrech jako hmota dolńı [45]. Pro-
pojeńı hlasivek se vzduchem je zde modelováno stejně jako v p̊uvodńım dvouhmotovém
modelu Ishizaky a Flanagana.

Daľśı modifikace dvouhmotového modelu byla provedena Dreselem [46], který jej
převedl na prostorový 3D model. Za zmı́nku stoj́ı i Lucer̊uv model [47], který mode-
luje hrudńı a falzetový rejstř́ık pomoćı změny hodnoty tuhosti pružin. Při překročeńı jej́ı
kritické hodnoty docháźı k rapidńı změně kmitáńı hlasivek.

2.3 Tř́ıhmotové modely
Rozš́ı̌reńı modelu Ishizaky a Flanagana realizovali Tokuda a kol. [48]. K dvouhmotovému
modelu přidali třet́ı hmotný prvek, který stejně jako prvńı dvě hmoty spojili pružinou
a tlumičem s pevnou stěnou, takže se jejich tř́ıhmotový model skládá ze tř́ı hmot po-
skládaných za sebou v kraniálně-kaudálńım směru4. Tyto hmoty se velikostně i hmot-
nostně směrem od plic zmenšuj́ı, což odpov́ıdá fyziologickým předpoklad̊um hlasivek.
Hmoty kmitaj́ı pouze v laterálně-mediálńım směru, takže model má tři stupně volnosti.
Tokuda a kol. se snažili t́ımto modelem simulovat přechod mezi hrudńım a falzetovým
rejstř́ıkem.

Daľśı model, který navazuje na práci Ishizaky a Flanagana a přidává k jejich modelu
třet́ı hmotu, je tzv. body-cover model Storyho a Titzeho [49]. Tento model přidává třet́ı
hmotný prvek mezi dvě p̊uvodńı hmoty a pevnou stěnu. Respektuje tedy skutečnost, že se
hlasivky skládaj́ı z v́ıce vrstev, konkrétně z těla (body) a obalu (cover), jak bylo zmı́něno
v kapitole 1.2.4. Dle Obr. 1.9 tento model odpov́ıdá dvouvrstvému schématu. Body-cover
model je zobrazen na Obr. 2.3. Je patrné, že tělo se skládá z jednoho prvku (hmota 𝑚𝑏)
a obal ze dvou menš́ıch a méně hmotných prvk̊u (hmoty 𝑚1 a 𝑚2).

Fluidně-strukturně-akustická interakce body-cover modelu zahrnuje kromě hlasivek
i vokálńı a subglotický trakt a ústńı a nosńı dutinu. Rovnice prouděńı vycháźı z [50], kde

3Anterior: směr k břichu; posterior: směr k zád̊um.
4Kraniálńı směr: směr k hlavě; kaudálńı směr: směr k ocasu (ke kostrči).
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Obr. 2.3. Tř́ıhmotový model body-cover, upraveno a převzato z [49].

je interakce realizována na základě š́ı̌reńı a odrazu akustických vln v hlasovém ústroj́ı.
Toho je dosaženo pomoćı modelu přenosového vedeńı5 navrženého Kellym a Lochbaumem
v [51]. Principem je vytvořeńı hlasového ústroj́ı (subglotického a supraglotického prostoru
a hlasivek) jako sestavu diskrétńıch prvk̊u poskládaných za sebou a spojených prostřed́ım.
V tomto prostřed́ı se poté š́ı̌ŕı subglotická a supraglotická vlna, docháźı k jejich vzájemné
interakci a výsledkem je objemový pr̊utok v glottis a odražená vlna pod a nad glottis
[50]. Hodnoty vstupńıch i výstupńıch parametr̊u by měly být dle [36] v bĺızké shodě
s fyziologickými měřeńımi a na rozd́ıl od dvouhmotových model̊u by měla být u body-
cover modelu př́ımá fyziologická korelace mezi tuhost́ı pružin a účinky svalové kontrakce.

Na body-cover model navázali Titze a Story v [52], kde definovali pravidla pro ř́ızeńı
parametr̊u tř́ıhmotového modelu podle svalové aktivity. Ty úspěšně reprodukuj́ı čtyři
základńı př́ıpady fonace, jak je definoval Hirano [17].

Body-cover model Titze později modifikoval na tzv. dvouhmotový body-plate model
[53]. Zde byly zachovány tři stupně volnosti, ale obal hlasivky byl zredukován na jednu
hmotu (plate, čili taĺı̌r) se dvěma stupni volnosti, a to s translaćı a rotaćı. S t́ımto modelem
souviśı i model Liljencrantse [54]. Ten je složen pouze z jedné hmoty, která má dovolenou
rotaci i translaci, tedy dva stupně volnosti.

2.4 Vı́cehmotové modely
Přidáváńım hmotných prvk̊u se modely přibližuj́ı reálné struktuře hlasivek. Prvńı, kdo
představil v́ıcehmotový model hlasivek, byl opět Titze [55, 56]. Tento model navazuje
na dvouhmotový model Ishizaky a Flanagana [40] a skládá se ze 16 hmotových prvk̊u

5Přenosové vedeńı – anglicky transmission line theory.
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ve dvou řadách. Kmitáńı je umožněno ve dvou rovinách, a to v laterálně-mediálńım směru
a směru anterior-posterior, takže je simulováno vlněńı hlasivky po jej́ı délce.

Titzeho 16hmotový model byl upraven Kobem [57], který pomoćı modelu dokázal
simulovat r̊uzné typy zpěvńıch hlas̊u, jako je soprán, baryton nebo bas.

Kombinaćı modelu Ishizaky a Flanagana a 16hmotového Titzeho modelu je 10hmo-
tový Wong̊uv model [58]. Ten má stejně jako Titzeho model po tloušt’ce hlasivky rozděleny
hmoty do dvou řad, tentokrát po pěti prvćıch po délce hlasivky. Model se využ́ıvá pro stu-
dium hlasových poruch.

Daľśı modely hlasivek, které se skládaj́ı z větš́ıho počtu hmot, jsou např. šestihmotové
3D modely Schwarze a kol. [59] a Wurzbachera a kol. [60] či Yang̊uv 25hmotový model
[61]. Titze tyto modely poté zobecnil na 𝐿×𝑀×𝑁 model a současně publikoval model se
175 hmotnými prvky [11].

2.5 Daľśı hmotové modely

2.5.1 Hladké modely

Myšlenku hladkých přechod̊u mezi hranami hmotných prvk̊u hlasivek zavedl Childers [41].
Vytvořil jednohmotový model, který simuluje hlasové patologie. Hlasivky jsou designovány
pomoćı jedné elastické hmoty, která dokáže měnit sv̊uj tvar v závislosti na zat́ıžeńı a po od-
lehčeńı se vrát́ı do p̊uvodńı polohy.

Na tento model navázal Lous [62], který jej rozš́ı̌ril o druhou hmotu a aplikoval jej
na hlasovou protézu. Prouděńı mezi hlasivkami je zde aplikováno jako jednodimezionálńı,
kvazistacionárńı a bez třeńı a je popsáno Bernoulliho rovnićı. Interakce s hlasivkami je opět
zprostředkována pomoćı aerodynamických sil a akustické impedance, pohyby hlasivek jsou
vyjádřeny pohybovými rovnicemi. Akustika vokálńıho traktu je vytvořena jako soustava
N cylindrických úsek̊u s pevnou stěnou o dané délce a př́ıčném pr̊uřezu.

2.5.2 Model slizničńı vlny

Model slizničńı vlny publikoval Titze [63]. Tento model vykazuje podobné chováńı jako
dvouhmotový model Ishizaky a Flanagana, ale redukuje počet parametr̊u modelu. Skládá
se pouze z jedné hmoty, která tvarem povrchu připomı́ná slizničńı vlnu. Kromě parametru
hmotnosti, tuhosti a tlumeńı obsahuje i parametr rychlosti slizničńı vlny, která zp̊usobuje
fázové zpožděńı pohybu horńı části hmoty v̊uči pohybu jej́ı dolńı části, což modeluje právě
slizničńı vlnu.

Tento model předpokládá kmitáńı hlasivek o malé amplitudě, přičemž oscilačńı pohyb
odpov́ıdá povrchové vlně š́ı̌ŕıćı se ve směru prouděńı. Dynamika pohybu je popsána jako
posuv středové polohy hmoty hlasivky a jej́ı rychlosti. Omezeńı modelu je právě v malých
amplitudách kmitáńı, které umožňuj́ı oscilaci hlasivek pouze s mı́rně abdukovanými hla-
sivkami. I přesto lze na modelu demonstrovat mnoho jev̊u a základńı principy dynamiky
hlasivek, model je platný pro hrudńı i falzetový rejstř́ık a také na tento model navázalo
několik daľśıch studíıch [36].
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2.5.3 Aeroelastický model
Aeroelastický model zveřejnili Horáček a kol. [64]. Tento model je tvořen pouze jednou
hmotou, která má proměnnou tloušt’ku, takže tvarem koṕıruje fyziologický tvar hlasivky.
Hmota je spojena s pevnou stěnou pomoćı pružného podlož́ı, takže hlasivka dokáže kmitat
ve dvou směrech. Tvar hlasivky se neměńı v čase v závislosti na zat́ıžeńı, nelze tedy
simulovat pohyb slizničńı vlny.

2.5.4 Modely hlasivek jako Port-Hamiltoniánské systémy
V posledńıch letech bylo zveřejněno několik model̊u, které jsou založené na Hamiltonově
formalismu, který je v matematice a fyzice použ́ıván k popisu dynamiky systémů. Modely
hlasivek funguj́ı jako tzv. Port-Hamiltoniánské systémy, ve kterých je kĺıčové zachováńı
energie a struktura port̊u, které charakterizuj́ı rozhrańı systému s jeho okoĺım [65]. Za-
chováńı energie vycháźı z jej́ı vyvážené výměny mezi proudem vzduchu a hlasivkami
vyjádřené pomoćı Hamiltonových diferenciálńıch rovnic, které popisuj́ı vývoj systému
v čase. Porty umožňuj́ı tok energie, hmoty nebo jiných veličin mezi systémem a okoĺım.

Modely publikované na základě těchto princip̊u jsou např. tř́ıhmotové body-cover mo-
dely [66–68] nebo jednohmotový model s elastickým obalem [69].

Obecně lze tedy ř́ıci, že kromě posledńıch zmı́něných model̊u je fluidně-strukturně-
akustická interakce většiny hmotových model̊u vyjádřena pomoćı Bernoulliho rovnice,
která jednoduchým matematickým popisem charakterizuje prouděńı, aerodynamických sil,
které vycháźı z tlak̊u vzduchu a p̊usob́ı na hmotné prvky hlasivek jako buzeńı, pohybových
rovnic, pomoćı nichž jsou popisovány samotné kmity hlasivek, a akustické impedance, d́ıky
které s hlasivkami akusticky interaguje i vokálńı trakt.

Modely hlasivek, které jsou v této kapitole zmı́něny, bezpochyby nejsou všechny, které
kdy byly publikovány. Daľśı hmotové modely lze naj́ıt např. v přehledech o modelech
hlasivek s ńızkým počtem stupň̊u volnosti, a to [36, 37, 39, 57].



3 Dvouhmotový model
Dvouhmotový model je realizován jako fluidně-strukturně-akustická interakce na základě
modelu Ishizaky a Flanagana [40] z kapitoly 2.2. Interakce je modelována pomoćı sou-
stav rovnic, které jsou podrobněji přibĺıženy v následuj́ıćıch podkapitolách, a poté nume-
ricky vyřešena pomoćı programovaćıho jazyka Python 3.9.7. Tato práce částečně nava-
zuje na bakalářskou práci [70]. Zde byly odvozeny a vyřešeny pohybové rovnice kmitáńı
pro základńı modely hlasivek s ńızkým počtem stupň̊u volnosti, přičemž buzeńı bylo rea-
lizováno pomoćı sil s harmonickým pr̊uběhem.

Na Obr. 3.1 je zobrazen dvouhmotový model vytvořený na základě modelu Ishizaky
a Flanagana. Modeluje se jedna hlasivka, která se skládá ze dvou hmot 𝑚1 a 𝑚2. Druhá
hlasivka kmitá symetricky, neńı proto nutné ji modelovat. Hmotné prvky kmitaj́ı v la-
terálně-mediálńım směru s výchylkami 𝑥1 a 𝑥2, model má tedy dva stupně volnosti. Každá
z hmot je přichycena k pevné stěně pomoćı nelineárńı pružiny (𝑠1 a 𝑠2) a tlumiče (𝑏1 a 𝑏2),
navzájem jsou hmoty spojeny pomoćı pružiny 𝑘𝑐. Geometrie hmot je dána jejich délkami
𝑑1 a 𝑑2 v kraniálně-kaudálńım směru a tloušt’kou 𝑙𝑔 ve směru anteriorně-posteriorńım.

Obr. 3.1. Dvouhmotový model, vytvořeno dle [40].

Skrz hlasivky proud́ı vzduch, který je charakterizován tlakem a objemovým pr̊utokem.
Tlak se měńı se změnou geometrie a podél hmot. Z plic přicháźı statický tlak 𝑃𝑆, mezi
hlasivkami postupně klesá na tlaky 𝑃11, 𝑃12, 𝑃21 a 𝑃22, poté přecháźı do vokálńıho traktu
na hodnotu 𝑃1 a na konci se vyrovnává s atmosférickým tlakem. Během změny tlaku
docháźı i ke změnám rychlosti, jež lze vztáhnout na př́ıčný pr̊uřez, kterým aktuálně
procháźı, a charakterizovat je objemovým pr̊utokem. V glottis je objemový pr̊utok 𝑈𝑔,
ve vokálńım traktu poté 𝑈1. Př́ıčné pr̊uřezy hmot 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2 jsou dány vztahem:

𝐴𝑔1 = 𝐴𝑔01 + 2𝑙𝑔𝑥1, (3.1a)
𝐴𝑔2 = 𝐴𝑔02 + 2𝑙𝑔𝑥2, (3.1b)

kde 𝐴𝑔01 a 𝐴𝑔02 jsou počátečńı př́ıčné pr̊uřezy, kdy jsou hmoty 𝑚1 a 𝑚2 v klidu.
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3.1 Schéma simulace

Simulace interakce je schematicky znázorněna na Obr. 3.2, kde lze vidět rozděleńı do čtyř
oblast́ı – vstupy, akustický obvod, prouděńı mezi hlasivkami a kmitáńı hlasivek. Mezi
vstupńı veličiny patř́ı materiálové charakteristiky hlasivek a vzduchu, geometrie hlasivek
a vokálńıho traktu a počátečńı a okrajové podmı́nky.

Tyto parametry jsou vstupńımi hodnotami pro výpočet charakteristik RLC obvodu,
který je vytvořen na základě elektro-akustické analogie. Některé parametry obvodu 𝑅,
𝐿 a 𝐶 jsou odvozeny ze člen̊u Bernoulliho rovnic pro pr̊uběh tlak̊u podél hmot hlasivek
a vokálńıho traktu, ostatńı jsou převzaty z literatury [40]. Z parametr̊u 𝑅, 𝐿, 𝐶 se pomoćı
I. Kirchhoffova zákona urč́ı objemové pr̊utoky 𝑈𝑔 v glottis a 𝑈1 ve vokálńım traktu, které
v elektrickém obvodu odpov́ıdaj́ı proudu. Vypoč́ıtané objemové pr̊utoky se vlož́ı zpět
do Bernoulliho rovnic a urč́ı se rozložeńı tlak̊u vzduchu podél glottis.

Z tlak̊u p̊usob́ıćıch podél hlasivek lze určit śıly, které vyvolávaj́ı kmitáńı hlasivek.
Samotný pohyb hmot je poté určen z těchto budićıch sil a pohybových rovnic odvozených
z Lagrangeových rovnic II. druhu. Nakonec se z výchylek kmitáńı hlasivek spoč́ıtaj́ı př́ıčné
pr̊uřezy podél hmot hlasivek, které jsou vstupńımi veličinami pro daľśı časový krok, a celý
proces se opakuje, dokud z plic proud́ı vzduch.

R, L, C
charakteristiky

VSTUPY

Materiálové
charakteristiky

 Rozložení tlaků
podél glottis

Příčné průřezy
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Obr. 3.2. Schéma simulace, vytvořeno na základě [40].
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3.2 Prouděńı mezi hlasivkami
Dı́ky malým rozměr̊um hlasivek v porovnáńı s vlnovou délkou a vysokým rychlostem
prouděńı vzhledem k rychlostem pohybu hlasivek lze prouděńı považovat za kvazistatické
a aproximovat jej pomoćı jednodimenzionálńı Bernoulliho rovnice [40]. Obecný tvar této
rovnice vypadá následovně:

1
2𝜌𝑣2 + 𝑝 + 𝜌𝑢(𝑥) = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡. (3.2)

kde 𝜌 je hustota tekutiny, 𝑣 je okamžitá rychlost prouděńı, 𝑝 je tlak v tekutině a 𝑢(𝑥) je
potenciál vněǰśıho konzervativńıho pole objemové śıly v daném bodě (v t́ıhovém poli se
jedná o t́ıhovou śılu). Protože je uvažováno prouděńı podél jedné linie, neńı posledńı člen
levé strany rovnice uvažován.

Na Obr. 3.1 jsou vidět změny geometrie podél hlasivek a v prostorech nad a pod nimi.
Prvńı změna tlak̊u nastává mezi statickým tlakem z plic 𝑃𝑆 a tlakem 𝑃11 na okraji dolńı
hmoty hlasivky 𝑚1. Docháźı zde ke zúžeńı př́ıčného pr̊uřezu (kontrakci) a rozd́ıl tlak̊u je
roven:

𝑃𝑆 − 𝑃11 = 1.37 𝜌

2

(︃
𝑈𝑔

𝐴𝑔1

)︃2

+
∫︁ 𝑙𝑐

0

𝜌

𝐴𝑐(𝑥) d𝑥 · d𝑈𝑔

d𝑡
, (3.3)

kde prvńı člen odpov́ıdá prvńımu členu rovnice (3.2), přičemž 𝑣 = 𝑈𝑔/𝐴𝑔1. Faktor 1.37
je určen experimentálně dle [71] na odlitćıch sádrových hrtan̊u a navýšeńı o 0.37 od-
pov́ıdá naměřeným ztrátám. Druhý člen rovnice vyjadřuje změnu geometrie podél délky 𝑙𝑐
při proměnném př́ıčném pr̊uřezu 𝐴𝑐, dle [40] je ale zanedbatelný.

Daľśı rozd́ıl tlak̊u nastává podél hmoty 𝑚1. Zde je pokles lineárńı a odpov́ıdá ztrátám
dle Hagen-Poiseuilleova zákona pro obdélńıkový př́ıčný pr̊uřez:

𝑃11 − 𝑃12 = 12
𝜇 · 𝑙2

𝑔 · 𝑑1

𝐴3
𝑔1

· 𝑈𝑔 + 𝜌 · 𝑑1

𝐴𝑔1
· d𝑈𝑔

d𝑡
, (3.4)

kde 𝜇 je dynamická viskozita. Na rozhrańı hmot 𝑚1 a 𝑚2 docháźı ke skokové změně geo-
metrie. Měńı se proto rychlost částic při zachováńı kontinuálńıho objemového pr̊utoku 𝑈𝑔.
Plat́ı tedy rozd́ıl tlak̊u dle (3.2):

𝑃12 − 𝑃21 = 1
2 𝜌 · 𝑈2

𝑔

(︃
1

𝐴2
𝑔2

− 1
𝐴2

𝑔1

)︃
. (3.5)

Podél hmoty 𝑚2 plat́ı vztah analogický ke vztahu (3.4):

𝑃21 − 𝑃22 = 12
𝜇 · 𝑙2

𝑔 · 𝑑2

𝐴3
𝑔2

· 𝑈𝑔 + 𝜌 · 𝑑2

𝐴𝑔2
· d𝑈𝑔

d𝑡
. (3.6)

Nad horńım koncem hlasivky docháźı k expanzi do vokálńıho traktu a tlak se zvyšuje
dle následuj́ıćıho vztahu:

𝑃22 − 𝑃1 = −𝜌

2

(︃
𝑈𝑔

𝐴𝑔2

)︃2

· 𝑘𝑒, 𝑘𝑒 = 2 𝐴𝑔2

𝐴1

(︂
1 − 𝐴𝑔2

𝐴1

)︂
, (3.7)

kde 𝑘𝑒 je koeficient obnovy tlaku a 𝐴1 je př́ıčný pr̊uřez vokálńıho traktu.
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3.3 Akustický obvod
Aby bylo možné spoč́ıtat tlaky podél hlasivek, je nutné nejdř́ıve určit objemový pr̊utok 𝑈𝑔.
Ten lze spolu s objemovým pr̊utokem 𝑈1 ve vokálńım traktu a 𝑈𝑅 v ústech vyjádřit po-
moćı elektrického obvodu, který je zobrazen na Obr. 3.3, dle elektro-akustické analogie.
Objemové pr̊utoky zde představuj́ı proudy, které procházej́ı jednotlivými smyčkami ob-
vodu.

Obr. 3.3. Akustický obvod pro dvouhmotový model, vytvořeno na základě [40].

Ve smyčkách se nacházej́ı elektrické odpory 𝑅, které jsou analogické akustickým a me-
chanickým odpor̊um, čili ztrátám. Dále jsou zde ćıvky s indukčnost́ı 𝐿, které představuj́ı
setrvačnost vzduchu či hmoty, a nakonec se zde nacháźı jeden kondenzátor s kapacitou 𝐶1,
který je analogický poddajnosti, tedy převrácené hodnotě tuhosti. Tlak 𝑃𝑆 představuje
v obvodu elektrické napět́ı.

Parametry 𝑅𝑘1, 𝑅𝑣1 a 𝐿𝑔1 vycházej́ı z kmitáńı hmoty 𝑚1 a jsou dány následuj́ıćımi
rovnicemi:

𝑅𝑘1 = 0.19𝜌

𝐴2
𝑔1

, (3.8a)

𝑅𝑣1 = 12
𝜇 · 𝑙2

𝑔 · 𝑑1

𝐴3
𝑔1

, (3.8b)

𝐿𝑔1 = 𝜌 · 𝑑1

𝐴𝑔1
. (3.8c)

Pro parametry 𝑅𝑣2 a 𝐿𝑔2 hmoty 𝑚2 plat́ı analogické rovnice, pro parametr 𝑅𝑘2 se
rovnice lǐśı:

𝑅𝑘2 = 𝜌

𝐴2
𝑔2

[︂
0.5 − 𝐴𝑔2

𝐴1

(︂
1 − 𝐴𝑔2

𝐴1

)︂]︂
, (3.9a)

𝑅𝑣2 = 12
𝜇 · 𝑙2

𝑔 · 𝑑2

𝐴3
𝑔2

, (3.9b)
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𝐿𝑔2 = 𝜌 · 𝑑2

𝐴𝑔2
. (3.9c)

Parametry 𝑅𝑘1 a 𝑅𝑘2 vycházej́ı z akustické impedance odvozené v [40]. Parametry 𝑅𝑣1,
𝑅𝑣2, 𝐿𝑔1 a 𝐿𝑔2 jsou odvozeny z Hagen-Poiseuilleova zákona v (3.4) a (3.6) odvozené v [7].

Vokálńı trakt může být modelován pomoćı přenosového vedeńı jako soustava několika
válc̊u o r̊uzných pr̊uměrech a výškách poskládaných za sebou. Dle toho jsou poté rozlǐsová-
ny jednotlivé samohlásky, protože ty jsou závislé právě na tvaru vokálńıho traktu, jak bylo
zmı́něno v kapitole 1.1. Zde je vokálńı trakt modelován jako jeden válec o konstantńı výšce
a konstantńım pr̊uměru.

Parametry vokálńıho traktu 𝑅1, 𝐿1 a 𝐶1 jsou převzaty z [40] a [7] a jsou dány
následuj́ıćımi rovnicemi:

𝑅1 = 𝑆2
1

𝐴2
1

√︁
𝜌 · 𝜇 · 𝜔/2,1 (3.10a)

𝐿1 = 𝜌 · 𝑙1
2𝐴1

, (3.10b)

𝐶1 = 𝑙1 · 𝐴1

𝜌 · 𝑐2 , (3.10c)

kde 𝑆1 = 2𝜋𝑟 = 2𝜋
√︁

𝐴1/𝜋 je obvod podstavy válce vokálńıho traktu, 𝐴1 je př́ıčný pr̊uřez
vokálńıho traktu, 𝜔 =

√︁
𝑘1/𝑚1 je úhlová rychlost daná vlastńı frekvenćı dolńı hmoty, 𝑙1 je

výška válce vokálńıho traktu, tedy jeho délka, a 𝑐 je rychlost zvuku ve vzduchu.
Posledńı smyčka akustického obvodu se týká úst, kde vokálńı trakt úst́ı do okolńıho

prostřed́ı. Rovnice pro 𝑅𝑅 a 𝐿𝑅 jsou odvozené z [40] a vyjádřené na základě [7]. Základńı
myšlenka je zde založena na tom, že př́ıčné rozměry úst jsou ve srovnáńı s vlnovou délkou
zvuku malé. To znamená, že rychlost prouděńı vzduchu je po pr̊uřezu rozložena zhruba
konstantně a se stejnou fáźı. Dále lze ústa umı́stit do tzv. baffle2, kterou představuje hlava
aproximovaná kouĺı. Zde je opět uvažován předpoklad malých rozměr̊u úst a vokálńıho
traktu v porovnáńı s rozměry hlavy. Dı́ky tomu lze vyjádřit komplexńı impedanci ústńıho
otvoru kombinaćı zat́ıžeńı vyzařováńı do prostoru 𝑅𝑅 a zat́ıžeńı vokálńıho traktu 𝐿𝑅 [7]
jako:

𝑅𝑅 = 128 𝜌 · 𝑐

9 𝜋2 · 𝐴1
, (3.11a)

𝐿𝑅 = 8 𝜌

3 𝜋 ·
√

𝜋 · 𝐴1
.3 (3.11b)

Všechny parametry akustického obvodu na Obr. 3.3 jsou vysvětleny, lze tedy odvo-
dit diferenciálńı rovnice jednotlivých smyček dle Kirchhoffových zákon̊u. Celkem jsou vy-
tvořeny 3 smyčky – g-smyčka pro glottis, 1-smyčka pro vokálńı trakt a R-smyčka pro ústa.

1Rovnice pro 𝑅1: veličina 𝑆1 muśı být umocněna na druhou, aby výraz vycházel správně jednotkově,
i když v [40] umocněńı chyb́ı; vyplývá ale z [7].

2Anglický výraz baffle lze do češtiny přeložit jako ”rozptylovou desku“ či př́ımo ”bafle“; jedná se
o pevnou překážku, která slouž́ı k omezeńı nebo změně š́ı̌reńı zvuku.

3Rovnice pro 𝐿𝑅: zde muśı být výraz pod odmocninou ve jmenovateli, aby opět vycházely správně
jednotky; v [40] je rovnice zapsána nejednoznačně.
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Odpory 𝑅 jsou v př́ıslušné smyčce násobené proudem (čili objemovým pr̊utokem),
ćıvky 𝐿 jsou násobené derivaćı proudu podle času a kondenzátor 𝐶 je násoben integrálem
proudu v pr̊uběhu času. Rovnice s použit́ım 𝑅𝐿𝐶 charakteristik vypadaj́ı následovně:

g-smyčka: (𝑅𝑘1 + 𝑅𝑘2) · |𝑈𝑔| · 𝑈𝑔 + (𝑅𝑣1 + 𝑅𝑣2)𝑈𝑔 + (𝐿𝑔1 + 𝐿𝑔2) · d𝑈𝑔

d𝑡
+

+𝐿1 · d𝑈𝑔

d𝑡
+ 𝑅1 · 𝑈𝑔 + 1

𝐶1
·
∫︁ 𝑡

0
(𝑈𝑔 − 𝑈1) d𝑥 − 𝑃𝑆 = 0,

(3.12a)

1-smyčka: (𝐿1 + 𝐿𝑅) · d𝑈1

d𝑡
+ 𝑅1 · 𝑈1 − 𝐿𝑅 · d𝑈𝑅

d𝑡
+ 1

𝐶1
·
∫︁ 𝑡

0
(𝑈1 − 𝑈𝑔) d𝑥 = 0,

(3.12b)

R-smyčka: 𝐿𝑅 · d(𝑈𝑅 − 𝑈1)
d𝑡

+ 𝑅𝑅 · 𝑈𝑅 = 0. (3.12c)

Z těchto diferenciálńıch rovnic lze źıskat objemové pr̊utoky 𝑈𝑔, 𝑈1 a 𝑈𝑅, které slouž́ı
k výpočtu tlak̊u v rovnićıch prouděńı (3.3) až (3.7).

3.4 Kmitáńı hlasivek
Pohyb hmotných prvk̊u hlasivek je hnán tlaky, které na hmoty 𝑚1 a 𝑚2 p̊usob́ı. Tlaky
podél hlasivek 𝑃11, 𝑃12, 𝑃21 a 𝑃22 lze vyjádřit z rovnic (3.3) až (3.6). Z těchto tlak̊u lze
poté určit tlaky 𝑃𝑚1 a 𝑃𝑚2 p̊usob́ıćı na hmotné prvky jako zpr̊uměrované hodnoty tlak̊u
na začátku a na konci př́ıslušné hmoty (celé odvozeńı lze nalézt v př́ıloze A.1):

𝑃𝑚1 = 1
2 (𝑃11 + 𝑃12) = 𝑃𝑆 − 1.37 𝜌

2

(︃
𝑈𝑔

𝐴𝑔1

)︃2

− 1
2

(︃
𝑅𝑣1 · 𝑈𝑔 + 𝐿𝑔1 · d𝑈𝑔

d𝑡

)︃
, (3.13a)

𝑃𝑚2 = 1
2 (𝑃21 + 𝑃22) =

= 𝑃𝑚1 − 1
2

[︃
(𝑅𝑣1 + 𝑅𝑣2) 𝑈𝑔 + (𝐿𝑔1 + 𝐿𝑔2) · d𝑈𝑔

d𝑡

]︃
− 𝜌

2 · 𝑈2
𝑔 ·
(︃

1
𝐴2

𝑔2
− 1

𝐴2
𝑔1

)︃
. (3.13b)

Z těchto tlak̊u lze určit śıly 𝐹1 a 𝐹2, kterými jsou hmoty 𝑚1 a 𝑚2 poháněny. Schema-
ticky je buzeńı znázorněno na Obr. 3.4, jenž vycháźı z Obr. 3.1. Budićı śıly lze z tlak̊u
𝑃𝑚1 a 𝑃𝑚2 vyjádřit následovně:

𝐹1 = 𝑃𝑚1 · 𝑙𝑔𝑑1, (3.14a)

𝐹2 = 𝑃𝑚2 · 𝑙𝑔𝑑2. (3.14b)

Tyto śıly ovšem na hlasivky nep̊usob́ı po celou dobu kmitáńı. Buzeńı hmot je závislé
na otevřené, respektive uzavřené glottis. Pokud je hmota v kontaktu s hmotou protěǰśı hla-
sivky, glottis je po délce hmoty uzavřena a proud vzduchu je přerušen. Nulovými př́ıčnými
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Obr. 3.4. Dvouhmotový model – buzeńı hmot silami.

pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2 lze stanovit hodnoty výchylek, které udávaj́ı přechod mezi stavem, kdy
je nebo neńı hmota hlasivky v kontaktu. Ty lze odvodit z rovnic (3.1):

𝑥1𝑚𝑖𝑛 = −𝐴𝑔01

2𝑙𝑔
, (3.15a)

𝑥2𝑚𝑖𝑛 = −𝐴𝑔02

2𝑙𝑔
. (3.15b)

Mohou nastat celkem 4 př́ıpady, jak budou hlasivky během kmitu vypadat. Ty v pod-
statě odpov́ıdaj́ı Obr.1.12 b) z kapitoly 1.2.4, přičemž ve druhém a čtvrtém př́ıpadě bude
horńı, respektive dolńı okraj hlasivky v kontaktu. Jakým zp̊usobem jsou v těchto čtyřech
př́ıpadech hlasivky buzeny, je shrnuto v Tab. 3.1:

𝑥1 𝑥2 𝐹1/𝑙𝑔𝑑1 𝐹2/𝑙𝑔𝑑2

𝑚1 i 𝑚2 v kontaktu 𝑥1 ≤ 𝑥1𝑚𝑖𝑛 𝑥2 ≤ 𝑥2𝑚𝑖𝑛 𝑃𝑆 0
𝑚2 v kontaktu 𝑥1 > 𝑥1𝑚𝑖𝑛 𝑥2 ≤ 𝑥2𝑚𝑖𝑛 𝑃𝑆 𝑃𝑆

𝑚1 i 𝑚2 bez kontaktu 𝑥1 > 𝑥1𝑚𝑖𝑛 𝑥2 > 𝑥2𝑚𝑖𝑛 𝑃𝑚1 𝑃𝑚2

𝑚1 v kontaktu 𝑥1 ≤ 𝑥1𝑚𝑖𝑛 𝑥2 > 𝑥2𝑚𝑖𝑛 𝑃𝑆 0

Tab. 3.1. Možnosti buzeńı hmotných prvk̊u hlasivek.

Výchylky 𝑥1 a 𝑥2 a jejich rychlosti lze určit pomoćı pohybových rovnic, které je třeba
odvodit z Lagrangeových rovnic II. druhu. Ty představuj́ı efektivńı nástroj analytické
mechaniky právě při sestavováńı pohybových rovnic těles a systémů, proto jsou hojně
použ́ıvané. Jejich velkou výhodou je vyloučeńı všech vazbových sil, což je významné
zejména u složitěǰśıch mechanických soustav, a také jsou nezávislé na volbě vztažného
systému [72]. Lagrangeovy rovnice II. druhu vypadaj́ı následovně:

d
d𝑡

(︃
𝜕𝐸𝑘

𝜕𝑞𝑖

)︃
− 𝜕𝐸𝑘

𝜕𝑞𝑖

+ 𝜕𝐸𝑑

𝜕𝑞𝑖

+ 𝜕𝐸𝑝

𝜕𝑞𝑖

= 𝜕𝑃

𝜕𝑞𝑖

= 𝜕𝑊

𝜕𝑞𝑖

, (3.16)
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kde 𝐸𝑘, 𝐸𝑑 a 𝐸𝑝 představuj́ı kinetickou, disipativńı a potenciálńı energii, 𝑃 je výkon
vněǰśıch sil, 𝑊 znač́ı práci vněǰśıch sil a 𝑡 je čas. Veličina 𝑞𝑖 se nazývá zobecněná souřadnice
a 𝑞𝑖 je jej́ı derivace podle času. Pro translačńı pohyb představuje výchylku 𝑥𝑖, respektive
rychlost �̇�𝑖, pro rotačńı pohyb vyjadřuje natočeńı 𝜙𝑖, respektive úhlovou rychlost �̇�𝑖.
V př́ıpadě dvouhmotového modelu se dvěma stupni volnosti představuj́ı zobecněné souřa-
dnice 𝑞1 a 𝑞2 translačńı pohyby 𝑥1 a 𝑥2.

Pohybové rovnice pro dvouhmotový model byly odvozeny v bakalářské práci [70].
Tehdy byly ovšem uvažovány pružiny s lineárńım pr̊uběhem 𝑘1 a 𝑘2, zde jsou uvažovány
pružiny 𝑠1 a 𝑠2 s pr̊uběhem nelineárńım. Ty jsou závislé kromě lineárńıch člen̊u 𝑘1 a 𝑘2 také
na zpevňuj́ıćıch členech 𝜂𝑘1 a 𝜂𝑘2 v př́ıpadě, kdy hlasivky nejsou v kontaktu (3.17), a nav́ıc
na členech ℎ1 a ℎ2 v př́ıpadě kontaktu (3.18), kdy se navyšuje i hodnota zpevňuj́ıćıch
koeficient̊u 𝜂𝑘1 a 𝜂𝑘2:

𝑠1(𝑥1) = 𝑘1 · (𝑥1 + 𝜂𝑘1 · 𝑥3
1) pro 𝑥1 > 𝑥1𝑚𝑖𝑛, (3.17a)

𝑠2(𝑥2) = 𝑘2 · (𝑥2 + 𝜂𝑘2 · 𝑥3
2) pro 𝑥2 > 𝑥2𝑚𝑖𝑛, (3.17b)

𝑠1(𝑥1) = 𝑘1(𝑥1 + 𝜂𝑘1 · 𝑥3
1) + ℎ1

[︁
(𝑥1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛) + 𝜂𝑘1(𝑥1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)3

]︁
pro 𝑥1 ≤ 𝑥1𝑚𝑖𝑛,

(3.18a)
𝑠2(𝑥2) = 𝑘2(𝑥2 + 𝜂𝑘2 · 𝑥3

2) + ℎ2
[︁
(𝑥2 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛) + 𝜂𝑘2(𝑥2 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)3

]︁
pro 𝑥2 ≤ 𝑥2𝑚𝑖𝑛.

(3.18b)
Koeficienty 𝜂𝑘1 a 𝜂𝑘2 představuj́ı zpevněńı hmoty během vychýleńı a d́ıky třet́ı mocnině

výchylky vraćı při kmitáńı hmotu zpět do rovnovážné polohy. Parametry ℎ1 a ℎ2 jsou
násobkem tuhost́ı 𝑘1 a 𝑘2 a zp̊usobuj́ı daľśı nár̊ust tuhosti při kontaktu hmoty hlasivky
s protěǰśı hlasivkou.

Celé odvozeńı pohybových rovnic je vyjádřeno v př́ıloze A.2. Výsledné pohybové rov-
nice maj́ı následuj́ıćı tvar:

𝑚1 �̈�1 + 𝑏1 �̇�1 + 𝑠1(𝑥1) + 𝑘𝑐(𝑥1 − 𝑥2) = 𝐹1, (3.19a)

𝑚2 �̈�2 + 𝑏2 �̇�2 + 𝑠2(𝑥2) + 𝑘𝑐(𝑥2 − 𝑥1) = 𝐹2, (3.19b)

kde 𝑠1(𝑥1) a 𝑠2(𝑥2) jsou dány dle (3.17), (3.18), śıly 𝐹1 a 𝐹2 dle Tab. 3.1 a konstanty
tlumeńı 𝑏1 a 𝑏2 jsou dány rovnicemi:

𝑏1 = 2𝜉1

√︁
𝑚1 · 𝑘1, (3.20a)

𝑏2 = 2𝜉2

√︁
𝑚2 · 𝑘2, (3.20b)

kde 𝜉1 a 𝜉2 jsou koeficienty tlumeńı závislé na otevřené, respektive uzavřené glottis.
Výchylky 𝑥1 a 𝑥2 slouž́ı pro určeńı aktuálńıch př́ıčných pr̊uřez̊u 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2, které se opět
spoč́ıtaj́ı z rovnice (3.1).

3.5 Simulace
Systém fluidně-strukturně-akustické interakce je popsán diferenciálńımi rovnicemi prvńıho
řádu (3.12), (3.13) a druhého řádu (3.19). Jejich řešeńı v čase lze provést numerickými me-
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todami, např. diskretizaćı diferenčńıch člen̊u pomoćı metody konečných diferenćı a nahra-
zeńı integrálu Riemannovým součtem. Aproximace časové derivace 1. a 2. řádu a časového
integrálu lze vyjádřit následovně:

d𝑓(𝑡)
d𝑡

∼=
𝑓(𝑡𝑖) − 𝑓(𝑡𝑖−1)

𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1
= 𝑓(𝑡𝑖) − 𝑓(𝑡𝑖−1)

𝑇
, (3.21a)

d2𝑓(𝑡)
d𝑡2

∼=
𝑓(𝑡𝑖) − 2 · 𝑓(𝑡𝑖−1) + 𝑓(𝑡𝑖−2)

(𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1)2 = 𝑓(𝑡𝑖) − 2 · 𝑓(𝑡𝑖−1) + 𝑓(𝑡𝑖−2)
𝑇 2 , (3.21b)

∫︁ 𝑡

0
𝑓(𝑡) d𝑡 ∼= (𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1) ·

𝑖−1∑︁
𝑗=0

𝑓(𝑡𝑗) = 𝑇 ·
𝑖−1∑︁
𝑗=0

𝑓(𝑡𝑗), (3.21c)

kde 𝑓(𝑡𝑖) je funkce v i-tém časovém kroku a 𝑇 je délka časového kroku. Aby bylo možné
dostatečně přesně nahradit derivace a integrály, délka časového kroku muśı být dostatečně
malá.

Rovnice (3.12), (3.13) a (3.19) lze postupně zapsat ve tvaru konečných diferenćı. Rov-
nice pro akustický obvod maj́ı tvar:

g-smyčka: (𝑅𝑘1𝑖
+ 𝑅𝑘2𝑖

) · |𝑈𝑔𝑖
| · 𝑈𝑔𝑖

+ (𝑅𝑣1𝑖
+ 𝑅𝑣2𝑖

)𝑈𝑔𝑖
+

+(𝐿𝑔1𝑖
+ 𝐿𝑔2𝑖

) ·
𝑈𝑔𝑖

− 𝑈𝑔𝑖−1

𝑇
+ 𝐿1 ·

𝑈𝑔𝑖
− 𝑈𝑔𝑖−1

𝑇
+ 𝑅1 · 𝑈𝑔𝑖

+

+ 𝑇

𝐶1
·

𝑖−1∑︁
𝑗=0

(𝑈𝑔𝑗
− 𝑈1𝑗

) − 𝑃𝑆 = 0,

(3.22a)

1-smyčka: (𝐿1 + 𝐿𝑅) ·
𝑈1𝑖

− 𝑈1𝑖−1

𝑇
+ 𝑅1 · 𝑈1 − 𝐿𝑅 ·

𝑈𝑅𝑖
− 𝑈𝑅𝑖−1

𝑇
+

+ 𝑇

𝐶1
·

𝑖−1∑︁
𝑗=0

(𝑈1𝑗
− 𝑈𝑔𝑗

) = 0,

(3.22b)

R-smyčka: 𝐿𝑅 ·
𝑈𝑅𝑖

− 𝑈𝑅𝑖−1

𝑇
− 𝐿𝑅 ·

𝑈1𝑖
− 𝑈1𝑖−1

𝑇
+ 𝑅𝑅 · 𝑈𝑅𝑖

= 0, (3.22c)

kde:

𝑅𝑘1𝑖
= 0.19𝜌

𝐴2
𝑔1𝑖−1

, (3.23a)

𝑅𝑘2𝑖
= 𝜌

𝐴2
𝑔2𝑖−1

[︃
0.5 −

𝐴𝑔2𝑖−1

𝐴1𝑖−1

(︃
1 −

𝐴𝑔2𝑖−1

𝐴1𝑖−1

)︃]︃
, (3.23b)

𝑅𝑣1𝑖
= 12

𝜇 · 𝑙2
𝑔 · 𝑑1

𝐴3
𝑔1𝑖−1

, (3.23c)

𝑅𝑣2𝑖
= 12

𝜇 · 𝑙2
𝑔 · 𝑑2

𝐴3
𝑔2𝑖−1

, (3.23d)

𝐿𝑔1𝑖
= 𝜌 · 𝑑1

𝐴𝑔1𝑖−1

. (3.23e)
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𝐿𝑔2𝑖
= 𝜌 · 𝑑2

𝐴𝑔2𝑖−1

. (3.23f)

Z rovnic (3.22) lze vyjádřit objemové pr̊utoky 𝑈𝑔𝑖
, 𝑈1𝑖

a 𝑈𝑅𝑖
, přičemž celé odvozeńı je

sepsané v př́ıloze A.3. Zde jsou sepsány pouze výsledné tvary. Pro 𝑈𝑔𝑖
plat́ı:

𝑈𝑔𝑖1,2
=

−
(︁
𝑅𝑣1𝑖

+ 𝑅𝑣2𝑖
+ 𝑅1 + 𝐿𝑔1𝑖

+𝐿𝑔2𝑖
+𝐿1

𝑇

)︁
±

√
𝐷

2 · (𝑅𝑘1𝑖
+ 𝑅𝑘2𝑖

) , (3.24)

kde 𝐷 je diskriminant kvadratické rovnice a má tento tvar:

𝐷 =
(︂

𝑅𝑣1𝑖
+ 𝑅𝑣2𝑖

+ 𝑅1 + 𝐿𝑔1𝑖
+ 𝐿𝑔2𝑖

+ 𝐿1

𝑇

)︂2
−

− 4 · (𝑅𝑘1𝑖
+ 𝑅𝑘2𝑖

) ·

⎡⎣−
(︂

𝐿𝑔1𝑖
+ 𝐿𝑔2𝑖

+ 𝐿1

𝑇

)︂
· 𝑈𝑔𝑖−1 + 𝑇

𝐶1
·

𝑖−1∑︁
𝑗=0

(𝑈𝑔𝑗
− 𝑈1𝑗

) − 𝑃𝑆

⎤⎦ . (3.25)

Pro 𝑈1𝑖
a 𝑈𝑅𝑖

jsou rovnice následuj́ıćı:

𝑈1𝑖
=
(︂

𝑇

𝐿𝑅

· 𝑅𝑅 + 1
)︂

· 𝑈𝑅𝑖
+ 𝑈1𝑖−1 − 𝑈𝑅𝑖−1 , (3.26a)

𝑈𝑅𝑖
=

−𝑅1 · 𝑈1𝑖−1 +
(︁

𝐿1
𝑇

+ 𝑅1
)︁

· 𝑈𝑅𝑖−1 − 𝑇
𝐶1

·∑︀𝑖−1
𝑗=0(𝑈1𝑗

− 𝑈𝑔𝑗
)

𝐿1
𝐿𝑅

· 𝑅𝑅 + 𝐿1
𝑇

+ 𝑅𝑅 + 𝑅1 · 𝑅𝑅 · 𝑇
𝐿𝑅

+ 𝑅1
. (3.26b)

Daľśı rovnice, které je nutné převést na tvar konečných diferenćı, jsou tlaky 𝑃𝑚1 a 𝑃𝑚2,
které p̊usob́ı jako buzeńı hlasivek:

𝑃𝑚1 = 𝑃𝑆 − 1.37 𝜌

2

(︃
𝑈𝑔𝑖

𝐴𝑔1𝑖−1

)︃2

− 1
2

(︃
𝑅𝑣1𝑖

· 𝑈𝑔𝑖
+ 𝐿𝑔1𝑖

·
𝑈𝑔𝑖

− 𝑈𝑔𝑖−1

𝑇

)︃
, (3.27a)

𝑃𝑚2 = 𝑃𝑚1 − 1
2

[︃
(𝑅𝑣1𝑖

+ 𝑅𝑣2𝑖
) 𝑈𝑔𝑖

+ (𝐿𝑔1𝑖
+ 𝐿𝑔2𝑖

) ·
𝑈𝑔𝑖

− 𝑈𝑔𝑖−1

𝑇

]︃
−

− 𝜌

2 · 𝑈2
𝑔𝑖

·
(︃

1
𝐴2

𝑔2𝑖−1

− 1
𝐴2

𝑔1𝑖−1

)︃
. (3.27b)

Z těchto tlak̊u lze jednoduše určit rovnice pro budićı śıly:

𝐹1𝑖
= 𝑃𝑚1 · 𝑙𝑔𝑑1, (3.28a)

𝐹2𝑖
= 𝑃𝑚2 · 𝑙𝑔𝑑2, (3.28b)

které plat́ı, jak bylo výše zmı́něno, pouze v př́ıpadě, že obě hmoty hlasivky nejsou v kon-
taktu, jinak plat́ı Tab. 3.1. Posledńı rovnice, které je nutné převést na konečné diference,
jsou pohybové rovnice. Jejich tvar je následuj́ıćı:
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𝑚1

𝑇 2 (𝑥1𝑖
− 2𝑥1𝑖−1 + 𝑥1𝑖−2) + 𝑏1

𝑇
(𝑥1𝑖

− 𝑥1𝑖−1) + 𝑠1(𝑥1𝑖
) + 𝑘𝑐(𝑥1𝑖−1 − 𝑥2𝑖−1) = 𝐹1𝑖

, (3.29a)

𝑚2

𝑇 2 (𝑥2𝑖
− 2𝑥2𝑖−1 + 𝑥2𝑖−2) + 𝑏2

𝑇
(𝑥2𝑖

− 𝑥2𝑖−1) + 𝑠2(𝑥2𝑖
) + 𝑘𝑐(𝑥2𝑖−1 − 𝑥1𝑖−1) = 𝐹2𝑖

, (3.29b)

kde:

𝑠1(𝑥1𝑖
) = 𝑘1 · (𝑥1𝑖

+ 𝜂𝑘1 · 𝑥3
1𝑖−1

) pro 𝑥1𝑖
> 𝑥1𝑚𝑖𝑛, (3.30a)

𝑠2(𝑥2𝑖
) = 𝑘2 · (𝑥2𝑖

+ 𝜂𝑘2 · 𝑥3
2𝑖−1

) pro 𝑥2𝑖
> 𝑥2𝑚𝑖𝑛, (3.30b)

𝑠1(𝑥1𝑖
) = 𝑘1(𝑥1𝑖

+ 𝜂𝑘1 · 𝑥3
1𝑖−1

) + ℎ1
[︁
(𝑥1𝑖

− 𝑥1𝑚𝑖𝑛) + 𝜂𝑘1(𝑥1𝑖−1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)3
]︁

pro 𝑥1𝑖
≤ 𝑥1𝑚𝑖𝑛, (3.30c)

𝑠2(𝑥2𝑖
) = 𝑘2(𝑥2𝑖

+ 𝜂𝑘2 · 𝑥3
2𝑖−1

) + ℎ2
[︁
(𝑥2𝑖

− 𝑥2𝑚𝑖𝑛) + 𝜂𝑘2(𝑥2𝑖−1 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)3
]︁

pro 𝑥2𝑖
≤ 𝑥2𝑚𝑖𝑛. (3.30d)

Z těchto rovnic je nutné vyjádřit výchylky 𝑥1𝑖
a 𝑥2𝑖

. Pro př́ıpad, že jsou obě hmoty
hlasivky bez kontaktu, plat́ı:

𝑥1𝑖
=

𝐹1𝑖
+
(︁

2𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
· 𝑥1𝑖−1 − 𝜂𝑘1 · 𝑥3

1𝑖−1
− 𝑚1

𝑇 2 · 𝑥1𝑖−2 + 𝑘𝑐 · 𝑥2𝑖−1

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

, (3.31a)

𝑥2𝑖
=

𝐹2𝑖
+
(︁

2𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
· 𝑥2𝑖−1 − 𝜂𝑘2 · 𝑥3

2𝑖−1
− 𝑚2

𝑇 2 · 𝑥2𝑖−2 + 𝑘𝑐 · 𝑥1𝑖−1

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

. (3.31b)

Pokud jsou obě hmoty hlasivky v kontaktu, rovnice výchylek vypadaj́ı následovně:

𝑥1𝑖
=

𝐹1𝑖
+
(︁

2𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
· 𝑥1𝑖−1 − 𝜂𝑘1 · 𝑥3

1𝑖−1
− 𝑚1

𝑇 2 · 𝑥1𝑖−2 + 𝑘𝑐 · 𝑥2𝑖−1

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

+

+ ℎ1𝑥1𝑖
− ℎ1 · 𝜂𝑘1(𝑥1𝑖−1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)3

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

, (3.32a)

𝑥2𝑖
=

𝐹2𝑖
+
(︁

2𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
· 𝑥2𝑖−1 − 𝜂𝑘2 · 𝑥3

2𝑖−1
− 𝑚2

𝑇 2 · 𝑥2𝑖−2 + 𝑘𝑐 · 𝑥1𝑖−1

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

+

+ ℎ2𝑥2𝑖
− ℎ2 · 𝜂𝑘2(𝑥2𝑖−1 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)3

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

. (3.32b)
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V př́ıpadech, kdy je v kontaktu pouze jedna hmota hlasivky, plat́ı kombinace rovnic.
Pro hmotu 𝑚1 v kontaktu plat́ı rovnice (3.32a) a (3.31b), pro hmotu 𝑚2 v kontaktu plat́ı
rovnice (3.31a) a (3.32b).

Z výchylek je třeba spoč́ıtat aktuálńı př́ıčné pr̊uřezy, které slouž́ı jako vstup do rovnic
pro objemové pr̊utoky a tlaky podél glottis v kroku i+1 :

𝐴𝑔1𝑖
= 𝐴𝑔01 + 2𝑙𝑔𝑥1𝑖

, (3.33a)

𝐴𝑔2𝑖
= 𝐴𝑔02 + 2𝑙𝑔𝑥2𝑖

. (3.33b)

Pro řešeńı objemových pr̊utok̊u a výchylek v čase je třeba všechny rovnice z této
kapitoly sepsat do skriptu v programu Python 3.9.7. Je nutné zvolit vhodnou vzorkovaćı
frekvenci, což je převrácená hodnota časového kroku 𝑇 . Dle [40] je to pro hlasivky taková
vzorkovaćı frekvence, která je mezi 10 kHz a 30 kHz. Vyzkoušeny zde byly obě krajńı
hodnoty, nakonec byla vzorkovaćı frekvence zvolena na 20 kHz. Pro všechny neznámé
parametry měńıćı se v čase byly vytvořeny vektory s nulovými hodnotami, do kterých byly
poté postupně pomoćı for cyklu a vložených if podmı́nek zapisovány hodnoty na základě
numericky vyřešených rovnic (3.22) až (3.32) dle schématu na Obr. 3.2. Všechny veličiny
v i-tém časovém kroku vycháźı z i-tých hodnot ostatńıch veličin kromě př́ıčných pr̊uřez̊u
𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2, které jsou źıskávány z kroku i–1. Na začátku simulace byly nastaveny jako
počátečńı podmı́nky nulové rychlosti, tedy i objemové pr̊utoky, a nulové výchylky kmitáńı.

3.6 Parametry modelu
Č́ıselné parametry, které se během kmitáńı hlasivek neměńı, byly převzaty z literatury
[40]. Pro hlasivky jsou parametry shrnuty v následuj́ıćı tabulce:

Veličina Hodnota Veličina Hodnota

𝑚1 0.125 g 𝜉1otevřená 0.1 [−]
𝑚2 0.025 g 𝜉1uzavřená 0.5 [−]
𝑘1 80 N/m 𝜉2otevřená 0.6 [−]
𝑘2 8 N/m 𝜉2uzavřená 1.0 [−]
𝑘𝑐 25 N/m 𝑑1 0.25 cm

𝜂𝑘1otevřená = 𝜂𝑘2otevřená = 𝜂𝑘o 100 [−] 𝑑2 0.05 cm
𝜂𝑘1uzavřená = 𝜂𝑘2uzavřená = 𝜂𝑘c 500 [−] 𝐴𝑔01 = 𝐴𝑔02 0.05 cm2

ℎ1 3𝑘1 = 240 N/m 𝑙𝑔 1.4 cm
ℎ2 3𝑘2 = 24 N/m

Tab. 3.2. Č́ıselné parametry hlasivky dvouhmotového modelu.
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Pro vokálńı trakt a vzduch jsou č́ıselné parametry shrnuty ve druhé tabulce:

Veličina Hodnota Veličina Hodnota

𝐴1 5 cm2 𝜇 1.84 · 10−4 Pa · s
𝑙1 16 cm 𝜌 1.3 kg/m3

𝑃𝑆 8 cm H2O = 784.532 Pa 𝑐 343 m/s

Tab. 3.3. Č́ıselné parametry vokálńıho traktu a vzduchu.

3.7 Vyhodnoceńı výsledk̊u
Numerické řešeńı dvouhmotového modelu hlasivky řešeného v interakci s proud́ıćım vzdu-
chem na základě metody konečných diferenćı modelované pomoćı rovnic (3.22) až (3.32)
a s vokálńım traktem modelovaným jako válec je znázorněno v následuj́ıćıch grafech.

Na Obr. 3.5 je zobrazen pr̊uběh objemového pr̊utoku v glottis během prvńıch 50 ms.
Je patrné, že v prvńıch dvou cyklech má na výsledný pr̊uběh vliv přechodový děj, který
poté vymiźı, a objemový pr̊utok se ustáĺı na hodnotách, které se pravidelně opakuj́ı.
Maximálńı pr̊utok odpov́ıdá zhruba 500 cm3/s, což koresponduje s výsledky v [40]. Nulové
hodnoty objemového pr̊utoku označuj́ı fáze kmitu, kdy je alespoň jedna hmota hlasivky
v kontaktu s protěǰśı hlasivkou. Fáze nár̊ustu objemového pr̊utoku koresponduj́ı s fáźı
otv́ıráńı glottis, během které jsou hlasivky v konvergentńım tvaru (fáze 2 na Obr. 1.12 b),
naopak pokles označuje fázi uzav́ıráńı glottis, kdy jsou hlasivky v divergentńım tvaru
(fáze 4 na Obr. 1.12 b).
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Obr. 3.5. Dvouhmotový model – objemový pr̊utok v glottis.

Obr. 3.6 a 3.7 maj́ı totožný pr̊uběh. Jsou na nich zobrazeny výchylky 𝑥1 a 𝑥2 hmot
𝑚1 a 𝑚2 a př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2 v glottis, které těmto hmotám př́ısluš́ı. Je zde opět
vidět přechodový děj, který se po dvou cyklech ustáĺı na harmonickém kmitáńı. Hmota
𝑚1 předcháźı hmotě 𝑚2, což odpov́ıdá fázovému posuvu mezi dolńı a horńı část́ı hlasivky.

Z graf̊u je také patrné, že př́ıčné pr̊uřezy nabývaj́ı i záporných hodnot, což by nemělo
nastat, protože fyzikálně neńı možné, aby se hlasivky překrývaly. Matematicky je možné
toho těmito simulacemi dosáhnout jen částečně. Lze pouze měnit tuhosti hlasivek při kon-
taktu, a zabránit tak větš́ımu překryt́ı. Zvýšeńı tuhosti lze demonstrovat např. zvýšeńım
parametr̊u ℎ1 a ℎ2, a to z trojnásobku 𝑘1 a 𝑘2 na třicetinásobek, př́ıpadně i třistanásobek.
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Obr. 3.6. Dvouhmotový model – výchylky hmot 𝑚1 a 𝑚2.
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Obr. 3.7. Dvouhmotový model – př́ıčné pr̊uřezy v glottis.

Objemový pr̊utok a př́ıčné pr̊uřezy při zvýšeńı parametr̊u ℎ1 a ℎ2 na třicetinásobek
tuhost́ı 𝑘1 a 𝑘2 jsou zobrazeny na Obr. 3.8 a 3.9, na třistanásobek poté na Obr. 3.10
a 3.11. Jak je z pr̊uběh̊u vidět, minimalizuje se penetrace mezi hlasivkami a zároveň se
zvyšuje frekvence kmitáńı. Frekvenci lze spoč́ıtat jako převrácenou hodnotu periody, která
se urč́ı z časových hodnot dvou po sobě následuj́ıćıch ustálených maxim kmitu. Pro ne-
modifikovanou verzi (Obr. 3.5 až 3.7) je frekvence kmitáńı rovna 139.9 Hz, pro zvýšenou
tuhost při kontaktu se frekvence zvyšuje na 165.3 Hz pro třicetinásobek tuhost́ı a 166.6 Hz
pro třistanásobek tuhost́ı. Při dostatečném navýšeńı tuhosti při kontaktu hlasivek se tedy
již frekvence př́ılǐs neměńı.
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Obr. 3.8. Dvouhmotový model – objemový pr̊utok v glottis za zvýšeńı tuhost́ı při kontaktu 30×.

Pokud by byla mı́sto zvýšeńı tuhosti při kontaktu použita podmı́nka, aby z̊ustaly
př́ıčné pr̊uřezy nulové, jakmile je nulový objemový pr̊utok, nastal by př́ıpad na Obr. 3.12
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Obr. 3.9. Dvouhmotový model – př́ıčné pr̊uřezy v glottis za zvýšeńı tuhost́ı při kontaktu 30×.
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Obr. 3.10. Dvouhmotový model – objemový pr̊utok v glottis za zvýšeńı tuhost́ı při kontaktu
300×.
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Obr. 3.11. Dvouhmotový model – př́ıčné pr̊uřezy v glottis za zvýšeńı tuhost́ı při kontaktu 300×.
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Obr. 3.12. Dvouhmotový model – objemový pr̊utok v glottis za podmı́nky nulových př́ıčných
pr̊uřez̊u.
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a 3.13. Hlasivky by jednou zakmitly a už by neexistoval zp̊usob, jakým by se znova vybu-
dily. Z tohoto d̊uvodu je tedy nutné využ́ıt řešeńı z Obr. 3.5 až 3.11.

0 10 20 30 40 50
as [ms]

0

5

10

15

P
ín

é 
pr

ez
y 

hm
ot

 
 h

la
siv

ek
 [m

m
2 ]

Dvouhmotový model - Ag1, Ag2

Ag1
Ag2

Obr. 3.13. Dvouhmotový model – př́ıčné pr̊uřezy v glottis za podmı́nky nulových př́ıčných
pr̊uřez̊u.



4 Tř́ıhmotový model body-cover
Daľśı model, který je realizován jako fluidně-strukturně-akustická interakce mezi hlasiv-
kami a proud́ıćım vzduchem, je tř́ıhmotový model body-cover. Tento model vycháźı z mo-
delu Storyho a Titzeho a byl bĺıže popsán v kapitole 2.3. Interakce je modelována stejným
zp̊usobem jako dvouhmotový model v kapitole 3 a opět numericky vyřešena v programo-
vaćım jazyku Python 3.9.7.

Body-cover model je zobrazen na Obr. 4.1. Je vidět, že se obrázek velmi podobá
Obr. 3.1, pouze je zde přidána hmota 𝑚3 mezi p̊uvodńı dvě hmoty 𝑚1 a 𝑚2 a pevnou stěnu.
Opět je modelována pouze jedna hlasivka, druhá hlasivka je při symetrickém kmitáńı
zrcadlovým obrazem té prvńı. Hlasivka se skládá ze tř́ı hmotných prvk̊u 𝑚1, 𝑚2 a 𝑚3,
které kmitaj́ı v laterálně-mediálńım směru s výchylkami 𝑥1, 𝑥2 a 𝑥3, model má proto tři
stupně volnosti. Pružiny a tlumiče jsou realizovány stejně jako u dvouhmotového modelu.
Nacházej́ı se zde nelineárńı pružiny 𝑠1, 𝑠2 a 𝑠3, lineárńı spojuj́ıćı pružina 𝑘𝑐 a tlumiče 𝑏1,
𝑏2 a 𝑏3. Délka hlasivek v kraniálně-kaudálńım směru z̊ustává stejná, tedy 𝑑1 + 𝑑2, neměńı
se ani tloušt’ka 𝑙𝑔 v anteriorně-posteriorńım směru.

Obr. 4.1. Tř́ıhmotový model body-cover, vytvořeno dle [49].

Prouděńı mezi hlasivkami je realizováno stejně jako u dvouhmotového modelu, protože
v interakci se vzduchem jsou pouze hmoty 𝑚1 a 𝑚2. Rovnice pro tlaky mezi hlasiv-
kami a smyčky akustického obvodu proto odpov́ıdaj́ı rovnićım (3.12) a (3.13). Nezměněné
z̊ustávaj́ı i př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2 v glottis (rovnice (3.1)), protože i ty jsou dané posuvy
hmot 𝑚1 a 𝑚2.
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4.1 Kmitáńı hlasivek
Pohyb hlasivek je iniciován budićımi silami 𝐹1 a 𝐹2, které se ř́ıd́ı Tab. 3.1, dle Obr. 4.2.
Pohybové rovnice opět vycháźı z Lagrangeových rovnic II. druhu (3.16) a pro pružiny
s lineárńım pr̊uběhem byly odvozeny v bakalářské práci [70].

Obr. 4.2. Tř́ıhmotový model – buzeńı hmot silami.

Zde jsou stejně jako u dvouhmotového modelu uvažovány pružiny s nelineárńım pr̊ubě-
hem 𝑠1, 𝑠2 a 𝑠3, přičemž pro hmoty 𝑚1 a 𝑚2 se opět lǐśı v závislosti na tom, zda je daná
hmota v kontaktu s protěǰśı hlasivkou, nebo neńı. Pokud nejsou v kontaktu, jsou funkce
nelineárńıch pružin následuj́ıćı:

𝑠1(𝑥1, 𝑥3) = 𝑘1 ·
[︁
(𝑥1 − 𝑥3) + 𝜂𝑘𝑜 · (𝑥1 − 𝑥3)3

]︁
pro 𝑥1 > 𝑥1𝑚𝑖𝑛, (4.1a)

𝑠2(𝑥2, 𝑥3) = 𝑘2 ·
[︁
(𝑥2 − 𝑥3) + 𝜂𝑘𝑜 · (𝑥2 − 𝑥3)3

]︁
pro 𝑥2 > 𝑥2𝑚𝑖𝑛, (4.1b)

pokud kontakt nastane u obou hmotných prvk̊u:

𝑠1(𝑥1, 𝑥3) = 𝑘1
[︁
(𝑥1 − 𝑥3) + 𝜂𝑘𝑐 · (𝑥1 − 𝑥3)3

]︁
+

+ ℎ1
[︁
(𝑥1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛) + 𝜂𝑘𝑐(𝑥1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)3

]︁
pro 𝑥1 ≤ 𝑥1𝑚𝑖𝑛, (4.2a)

𝑠2(𝑥2, 𝑥3) = 𝑘2
[︁
(𝑥2 − 𝑥3) + 𝜂𝑘𝑐 · (𝑥2 − 𝑥3)3

]︁
+

+ ℎ2
[︁
(𝑥2 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛) + 𝜂𝑘𝑐(𝑥2 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)3

]︁
pro 𝑥2 ≤ 𝑥2𝑚𝑖𝑛. (4.2b)

Ve fázi kmitu hlasivky, kdy je v kontaktu pouze hmota 𝑚1, jsou rovnice nelineárńıch
pružin kombinaćı (4.2a) a (4.1b). Pokud je v kontaktu pouze hmota 𝑚2, plat́ı kombinace
rovnic (4.1a) a (4.2b).
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Př́ıpad, kdy by byla pružina 𝑠3 v kontaktu, nemůže nastat, protože pružina neńı
v př́ımém kontaktu s hmotou 𝑚1 nebo 𝑚2, je proto dána vždy následuj́ıćı rovnićı:

𝑠3(𝑥3) = 𝑘3 ·
(︁
𝑥3 + 𝜂𝑘𝑜 · 𝑥3

3

)︁
. (4.3)

Koeficienty 𝜂𝑘𝑜 a 𝜂𝑘𝑐 představuj́ı s třet́ı mocninou výchylky zpevněńı během vychýleńı
z rovnovážné polohy, a to s otevřenou nebo uzavřenou glottis. Při kontaktu také přidávaj́ı
tuhost parametry ℎ1 a ℎ2, které jsou násobkem lineárńıch tuhost́ı 𝑘1 a 𝑘2.

Pohybové rovnice maj́ı následuj́ıćı tvar, který je odvozen v př́ıloze B.1:

𝑚1 �̈�1 + 𝑏1 �̇�1 + 𝑠1(𝑥1, 𝑥3) + 𝑘𝑐(𝑥1 − 𝑥2) = 𝐹1, (4.4a)

𝑚2 �̈�2 + 𝑏2 �̇�2 + 𝑠2(𝑥2, 𝑥3) + 𝑘𝑐(𝑥2 − 𝑥1) = 𝐹2, (4.4b)

𝑚3 �̈�3 − 𝑏1 �̇�1 − 𝑏2 �̈�2 + (𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3) �̈�3 − 𝑠1(𝑥1, 𝑥3) − 𝑠2(𝑥2, 𝑥3) + 𝑠3(𝑥3) = 0, (4.4c)

kde 𝑠1(𝑥1, 𝑥3) a 𝑠2(𝑥2, 𝑥3) jsou dány (4.1), (4.2), 𝑠3(𝑥3) rovnićı (4.3), śıly 𝐹1 a 𝐹2 dle
Tab. 3.1 a konstanty tlumeńı 𝑏1, 𝑏2 a 𝑏3 jsou určeny následuj́ıćımi vztahy:

𝑏1 = 2𝜉1

√︁
𝑚1 · 𝑘1, (4.5a)

𝑏2 = 2𝜉2

√︁
𝑚2 · 𝑘2, (4.5b)

𝑏3 = 2𝜉3

√︁
𝑚3 · 𝑘3, (4.5c)

kde koeficienty tlumeńı 𝜉1 a 𝜉2 záviśı na otevřené nebo uzavřené glottis. Z pohybových
rovnic se urč́ı výchylky 𝑥1, 𝑥2 a 𝑥3. Ty slouž́ı k výpočtu př́ıčných pr̊uřez̊u 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2, které
jsou vstupy pro výpočet parametr̊u akustického obvodu a tlak̊u podél hlasivek.

4.2 Simulace
Stejně jako interakce mezi dvouhmotovým modelem a proud́ıćım vzduchem je i systém
s tř́ıhmotovým body-cover modelem popsán soustavou diferenciáńıch rovnic prvńıho a dru-
hého řádu. Tyto rovnice lze opět aproximovat metodou konečných diferenćı a Rieman-
novým součtem (3.21). Objemové pr̊utoky v glottis, ve vokálńım traktu a v ústech neńı
třeba oproti dvouhmotovému modelu upravovat. Plat́ı pro ně stejné rovnice, tedy (3.24)
pro 𝑈𝑔𝑖, (3.26a) pro 𝑈1𝑖 a (3.26b) pro 𝑈𝑅𝑖. Pro tlaky, které p̊usob́ı jako buzeńı na hlasivky,
plat́ı totéž, tedy rovnice (3.27).

Rovnice, které je nutné nově odvodit, jsou pohybové rovnice. Ty lze dle metody
konečných diferenćı převést z (4.4) na následuj́ıćı tvar:

𝑚1

𝑇 2 (𝑥1𝑖
− 2𝑥1𝑖−1 + 𝑥1𝑖−2) + 𝑏1

𝑇
(𝑥1𝑖

− 𝑥1𝑖−1) − 𝑏1

𝑇
(𝑥3𝑖

− 𝑥3𝑖−1) + 𝑠1(𝑥1𝑖
, 𝑥3𝑖

)+

+ 𝑘𝑐(𝑥1𝑖−1 − 𝑥2𝑖−1) = 𝐹1𝑖
, (4.6a)
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𝑚2

𝑇 2 (𝑥2𝑖
− 2𝑥2𝑖−1 + 𝑥2𝑖−2) + 𝑏2

𝑇
(𝑥2𝑖

− 𝑥2𝑖−1) − 𝑏2

𝑇
(𝑥3𝑖

− 𝑥3𝑖−1) + 𝑠2(𝑥2𝑖
, 𝑥3𝑖

)+

+ 𝑘𝑐(𝑥2𝑖−1 − 𝑥1𝑖−1) = 𝐹2𝑖
, (4.6b)

𝑚3

𝑇 2 (𝑥3𝑖
− 2𝑥3𝑖−1 + 𝑥3𝑖−2) − 𝑏1

𝑇
(𝑥1𝑖

− 𝑥1𝑖−1) − 𝑏2

𝑇
(𝑥2𝑖

− 𝑥2𝑖−1)+

+ 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

𝑇
(𝑥3𝑖

− 𝑥3𝑖−1) − 𝑠1(𝑥1𝑖
, 𝑥3𝑖

)* − 𝑠2(𝑥2𝑖
, 𝑥3𝑖

)* + 𝑠3(𝑥3𝑖
) = 0, (4.6c)

kde 𝑠1(𝑥1𝑖
, 𝑥3𝑖

) a 𝑠2(𝑥2𝑖
, 𝑥3𝑖

) záviśı na tom, zda je hmota 𝑚1, respektive 𝑚2 v kontaktu
s protěǰśı hlasivkou. V rovnici (4.6c) jsou tyto funkce tuhosti pružin označeny *, protože
hmota 𝑚3 nemůže být v kontaktu. Plat́ı pro ni z následuj́ıćıch rovnic pouze (4.7a) a (4.7b)
a nav́ıc rovnice (4.7e). Funkce pružin jsou ve formě metody konečných diferenćı následuj́ıćı:

𝑠1(𝑥1𝑖
, 𝑥3𝑖

) = 𝑘1 ·
[︁
(𝑥1𝑖

− 𝑥3𝑖
) + 𝜂𝑘𝑜 · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥3𝑖

)3
]︁

pro 𝑥1𝑖
> 𝑥1𝑚𝑖𝑛, (4.7a)

𝑠2(𝑥2𝑖
, 𝑥3𝑖

) = 𝑘2 ·
[︁
(𝑥2𝑖

− 𝑥3𝑖
) + 𝜂𝑘𝑜 · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥3𝑖

)3
]︁

pro 𝑥2𝑖
> 𝑥2𝑚𝑖𝑛, (4.7b)

𝑠1(𝑥1𝑖
, 𝑥3𝑖

) = 𝑘1 ·
[︁
(𝑥1𝑖

− 𝑥3𝑖
) + 𝜂𝑘𝑐 · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥3𝑖

)3
]︁

+

+ ℎ1
[︁
(𝑥1𝑖

− 𝑥1𝑚𝑖𝑛) + 𝜂𝑘𝑐(𝑥1𝑖−1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)3
]︁

pro 𝑥1𝑖
≤ 𝑥1𝑚𝑖𝑛, (4.7c)

𝑠2(𝑥2𝑖
, 𝑥3𝑖

) = 𝑘2 ·
[︁
(𝑥2𝑖

− 𝑥3𝑖
) + 𝜂𝑘𝑐 · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥3𝑖

)3
]︁

+

+ ℎ2
[︁
(𝑥2𝑖

− 𝑥2𝑚𝑖𝑛) + 𝜂𝑘𝑐(𝑥2𝑖−1 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)3
]︁

pro 𝑥2𝑖
≤ 𝑥2𝑚𝑖𝑛, (4.7d)

𝑠3(𝑥3𝑖
) = 𝑘3 ·

(︁
𝑥3𝑖

+ 𝜂𝑘𝑜 · 𝑥3
3𝑖

)︁
. (4.7e)

Z pohybových rovnic je nutné vyjádřit výchylky 𝑥1𝑖
, 𝑥2𝑖

a 𝑥3𝑖
. Celé odvozeńı je uvedeno

v př́ıloze B.2. Pokud neńı ani jedna hmota v kontaktu s protěǰśı hlasivkou, lze rovnice
pro výchylky 𝑥1𝑖

a 𝑥2𝑖
zapsat takto:

𝑥1𝑖
=

(︁
2𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
· 𝑥1𝑖−1 − 𝑚1

𝑇 2 · 𝑥1𝑖−2 +
(︁

𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· 𝑥3𝑖
− 𝑏1

𝑇
· 𝑥3𝑖−1 + 𝑘𝑐 · 𝑥2𝑖−1

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

+

+ −𝑘1 𝜂𝑘𝑜 · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3 + 𝐹1𝑖

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

, (4.8a)

𝑥2𝑖
=

(︁
2𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
· 𝑥2𝑖−1 − 𝑚2

𝑇 2 · 𝑥2𝑖−2 +
(︁

𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· 𝑥3𝑖
− 𝑏2

𝑇
· 𝑥3𝑖−1 + 𝑘𝑐 · 𝑥1𝑖−1

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

+

+ −𝑘2 𝜂𝑘𝑜 · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3 + 𝐹2𝑖

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

. (4.8b)
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Pokud jsou obě hmoty v kontaktu, jsou rovnice následuj́ıćı:

𝑥1𝑖
=

(︁
2𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
· 𝑥1𝑖−1 − 𝑚1

𝑇 2 · 𝑥1𝑖−2 +
(︁

𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· 𝑥3𝑖
− 𝑏1

𝑇
· 𝑥3𝑖−1 + 𝑘𝑐 · 𝑥2𝑖−1

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

+

+ −𝑘1 𝜂𝑘𝑐 · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3 + ℎ1 · 𝑥1𝑚𝑖𝑛 − ℎ1 · 𝜂𝑘𝑐 · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)3 + 𝐹1𝑖

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

, (4.9a)

𝑥2𝑖
=

(︁
2𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
· 𝑥2𝑖−1 − 𝑚2

𝑇 2 · 𝑥2𝑖−2 +
(︁

𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· 𝑥3𝑖
− 𝑏2

𝑇
· 𝑥3𝑖−1 + 𝑘𝑐 · 𝑥1𝑖−1

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

+

+ −𝑘2 𝜂𝑘𝑐 · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3 + ℎ2 · 𝑥2𝑚𝑖𝑛 − ℎ2 · 𝜂𝑘𝑐 · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)3 + 𝐹2𝑖

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

. (4.9b)

Ve fáźıch, kdy je v kontaktu pouze jedna hmota, plat́ı kombinace rovnic (4.9a) a (4.8b)
pro 𝑚1 v kontaktu a (4.8a) a (4.9b) pro 𝑚2 v kontaktu. Pro výchylku 𝑥3𝑖

je nutné rozdělit
rovnice na všechny čtyři př́ıpady – ani jedna hmota v kontaktu, v kontaktu pouze 𝑚1,
v kontaktu pouze 𝑚2 a v kontaktu obě hmoty. Protože jsou rovnice dlouhé, prvńı tři
př́ıpady jsou shrnuty v př́ıloze B.2 v rovnićıch (B.16) až (B.21). Posledńı př́ıpad, tedy
kontakt obou hmot, je nejnáročněǰśı na vyjádřeńı. Výchylka 𝑥3𝑖

má následuj́ıćı rovnici
(pro přehlednost jsou stejně jako v př́ıloze jednotlivé členy rovnice barevně odlǐseny):

𝑥3𝑖
=

𝐸1 · 𝐹1𝑖
+ 𝐸2 · 𝐹2𝑖

− 𝐵3 · 𝑥3𝑖−1 − 𝐶3 · 𝑥3𝑖−2 − 𝐷3 · 𝑥3
3𝑖−1

𝐴3
+

+
− 𝐵1 · 𝑥1𝑖−1 − 𝐶1 · 𝑥1𝑖−2 − 𝐷1 · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3

𝐴3
+

+
− 𝐵2 · 𝑥2𝑖−1 − 𝐶2 · 𝑥2𝑖−2 − 𝐷2 · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3

𝐴3
+

+
− 𝐺1 · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)3 − 𝐻1 · 𝑥1𝑚𝑖𝑛 − 𝐺2 · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)3 − 𝐻2 · 𝑥2𝑚𝑖𝑛

𝐴3
, (4.10)

kde:

𝐴3 =

⎡⎢⎣(︃𝑚3

𝑇 2 + 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

𝑇
+ 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3

)︃
−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁2

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁2

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎥⎦ ,

(4.11a)

𝐵3 =
⎡⎣(︃−2 𝑚3

𝑇 2 − 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

𝑇

)︃
+

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

𝑏1
𝑇

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

+

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

𝑏2
𝑇

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ , (4.11b)
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𝐶3 = 𝑚3

𝑇 2 , (4.11c)

𝐷3 = 𝑘3 · 𝜂𝑘𝑜 , (4.11d)

𝐵1 =
⎡⎣𝑏1

𝑇
−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

2 𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· 𝑘𝑐

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ , (4.11e)

𝐶1 =

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

2 𝑚1
𝑇 2

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

, (4.11f)

𝐷1 =
⎡⎣−𝑘1 · 𝜂𝑘𝑐 +

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· (𝑘1 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

⎤⎦ , (4.11g)

𝐵2 =
⎡⎣𝑏2

𝑇
−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

2 𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· 𝑘𝑐

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

⎤⎦ , (4.11h)

𝐶2 =

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

2 𝑚2
𝑇 2

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

, (4.11i)

𝐷2 =
⎡⎣−𝑘2 · 𝜂𝑘𝑐 +

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· (𝑘2 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ , (4.11j)

𝐸1 =
⎡⎣

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

⎤⎦ , (4.11k)

𝐸2 =
⎡⎣

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ , (4.11l)

𝐺1 =

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· (ℎ1 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

, (4.11m)

𝐻1 =
⎡⎣−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· ℎ1
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

⎤⎦ , (4.11n)

𝐺2 =

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· (ℎ2 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

, (4.11o)

𝐻2 =
⎡⎣−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· ℎ2
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ . (4.11p)
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V ostatńıch třech fáźıch docháźı k drobným modifikaćım rovnic: při otevřené glottis
podél hmoty jsou odstraněny všechny tuhosti ℎ př́ıslušné hmoty, členy s 𝑥𝑚𝑖𝑛 a z ko-
eficientu 𝜂𝑘𝑐 se u př́ıslušné hmoty stává 𝜂𝑘𝑜. Stejně jako u dvouhmotového modelu, je
třeba rovnice sepsat do skriptu v programu Python 3.9.7. Vzorkovaćı frekvence byla opět
zvolena na 20 kHz a zp̊usob vytvořeńı simulace z̊ustal totožný.

4.3 Parametry modelu
Č́ıselné parametry, které během kmitáńı neměńı svoji hodnotu, vycházej́ı z literatury [49]
a byly upraveny dle [40] tak, aby byl body-cover model naladěn podobně jako dvouhmo-
tový model v kap. 3.

Z [49] je převzat poměr hmotnost́ı jednotlivých hmotných prvk̊u, ale celková hmotnost
hlasivky z̊ustala stejná jako u dvouhmotového modelu. Zachovány dle Tab. 3.2 z̊ustaly
i násobky tuhost́ı ℎ1 a ℎ2 při kontaktu a zpevňuj́ıćı koeficienty 𝜂𝑘𝑜 a 𝜂𝑘𝑐. Nezměnila se
ani geometrie hlasivky, tedy délky hmot 𝑑1 a 𝑑2, tloušt’ka hlasivky 𝑙𝑔 i klidové př́ıčné
pr̊uřezy 𝐴𝑔01 a 𝐴𝑔02 z̊ustaly stejné. Změny nastaly v tuhostech pružin a tlumićıch koefici-
entech. Parametry vokálńıho traktu a vzduchu z Tab. 3.3 z̊ustaly nezměněny. Pro hlasivky
tř́ıhmotového body-cover modelu jsou parametry shrnuty v Tab. 4.1:

Veličina Hodnota Veličina Hodnota

𝑚1 0.15/7 .= 0.0214 g ℎ1 3𝑘1 = 180 N/m
𝑚2 0.15/7 .= 0.0214 g ℎ2 3𝑘2 = 45 N/m
𝑚3 0.15 · 5/7 .= 0.1071 g 𝜉1otevřená 0.4 [−]
𝑘1 60 N/m 𝜉1uzavřená 0.8 [−]
𝑘2 15 N/m 𝜉2otevřená 0.4 [−]
𝑘3 100 N/m 𝜉2uzavřená 0.8 [−]
𝑘𝑐 25 N/m 𝑑1 0.25 cm
𝜂𝑘o 100 [−] 𝑑2 0.05 cm
𝜂𝑘c 500 [−] 𝐴𝑔01 = 𝐴𝑔02 0.05 cm2

𝜉3 0.28 [−] 𝑙𝑔 1.4 cm

Tab. 4.1. Č́ıselné parametry hlasivky tř́ıhmotového modelu body-cover.

4.4 Vyhodnoceńı výsledk̊u
Numerické řešeńı tř́ıhmotového body-cover modelu hlasivky řešeného v interakci s proud́ı-
ćım vzduchem a vokálńım traktem pomoćı metody konečných diferenćı je zobrazeno
v následuj́ıćıch grafech.

Na Obr. 4.3 je zobrazen pr̊uběh objemového pr̊utoku v glottis během prvńıch 50 ms.
Na začátku kmitáńı je stejně jako u dvouhmotového modelu na Obr. 3.5 patrný přechodový
děj. Maximálńı pr̊utok byl laděn parametry dle dvouhmotového modelu, a dosahuje proto
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Obr. 4.3. Tř́ıhmotový model body-cover – objemový pr̊utok v glottis.

také zhruba 500 cm3/s. Nulové hodnoty během každého cyklu ukazuj́ı fáze kmitu, kdy je
v kontaktu alespoň jedna hmota 𝑚1 nebo 𝑚2 s protěǰśı hlasivkou. Fáze, kdy objemový
pr̊utok roste, opět koresponduje s otev́ıráńım glottis, při poklesu 𝑈𝑔 se glottis uzav́ırá.
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Obr. 4.4. Tř́ıhmotový model body-cover – výchylky hmot 𝑚1 a 𝑚2.
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Obr. 4.5. Tř́ıhmotový model body-cover – př́ıčné pr̊uřezy v glottis.

Výchylky 𝑥1 a 𝑥2 na Obr. 4.4 maj́ı stejný pr̊uběh jako př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2
na Obr. 4.5. Opět je zde vidět přechodový děj, který po několika cyklech vymiźı a hmotné
prvky hlasivky se ustáĺı na harmonickém kmitáńı. Na Obr. 4.4 je také zobrazena výchy-
lka 𝑥3, která kmitá s nižš́ı amplitudou. To odpov́ıdá předpoklad̊um, protože hmota 𝑚2
je nejtěžš́ı a představuje tělo hlasivky. Výchylky 𝑥1 a 𝑥2, znázorňuj́ıćı obal hlasivky, kmi-
taj́ı opět s fázovým posuvem, který odpov́ıdá pohybu slizničńı vlny ve směru zdola na-
horu. Výchylka 𝑥2 kmitá s vyšš́ı amplitudou, což opět odpov́ıdá předpoklad̊um, protože
pružina 𝑘2 je méně tuhá než pružina 𝑘1. Pr̊uběh 𝑥1 a 𝐴𝑔1 neńı dokonale vyhlazený, což
může být zp̊usobeno interakćı s hmotou 𝑚3 a vzájemnými poměry č́ıselných parametr̊u.
Frekvence kmit̊u je 151.5 Hz, což je zhruba o 7.6 % v́ıce než u dvouhmotového modelu.



5 Citlivostńı analýzy
Ćılem této kapitoly je určit, jaký vliv má změna některého ze vstupńıch parametr̊u
na kmitáńı hlasivek a objemový pr̊utok. Bylo vytvořeno několik analýz pro oba modely,
přičemž měněn byl vždycky pouze jeden parametr, ostatńı parametry z̊ustaly konstantńı
na p̊uvodńıch hodnotách dle tabulek v kapitolách 3.6 a 4.3.

5.1 Dvouhmotový model
Pro dvouhmotový model bylo vytvořeno celkem 8 citlivostńıch analýz. Grafy objemového
pr̊utoku 𝑈𝑔, výchylek 𝑥2 a 𝑥2 a př́ıčných pr̊uřez̊u 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2 v čase v závislosti na změně
jednotlivých parametr̊u se nacháźı v př́ıloze C.

Prvńı analýza se týká změny hodnoty statického tlaku 𝑃𝑆, který proud́ı z plic a p̊usob́ı
jako buzeńı celého systému. Nominálńı hodnota je nastavena dle literatury na 8 cm H2O,
což odpov́ıdá 784.532 Pa. Na Obr. 5.1 je zobrazen měńıćı se objemový pr̊utok 𝑈𝑔 v čase
v závislosti na změně tlaku, jehož hodnoty se pohybuj́ı mezi 200 až 1000 Pa. Je patrné,
že č́ım je tlak větš́ı, t́ım vyšš́ı je maximálńı objemový pr̊utok. Pokud je ale tlak př́ılǐs
malý, tedy okolo hodnoty 200 Pa, nedojde k vybuzeńı systému a hlasivky nebudou kmitat.
Všechny př́ıslušné grafy jsou shrnuty v př́ıloze C.1.
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Obr. 5.1. Dvouhmotový model – vliv 𝑃𝑆 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔.

Daľśı parametr, u kterého byly měněny hodnoty, je hmotnost hmotného prvku 𝑚1. Aby
byla zachována celková hmotnost hlasivky 0.15 g, hmotnost hmoty 𝑚2 se při rostoućı 𝑚1
zmenšovala. Jak je patrné z graf̊u v př́ıloze C.2, č́ım se zvyšuje hmotnost 𝑚1 v̊uči 𝑚2,
t́ım docháźı k větš́ım amplitudám kmit̊u. Ovšem pokud jsou hmoty zhruba stejně těžké,
nastane zlom a amplitudy se opět sńıž́ı.

Kromě změny poměr̊u hmotnost́ı lze měnit i poměr délek hmotných prvk̊u 𝑑1 a 𝑑2.
Délka 𝑑1 byla variována od hodnoty 1.5 mm, kdy je stejně dlouhá jako 𝑑2, až do hodnoty
2.9 mm, kdy zab́ırá délku téměř celé hlasivky. Změna těchto poměr̊u ale nemá př́ılǐs velký
vliv na kmitáńı hlasivky, což lze vidět v př́ıloze C.3.

Vliv má ale změna tuhosti 𝑘1 hmotného prvku 𝑚1 (př́ıloha C.4), jak je zobrazeno
na Obr. 5.2. S nar̊ustaj́ıćı tuhost́ı klesá amplituda kmitáńı a mı́rně roste frekvence. Měnit
lze i tuhost 𝑘2 druhé hmoty (př́ıloha C.5). Zde opět klesá amplituda s rostoućı tuhost́ı,
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a to předevš́ım u hmoty 𝑚2. Posledńı lineárńı tuhost, kterou lze měnit, je tuhost 𝑘𝑐

(př́ıloha C.6). Změna kmitáńı je patrná pouze při ńızkých hodnotách, kdy klesá frekvence
a amplituda hmoty 𝑚2.
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Obr. 5.2. Dvouhmotový model – vliv 𝑘1 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔.

Posledńı parametry dvouhmotového modelu, které byly variovány, jsou tuhosti ℎ1 a ℎ2
při kontaktu hmoty hlasivky s protěǰśı hlasivkou, jejichž grafy jsou zobrazeny v př́ılohách
C.7 a C.8. Ty nemaj́ı př́ılǐs velký vliv na frekvenci kmitáńı a na pr̊uběh objemového
pr̊utoku. Č́ım ale rostou, t́ım méně docháźı k penetraci do protěǰśı hlasivky u př́ıslušné
hmoty, na kmitáńı druhé hmoty nemaj́ı vliv.

5.2 Tř́ıhmotový model body-cover

Pro tř́ıhmotový model body-cover bylo provedeno celkem 9 citlivostńıch analýz, které jsou
zobrazeny na grafech v př́ıloze D.

Prvńı analýza se opět týká statického tlaku 𝑃𝑆. Grafy vypadaj́ı podobně jako u dvou-
hmotového modelu, pro vybuzeńı kmitáńı hlasivek je ovšem potřeba jeho minimálńı hod-
notu o něco málo zvýšit, proto jsou analýzy (př́ıloha D.1) provedeny až od velikosti tlaku
400 Pa.

Zaj́ımavý je pr̊uběh změny hmotnosti 𝑚3 při zachováńı celkové hmotnosti a zároveň
rovnosti 𝑚1 a 𝑚2. Graf pro objemový pr̊utok je zobrazen na Obr. 5.3. Hmotnost hmoty
𝑚3 se měńı od hodnoty 0.05 g, kdy jsou si všechny hmotnosti rovny, až do hodnoty 0.145 g,
kdy hmota 𝑚3 obsahuje většinu hmotnosti hlasivky. Zhruba od hodnoty 0.126 g je vidět
rapidńı pokles amplitud a zároveň zvýšeńı frekvence. Je to zp̊usobeno nejsṕı̌s skutečnost́ı,
že hmoty 𝑚1 a 𝑚2 jsou už tak málo hmotné, že neńı patrný jejich vzájemný pohyb.
Z tř́ıhmotového modelu se tak stává v podstatě model jednohmotový, který nedokáže si-
mulovat pohyb slizničńı vlny a samobuzené kmity hlasivek vyvolané proud́ıćım vzduchem,
jak bylo popsáno v kapitole 2.1. Daľśı př́ıslušné grafy jsou zobrazeny v př́ıloze D.2.

Změna poměru délek 𝑑1 a 𝑑2 stejně jako u dvouhmotového modelu nemá př́ılǐs vliv
na kmitáńı hmotných prvk̊u hlasivek, jak je vidět v př́ıloze D.3. Pr̊uběhy pro tuhosti 𝑘1 a 𝑘2
vypadaj́ı v̊uči sobě podobně, což je patrné z př́ıloh D.4 a D.5. Největš́ı vliv maj́ı na pr̊uběh
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Obr. 5.3. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑚3 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔.

př́ıslušné hmoty, které s rostoućı tuhost́ı snižuj́ı amplitudu. Obecně mı́rně zvyšuj́ı frek-
venci kmitáńı.Tuhost 𝑘3 ovlivňuje všechny pr̊uběhy výchylek podobně (př́ıloha D.6). S ros-
toućı tuhost́ı zvyšuje frekvenci a hmotným prvk̊um snižuje amplitudu kmitu, nejv́ıce pak
hmotě 𝑚3. Změna spojuj́ıćı pružiny 𝑘𝑐 opět nemá př́ılǐs velký vliv (př́ıloha D.7) a pro tu-
hosti pružin ℎ1 a ℎ2 při kontaktu plat́ı stejné závěry, jaké byly uvedeny u dvouhmotového
modelu, viz př́ılohy D.8 a D.9.
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V diplomové práci jsou shrnuty poznatky o tvorbě lidského hlasu, které vycháźı ze současně
uznávané myoelasto-aerodynamické teorie. Dále je popsána anatomie hrtanu, jehož součá-
st́ı jsou i hlasivky, které jsou doplněny o mechanické vlastnosti a pohyby konané při kmitáńı.
Nakonec je stručně shrnuta charakteristika hlasu a tvorba hlásek.

Na anatomii a fyziologii navazuje přehled model̊u se soustředěnými parametry, a to
jak těch základńıch, ke kterým patř́ı jednohmotový, dvouhmotový či tř́ıhmotový model,
tak i jejich modifikaćı a rozš́ı̌reńı o daľśı méně známé modely.

Praktická část obsahuje simulaci interakce mezi hmotovými modely hlasivky a te-
kutinou. K provedeńı simulace byly vybrány dva základńı modely, které tuto interakci
umožňuj́ı, tedy dvouhmotový model a tř́ıhmotový model body-cover, který se skládá z těla
a obalu, a respektuje proto v́ıce vrstev hlasivky.

Pro oba modely byla vytvořena fluidně-strukturně akustická interakce modelovaná
soustavou rovnic, které se vzájemně ovlivňuj́ı v čase. Kmitáńı hlasivek bylo popsáno po-
hybovými rovnicemi, které vycházej́ı z Lagrangeových rovnic II. druhu. Prouděńı vzdu-
chu, které lze považovat v̊uči rychlostem pohybu hlasivek za kvazistatické, bylo mode-
lováno jednodimenzionálńı Bernoulliho rovnićı. Akustika byla zavedena do systému po-
moćı akustického obvodu vytvořeného dle elektro-akustické analogie a vyřešeného dle Ki-
rchhoffových zákon̊u. Takto vznikla soustava diferenciálńıch rovnic, které jsou analyticky
obt́ıžně řešitelné, proto bylo provedeno řešeńı ve formě konečných diferenćı. Tato metoda
nahrazuje nekonečně malé diferenciálńı členy konečně velkými diferencemi a při použit́ı
dostatečně vysoké vzorkovaćı frekvence dává uspokojuj́ıćı výsledky. Jednotlivé rovnice
proto byly vyjádřeny a odvozeny pomoćı této metody tak, aby byly snadno řešitelné
v časové oblasti.

Parametry dvouhmotového modelu byly převzaty z literatury, kde je tento model
popsán. Pro tř́ıhmotový model body-cover byly parametry taktéž částečně převzaty,
částečně ale naladěny tak, aby bylo možné modely vzájemně porovnat. Konkrétně byl
body-cover model přizp̊usoben tak, aby si odpov́ıdaly maximálńı objemové pr̊utoky obou
model̊u. Stanoveńı konkrétńıch č́ıselných hodnot a vlastnost́ı materiál̊u v lidském těle je
obecně ale těžké přesně definovat, protože se u každého člověka mı́rně lǐśı.

Výsledky simulace dvouhmotového modelu se shoduj́ı s výsledky uvedenými v lite-
ratuře, ze které simulovaný model vycháźı. Byl vykreslen objemový pr̊utok mezi hlasiv-
kami, který má v čase periodický pr̊uběh. Je zde patrný pohyb hlasivek, který lze v rámci
jedné periody rozdělit na fáze uzavřené a otevřené hlasivkové štěrbiny. Během otevřené
fáze, kdy mezi hlasivkami proud́ı vzduch, je možné pohyb dále rozdělit na fázi otev́ıráńı
a uzav́ıráńı, mezi kterými hlasivky přecházej́ı z konvergentńıho na divergentńı tvar. Dále
byly vykresleny pr̊uběhy výchylek obou hmot a př́ıčných pr̊uřez̊u v hlasivkové štěrbině.
Na nich je patrný pohyb slizničńı vlny, protože pohyb dolńı hmoty hlasivky předcháźı
pohybu hmoty horńı.

Tř́ıhmotový model body-cover byl modelován na stejném principu jako dvouhmotový.
Změněny byly pouze pohybové rovnice, které se ovšem přidáńım třet́ı hmoty výrazně
zkomplikovaly. Na výsledných grafech je, kromě jev̊u zmı́něných u dvouhmotového mo-
delu, patrná menš́ı výchylka hmoty, která představuje tělo hlasivky, což koresponduje
s fyziologickými předpoklady.
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Na základě nejasnost́ı s č́ıselnými vstupńımi parametry byly nakonec pro oba modely
vytvořeny citlivostńı analýzy. Ty představuj́ı vliv změny jednotlivých parametr̊u při za-
chováńı ostatńıch parametr̊u konstantńıch, což ukazuje vliv variability r̊uzných vstupńıch
hodnot na výsledné kmitáńı hlasivek. Nejzaj́ımavěǰśı a nejv́ıce ovlivňuj́ıćı byla změna sta-
tického tlaku, který p̊usob́ı jako buzeńı celého systému, změna tuhosti nejtěžš́ı z hmot
či změna vzájemného poměru hmotnost́ı jednotlivých hmotných prvk̊u.

Provedené fluidně-strukturně-akustické interakce těchto model̊u hlasivek mohou sloužit
k výzkumu povahy interakce mezi zmı́něnými prostřed́ımi a přispět k pochopeńı vzniku
lidského hlasu. Vycházej́ı ze základńıch fyzikálńıch princip̊u a řešeńı jejich simulace dává
výsledky v rozumném časovém horizontu. Na práci by také bylo možné dále navázat
např. složitěǰśımi modely, které by se v́ıce bĺıžily chováńı skutečných hlasivek, nebo stu-
diem nelinearit a hlasových přeskok̊u při změnách rejstř́ık̊u.
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[32] ASHBY, Michael; MAIDMENT, John. Úvod do obecné fonetiky. Charles University in Prague, Karolinum Press,
2015. isbn 9788024623221.

[33] LUST, Robert M. The Pulmonary System. In: 2007, s. 1–6. Dostupné z doi: 10.1016/B978-008055232-3.60307-1.
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[50] TITZE, Ingo R. Parameterization of the glottal area, glottal flow, and vocal fold contact area. The Journal of the
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[60] WURZBACHER, Tobias; DÖLLINGER, M.; SCHWARZ, R. Spatiotemporal classification of vocal fold dynamics
by a multimass model comprising time-dependent parameters. Citation: The Journal of the Acoustical Society of
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model of the vocal folds. IMA Journal of Mathematical Control and Information. 2020, roč. 38. Dostupné z doi:
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Seznam symbol̊u a zkratek
𝐴1 př́ıčný pr̊uřez vokálńıho traktu
𝐴3 člen v rovnici pro výchylku 𝑥3𝑖 body-cover modelu
𝐴𝑐 př́ıčný pr̊uřez změny geometrie při kontrakci
𝐴𝑔0𝑖 př́ıčný pr̊uřez glottis podél i-tého hmotného prvku za klidového stavu
𝐴𝑔𝑖 př́ıčný pr̊uřez glottis podél i-tého hmotného prvku
𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 členy v rovnici pro výchylku 𝑥3𝑖 body-cover modelu
𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 členy v rovnici pro výchylku 𝑥3𝑖 body-cover modelu
𝑏𝑏 konstanta tlumeńı hmotného prvku body
𝑏𝑖 konstanta tlumeńı i-tého hmotného prvku
𝑐 rychlost zvuku
𝐷 diskriminant
𝐷1, 𝐷2, 𝐷3 členy v rovnici pro výchylku 𝑥3𝑖 body-cover modelu
𝑑𝑖 délka i-tého hmotného prvku
𝐸1, 𝐸2, 𝐸3 členy v rovnici pro výchylku 𝑥3𝑖 body-cover modelu
𝐸𝑑 disipativńı energie
𝐸𝑘 kinetická energie
𝐸𝑝 potenciálńı energie
𝑓 funkce
𝐹1, 𝐹2 formanty
𝐹𝑖 budićı śıla p̊usob́ıćı na i-tý hmotný prvek
𝑓𝑜 základńı frekvence kmitáńı
𝐺1, 𝐺2 členy v rovnici pro výchylku 𝑥3𝑖 body-cover modelu
𝐻1, 𝐻2 členy v rovnici pro výchylku 𝑥3𝑖 body-cover modelu
ℎ𝑖 konstanta tuhosti pružiny při kolizi
𝑘𝑏 konstanta tuhosti pružiny hmotného prvku body
𝑘𝑐 konstanta tuhosti pružiny spojuj́ıćı hmotné prvky
𝑘𝑒 koeficient obnovy tlaku
𝑘𝑖 konstanta tuhosti i-té pružiny
𝑠𝑖 funkce tuhosti i-té pružiny
𝑙1 délka vokálńıho traktu
𝐿1 setrvačnost vokálńıho traktu
𝑙𝑐 délka změny geometrie při kontrakci
𝑙𝑒 délka změny geometrie při expanzi
𝑙𝑔 tloušt’ka hlasivky
𝐿𝑔𝑖 setrvačnost i-tého hmotného prvku
𝐿𝑅 setrvačnost úst
𝑚𝑏 hmotnost hmotného prvku body
𝑚𝑖 hmotnost i-té hmoty, hmotného prvku
𝑝 tlak v tekutině
𝑃 výkon vněǰśıch sil
𝑃1 tlak ve vokálńım traktu, supraglotický tlak
𝑃11, 𝑃12, 𝑃21, 𝑃22 tlaky podél hlasivky
𝑃𝑚𝑖 tlak p̊usob́ıćı jako buzeńı na i-tý hmotný prvek
𝑃𝑆 statický tlak proud́ıćı z plic, subglotický tlak
𝑄 parametr určuj́ıćı mechanické vlastnosti hlasivky
𝑞𝑖 zobecněná souřadnice
𝑞𝑖 rychlost (derivace) zobecněné souřadnice
𝑅1 odpor vokálńıho traktu
𝑅𝑘𝑖 odpor i-tého hmotného prvku z akustické impedance
𝑅𝑅 odpor úst
𝑅𝑣𝑖 odpor i-tého hmotného prvku z Hagen-Poiseuilleova zákona
𝑆1 obvod vokálńıho traktu
𝑡 čas
𝑇 časový krok
𝑈1 objemový pr̊utok ve vokálńım traktu
𝑈𝑔 objemový pr̊utok v glottis
𝑈𝑅 objemový pr̊utok v ústech
𝑢(𝑥) potenciál vněǰśıho konzervativńıho pole
𝑣 rychlost prouděńı
𝑊 práce vněǰśıch sil
𝑥𝑖 výchylka, posuv i-té hmoty v ose 𝑥
�̇�𝑖 rychlost i-té hmoty v ose 𝑥
�̈�𝑖 zrychleńı i-té hmoty v ose 𝑥
𝑥𝑖𝑚𝑖𝑛 výchylka i-té hmoty udávaj́ıćı přechod mezi stavem, kdy je nebo neńı hlasivka v kolizi

𝜂𝑘𝑐 zpevňuj́ıćı koeficient tuhosti při kolizi
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𝜂𝑘𝑖 zpevňuj́ıćı koeficient tuhosti i-té hmoty
𝜂𝑘𝑖otevřená zpevňuj́ıćı koeficient tuhosti i-té hmoty bez kolize
𝜂𝑘𝑖uzavřená zpevňuj́ıćı koeficient tuhosti i-té hmoty při kolizi
𝜂𝑘𝑜 zpevňuj́ıćı koeficient tuhosti bez kolize
𝜇 dynamická viskozita
𝜔 vlastńı úhlová frekvence
𝜙𝑖 natočeńı
�̇�𝑖 úhlová rychlost
𝜋 Ludolfovo č́ıslo
𝜌 hustota
𝜉𝑖otevřená koeficient tlumeńı i-té hmoty bez kolize
𝜉𝑖uzavřená koeficient tlumeńı i-té hmoty při kolizi

3D trojrozměrný, prostorový
kol. kolektiv
m. musculus, sval
n. nervus, nerv



A Dvouhmotový model – odvozeńı rovnic
Zde jsou odvozeny rovnice, které se týkaj́ı dvouhmotového modelu z kap. 2.2, ale bylo by
př́ılǐs zdlouhavé a nepřehledné rovnice odvozovat př́ımo v kapitole.

A.1 Tlaky podél hlasivek
Zde jsou postupně odvozeny tlaky 𝑃𝑚1 a 𝑃𝑚2 (rovnice (3.13) z kapitoly 3.4), které p̊usob́ı
jako buzeńı hmotných prvk̊u 𝑚1 a 𝑚2. Z rovnic (3.3) až (3.7) z kapitoly 3.2 lze odvodit
jednotlivé tlaky p̊usob́ıćı podél hlasivek a ve vokálńım traktu:

𝑃11 = 𝑃𝑆 − 1.37 𝜌

2

(︃
𝑈𝑔

𝐴𝑔1

)︃2

−
∫︁ 𝑙𝑐

0

𝜌

𝐴𝑐(𝑥) d𝑥 · d𝑈𝑔

d𝑡
, (A.1a)

𝑃12 = 𝑃11 − 12
𝜇 · 𝑙2

𝑔 · 𝑑1

𝐴3
𝑔1

· 𝑈𝑔 − 𝜌 · 𝑑1

𝐴𝑔1
· d𝑈𝑔

d𝑡
, (A.1b)

𝑃21 = 𝑃12 − 1
2 𝜌 · 𝑈2

𝑔

(︃
1

𝐴2
𝑔2

− 1
𝐴2

𝑔1

)︃
, (A.1c)

𝑃22 = 𝑃21 − 12
𝜇 · 𝑙2

𝑔 · 𝑑2

𝐴3
𝑔2

· 𝑈𝑔 − 𝜌 · 𝑑2

𝐴𝑔2
· d𝑈𝑔

d𝑡
, (A.1d)

𝑃1 = 𝑃22 + 𝜌

2
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𝑈𝑔

𝐴𝑔2

)︃2

· 2 𝐴𝑔2

𝐴1

(︂
1 − 𝐴𝑔2

𝐴1

)︂
. (A.1e)

Z těchto tlak̊u lze vyjádřit tlaky 𝑃𝑚1 a 𝑃𝑚2 p̊usob́ıćı na hmoty hlasivky. Nejdř́ıve
vyjádřeńı 𝑃12 v závislosti na 𝑃𝑆 a s použit́ım parametr̊u akustického obvodu z rovnic
(3.8b) a (3.8c) (tlak 𝑃11 již takto vyjadřovat neńı třeba):

𝑃12 = 𝑃𝑆 − 1.37 𝜌

2

(︃
𝑈𝑔

𝐴𝑔1
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d𝑡
. (A.2)

Tlak 𝑃𝑚1 má následuj́ıćı podobu:

𝑃𝑚1 = 1
2 (𝑃11 + 𝑃12) =

= 1
2
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. (A.3)
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Stejně jako 𝑃12 lze vyjádřit i tlaky 𝑃21 a 𝑃22, a to v závislosti na 𝑃𝑚1 při dosazeńı
z rovnic (3.9b) a (3.9c):

𝑃21 = 𝑃12 − 1
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(A.4b)

Tlak 𝑃𝑚2 má tedy následuj́ıćı tvar:
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− 𝑅𝑣2 · 𝑈𝑔 − 𝐿𝑔2 · d𝑈𝑔

d𝑡

]︃
=

= 1
2

[︃
2 · 𝑃𝑚1 −

(︃
𝑅𝑣1 · 𝑈𝑔 + 𝐿𝑔1 · d𝑈𝑔

d𝑡

)︃
− 𝑅𝑣2 · 𝑈𝑔 − 𝐿𝑔2 · d𝑈𝑔

d𝑡
− 𝜌 · 𝑈2

𝑔

(︃
1

𝐴2
𝑔2

− 1
𝐴2

𝑔1

)︃]︃

= 𝑃𝑚1 − 1
2

[︃
(𝑅𝑣1 + 𝑅𝑣2) 𝑈𝑔 + (𝐿𝑔1 + 𝐿𝑔2) · d𝑈𝑔

d𝑡

]︃
− 𝜌

2 · 𝑈2
𝑔

(︃
1

𝐴2
𝑔2

− 1
𝐴2

𝑔1

)︃
. (A.5)

T́ımto jsou výsledné tvary rovnic (A.3) a (A.5) rovny rovnićım (3.13) v kapitole 3.4.

A.2 Pohybové rovnice
Zde jsou odvozeny pohybové rovnice (3.19) z Lagrangeových rovnic II. druhu (3.16).
Nejdř́ıve je nutné vyjádřit jednotlivé energie, výkon a jejich derivace. Kinetická energie
spolu se svými derivacemi dle rychlost́ı �̇�1 a �̇�2 je:
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𝐸𝑘 = 1
2𝑚1 �̇�2

1 + 1
2𝑚2 �̇�2

2, (A.6a)

d
d𝑡

(︃
𝜕𝐸𝑘

𝜕�̇�1

)︃
= d

d𝑡
(𝑚1 �̇�1) = 𝑚1 �̈�1, (A.6b)

d
d𝑡

(︃
𝜕𝐸𝑘

𝜕�̇�2

)︃
= d

d𝑡
(𝑚2 �̇�2) = 𝑚2 �̈�2. (A.6c)

Disipativńı energie je vyjádřena spolu s derivacemi:

𝐸𝑑 = 1
2𝑏1 �̇�2

1 + 1
2𝑏2 �̇�2

2, (A.7a)

𝜕𝐸𝑑

𝜕�̇�1
= 𝑏1 �̇�1, (A.7b)

𝜕𝐸𝑑

𝜕�̇�2
= 𝑏2 �̇�2. (A.7c)

Potenciálńı energie je jediná, která se lǐśı od odvozeńı v práci [70]. Zde je potřeba
dosadit mı́sto 𝑘1 a 𝑘2 výrazy pro 𝑠1(𝑥1) a 𝑠2(𝑥2) z rovnic (3.17) v př́ıpadě hmot bez
kontaktu, respektive (3.18) pro hlasivky v kontaktu, nebo pokud je jen jedna hmota
v kontaktu s protilehlou hmotou, tak jejich kombinace. Nejdř́ıve bude uvažován př́ıpad,
kdy neńı ani jedna hmota hlasivky v kontaktu:

𝐸𝑝 = 1
2𝑘1 𝑥2

1 + 1
4𝑘1 𝜂𝑘1 𝑥4

1 + 1
2𝑘2 𝑥2

2 + 1
4𝑘2 𝜂𝑘2 𝑥4

2 + 1
2𝑘𝑐(𝑥2 − 𝑥1)2, (A.8a)

𝜕𝐸𝑝

𝜕𝑥1
= 𝑘1 𝑥1 + 𝑘1 𝜂𝑘1 𝑥3

1 + 𝑘𝑐(𝑥1 − 𝑥2), (A.8b)

𝜕𝐸𝑝

𝜕𝑥2
= 𝑘2 𝑥2 + 𝑘2 𝜂𝑘2 𝑥3

2 + 𝑘𝑐(𝑥2 − 𝑥1), (A.8c)

kde prvńı dva členy v (A.8b) a (A.8c) odpov́ıdaj́ı rovnićım (3.17). Pokud by byly obě
hlasivky v kontaktu, potenciálńı energie a jej́ı derivace by vypadaly následovně:

𝐸𝑝 = 1
2𝑘1 𝑥2

1 + 1
4𝑘1 𝜂𝑘1 𝑥4

1 + 1
2ℎ1(𝑥1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)2 + 1

4ℎ1 𝜂𝑘1 (𝑥1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)4+

+ 1
2𝑘2 𝑥2

2 + 1
4𝑘2 𝜂𝑘2 𝑥4

2 + 1
2ℎ2(𝑥2 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)2 + 1

4ℎ2 𝜂𝑘2 (𝑥2 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)4+

+ 1
2𝑘𝑐(𝑥2 − 𝑥1)2, (A.9a)

𝜕𝐸𝑝

𝜕𝑥1
= 𝑘1 𝑥1 + 𝑘1 𝜂𝑘1 𝑥3

1 + ℎ1(𝑥1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛) + ℎ1 𝜂𝑘1 (𝑥1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)3 + 𝑘𝑐(𝑥1 − 𝑥2), (A.9b)

𝜕𝐸𝑝

𝜕𝑥2
= 𝑘2 𝑥2 + 𝑘2 𝜂𝑘2 𝑥3

2 + ℎ2(𝑥2 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛) + ℎ2 𝜂𝑘2 (𝑥2 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)3 + 𝑘𝑐(𝑥2 − 𝑥1), (A.9c)

kde prvńı čtyři členy v (A.9b) a (A.9c) odpov́ıdaj́ı rovnićım (3.18). V části periody cyklu
kmitáńı, kdy je v kontaktu pouze dolńı hmota 𝑚1, by derivace potenciálńı energie byly
kombinaćı rovnic (A.9b) a (A.8c). Naopak pokud je v kontaktu pouze hmota 𝑚2, jsou
derivace potenciálńı energie kombinaćı rovnic (A.8b) a (A.9c).
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Výkon vněǰśıch sil spolu s derivacemi vypadá takto:

𝑃 = 𝐹1 �̇�2
1 + 𝐹2 �̇�2

2, (A.10a)
𝜕𝑃

𝜕�̇�1
= 𝐹1, (A.10b)

𝜕𝑃

𝜕�̇�2
= 𝐹2, (A.10c)

kde se śıly 𝐹1 a 𝐹2 ř́ıd́ı tabulkou 3.1. Dosazeńım do Lagrangeovy rovnice II. druhu vznikne
soustava dvou pohybových rovnic, které jsou shodné s rovnicemi (3.19):

𝑚1 �̈�1 + 𝑏1 �̇�1 + 𝑠1(𝑥1) + 𝑘𝑐(𝑥1 − 𝑥2) = 𝐹1, (A.11a)

𝑚2 �̈�2 + 𝑏2 �̇�2 + 𝑠2(𝑥2) + 𝑘𝑐(𝑥2 − 𝑥1) = 𝐹2, (A.11b)

přičemž za 𝑠1(𝑥1) a 𝑠2(𝑥2) je nutné dosadit dle výše uvedených rovnic prvńı dva členy
z (A.8b), (A.8c), (A.9b) a (A.9c).

A.3 Metoda konečných diferenćı – objemové pr̊utoky
Zde je sepsáno odvozeńı rovnic (3.24), (3.26a) a (3.26b) objemových pr̊utok̊u 𝑈𝑔𝑖

v glottis,
𝑈1𝑖

ve vokálńım traktu a 𝑈𝑅𝑖
v ústech z rovnic pro smyčky akustického obvodu (3.22).

Z rovnice g-smyčky lze odvodit objemový pr̊utok 𝑈𝑔𝑖
v glottis v i-tém časovém kroku:

(𝑅𝑘1𝑖
+ 𝑅𝑘2𝑖

) · |𝑈𝑔𝑖
| · 𝑈𝑔𝑖

+
(︂

𝑅𝑣1𝑖
+ 𝑅𝑣2𝑖

+ 𝑅1 + 𝐿𝑔1𝑖
+ 𝐿𝑔2𝑖

+ 𝐿1

𝑇

)︂
· 𝑈𝑔𝑖

+

−
(︂

𝐿𝑔1𝑖
+ 𝐿𝑔2𝑖

+ 𝐿1

𝑇

)︂
· 𝑈𝑔𝑖−1 + 1

𝐶1
·

𝑖−1∑︁
𝑗=0

(𝑈𝑔𝑗
− 𝑈1𝑗

) − 𝑃𝑆 = 0. (A.12)

Z této rovnice vyplývá, že má několik možných řešeńı. Vzhledem k tomu, že neńı uvažován
během kmitáńı jakýkoli záporný tok, lze rovnici upravit takto:

(𝑅𝑘1𝑖
+ 𝑅𝑘2𝑖

) · 𝑈2
𝑔𝑖

+
(︂

𝑅𝑣1𝑖
+ 𝑅𝑣2𝑖

+ 𝑅1 + 𝐿𝑔1𝑖
+ 𝐿𝑔2𝑖

+ 𝐿1

𝑇

)︂
· 𝑈𝑔𝑖

+

−
(︂

𝐿𝑔1𝑖
+ 𝐿𝑔2𝑖

+ 𝐿1

𝑇

)︂
· 𝑈𝑔𝑖−1 + 1

𝐶1
·

𝑖−1∑︁
𝑗=0

(𝑈𝑔𝑗
− 𝑈1𝑗

) − 𝑃𝑆 = 0. (A.13)

Rovnice je kvadratická, lze proto spoč́ıtat diskriminant:

𝐷 =
(︂

𝑅𝑣1𝑖
+ 𝑅𝑣2𝑖

+ 𝑅1 + 𝐿𝑔1𝑖
+ 𝐿𝑔2𝑖

+ 𝐿1

𝑇

)︂2
−

− 4 · (𝑅𝑘1𝑖
+ 𝑅𝑘2𝑖

) ·

⎡⎣−
(︂

𝐿𝑔1𝑖
+ 𝐿𝑔2𝑖

+ 𝐿1

𝑇

)︂
· 𝑈𝑔𝑖−1 + 1

𝐶1
·

𝑖−1∑︁
𝑗=0

(𝑈𝑔𝑗
− 𝑈1𝑗

) − 𝑃𝑆

⎤⎦ . (A.14)
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Z diskriminantu lze poté spoč́ıtat vztah pro 𝑈𝑔𝑖
, přičemž jsou možná dvě řešeńı:

𝑈𝑔𝑖1,2
=

−
(︁
𝑅𝑣1𝑖

+ 𝑅𝑣2𝑖
+ 𝑅1 + 𝐿𝑔1𝑖

+𝐿𝑔2𝑖
+𝐿1

𝑇

)︁
±

√
𝐷

2 · (𝑅𝑘1𝑖
+ 𝑅𝑘2𝑖

) , (A.15)

kde rozhodnut́ı, zda nastane př́ıpad s +
√

𝐷 nebo s −
√

𝐷, je určeno podle toho, které
z řešeńı se v́ıce bĺıž́ı hodnotě 𝑈𝑔 v kroku 𝑖 − 1.

Ze smyček 1 a R akustického obvodu (3.22) lze sestrojit soustavu dvou rovnic o dvou
neznámých 𝑈1𝑖

a 𝑈𝑅𝑖
:

(︂
𝐿1 + 𝐿𝑅

𝑇
+ 𝑅1

)︂
·𝑈1𝑖

−𝐿𝑅

𝑇
·𝑈𝑅𝑖

= 𝐿1 + 𝐿𝑅

𝑇
·𝑈1𝑖−1 −𝐿𝑅

𝑇
·𝑈𝑅𝑖−1 − 𝑇

𝐶1
·
𝑖−1∑︁
𝑗=0

(𝑈1𝑗
−𝑈𝑔𝑗

), (A.16a)

−𝐿𝑅

𝑇
· 𝑈1𝑖

+
(︂

𝐿𝑅

𝑇
· 𝑈𝑅𝑖

+ 𝑅𝑅

)︂
= −𝐿𝑅

𝑇
· 𝑈1𝑖−1 + 𝐿𝑅

𝑇
· 𝑈𝑅𝑖−1 . (A.16b)

Ze druhé rovnice lze vyjádřit 𝑈1𝑖
:

𝑈1𝑖
= 𝑇

𝐿𝑅

·
[︂(︂

𝐿𝑅

𝑇
+ 𝑅𝑅

)︂
· 𝑈𝑅𝑖

+ 𝐿𝑅

𝑇
· 𝑈1𝑖−1 − 𝐿𝑅

𝑇
· 𝑈𝑅𝑖−1

]︂
=

=
(︂

𝑇

𝐿𝑅

· 𝑅𝑅 + 1
)︂

· 𝑈𝑅𝑖
+ 𝑈1𝑖−1 − 𝑈𝑅𝑖−1 . (A.17)

Tato rovnice se dosad́ı do prvńı rovnice a postupně se vyjádř́ı 𝑈𝑅𝑖
:

(︂
𝐿1 + 𝐿𝑅

𝑇
+ 𝑅1

)︂
·
[︂(︂

𝑇

𝐿𝑅

· 𝑅𝑅 + 1
)︂

· 𝑈𝑅𝑖
+ 𝑈1𝑖−1 − 𝑈𝑅𝑖−1

]︂
− 𝐿𝑅

𝑇
· 𝑈𝑅𝑖

=

= 𝐿1 + 𝐿𝑅

𝑇
· 𝑈1𝑖−1 − 𝐿𝑅

𝑇
· 𝑈𝑅𝑖−1 − 𝑇

𝐶1
·

𝑖−1∑︁
𝑗=0

(𝑈1𝑗
− 𝑈𝑔𝑗

), (A.18a)

(︂
𝐿1 + 𝐿𝑅

𝑇
+ 𝑅1

)︂
·
(︂

𝑇

𝐿𝑅

· 𝑅𝑅 + 1
)︂

· 𝑈𝑅𝑖
− 𝐿𝑅

𝑇
· 𝑈𝑅𝑖

+
(︂

𝐿1 + 𝐿𝑅

𝑇
+ 𝑅1

)︂
· 𝑈1𝑖−1−

−
(︂

𝐿1 + 𝐿𝑅

𝑇
+ 𝑅1

)︂
· 𝑈𝑅𝑖−1 = 𝐿1 + 𝐿𝑅

𝑇
· 𝑈1𝑖−1 − 𝐿𝑅

𝑇
· 𝑈𝑅𝑖−1 − 𝑇

𝐶1
·

𝑖−1∑︁
𝑗=0

(𝑈1𝑗
− 𝑈𝑔𝑗

),

(A.18b)
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[︂(︂
𝐿1 + 𝐿𝑅

𝑇
+ 𝑅1

)︂
·
(︂

𝑇

𝐿𝑅

· 𝑅𝑅 + 1
)︂

− 𝐿𝑅

𝑇

]︂
· 𝑈𝑅𝑖

=

=
(︂

𝐿1 + 𝐿𝑅

𝑇
− 𝐿1 + 𝐿𝑅

𝑇
− 𝑅1

)︂
· 𝑈1𝑖−1 +

(︂
𝐿1 + 𝐿𝑅

𝑇
+ 𝑅1 − 𝐿𝑅

𝑇

)︂
· 𝑈𝑅𝑖−1−

− 𝑇

𝐶1
·

𝑖−1∑︁
𝑗=0

(𝑈1𝑗
− 𝑈𝑔𝑗

) =

= −𝑅1 · 𝑈1𝑖−1 +
(︂

𝐿1

𝑇
+ 𝑅1

)︂
· 𝑈𝑅𝑖−1 − 𝑇

𝐶1
·

𝑖−1∑︁
𝑗=0

(𝑈1𝑗
− 𝑈𝑔𝑗

), (A.18c)

𝑈𝑅𝑖
=

−𝑅1 · 𝑈1𝑖−1 +
(︁

𝐿1
𝑇

+ 𝑅1
)︁

· 𝑈𝑅𝑖−1 − 𝑇
𝐶1

·∑︀𝑖−1
𝑗=0(𝑈1𝑗

− 𝑈𝑔𝑗
)(︁

𝐿1+𝐿𝑅

𝑇
+ 𝑅1

)︁
·
(︁

𝑇
𝐿𝑅

· 𝑅𝑅 + 1
)︁

− 𝐿𝑅

𝑇

=

=
−𝑅1 · 𝑈1𝑖−1 +

(︁
𝐿1
𝑇

+ 𝑅1
)︁

· 𝑈𝑅𝑖−1 − 𝑇
𝐶1

·∑︀𝑖−1
𝑗=0(𝑈1𝑗

− 𝑈𝑔𝑗
)

𝐿1
𝐿𝑅

· 𝑅𝑅 + 𝐿1
𝑇

+ 𝑅𝑅 + 𝑅1 · 𝑅𝑅 · 𝑇
𝐿𝑅

+ 𝑅1
. (A.18d)

T́ımto jsou výsledné tvary rovnic (A.15), (A.17) a (A.18d) rovny rovnićım (3.24),
(3.26a) a (3.26b).



B Tř́ıhmotový model body-cover – odvozeńı
rovnic

Odvozeńı některých rovnic pro tř́ıhmotový model z kap. 4 se nacháźı zde, protože v ka-
pitole by bylo zbytečně zdlouhavé a nepřehledné.

B.1 Pohybové rovnice
Zde jsou odvozeny pohybové rovnice (4.4) z Lagrangeových rovnic II. druhu (3.16). Opět je
nejdř́ıve nutné vyjádřit jednotlivé energie, výkon a jejich derivace. Rovnice pro kinetickou
energii a jej́ı derivace podle �̇�1, �̇�2 a �̇�3 jsou následuj́ıćı:

𝐸𝑘 = 1
2𝑚1 �̇�2

1 + 1
2𝑚2 �̇�2

2 + 1
2𝑚3 �̇�2

3, (B.1a)

d
d𝑡

(︃
𝜕𝐸𝑘

𝜕�̇�1

)︃
= d

d𝑡
(𝑚1 �̇�1) = 𝑚1 �̈�1, (B.1b)

d
d𝑡

(︃
𝜕𝐸𝑘

𝜕�̇�2

)︃
= d

d𝑡
(𝑚2 �̇�2) = 𝑚2 �̈�2, (B.1c)

d
d𝑡

(︃
𝜕𝐸𝑘

𝜕�̇�3

)︃
= d

d𝑡
(𝑚3 �̇�3) = 𝑚3 �̈�3. (B.1d)

Disipativńı energie spolu s derivacemi je vyjádřena:

𝐸𝑑 = 1
2𝑏1 (�̇�1 − �̇�3)2 + 1

2𝑏2 (�̇�2 − �̇�3)2 + 1
2𝑏3 �̇�2

3, (B.2a)

𝜕𝐸𝑑

𝜕�̇�1
= 𝑏1 (�̇�1 − �̇�3) = 𝑏1 �̇�1 − 𝑏1 �̇�3, (B.2b)

𝜕𝐸𝑑

𝜕�̇�1
= 𝑏2 (�̇�2 − �̇�3) = 𝑏2 �̇�2 − 𝑏2 �̇�3, (B.2c)

𝜕𝐸𝑑

𝜕�̇�3
= −𝑏1 (�̇�1 − �̇�3) − 𝑏2 (�̇�2 − �̇�3) + 𝑏3 �̇�3 = −𝑏1 �̇�1 − 𝑏2 �̇�2 + (𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3) �̇�3. (B.2d)

Potenciálńı energii je opět nutné rozdělit na př́ıpady, kdy jsou hmoty hlasivky ve fázi
bez kontaktu a kdy ve fázi kontaktu. Pokud se hlasivky nedotýkaj́ı, jsou uvažovány ne-
lineárńı pružiny 𝑠1(𝑥1, 𝑥3) a 𝑠2(𝑥1, 𝑥3) dle rovnic (4.1). Pružina 𝑠3(𝑥3) (rovnice (4.3)) je
vždy uvažována bez kontaktu, protože neńı v př́ımém spojeńı s hmotou 𝑚1 nebo 𝑚2.
Potenciálńı energie a jej́ı derivace maj́ı v tomto př́ıpadě následuj́ıćı tvar:

𝐸𝑝 = 1
2𝑘1 (𝑥1 − 𝑥3)2 + 1

4𝑘1 𝜂𝑘𝑜 (𝑥1 − 𝑥3)4 + 1
2𝑘2 (𝑥2 − 𝑥3)2 + 1

4𝑘2 𝜂𝑘𝑜 (𝑥2 − 𝑥3)4+

+ 1
2𝑘3 𝑥2

3 + 1
4𝑘3 𝜂𝑘𝑜 𝑥4

3 + 1
2𝑘𝑐(𝑥2 − 𝑥1)2, (B.3a)



B.1 Pohybové rovnice 71

𝜕𝐸𝑝

𝜕𝑥1
= 𝑘1 (𝑥1 − 𝑥3) + 𝑘1 𝜂𝑘𝑜 (𝑥1 − 𝑥3)3 + 𝑘𝑐(𝑥1 − 𝑥2), (B.3b)

𝜕𝐸𝑝

𝜕𝑥2
= 𝑘2 (𝑥2 − 𝑥3) + 𝑘2 𝜂𝑘𝑜 (𝑥2 − 𝑥3)3 + 𝑘𝑐(𝑥2 − 𝑥1), (B.3c)

𝜕𝐸𝑝

𝜕𝑥3
= −𝑘1 (𝑥1 − 𝑥3) − 𝑘1 𝜂𝑘𝑜 (𝑥1 − 𝑥3)3−

− 𝑘2 (𝑥2 − 𝑥3) − 𝑘2 𝜂𝑘𝑜 (𝑥2 − 𝑥3)3 + 𝑘3 𝑥3 + 𝑘3 𝜂𝑘𝑜 𝑥3
3, (B.3d)

kde prvńı dva členy v (B.3b) a (B.3c) a prvńı čtyři členy v (B.3d) odpov́ıdaj́ı rovnićım
(4.1) a posledńı člen v (B.3d) odpov́ıdá rovnici (4.3). Pokud jsou obě hmoty 𝑚1 a 𝑚2
v kontaktu s protěǰśı hlasivkou, rovnice potenciálńı energie a jej́ı derivace dle výchylek
maj́ı tento tvar:

𝐸𝑝 = 1
2𝑘1 (𝑥1 − 𝑥3)2 + 1

4𝑘1 𝜂𝑘𝑐 (𝑥1 − 𝑥3)4 + 1
2ℎ1 (𝑥1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)2 + 1

4ℎ1 𝜂𝑘𝑐 (𝑥1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)4+

+ 1
2𝑘2 (𝑥2 − 𝑥3)2 + 1

4𝑘2 𝜂𝑘𝑐 (𝑥2 − 𝑥3)4 + 1
2ℎ2 (𝑥2 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)2 + 1

4ℎ2 𝜂𝑘𝑐 (𝑥2 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)4+

+ 1
2𝑘3 𝑥2

3 + 1
4𝑘3 𝜂𝑘𝑜 𝑥4

3 + 1
2𝑘𝑐(𝑥2 − 𝑥1)2, (B.4a)

𝜕𝐸𝑝

𝜕𝑥1
= 𝑘1 (𝑥1 − 𝑥3) + 𝑘1 𝜂𝑘𝑐 (𝑥1 − 𝑥3)3+

+ ℎ1 (𝑥1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛) + ℎ1 𝜂𝑘𝑐 (𝑥1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)3 + 𝑘𝑐(𝑥1 − 𝑥2), (B.4b)

𝜕𝐸𝑝

𝜕𝑥2
= 𝑘2 (𝑥2 − 𝑥3) + 𝑘2 𝜂𝑘𝑐 (𝑥2 − 𝑥3)3+

+ ℎ2 (𝑥2 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛) + 𝑘2 𝜂𝑘𝑐 (𝑥2 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)3 + 𝑘𝑐(𝑥2 − 𝑥1), (B.4c)

𝜕𝐸𝑝

𝜕𝑥3
= −𝑘1 (𝑥1 − 𝑥3) − 𝑘1 𝜂𝑘𝑜 (𝑥1 − 𝑥3)3−

− 𝑘2 (𝑥2 − 𝑥3) − 𝑘2 𝜂𝑘𝑜 (𝑥2 − 𝑥3)3 + 𝑘3 𝑥3 + 𝑘3 𝜂𝑘𝑜 𝑥3
3, (B.4d)

kde prvńı čtyři členy v (B.4b) a (B.4c) odpov́ıdaj́ı rovnićım (4.2) a rovnice (B.4d) je
stejná jako (B.3d). Pokud je v kontaktu pouze hmota 𝑚1, plat́ı kombinace rovnic (B.4b)
a (B.3c). Pokud je naopak v kontaktu pouze hmota 𝑚2, plat́ı kombinace rovnic (B.3b)
a (B.4c).

Výkon vněǰśıch sil spolu s derivacemi vypadá takto:

𝑃 = 𝐹1 �̇�2
1 + 𝐹2 �̇�2

2, (B.5a)
𝜕𝑃

𝜕�̇�1
= 𝐹1, (B.5b)
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𝜕𝑃

𝜕�̇�2
= 𝐹2, (B.5c)

𝜕𝑃

𝜕�̇�3
= 0, (B.5d)

přičemž śıly 𝐹1 a 𝐹2 se ř́ıd́ı Tab. 3.1. Dosazeńım do Lagrangeových rovnic II. druhu vznikne
soustava tř́ı pohybových rovnic, které jsou shodné s rovnicemi (4.4):

𝑚1 �̈�1 + 𝑏1 �̇�1 + 𝑠1(𝑥1, 𝑥3) + 𝑘𝑐(𝑥1 − 𝑥2) = 𝐹1, (B.6a)

𝑚2 �̈�2 + 𝑏2 �̇�2 + 𝑠2(𝑥2, 𝑥3) + 𝑘𝑐(𝑥2 − 𝑥1) = 𝐹2, (B.6b)

𝑚3 �̈�3 − 𝑏1 �̇�1 − 𝑏2 �̈�2 + (𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3) �̈�3 − 𝑠1(𝑥1, 𝑥3) − 𝑠2(𝑥2, 𝑥3) + 𝑠3(𝑥3) = 0, (B.6c)

kde je za 𝑠1(𝑥1, 𝑥3), 𝑠2(𝑥2, 𝑥3) a 𝑠3(𝑥3) nutné dosadit z rovnic (4.1), (4.2) a (4.3).

B.2 Metoda konečných diferenćı – pohybové rovnice

Zde je uvedeno odvozeńı rovnic (4.8) až (4.10) výchylek 𝑥1𝑖
, 𝑥2𝑖

a 𝑥3𝑖
z pohybových

rovnic ve tvaru konečných diferenćı (4.6). Z prvńı rovnice (4.6a) lze vyjádřit výchylku 𝑥1𝑖
.

Pro př́ıpad, kdy hmota 𝑚1 neńı v kontaktu:

𝑥1𝑖
=

(︁
2𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
· 𝑥1𝑖−1 − 𝑚1

𝑇 2 · 𝑥1𝑖−2 +
(︁

𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· 𝑥3𝑖
− 𝑏1

𝑇
· 𝑥3𝑖−1 + 𝑘𝑐 · 𝑥2𝑖−1

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

+

+ −𝑘1 𝜂𝑘𝑜 · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3 + 𝐹1𝑖

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

, (B.7)

pro př́ıpad, kdy v kontaktu je, vypadá vyjádřeńı výchylky 𝑥1𝑖
takto:

𝑥1𝑖
=

(︁
2𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
· 𝑥1𝑖−1 − 𝑚1

𝑇 2 · 𝑥1𝑖−2 +
(︁

𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· 𝑥3𝑖
− 𝑏1

𝑇
· 𝑥3𝑖−1 + 𝑘𝑐 · 𝑥2𝑖−1

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

+

+ −𝑘1 𝜂𝑘𝑐 · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3 + ℎ1 · 𝑥1𝑚𝑖𝑛 − ℎ1 · 𝜂𝑘𝑐 · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)3 + 𝐹1𝑖

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

. (B.8)

Stejný postup lze aplikovat na vyjádřeńı výchylky 𝑥2𝑖
z druhé pohybové rovnice (4.6b).

Pokud hmota 𝑚2 neńı v kontaktu:
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𝑥2𝑖
=

(︁
2𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
· 𝑥2𝑖−1 − 𝑚2

𝑇 2 · 𝑥2𝑖−2 +
(︁

𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· 𝑥3𝑖
− 𝑏2

𝑇
· 𝑥3𝑖−1 + 𝑘𝑐 · 𝑥1𝑖−1

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

+

+ −𝑘2 𝜂𝑘𝑜 · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3 + 𝐹2𝑖

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

, (B.9)

a pokud v kontaktu je, vypadá rovnice následovně:

𝑥2𝑖
=

(︁
2𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
· 𝑥2𝑖−1 − 𝑚2

𝑇 2 · 𝑥2𝑖−2 +
(︁

𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· 𝑥3𝑖
− 𝑏2

𝑇
· 𝑥3𝑖−1 + 𝑘𝑐 · 𝑥1𝑖−1

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

+

+ −𝑘2 𝜂𝑘𝑐 · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3 + ℎ2 · 𝑥2𝑚𝑖𝑛 − ℎ2 · 𝜂𝑘𝑐 · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)3 + 𝐹2𝑖

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

. (B.10)

Pro výchylku 𝑥3𝑖
je nutné rozdělit pohybovou rovnici (4.6c) na všechny čtyři př́ıpady

(ani jedna hmota v kontaktu, v kontaktu pouze 𝑚1, v kontaktu pouze 𝑚2 a v kontaktu
obě hmoty), protože v rovnićıch (B.7) až (B.10) pro výchylky 𝑥1𝑖

a 𝑥2𝑖
se 𝑥3𝑖

vyskytuje
jako proměnná. Nejsložitěǰśı př́ıpad je, pokud jsou obě hmoty v kontaktu, odvozeńı je
proto následuj́ıćı. Nejdř́ıve se dosad́ı za nelineárńı tuhosti do třet́ı pohybové rovnice:

𝑚3

𝑇 2 (𝑥3𝑖
− 2𝑥3𝑖−1 + 𝑥3𝑖−2) − 𝑏1

𝑇
(𝑥1𝑖

− 𝑥1𝑖−1) − 𝑏2

𝑇
(𝑥2𝑖

− 𝑥2𝑖−1)+

+ 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

𝑇
(𝑥3𝑖

− 𝑥3𝑖−1) − 𝑘1 ·
[︁
(𝑥1𝑖

− 𝑥3𝑖
) + 𝜂𝑘𝑐 · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥3𝑖

)3
]︁

−

− ℎ1
[︁
(𝑥1𝑖

− 𝑥1𝑚𝑖𝑛) + 𝜂𝑘𝑐(𝑥1𝑖−1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)3
]︁

− 𝑘2 ·
[︁
(𝑥2𝑖

− 𝑥3𝑖
) + 𝜂𝑘𝑐 · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥3𝑖

)3
]︁

−

− ℎ2
[︁
(𝑥2𝑖

− 𝑥2𝑚𝑖𝑛) + 𝜂𝑘𝑐(𝑥2𝑖−1 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)3
]︁

+ 𝑘3 ·
(︁
𝑥3𝑖

+ 𝜂𝑘𝑜 · 𝑥3
3𝑖

)︁
= 0. (B.11)

Nyńı se dosad́ı z rovnic (B.8) a (B.10) a členy se uspořádaj́ı tak, aby byly vždy
s př́ıslušnou výchylkou vyjádřeny všechny konstanty. Pro přehlednost jsou jednotlivé kon-
stanty barevně odlǐseny:

(︃
𝑚3

𝑇 2 + 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

𝑇
+ 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3

)︃
·𝑥3𝑖

+
(︃

−2 𝑚3

𝑇 2 − 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

𝑇

)︃
·𝑥3𝑖−1+ 𝑚3

𝑇 2 ·𝑥3𝑖−2+

+ 𝑏1

𝑇
·𝑥1𝑖−1 + 𝑏2

𝑇
·𝑥2𝑖−1 − 𝑘1 · 𝜂𝑘𝑐 · (𝑥1𝑖−1 −𝑥3𝑖

)3 − 𝑘2 · 𝜂𝑘𝑐 · (𝑥2𝑖−1 −𝑥3𝑖
)3 + 𝑘3 · 𝜂𝑘𝑜 ·𝑥3

3𝑖
−

−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

2 𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

· 𝑥1𝑖−1 +

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

2 𝑚1
𝑇 2

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

· 𝑥1𝑖−2−
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−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

· 𝑥3𝑖
+

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

𝑏1
𝑇

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

· 𝑥3𝑖−1−

−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· 𝑘𝑐

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

· 𝑥2𝑖−1 −

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· ℎ1
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

· 𝑥1𝑚𝑖𝑛+

+

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· (𝑘1 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

· (𝑥1𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3 +

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· (ℎ1 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

· (𝑥1𝑖−1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)3−

−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

2 𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

· 𝑥2𝑖−1 +

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

2 𝑚2
𝑇 2

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

· 𝑥2𝑖−2−

−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

· 𝑥3𝑖
+

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

𝑏2
𝑇

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

· 𝑥3𝑖−1−

−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· 𝑘𝑐

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

· 𝑥1𝑖−1 −

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· ℎ2
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

· 𝑥2𝑚𝑖𝑛+

+

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· (𝑘2 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

· (𝑥2𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3 +

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· (ℎ2 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

· (𝑥2𝑖−1 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)3−

−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

· 𝐹1𝑖
−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

· 𝐹2𝑖
= 0. (B.12)

Rovnici lze uspořádat uspořádat do tvaru:

⎡⎢⎣(︃𝑚3

𝑇 2 + 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

𝑇
+ 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3

)︃
−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁2

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁2

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎥⎦ ·𝑥3𝑖
+

+
⎡⎣(︃−2 𝑚3

𝑇 2 − 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

𝑇

)︃
+

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

𝑏1
𝑇

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

+

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

𝑏2
𝑇

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ · 𝑥3𝑖−1+

+ 𝑚3

𝑇 2 · 𝑥3𝑖−2 + 𝑘3 · 𝜂𝑘𝑜 · 𝑥3
3𝑖

+

+
⎡⎣𝑏1

𝑇
−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

2 𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· 𝑘𝑐

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ · 𝑥1𝑖−1+

+

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

2 𝑚1
𝑇 2

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

· 𝑥1𝑖−2 +
⎡⎣−𝑘1 · 𝜂𝑘𝑐 +

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· (𝑘1 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

⎤⎦ · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥3𝑖
)3+
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+
⎡⎣𝑏2

𝑇
−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

2 𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· 𝑘𝑐

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

⎤⎦ · 𝑥2𝑖−1+

+

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

2 𝑚2
𝑇 2

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

· 𝑥2𝑖−2 +
⎡⎣−𝑘2 · 𝜂𝑘𝑐 +

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· (𝑘2 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥3𝑖
)3−

−

⎡⎣
(︁

𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

⎤⎦ · 𝐹1𝑖
−

⎡⎣
(︁

𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ · 𝐹2𝑖
+

+

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· (ℎ1 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

· (𝑥1𝑖−1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)3 +
⎡⎣−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· ℎ1
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

⎤⎦ · 𝑥1𝑚𝑖𝑛+

+

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· (ℎ2 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

· (𝑥2𝑖−1 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)3 +
⎡⎣−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· ℎ2
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ · 𝑥2𝑚𝑖𝑛 = 0. (B.13)

Výchylku 𝑥3𝑖
, kdy jsou obě hmoty 𝑚1 i 𝑚2 v kontaktu, lze pomoćı barevných člen̊u

vyjádřit jako:

𝑥3𝑖
=

𝐸1 · 𝐹1𝑖
+ 𝐸2 · 𝐹2𝑖

− 𝐵3 · 𝑥3𝑖−1 − 𝐶3 · 𝑥3𝑖−2 − 𝐷3 · 𝑥3
3𝑖−1

𝐴3
+

+
− 𝐵1 · 𝑥1𝑖−1 − 𝐶1 · 𝑥1𝑖−2 − 𝐷1 · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3

𝐴3
+

+
− 𝐵2 · 𝑥2𝑖−1 − 𝐶2 · 𝑥2𝑖−2 − 𝐷2 · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3

𝐴3
+

+
− 𝐺1 · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)3 − 𝐻1 · 𝑥1𝑚𝑖𝑛 − 𝐺2 · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)3 − 𝐻2 · 𝑥2𝑚𝑖𝑛

𝐴3
, (B.14)

kde:

𝐴3 =

⎡⎢⎣(︃𝑚3

𝑇 2 + 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

𝑇
+ 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3

)︃
−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁2

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁2

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎥⎦ ,

(B.15a)

𝐵3 =
⎡⎣(︃−2 𝑚3

𝑇 2 − 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

𝑇

)︃
+

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

𝑏1
𝑇

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

+

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

𝑏2
𝑇

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ , (B.15b)

𝐶3 = 𝑚3

𝑇 2 , (B.15c)

𝐷3 = 𝑘3 · 𝜂𝑘𝑜 , (B.15d)
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𝐵1 =
⎡⎣𝑏1

𝑇
−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

2 𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· 𝑘𝑐

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ , (B.15e)

𝐶1 =

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

2 𝑚1
𝑇 2

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

, (B.15f)

𝐷1 =
⎡⎣−𝑘1 · 𝜂𝑘𝑐 +

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· (𝑘1 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

⎤⎦ , (B.15g)

𝐵2 =
⎡⎣𝑏2

𝑇
−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

2 𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· 𝑘𝑐

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

⎤⎦ , (B.15h)

𝐶2 =

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

2 𝑚2
𝑇 2

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

, (B.15i)

𝐷2 =
⎡⎣−𝑘2 · 𝜂𝑘𝑐 +

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· (𝑘2 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ , (B.15j)

𝐸1 =
⎡⎣

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

⎤⎦ , (B.15k)

𝐸2 =
⎡⎣

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ , (B.15l)

𝐺1 =

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· (ℎ1 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

, (B.15m)

𝐻1 =
⎡⎣−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· ℎ1
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

⎤⎦ , (B.15n)

𝐺2 =

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· (ℎ2 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

, (B.15o)

𝐻2 =
⎡⎣−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· ℎ2
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ . (B.15p)

Ve fáźıch, kdy je v kontaktu s protěǰśı hlasivkou pouze jedna z hmot nebo neńı ani
jedna, se rovnice pro výchylku 𝑥3𝑖

lǐśı. Pokud je v kontaktu pouze hmota 𝑚1, jsou vy-
nechány všechny členy, které představuj́ı kontakt hmoty 𝑚2, takže změna se dotkne člen̊u
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𝐴3, 𝐵3, 𝐵1, 𝐵2, 𝐶2 a 𝐸2, kde chyb́ı ℎ2, 𝐷2, kde se nav́ıc měńı 𝜂𝑘𝑐 na 𝜂𝑘𝑜, a členy 𝐺2 a 𝐻2
chyb́ı úplně:

𝑥3𝑖
=

𝐸1 · 𝐹1𝑖
+ 𝐸2 · 𝐹2𝑖

− 𝐵3 · 𝑥3𝑖−1 − 𝐶3 · 𝑥3𝑖−2 − 𝐷3 · 𝑥3
3𝑖−1

𝐴3
+

+
− 𝐵1 · 𝑥1𝑖−1 − 𝐶1 · 𝑥1𝑖−2 − 𝐷1 · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3

𝐴3
+

+
− 𝐵2 · 𝑥2𝑖−1 − 𝐶2 · 𝑥2𝑖−2 − 𝐷2 · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3

𝐴3
+

+
− 𝐺1 · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥1𝑚𝑖𝑛)3 − 𝐻1 · 𝑥1𝑚𝑖𝑛

𝐴3
, (B.16)

kde:

𝐴3 =

⎡⎢⎣(︃𝑚3

𝑇 2 + 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

𝑇
+ 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3

)︃
−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁2

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁2

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

⎤⎥⎦ ,

(B.17a)

𝐵3 =
⎡⎣(︃−2 𝑚3

𝑇 2 − 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

𝑇

)︃
+

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

𝑏1
𝑇

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

+

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

𝑏2
𝑇

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

⎤⎦ , (B.17b)

𝐶3 = 𝑚3

𝑇 2 , (B.17c)

𝐷3 = 𝑘3 · 𝜂𝑘𝑜 , (B.17d)

𝐵1 =
⎡⎣𝑏1

𝑇
−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

2 𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· 𝑘𝑐

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

⎤⎦ , (B.17e)

𝐶1 =

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

2 𝑚1
𝑇 2

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

, (B.17f)

𝐷1 =
⎡⎣−𝑘1 · 𝜂𝑘𝑐 +

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· (𝑘1 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

⎤⎦ , (B.17g)

𝐵2 =
⎡⎣𝑏2

𝑇
−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

2 𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· 𝑘𝑐

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

⎤⎦ , (B.17h)

𝐶2 =

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

2 𝑚2
𝑇 2

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

, (B.17i)
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𝐷2 =
⎡⎣−𝑘2 · 𝜂𝑘𝑐 +

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· (𝑘2 · 𝜂𝑘𝑜)
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

⎤⎦ , (B.17j)

𝐸1 =
⎡⎣

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

⎤⎦ , (B.17k)

𝐸2 =
⎡⎣

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

⎤⎦ , (B.17l)

𝐺1 =

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· (ℎ1 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

, (B.17m)

𝐻1 =
⎡⎣−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· ℎ1
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1 + ℎ1

⎤⎦ . (B.17n)

Pokud je v kontaktu pouze hmota 𝑚2, rovnice vypadaj́ı podobně. Jsou vynechány
všechny členy, které představuj́ı kontakt hmoty 𝑚1. Změna se tedy oproti (B.14) a (B.15)
dotkne člen̊u 𝐴3, 𝐵3, 𝐵1, 𝐶1, 𝐸1 a 𝐵2, kde chyb́ı ℎ1, 𝐷1, kde se nav́ıc měńı 𝜂𝑘𝑐 na 𝜂𝑘𝑜,
a členy 𝐺1 a 𝐻1 chyb́ı úplně:

𝑥3𝑖
=

𝐸1 · 𝐹1𝑖
+ 𝐸2 · 𝐹2𝑖

− 𝐵3 · 𝑥3𝑖−1 − 𝐶3 · 𝑥3𝑖−2 − 𝐷3 · 𝑥3
3𝑖−1

𝐴3
+

+
− 𝐵1 · 𝑥1𝑖−1 − 𝐶1 · 𝑥1𝑖−2 − 𝐷1 · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3

𝐴3
+

+
− 𝐵2 · 𝑥2𝑖−1 − 𝐶2 · 𝑥2𝑖−2 − 𝐷2 · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3

𝐴3
+

+
− 𝐺2 · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥2𝑚𝑖𝑛)3 − 𝐻2 · 𝑥2𝑚𝑖𝑛

𝐴3
, (B.18)

kde:

𝐴3 =

⎡⎢⎣(︃𝑚3

𝑇 2 + 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

𝑇
+ 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3

)︃
−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁2

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁2

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎥⎦ ,

(B.19a)

𝐵3 =
⎡⎣(︃−2 𝑚3

𝑇 2 − 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

𝑇

)︃
+

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

𝑏1
𝑇

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

+

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

𝑏2
𝑇

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ , (B.19b)
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𝐶3 = 𝑚3

𝑇 2 , (B.19c)

𝐷3 = 𝑘3 · 𝜂𝑘𝑜 , (B.19d)

𝐵1 =
⎡⎣𝑏1

𝑇
−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

2 𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· 𝑘𝑐

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ , (B.19e)

𝐶1 =

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

2 𝑚1
𝑇 2

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

, (B.19f)

𝐷1 =
⎡⎣−𝑘1 · 𝜂𝑘𝑜 +

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· (𝑘1 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

⎤⎦ , (B.19g)

𝐵2 =
⎡⎣𝑏2

𝑇
−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

2 𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· 𝑘𝑐

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

⎤⎦ , (B.19h)

𝐶2 =

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

2 𝑚2
𝑇 2

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

, (B.19i)

𝐷2 =
⎡⎣−𝑘2 · 𝜂𝑘𝑐 +

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· (𝑘2 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ , (B.19j)

𝐸1 =
⎡⎣

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

⎤⎦ , (B.19k)

𝐸2 =
⎡⎣

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ , (B.19l)

𝐺2 =

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· (ℎ2 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

, (B.19m)

𝐻2 =
⎡⎣−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· ℎ2
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2 + ℎ2

⎤⎦ . (B.19n)

Posledńı př́ıpad, jak rovnice pro výchylku 𝑥3𝑖
vypadá, je nejjednodušš́ı, a to obě hmoty

𝑚1 i 𝑚2 bez kontaktu. Zde nastanou oproti (B.14) a (B.15) změny téměř ve všech členech,
ze kterých se odstrańı ℎ1 a ℎ2, z 𝜂𝑘𝑐 se stane 𝜂𝑘𝑜 a vymiźı členy 𝐺1, 𝐻1, 𝐺2 a 𝐻2:
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𝑥3𝑖
=

𝐸1 · 𝐹1𝑖
+ 𝐸2 · 𝐹2𝑖

− 𝐵3 · 𝑥3𝑖−1 − 𝐶3 · 𝑥3𝑖−2 − 𝐷3 · 𝑥3
3𝑖−1

𝐴3
+

+
− 𝐵1 · 𝑥1𝑖−1 − 𝐶1 · 𝑥1𝑖−2 − 𝐷1 · (𝑥1𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3

𝐴3
+

+
− 𝐵2 · 𝑥2𝑖−1 − 𝐶2 · 𝑥2𝑖−2 − 𝐷2 · (𝑥2𝑖−1 − 𝑥3𝑖−1)3

𝐴3
, (B.20)

kde:

𝐴3 =

⎡⎢⎣(︃𝑚3

𝑇 2 + 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

𝑇
+ 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3

)︃
−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁2

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁2

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

⎤⎥⎦ , (B.21a)

𝐵3 =
⎡⎣(︃−2 𝑚3

𝑇 2 − 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3

𝑇

)︃
+

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

𝑏1
𝑇

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

+

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

𝑏2
𝑇

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

⎤⎦ , (B.21b)

𝐶3 = 𝑚3

𝑇 2 , (B.21c)

𝐷3 = 𝑘3 · 𝜂𝑘𝑜 , (B.21d)

𝐵1 =
⎡⎣𝑏1

𝑇
−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

2 𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· 𝑘𝑐

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

⎤⎦ , (B.21e)

𝐶1 =

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

·
(︁

2 𝑚1
𝑇 2

)︁
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

, (B.21f)

𝐷1 =
⎡⎣−𝑘1 · 𝜂𝑘𝑜 +

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· (𝑘1 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

⎤⎦ , (B.21g)

𝐵2 =
⎡⎣𝑏2

𝑇
−

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

2 𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
− 𝑘𝑐

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

−

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

· 𝑘𝑐

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

⎤⎦ , (B.21h)

𝐶2 =

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

·
(︁

2 𝑚2
𝑇 2

)︁
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

, (B.21i)

𝐷2 =
⎡⎣−𝑘2 · 𝜂𝑘𝑜 +

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

· (𝑘2 · 𝜂𝑘𝑐)
𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

⎤⎦ , (B.21j)
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𝐸1 =
⎡⎣

(︁
𝑏1
𝑇

+ 𝑘1
)︁

𝑚1
𝑇 2 + 𝑏1

𝑇
+ 𝑘1

⎤⎦ , (B.21k)

𝐸2 =
⎡⎣

(︁
𝑏2
𝑇

+ 𝑘2
)︁

𝑚2
𝑇 2 + 𝑏2

𝑇
+ 𝑘2

⎤⎦ . (B.21l)



C Citlivostńı analýzy – dvouhmotový model
C.1 Parametr 𝑃𝑆 – statický tlak z plic
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Obr. C.1. Dvouhmotový model – vliv 𝑃𝑆 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔.

200 360 520 680 840 1000
M nící se tlak z plic PS [Pa]

0

10

20

30

40

as
 [m

s]

Citlivostní analýza - vliv PS na x1

0.50

0.25

0.00

0.25

0.50

0.75

Vý
ch

yl
ka

 x
1 [

m
m

]

200 360 520 680 840 1000
M nící se tlak z plic PS [Pa]

0

10

20

30

40

as
 [m

s]

Citlivostní analýza - vliv PS na x2

0.5

0.0

0.5

1.0

Vý
ch

yl
ka

 x
2 [

m
m

]

Obr. C.2. Dvouhmotový model – vliv 𝑃𝑆 na výchylky 𝑥1 a 𝑥2.
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Obr. C.3. Dvouhmotový model – vliv 𝑃𝑆 na př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2.
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C.2 Parametr 𝑚1 – hmotnost hmoty 1 při zachováńı
celkové hmotnosti
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Obr. C.4. Dvouhmotový model – vliv 𝑚1 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔.
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Obr. C.5. Dvouhmotový model – vliv 𝑚1 na výchylky 𝑥1 a 𝑥2.
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Obr. C.6. Dvouhmotový model – vliv 𝑚1 na př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2.
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C.3 Parametr 𝑑1 – délka hmoty 1 při zachováńı cel-
kové délky
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Obr. C.7. Dvouhmotový model – vliv 𝑑1 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔.
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Obr. C.8. Dvouhmotový model – vliv 𝑑1 na výchylky 𝑥1 a 𝑥2.
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Obr. C.9. Dvouhmotový model – vliv 𝑑1 na př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2.
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Obr. C.10. Dvouhmotový model – vliv 𝑘1 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔.
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Obr. C.11. Dvouhmotový model – vliv 𝑘1 na výchylky 𝑥1 a 𝑥2.
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Obr. C.12. Dvouhmotový model – vliv 𝑘1 na př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2.
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C.5 Parametr 𝑘2 – tuhost pružiny 2

1 13 25 36 48 60
M nící se tuhost pru iny k2 [N/m]

0

10

20

30

40

as
 [m

s]

Citlivostní analýza - vliv k2 na Ug

0

200

400

Ob
je

m
ov

ý 
pr

to
k 

U
g [

cm
3 /s

]

Obr. C.13. Dvouhmotový model – vliv 𝑘2 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔.
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Obr. C.14. Dvouhmotový model – vliv 𝑘2 na výchylky 𝑥1 a 𝑥2.
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Obr. C.15. Dvouhmotový model – vliv 𝑘2 na př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2.
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Obr. C.16. Dvouhmotový model – vliv 𝑘𝑐 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔.
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Obr. C.17. Dvouhmotový model – vliv 𝑘𝑐 na výchylky 𝑥1 a 𝑥2.
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Obr. C.18. Dvouhmotový model – vliv 𝑘𝑐 na př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2.
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C.7 Parametr ℎ1 – tuhost pružiny 1 při kontaktu
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Obr. C.19. Dvouhmotový model – vliv ℎ1 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔.
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Obr. C.20. Dvouhmotový model – vliv ℎ1 na výchylky 𝑥1 a 𝑥2.
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Obr. C.21. Dvouhmotový model – vliv ℎ1 na př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2.
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Obr. C.22. Dvouhmotový model – vliv ℎ2 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔.
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Obr. C.23. Dvouhmotový model – vliv ℎ2 na výchylky 𝑥1 a 𝑥2.

0.8 160.6 320.5 480.3 640.2 800.0
M nící se tuhost pru iny 2 p i kontaktu h2 [N/m]

0

10

20

30

40

as
 [m

s]

Citlivostní analýza - vliv h2 na Ag1

0

10

20

P
ín

ý 
pr

ez
 A

g 1
 [m

m
2 ]

0.8 160.6 320.5 480.3 640.2 800.0
M nící se tuhost pru iny 2 p i kontaktu h2 [N/m]

0

10

20

30

40

as
 [m

s]

Citlivostní analýza - vliv h2 na Ag2

10

0

10

20

30

P
ín

ý 
pr

ez
 A

g 2
 [m

m
2 ]

Obr. C.24. Dvouhmotový model – vliv ℎ2 na př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2.
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D.1 Parametr 𝑃𝑆 – statický tlak z plic
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Obr. D.1. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑃𝑆 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔 a výchylku 𝑥1.
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Obr. D.2. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑃𝑆 na výchylky 𝑥2 a 𝑥3.
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Obr. D.3. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑃𝑆 na př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2.
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Obr. D.4. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑚3 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔 a výchylku 𝑥1.
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Obr. D.5. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑚3 na výchylky 𝑥2 a 𝑥3.
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Obr. D.6. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑚3 na př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2.
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D.3 Parametr 𝑑1 – délka hmoty 1 při zachováńı cel-
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Obr. D.7. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑑1 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔 a výchylku 𝑥1.
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Obr. D.8. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑑1 na výchylky 𝑥2 a 𝑥3.
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Obr. D.9. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑑1 na př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2.
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Obr. D.10. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑘1 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔 a výchylku 𝑥1.
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Obr. D.11. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑘1 na výchylky 𝑥2 a 𝑥3.
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Obr. D.12. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑘1 na př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2.
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D.5 Parametr 𝑘2 – tuhost pružiny 2
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Obr. D.13. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑘2 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔 a výchylku 𝑥1.
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Obr. D.14. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑘2 na výchylky 𝑥2 a 𝑥3.
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Obr. D.15. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑘2 na př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2.
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D.6 Parametr 𝑘3 – tuhost pružiny 3
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Obr. D.16. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑘3 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔 a výchylku 𝑥1.
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Obr. D.17. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑘3 na výchylky 𝑥2 a 𝑥3.
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Obr. D.18. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑘3 na př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2.
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D.7 Parametr 𝑘𝑐 – tuhost pružiny mezi hmotami
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Obr. D.19. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑘𝑐 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔 a výchylku 𝑥1.
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Obr. D.20. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑘𝑐 na výchylky 𝑥2 a 𝑥3.
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Obr. D.21. Tř́ıhmotový model – vliv 𝑘𝑐 na př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2.
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D.8 Parametr ℎ1 – tuhost pružiny 1 při kontaktu
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Obr. D.22. Tř́ıhmotový model – vliv ℎ1 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔 a výchylku 𝑥1.
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Obr. D.23. Tř́ıhmotový model – vliv ℎ1 na výchylky 𝑥2 a 𝑥3.
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Obr. D.24. Tř́ıhmotový model – vliv ℎ1 na př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2.
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D.9 Parametr ℎ2 – tuhost pružiny 2 při kontaktu
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Obr. D.25. Tř́ıhmotový model – vliv ℎ2 na objemový pr̊utok 𝑈𝑔 a výchylku 𝑥1.
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Obr. D.26. Tř́ıhmotový model – vliv ℎ2 na výchylky 𝑥2 a 𝑥3.
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Obr. D.27. Tř́ıhmotový model – vliv ℎ2 na př́ıčné pr̊uřezy 𝐴𝑔1 a 𝐴𝑔2.
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