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Uvod

Studium kuzelosecek je diilezitou soucésti analytické geometrie. Pojem kuZelosecky je
spoleCny ndzev pro kruznici, elipsu, hyperbolu a parabolu. S kuzeloseckami a jejich

vlastnostmi se Zaci setkdvaji jiZ na stfedni Skole.

Hlavnim cilem této bakaléaiské prace je podat pohled na problematiku kuZelosecek.

Obsahem je analyticky ptistup ke studiu kuzelosecek v euklidovské roving.
Celd préce je rozdé€lena na dvé Casti, a to na ¢ast teoretickou a na ¢ast praktickou.

Teoreticka Cast je rozd€lena do nékolika kapitol. V prvni kapitole je vysvétleno, co
jsou kuZzeloseCky a jak vznikaji. V druhd kapitola se zabyva typy kuzelosecek, jejich definici
a popisem jejich vlastnosti. Celé prace se zabyva kuzZeloseCkami, jejichZ osy jsou rovnob&zné
s osami kartézské soustavy soufadnic. V kapitole je naznacena konstrukce kazdé kuzelosecky.
Treti kapitola se zaméfuje na rovnice kuzelosecek. U kazdé kuZeloseCky je provedeno
odvozeni sttedové, resp. vrcholové rovnice kuzelosecky, napsany vSechny tvary téchto rovnic
podle polohy kuZelose¢ky a tvary obecnych rovnic. Ctvrta kapitola je zaméfena na uréovani
vzdjemné polohy kuZeloseCky a piimky, resp. dvou kuZelosecek. Popisuje postup pro uréeni
vzajemné polohy na zdklad¢ feSeni soustavy rovnic. Déle jsou vysvétleny jednotlivé polohy
piimky, které miiZe pfimka zaujmout ke kuzelosecce.

Praktickd ¢ast ma jednu kapitolu, kterd je téZiStém této prace. Tato kapitola obsahuje
sadu feSenych prikladii, které logicky navazuji na predchozi kapitoly. Zde by si mél Ctenaf
ovéfit, zda spravné pochopil teoretickou Cast a dokédze aplikovat teoretické znalosti pii feSeni

praktickych ptikladi.

Pro grafické zpracovani textu byl pouZit software GeoGebra, ktery je voln¢ stazitelny
nebo pouzitelny jako webova aplikace. Pomoci tohoto programu byly narysovany obrazky
do prvnich ¢tyt kapitol a bylo naznaceno feSeni piiklad z paté kapitoly, které je umisténo

do ptilohy. Obrdzky by mély slouZit pro snadnéjsi pochopeni teorie.



1 Kuzelosecky

1.1 Kuzelosec¢ky jako Fezy na kuzelové plose

Definice

KuZelosecky jsou rovinné kiivky, ve kterych rovina sece rotacni kuzelovou plochu.

Z definice vyplyva, Ze kuZelosecky jsou rovinné kiivky a vSechny body kuZelosecek
lezi v téZe roviné na rozdil od prostorovych kiivek (napf. Sroubovice), u nichz tomu tak neni.
Razné druhy kuzeloseCek vznikaji podle plochy roviny fezu vzhledem ke kulové plose

(obr. 1).

. / hyperbola
elipska. —» .

Obr. 1: Kuzelosecky

Predpokladejme, Ze rovina fezu p neni vrcholové rovina. Vrchol V & p.

KuZelosecka je kruzZnici, je-li rovina fezu p rovnobézna s n¢kterou rovinou kruhového
fezu (p Il m). Roviny kolmé k rotani kuZelové plose ji protinaji v kruZnicich. Uvedend

neseCna prejde v nevlastni pifimku roviny .

Kuzelosecka je elipsou, jestlize vrcholova rovina w, kterd je rovnobéznd s rovinou
fezu p (w |l p), protind rovinu © fidici kruZnice k kuZelové plochy v pfimce p, kterd je

nese¢nou kruznice k.

KuZelosecCka je parabolou, jestlize vrcholova rovina w, kterd je rovnob€znd s rovinou

fezu p (w || p), protind rovinu & fidici kruZnice k v pfimce t, kterd je tenou kruZnice k.

-7 -
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KuZeloseCka je hyperbolou, jestlize vrcholovd rovina w, kterd je rovnobéznd

s rovinou fezu p (w || p), protind rovinu & fidici kruZnice k v se¢n¢ této kruZznice.

Nyni si oznaéime dva thly. Uhel a sviraji povrchové pifmky rotaéni kuZelové plochy
s rovinou kolmou k ose rotace a thel B svird rovinu fezu p s rovinou m kolmou k ose rotaéni
plochy. Podle polohy roviny fezu p vzhledem ke kuZelové plose miZzeme rozlisit rizné druhy
kuZelosecek:
e fezem je elipsa, je-li a > f3;
e fezem je parabola, je-li a = f3;

e fezem je hyperbola, je-li a < f.

Obr. 2: KuzZelosecky v osovém fezu kuzelové plochy

Klasifikaci kuZelosecek miizeme provést podle toho, kolik piimek kuZelové plochy je
protato rovinou fezu p. Rezem je elipsa nebo kruZnice, protina-li rovina p viechny pifmky
kuZzelové plochy (obr. 2a). Rezem je parabola, protind-li rovina p vechny pifmky kuZelové
plochy kromé jediné, s niZ je rovnobéZna (obr. 2b). Rezem je hyperbola, protina-li rovina p
vSechny piimky kuZelové plochy az na dvé€, s nimiZ je rovnobézna (obr. 2c). Klasifikace

kuZelosecek je schematicky zndzornéna v osovém fezu kuzelové plochy.

Je-li rovina fezu p vrcholovd rovina (V € p), je fezem tzv. sloZzend kuZelosecka.



2 Typy kuzelosecek a jejich popis
2.1 KruzZnice

2.1.1 Zakladni pojmy kruZnice

Definice
KruZnice je mnoZina vSech bodu v roving, které maji od daného bodu S (stfedu

kruznice) stejnou vzdalenost r (polomér kruznice) (obr. 3).

Obr. 3: Zakladni pojmy kruZnice

Bod S se nazyva stfed kruZnice. Vzdélenost |SM| se nazyva polomér a znali se r.
Kruznice je specidlnim piipadem elipsy. V tomto piipadé ohniska splynou v jeden bod

(stfed S) a dostaneme kruznici. Pro velikosti poloos plati a = b a velikost excentricity e = 0.

VSsechny body roviny je mozné charakterizovat na zdklad€ jejich polohy vzhledem
ke kruznici:
a) |[SM| < r, M je vnitini bod kruZnice;
b) |[SM| = r, M je bod kruznice;
¢) [SM| > r, M je vnéjsi bod kruZnice.

2.1.2 Konstrukce kruznice

Konstrukce kruZnice je velmi jednoduchd a vSem dobfe zndmda. Zvolime si stied

S kruznice a pomoci kruzitka narysujeme kruZnici k s polomérem r. Znac¢ime k(S, ).
Konstrukei kruZnice mizeme vyuZzit v béZzném Zivoté. Pii tvorbé kruhového zdhonu na

zahradg¢, pfi tvorb¢ kruznic a kruhovych oblouki na sportovistich, atd.

_9.



2.2 Elipsa

2.2.1 Zakladni pojmy elipsy

Definice
Elipsa je mnoZina vSech bodu v roving, které maji od dvou rGznych bodi F;,F,
konstantni soucet vzdalenosti rovny 2a, ktery je vétsi nez vzdélenost bodt Fy, F,. Cislo a je

velikost hlavni poloosy a musi platit a > 0 (obr. 4).

Obr. 4: Zikladni pojmy elipsy

Body F1,F2 se nazyvaji ohniska elipsy. Pfimka 04 prochézejici ohnisky elipsy se
nazyva hlavni osa elipsy. Bod § je stfed elipsy. Pfimka 05, kterd je kolma k hlavni ose elipsy
a prochdzi sttedem elipsy, se nazyva vedlejsi osa elipsy. Body A, B se nazyvaji hlavni vrcholy
elipsy a body C, D se nazyvaji vedlejsi vrcholy elipsy. Vzdélenost hlavnich vrcholil elipsy
|AB| = 2a nazyvame délka hlavni osy elipsy. Vzdalenost hlavnich vrcholi od stiedu elipsy
|AS| = |BS| = a se nazyva délka hlavni poloosy elipsy. Stejnou vzdalenost jakou maji hlavn{
vrcholy elipsy od stfedu elipsy, maji vzddlenosti ohnisek elipsy od jejich vedlejSich vrchola
|F1C| = |F2C| = |F1D| = |F2D| = a. Vzdalenost vedlejSich vrchola elipsy |CD| = 2b
nazyvame délka vedlejSi osy elipsy. Vzdilenost vedlejSich vrcholi od stiedu elipsy
|CS| = |DS| = b se nazyva délka vedlejsi poloosy elipsy. Vzdalenost ohniska elipsy od
sttedu elipsy |F1S| = |F2S5| = e se nazyva excentricita (vystfednost) elipsy. Vzdalenost

ohnisek F1, F2 elipsy je rovna |[F1F2| = 2e a nazyva se ohniskova vzdalenost.
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Bod M je libovolny bod elipsy a spojnice F{M a F;M nazyvame pravodi¢e bodu M.

Uhel 2F,; MF, se nazyvé vnitini thel pravodiéa.

Pravouhly trojihelnik F{SC, ktery nazyvame charakteristickym trojihelnikem elipsy,

vyjadiuje vztah mezi délkou hlavni poloosy a, délkou vedlejsi poloosy b a excentricitou e.
a’ = b? + e?

VSsechny body roviny je mozné charakterizovat na zdklad€ jejich polohy vzhledem
k elipse:
a) |FiM| + |F,M| < 2a, M je vnitini bod elipsy;
b) |[FiM| + |F,M| = 2a, M je bod elipsy;
c) |[FiM| + |F,M| > 2a, M je vné&jsi bod elipsy.

2.2.2 Konstrukce elipsy

Jednotlivé body elipsy lze sestrojit pomoci tzv. bodové konstrukce elipsy (obr. 5).
Necht’ jsou diny hlavni vrcholy A, B elipsy a jeji ohniska F;, F,. Budeme hledat body, které
maji od ohnisek Fj, F, konstantni soucet vzdalenosti rovny 2a. Sestrojime si pomocnou
use¢ku RS, pro kterou plati |RS| = |AB| = 2a. Budeme volit libovolné bod Q € RS, jenz
useCku RS rozdéli na dvé ¢asti o délkach |QR| a |QS|. Sestrojime kruznice kq(F;, |QR]|)
a k,(F,, |QS|). Je ziejmé, Ze se kruZnice kq, k, protinaji v bodech elipsy M;, M, (ky Nk, =

{M;, M, }). Rtiznou volbou bodu Q ziskdme rtuzné poloméry kruZnic a tim i rizné body elipsy.

A
o4+
w

Obr. 5: Bodova konstrukce elipsy
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Konstrukce stiredi hyperoskula¢nich kruznic

Pti rysovani v okoli vrcholil nahrazujeme elipsu oblouky oskulaénich kruZnic (obr. 6).
Tyto kruZnice ze vSech kruZnic nejlépe nahrazuji elipsu, jak se dokazuje v diferencidlni
geometrii. Ukazme si konstrukci téchto kruznic. Body A4, S, C doplnime na obdélnik ASCE
a z vrcholu E spustime kolmici na dhlopiicku AC. Prisecik této kolmice s hlavni poloosou

dava stied S; a prusecik této kolmice s vedlejsi poloosou dava stred S,.

Obr. 6: Konstrukce stiredii hyperoskula¢nich kruznic

M¢éjme libovolnou kruZnici k se sttedem S = [s, 0] na hlavni ose elipsy a prochézejici
napt. vrcholem A elipsy. Rovnice této kruZnice m4 tvar (x —s)? + y? = (a — s5)2. Pro

prise¢ik M = [x, y] kruZnice k s elipsou o rovnici b2x? + a?y? = a?b? plati vztah
x?e? — 2a’sx — a*(e® — 2as) = 0.

KruZznice k bude v okoli vrcholu A nejlépe nahrazovat elipsu, kdyz jeji priseciky A
a M selipsou splynou. Toto nastane v piipad¢, Ze mé rovnice jeden dvojndsobny kofen.
Diskriminant je roven nule, kdyZ je splnén vztah
(as —e?)? = 0.
Pro polomér oskulaéni kruznice v hlavnich vrcholech elipsy plati
b2
n=_

Pro polomér oskulacni kruznice ve vedlejSich vrcholech plati

Pro oskulacni kruZznice ve vrcholech elipsy se n¢kdy pouziva termin hyperoskulacni
kruznice. Termin oskulacni kruZnice je pak vyhrazen pro kruZnice, které nahrazuji elipsu

v jejich libovolnych bodech.

_12-



2.3 Hyperbola

2.3.1 Zakladni pojmy hyperboly

Definice
Hyperbola je mnoZina vSech bodl v roving, které maji od dvou riiznych pevné danych
bodu F;, F, konstantni kladny rozdil vzdalenosti rovny 2a, ktery je mens$i neZ vzdalenost

bodu F;, F,(obr. 7).

Obr. 7: Zakladni pojmy hyperboly

Body Fq,F, se nazyvaji ohniska hyperboly. Pfimka 04, kterd prochdzi ohnisky
hyperboly, se nazyva hlavni osa hyperboly. Bod § je stfed hyperboly. Pfimka 0,, kterd je
kolma k hlavni ose hyperboly a prochédzi sttedem hyperboly, se nazyva vedlej$i osa
hyperboly. Body A, B, které vzniknou jako priseciky hyperboly s hlavni osou, se nazyvaji
vrcholy hyperboly. Vzddlenosti vrcholli hyperboly |AB| = 2a se tikd délka hlavni osy
hyperboly. Vzdalenost hlavnich vrcholii od stfedu hyperboly |AS| = |BS| = a se nazyvi
délka hlavni poloosy hyperboly. Vzddlenost |CS| = |DS| =b se nazyvd délka vedlejsi
poloosy hyperboly. Vedlejsi osa hyperboly neobsahuje Zadné body hyperboly, protoZze rozdil
privodict vedlejsi osy je roven nule. Plati-li a = b, nazyvd se hyperbola rovnoosa.
Vzdélenost ohniska hyperboly od stfedu hyperboly |F;S| = |F,S| = e se nazyva excentricita
(délkova vystiednost) hyperboly. Vzdalenost ohnisek F;, F, hyperboly je rovna |F; F,| = 2e

a nazyva se ohniskova vzdélenost.

~13-



Hyperbola neni souvisld kiivka, skladd se ze dvou navzdjem disjunktnich ¢asti, které
nazyvame vétve hyperboly. Aby byl dle definice dodrZen kladny rozdil pravodict 2a, plati
pro body opacnych vétvi hyperboly opacny rozdil privodi¢i. Bod M je libovolny bod
hyperboly a spojnice F{M a F;M nazyvame privodi¢e bodu M. Pro body M jedné vétve
plati rozdil |F;M| — |F,M| = 2a a pro body druhé vétve plati rozdil |F,M| — |F,M| = 2a.

Charakteristicky obdélnik hyperboly a v ném charakteristicky trojihelnik hyperboly
dostdvame z prisecikit vrcholovych teCen hyperboly (kolmice na hlavni osu hyperboly
v bodech A4, B) s kruznici se sttedem S a polomérem |SF1(2)| =e.

V charakteristickém trojuhelniku hyperboly plati vztah
e? =a? + b2

Z tohoto vztahu miZeme vyvodit dals$i vztahy mezi délkou hlavni poloosy a, délkou

vedlejsi poloosy b a excentricitou e:

® pro excentricitu: e? =a?+b? > e =+Va? + b?
e pro délku hlavni poloosy: a’? =e?—-b? = a=+e?— b2
e pro délku vedlejsi poloosy: b2 =e?—a? = b=+Ve? —qa?

Kromé¢ délkové vystfednosti (excentricity) pouzivdme jesSté dalSi charakteristiku
hyperboly, kterd se nazyva Ciselna vystfednost. Ciselnou vystfednost znatime &
a vypocitame ji ze vztahu & = s Hodnota cCiselné vystiednosti je vZdy mensi nez 1, protoze

e > a.

Pro presnégjsi urceni tvaru hyperboly byva vhodné sestrojit si asymptoty a4, a,. Jsou
to piimky, které prochdzeji stfedem hyperboly Sa souCasné prochdzeji vrcholy

charakteristického obdélnika hyperboly. Asymptoty jsou uhloptfiCky charakteristického

obdélnika a s hlavni osou hyperboly sviraji thel ¢. Pro tento uhel plati vztah: tan ¢ = g.

VSechny body roviny je moZzné charakterizovat na zakladé jejich polohy vzhledem
k hyperbole:
a) [|F;M| — |F,M|| > 2a, M je vnitini bod hyperboly;
b) [|F;M| — |F,M|| = 2a, M je bod hyperboly;
¢) [|FiM| — |F,M|| < 2a, M je vnéjsi bod hyperboly.
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2.3.2 Konstrukce hyperboly

Jednotlivé body hyperboly miiZeme sestrojit nasledujicim zptisobem pomoci bodové
konstrukce hyperboly (obr. 8). Jsou dany hlavni vrcholy A, B hyperboly a jeji ohniska
F,, F,. Zvolme na polopiimce opacné k polopiimce — F; F, libovolny bod L. Z ohnisek F;, F,
opiSme kruhové oblouky kq,k, o polomérech |AL|,|BL|. Tyto vzdélenosti ptedstavuji
velikosti pravodi¢t bodu hyperboly, nebot plati |AL| —|BL| = |AB| = 2a. Pruseéiky
kruhovych obloukt k4, k, nam davaji body M,, M,, M5, M, hyperboly.

e B LT Cooon
s B

Obr. 8: Bodova konstrukce hyperboly

Konstrukce asymptot

V hlavnim vrcholu A vzty¢ime kolmici. V priseciku této kolmice s kruZnici se
sttedem S a polomérem |SF1(2)| = e dostaneme bod E. Bod E je jednim vrcholem
charakteristického obdélnika a souc¢asn¢ bodem asymptoty. Asymptota a, je ddna body S a E.

Obdobn¢ se provadi konstrukce asymptoty a, (obr. 9).

Obr. 9: Konstrukce asymptot

-15 -



Konstrukce stiredi hyperoskula¢nich kruznic

Pti konstrukcei v okoli vrcholl se nahrazuje hyperbola, obdobné jako v ptipad¢ elipsy,
oblouky oskula¢nich kruznic. Bodem E, ktery je jednim vrcholem -charakteristického
obdélnika a soucasn¢ bodem asymptoty, vedeme kolmici k asymptoté, kterd timto bodem
prochazi. Prusecik této kolmice s hlavni osou davé stfed S; oskulacni kruZnice s polomérem

|S;A|. Obdobné¢ se provede konstrukce stiedu S, druhé oskula¢ni kruznice.

2.4 Parabola

2.4.1 Zakladni pojmy paraboly

Definice
Parabola je mnozina vSech bodl v roving, které maji od pevného bodu a od dané

piimky, kterd timto bodem neprochazi, stejné vzddlenosti (obr. 10).

Obr. 10: Zakladni pojmy paraboly

Pevny bod nazyvame ohnisko a znac¢i se F. Danou piimku nazyvame Fidici piimkou
a zna¢ime ji d. Parametrem p se rozumi vzdalenost ohniska od fidici piimky. V nékterych
ucebnicich matematiky se miiZzeme setkat s pojmem poloparametr. Poloparametr je vzdalenost
fidici pfimky od ohniska. Piimka, kterd je kolm4 k fidici pfimce d a prochdzi ohniskem F, je
osa o paraboly. Bod V se nazyva vrchol. Tento bod leZi na ose a pili vzdalenost bodu F od
fidici ptimky d. Spojnice FM ohniska F a bodu M a spojnice QM paty Q kolmice sestrojené

z bodu M na fidici ptimku d a bodu M se nazyvaji pruvodice bodu M.
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Parabola déli rovinu na dvé disjunktni Casti. Prvni ¢ast, v nizZ lezi ohnisko F, budeme
nazyvat vnitini oblast paraboly a druhou ¢ast, ktera ohnisko F neobsahuje, budeme nazyvat
vnéjsi oblast paraboly. Pro pruvodi¢e bodu L vnéjsi oblasti paraboly plati: |FL| > |QL|. Pro
pruvodi¢e bodu L vnitin{ oblasti paraboly plati: |FL| < |QL|.

Necht’ bod M je bodem paraboly. Uhel ZFMQ, ve kterém leZi priseéik osy o a fidici
piimky d, a pfislusny vrcholovy uhel se nazyvaji vnéjsi dhly pravodi¢ia bodu M. Vedlejsi

thly k t€émto vnéj$im dhliim se nazyvaji vnitini dhly privodi¢a bodu M.

VSechny body roviny je moZné charakterizovat na zdklad€ jejich polohy vzhledem
k parabole:
a) IMFI < IMd| , M je vnitini bod paraboly;
b) IMFI = IMdI, M je bod paraboly;
¢) IMFI > IMdl, M je vnéjsi bod paraboly.

2.4.2 Konstrukce paraboly

Libovolny bod paraboly, kterd je ddna ohniskem F a fidici pfimkou d, sestrojime
pomoci tzv. bodové konstrukce paraboly (obr. 11). Z ohniska F sestrojime na fidici ptimku
d kolmici o, jeji patu ozna¢ime D. Stfed tsecky FD je vrchol V paraboly. Vrchol V lezi na ose
o a plati pro n¢j IVFl = IVdl. Dalsi body paraboly sestrojime tak, ze v libovolném bodé L
oteviené polopiimky VF vedeme kolmici k pfimce o. Déle narysujeme kruznici [(F,|DL)|).

Pruseciky M; a M, kolmice a kruZnice [ jsou zjevné body paraboly.

Obr. 11: Bodova konstrukce paraboly
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Konstrukce stiredu hyperoskula¢ni kruznice

P11 konstrukei v okoli vrcholu V' nahrazujeme parabolu obloukem oskula¢ni kruZnice.
Jeji stfed S snadno sestrojime, nebot jak se dokazuje v diferencidlni geometrii, polomér
oskulacni kruZnice paraboly v jejim vrcholu je roven parametru p. Naneseme tedy vzdalenost
p = |Fd| na jeji poloptimku VF a dostaneme stfed S oskulaéni kruzZnice paraboly.

Necht' k je libovolnd kruznice se stfedem S = [s,0] na ose paraboly o rovnici
(x —s)? +y?2 =52, kterdA m4 s parabolou y? = 2px spole¢ny vrchol V =[0,0]. Pro
pruseéik M = [x, y] kruZnice s parabolou plati rovnice

x?—=2x(p—s)=0.
Prisecik M splyne s vrcholem paraboly v piipadé, Ze tato rovnice ma jeden

dvojnédsobny kofen, coZ nastane pravé tehdy, kdyz s = p.
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3 Rovnice kuzelosec¢ek

3.1 Kruznice

3.1.1 Odvozeni stfedové rovnice kruznice

V kartézské soustavé zvolime dva rizné body. Stfed S kruZnice se soufadnicemi

[m,n]. Bod M leZici na kruZnici se soufadnice [x,y] (obr. 12). Vzddlenost téchto dvou bodi

je rovna poloméru kruZnice a plati:

|SM| =r.

M=1[x,y]

0

Obr. 12: Odvozeni stiedové rovnice kruZnice

Pomoci Pythagorovy véty odvodime stfedovou rovnici kruZnice

(x—m)?+ (y—n)? =12

3.1.2 Stiedova (osova) rovnice kruznice

3.1.3

x2 4 y2 = r2 proS = [0,0]

(x—m)?+(@y—n)?=r>? pro S = [m,n]
Obecna rovnice kruznice

Pomoci dprav stfedové rovnice kruznice dostaneme obecnou rovnici kruznice.
x? —2xm+m? +y?% - 2ny + n? = r?
x2+y?—2mx—-2ny+m?+n?—-r2=0

M = —2mx,N = —2ny,L = m? + n? — r?

x2+y?+Mx+Ny+L=0, kde M> + N2 — 4L >0
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3.2 Elipsa

3.2.1 Odvozeni stiredové rovnice elipsy

Zvolime kartézskou soustavu soufadnic s pocatkem ve stfedu elipsy S a soufadnou
osou x v hlavni ose elipsy AB a soufadnou osou y ve vedlejsi ose elipsy CD. Jsou-li soufadné
osy osami soumérnosti elipsy (tj. pocdtek je soucasné stfedem elipsy), potom fikdme, Ze
elipsa je v tzv. zdkladni poloze. Soufadnice ohnisek oznaéme F, = [—e¢,0],F, = [e,0]

(obr. 13).

D=1[0,-b]

Obr. 13: Odvozeni stiedové rovnice elipsy

Pro libovolny bod elipsy M = [x, y] plati,
|F1M| + |F2M| == Za.

Rozepsanim rovnice dostdvdme

\/(x+e)2+y2+\/(x—e)2+y2 = 2a.

Celou rovnici umocnime na druhou

2 /et +x* + y* — 2e2x2 + 2e2y? + 2x2y? = 4qa® — 2e? — 2x% — 2y2.
Po dal$im umocnéni a dpravéach dostaneme
—4e2x? = 4a* — 4a”e? — 4a%x? — 4a?y?,
x%(a? — e?) + a’y? = a%(a® — €?).

S néslednym uzitim vztahu

dostaneme rovnici
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3.2.2 Stiredova (osova) rovnice elipsy

y 0 Hlavni osa elipsy je rovnob&znd s osou x:
X2y
o) b—2=1 proS = [0,0]

Gmm)® =M s = [

a2 b?
o X
Obr. 14: Elipsa (04 |l x)
y 1% Hlavni osa elipsy je rovnobézna s osou y:
y2  x2
a_2+b_2:1 pro S =10, 0]

y—m? (x—m)’ _
= + == 1 proS=[m,n]

Obr. 15: Elipsa (04 Il )

3.2.3 Obecna rovnice elipsy
Pomoci dprav stfedové rovnice elipsy dostaneme obecnou rovnici elipsy.

(x—m? G-m?_
a? b?

b%(x — m)? + a?(y — n)? = a?b?

1

b?x? — 2mb?x + b*m? + a%y? — 2na®y + a*n? — a’b? = 0
b%x? + a’y? + (=2mb?*)x + (—2na®)y + (b*m? + a?n? — a?bh?) =0

A=b?B=a?C=-2mb?D = —2na?E = b’>m? + a’n® — a®b?

Ax?*+By*+ Cx+Dy+E =0, A>0,B>0
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3.3 Hyperbola

3.3.1 Odvozeni sti‘edové rovnice hyperboly

Zvolime kartézskou soustavu soufadnic s po¢atkem ve sttedu hyperboly S a soufadnou

osou x v hlavni ose a soufadnou osou y ve vedlejsi ose. Jsou-li soufadné osy osami

soumérnosti hyperboly (tj. pocatek je soucasné sttedem hyperboly), potom ftikdme, Ze

hyperbola je v tzv. zdkladni poloze. Soufadnice ohnisek ozna¢ime F; = [— e, 0], F, = [e, 0]

(obr. 16).

Fi=Fe.0] [A=Fa.0]

Obr. 16: Odvozeni stfedové rovnice hyperboly

Pro libovolny bod hyperboly M = [x, y] plati,

||IF,M| — |F,M]| = 2a.

Rozepsanim rovnice dostdvame

|\/(x+e)2+y2—\/(x—e)2+y2| = 2a.

Provedeme tpravy podobné jako v ptipad¢ elipsy

—2\/e* + x* + y* — 2e2x2 + 2e2y? + 2x2y? = 4a? — 2e? — 2x? —

—4e%x? = 4a* — 4a%e? — 4a?

—x2(e? — a?) + a2y2 = —a?(e? — a?)

S néslednym uzitim vztahu

dostaneme rovnici

—x2b? + a?y? = —a?h?
xZ yZ B 1
a2z b2 '

2

2y

x% — 4a?y?



3.3.2 Stiedova (osova) rovnice hyperboly

Obr. 17: Hyperbola (04 Il x)

Obr. 18: Hyperbola (o4 Il y)

3.3.3 Obecna rovnice hyperboly

Hlavni osa elipsy je rovnobéznd s osou x:

XZ y2
a_z_ﬁ_l pro S =10, 0]
(x-m)’? (y—n)’ _
v " 1 proS=[m,n]

Rovnice asymptot

b
y:i—x proS=[0,0]

a
y—nzia(x—m) pro S = [m, n]

Hlavni osa elipsy je rovnobéznd s osou y:

2 2

y- X —
a_z_ﬁzl pro S = [0, 0]
y—m? (x—m)’ _

T = 1 proS=[m,n]
Rovnice asymptot

b

y:iax pI'OS:[0,0]
y—nzia(x—m) proS =[m, n]

Pomoci dprav stiedové rovnice hyperboly dostaneme obecnou rovnici hyperboly.

(x-m)? (y-n)?
a2 b2

b?(x —m)? — a%(y — n)? = a?b?

b?x? — 2mb?x 4+ b?m?

1

—a?y? 4+ 2na’y —a’n? —a’b? =0

b%x? — a?y? + (—=2mb?)x + (2na?®)y + (b’m? — a%?n? — a?b?) =0

A =Db%B =a?C=-2mb? D = 2na? E = b>m? — a’*n? — a?b?

Ax?> —By?+ Cx+ Dy +E =0,

A>0B>0
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3.4 Parabola

3.4.1 Odvozeni rovnice paraboly

Nyni provedeme odvozeni rovnice paraboly. Kartézskou soustavu soutadnic zvolime
tak, aby F = E,O] a rovnice fidici pifmky d byla d: x = —g. Necht’ bod M = [x,y] je

libovolny bod roviny (obr. 19).

d:[-p/2,0] V=[0,0] F=[p/2,0] X

Obr. 19: Odvozeni rovnice paraboly

Nejprve predpokladejme, Ze bod M nélezi parabole. Potom podle definice plati
|MF| = |Md|.

Tento vztah rozepiSeme v soutfadnicich a dostdvame

j(x_g)2+yz =[x+

Rovnici umocnime na druhou a po kritké upraveé dostaneme

y? = 2px.
Tato rovnice se nazyva kanonicka rovnice paraboly.
Obracené piedpokladejme, Ze pro bod M = [x,y] plati rovnice y? = 2px. Dosazenim

za y? z y? = 2px do vyrazu

dostaneme

IMF| = |x+ | = |Md|.

2

-4 -



3.4.2 Rovnice paraboly

Vrcholova rovnice:

y? = 2px proV =[0,0]
(y—n)?=2p(x—m) proV =[m,n]
Obecna rovnice:

p
d:ix =m——
xX=m 5

Ohnisko F:
_[P _
F—[Z,O] pro V = [0, 0]

F = [m+ g,n] proV = [m,n]

Vrcholové rovnice:

y? = —2px pro V = [0, 0]
y—n)? =-2p(x—m) proV =[m,n]
Rovnice fidici piimky:

p
d:ix=m+-=
xX=m 5

Ohnisko F:
_[_P _
F_[ 2,0] pro V = [0,0]

F = [m— gn] proV = [m,n]

Obr. 21: Parabola oteviend doleva (o || x)

Vrcholova rovnice:

x? = 2py proV = [0,0]
(x —m)* =2p(y—n) proV =[m,n]
Rovnice fidici piimky:

p
dy=n-—=
y=n-—3

v Ohnisko F:

F= [0, g] pro V = [0, 0]

i
i
|
|
1
|
i
i
|
i
|
f
|
|
!
i
i
%
|
i
i
|

F = [m,n+ g] proV = [m,n]

Obr. 22: Parabola oteviend nahoru (o || y)
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Vrcholova rovnice:

x? = —2py proV = [0, 0]
--------------------- - (x—m)? =-=2p(y—n) proV =[m,n]
Rovnice fidici pfimky:

p

d:y = —
y n+2

Ohnisko F:

F= [0,—%] pro V = [0, 0]

I
[
!
[
[
\
[
|
*
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
i
\
[

p
F = [m,n— E] proV = [m,n]
Obr. 23: Parabola oteviend dolt (o || y)

3.4.3 Obecna rovnice paraboly

Vrcholovy tvar rovnice paraboly, jejiZz osa je rovnobéznd sosou x, lze upravit
na obecny tvar:
v —n)? =2p(x —m)
y? —2ny +n? = 2px — 2pm
y2 + (=2p)x + (—2n)y + n? + 2pm =0
A=-2p,B=-2n,C=n%+2pm

y2+Ax+By+C=0,4 % 0.

Vrcholovy tvar rovnice paraboly, jejiZz osa je rovnobéZnd s osou y, lze upravit
na obecny tvar:
(x —m)?> =2p(y —n)
x? —2mx +m? = 2py — 2pn
x2+ (=2m)x + (-2n)y + m? + 2pn =0
A=-2p,B=-2n,C =m?+ 2pn

x*+Ax+By+C=0,B #0.
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4 VySetiovani vzajemné polohy kuZelosecky a primky, dvou
kuzZelosecek

Vzijemnou polohu dvou geometrickych tdtvarti vySetiujeme v analytické geometrii
feSenim soustavy rovnic, resp. nerovnic, které jsou analytickym vyjadfenim téchto udtvart.

ReSenim soustavy ziskdme soutfadnice bodl priniku téchto ttvari.

4.1 Vzajemna poloha kuzelosecky a piimky v roviné

Soustava rovnic dané kuZelosecky (kvadratickd rovnice) a dané piimky (linearni
rovnice) se fesi takto: z linedrni rovnice vyjadiime nezndmou x, resp. y, kterou dosadime do
kvadratické rovnice. Timto eliminujeme jednu nezndmou a dostaneme kvadratickou rovnici
pro druhou nezndmou. Pokud m4 feSend soustava rovnic v R? pravé dvé feSeni, ma piimka
s kuZeloseckou prave dva spole¢né body a jejich priinikem je dvojbodovd mnozina. Pokud ma
feSend soustava pravé jedno feSeni, md piimka s kuZeloseCkou pravé jeden spolecny bod
a jejich prinikem je jednobodovd mnoZina. Nemd-li feSend soustava Zadné feSeni, nema

kuzelosecka s ptimkou zadny spole¢ny bod a jejich prinikem je mnozina prazdna.

Vniti'ni oblasti kruznice k(S,7) se nazyva mnoZina bodi M roviny, pro které plati

[SM| < r (obr. 24).

Vniti'ni oblasti elipsy s ohnisky F;, F, a s hlavni osou délky 2a > |F,F,| nazyvame

mnozinu bodi M roviny, pro které plati |F;M| + |F,M| < 2a (obr. 25).

Pro hyperbolu s ohnisky F;,F, a shlavni osou délky 2a < |F;F,| vnitini oblasti
jedné vétve hyperboly nazyvame mnozinu bodi M roviny, pro které plati |F{M| — |F,M| >
2a. Vnitini oblasti druhé vétve hyperboly nazyviame mnoZinu bodi M roviny, pro které

plati |F,M| — |F;M| > 2a (obr. 26).

Vnitini oblasti paraboly s ohniskem F a fidici pfimkou d nazyvame mnoZinu bodit M

roviny, pro které plati |FM| < v(Md) (obr. 27).

Se¢na s kuzeloseCky je pfimka, kterd md s kuZeloseckou bud’ pravé dva spolecné
body, nebo obsahuje pravé jeden jeji bod, ale neni te¢nou kuZelosecky (tj. obsahuje body

vnitini oblasti kuzelosecky).
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Tecéna t kuZelosecky je piimka, kterd ma s kuZzeloseckou pravé jeden spolecny bod T
a neobsahuje zadny bod vnitini oblasti kuZelosecky. Bodu T se tikd bod dotyku (dotykovy
bod) kuzelosecky a piimky.

Vnéjsi piimka p kuZelosecky je piimka, kterd nema s kuzeloseckou zadny spole¢ny

bod. Priinikem kuzZelosecky s vnéjsi piimkou je mnoZina prazdna.

VSechny mozné piipady vzdjemné polohy elipsy a pfimky jsou na obr. 28.

02

Obr. 24: Vnitini oblast kruznice Obr. 25: Vnitini oblast elipsy

Obr. 26: Vnitini oblast hyperboly Obr. 27: Vnitini oblast paraboly

Obr. 28: Vzijemna poloha elipsy a ptimky
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4.2 Rovnice tecen ke kuzeloseckam
Necht je ddna stfedovd kuZelosecka (kruZnice, elipsa, hyperbola) rovnici ve sttedovém
tvaru, resp. parabola ve vrcholovém tvaru, pak rovnice tecny ke kuZelose¢ce vedené danym

bodem dotyku T = [x,, Y] maji tvary uvedené v tabulce.

Rovnice kuZelosecky

Rovnice teény kuzeloseéky v bodé dotyku T = [x,, Vo]

Stiedovy tvar rovnice kruZnice

(x =m)* + (y* —n)? =r?

Rovnice te¢ny kruznice v bodé dotyku T = [x, Yo

(o —m)(x —m)* + (o — )y —n) =12

Sttedovy tvar rovnice elipsy

(-m)? y-w?

a2 b2 1
—n)? (x—m)?

0% 2) +( ) —1
a b2

Rovnice teény elipsy v bodé dotyku T = [x,, Vo]
(Xo —m)(x —m) N Go -y —n) _

a? b? !
(o —my—n)  X—m)x—m)
° 22 += b2 =1

Stiedovy tvar rovnice hyperboly

x-m? (y-m? _

a2 b2 1
(y—n)? (x—m)?
a2 b2 =1

Rovnice te¢ny hyperboly v bodé dotyku T = [x¢, Vo]
o —m)x-—m) (o-my-n) _

a2 b2 =1
(Yo —m)(y —n) B (X —m)(x—m) {
a2 b2 B

Vrcholovy tvar rovnice paraboly
(x —m)? = 2p(y —n)
(x—=m)? ==2p(y —n)

v —n)? =2p(x —m)
y—n)?=-2p(x —m)

Rovnice te¢ny paraboly v bodé dotyku T = [x, y,]
(o =m)(x =m) = p(yo —n) +p(y —n)

(o =m)(x —=m) = =p(yo —n) —p(y —n)

o =)y —n) =plxo—m) +pkx —m)

o =m)(y —=n) = =p(xg —m) = px —m)

4.3 Vzajemna poloha dvou kuzelosecek

Ulohy na ur€eni priniku dvou kuzelosecek se fesi v analytické geometrii feSenim

soustavy jejich rovnic, tj. kvadratickych rovnic se dvéma nezndmymi x, y.
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5 ResSené priklady

5.1 Kruznice

Piiklad 1

Urcete soufadnice stfedu S a polomér r kruZnice dané obecnou rovnici:
x2+y2—64=0

x? +y? =64
S=1[0,0],r =8
Priklad 2

Urcete soufadnice stfedu S a polomér r kruznice dané obecnou rovnici:

x2+y?—8x—6y+24=0
x> —8x+y*—6y=-24
(x—4)2+(y—-3)2=-24+16+9
(x—4)>2+(@y—-3)2=1
S=1[4,3],r=1

Priklad 3
Urcete stfedovou rovnici kruznice, je-1i dan jeji stfed S a prochdzi bodem A. Pak ji preved'te

na obecny tvar: S = [—5,1],4 = [—6, 2]

1. zpiisob:
Polomér r kruZnice vypocitime jako vzdalenost bod S a A,
tj.r=ISAl= /(=6 +5)2 + (=2 — 1)2 = /(-1)2 + (-3)2 =1+ 9 = V10.
Rovnice kruznice mé pak tvar
(x+5)?2+(@y—-12=10
x24+10x+25+y% -2y +1=10

x2+y?+10x—2y+16=0

2. zptsob:
Soufadnice stfedu S dosadime do stiedové rovnice kruZnice:
(x+52%+(y—-1)?%=r?
Bod A lezi na kruZnici, proto soufadnice bodu A dosadime to této rovnice:
(-6 +5)2+(-2—-1)2=r?

1+9=r?

10 = r?
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Rovnice kruznice m4 potom tvar (x + 5)? + (y — 1) = 10, kterou pievedeme na obecny
tvar x2 + y% + 10x — 2y + 16 = 0.
Piiklad 4

Urcete stfedovou rovnici kruznice o priméru CD a upravte ji na obecny tvar:

¢ =[0,—5],D = [4,1].

S_C+D
2

=[2,-2],r = |cS| = /(2= 0)2 + (-2 +5)2 = V13
(x =2+ (y+2)*=13
x2—4x+4+y’+4y+4—-13=0
X2 +y? —4dx+4y—-5=0
Priklad 5
NapiSte stiedovou rovnici kruznice k, kterd prochdzi body A =[5,1],B =[0,6],

C = [4, —2]. Urcete soufadnice stfedu S a polomér r.

Body A, B, C lezi na kruznici, proto jejich soutfadnice postupné dosadime do obecné rovnice

kruznice x2 + y? + Mx + Ny + L =0

A€ k: 524+1°4+M-5+N-1+L=0
B € k: 024+624+M-0+N-6+L=0
C € k: 42+ (=2)2°+M-4+N-(-2)+L=0

Rovnice upravime a dostaneme soustavu tf{ linedrnich rovnic o ttech nezndmych M, N, L, tj.
koeficienty hledané rovnice kruZznice:
SM+N+L=-26
6N + L =—-36
4M — 2N + L = -20

Refenim této soustavy jsou koeficienty M = 0,N = —2, L = —24. Tyto koeficienty
dosadime do obecné rovnice kruZznice a dostaneme x? + y? —2y — 24 = 0. Rovnici
prevedeme pomoci Gprav na stiedovy tvar.
x>+ (y*—-2y)—24=0
2+ (@y—-1)2-1=24
x2+(y—1)2=25

Ze sttedové rovnice uréime soutadnice stiedu S = [0, 1] a polomér r = 5.
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Priklad 6
Napiste rovnici kruznice k, kterd prochazi 2 danymi body A = [3, 5], B = [2, 6] a ma stied na

dané piimce p: 2x + 3y — 4 = 0.

A€ k: B+m)2+ (5—n)?=r?
B € k: (2+m)?+ (6 —n)? =r?
SeEp: 2m+3n—4=0

B+m)?+(GB-—n)?=2+m)?+ (6 —n)?
9—6m+m?+25—10n+n? =4 —4m+m? + 36 — 12n + n?
—2m+2n—-6=0
2m+3n—-4=0

5n =10

n=2
2Zm+6—4=0
m=-1
B+1)2+(5-2)2=r?
25 =r?

(x+ 12+ (y—2)>=25
x2+y2+2x—4y—-20=0
Priklad 7

Napiste rovnici kruznice, kterd se dotykd obou soufadnych os a prochidzi bodem

A=1[-2,-4].

Vzdalenost stfedu S je od obou os stejnd, proto soufadnice stiedu mizeme psat S = [m, m].
Mezi soufadnicemi stfedu m a polomérem r plati m = —r.
x—12+@-r?=r?
(=24+1r)2+(—4+71)=r?
4—4r+1r2+16—8r +1r?2 =1r?

r2—12r+20=0
r—=2)-(r—10)=0
T1=2,T2=10

Soutadnice stfedu S; = [—2, —2] a polomér r; = 2
x+2)+(y+2)>=4
x2+y?+4x+4y+4=0
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Soutadnice stfedu S, = [—10, —10] a polomér r, = 10
(x+10)% + (y+10)2 =100
x? +y?+20x+ 20y + 100 =0

Piiklad 8
Rozhodnéte o vzdjemné poloze bodd A =[2,4],B =1[7,2],C =[1,3] a kruznice
(x—2)%2+ (y+1)? = 25.
A: (2-2)2+(@+1)2=25
25 =25 A lezi na kruZnici
B: (7—-2)?%+@2+1)?=25
34 > 25 B leZi vné kruZnice
C: (1-2)?4+B+1)2=25

17 < 25 C leZzi uvnitt kruznice

5.2 Elipsa

Piiklad 9
Urcete soufadnice stiedu, délky poloos, excentricitu a soufadnice ohnisek elipsy, kterd je ddana

obecnou rovnici 4x?% + 9y? — 36 = 0.

4x? +9y? = 36
xz yz
Z 4+l =1
9 4

$=[0,0,a=3b=2e=+a?—b2=v/9—4=+5
F, = [-V5,0], F, = [V5,0]

Piiklad 10
Urcete soufadnice stiedu, délky poloos, excentricitu a soufadnice ohnisek elipsy, kterd je dana

obecnou rovnici 9x2 + 25y? + 54x + 100y — 44 = 0.

9x% + 54x + 25y% + 100y = 44
9(x? + 6x) + 25(y? + 4y) = 44
9(x +3)? + 25(y +2)? =44 + 81 + 100
9(x + 3)? + 25(y + 2)? = 225
(>C+3)2+(y+2)2 _
25 9
S=[-3,-2],a=5b=3e=+a2—b2=v25-9=4
Fy =[-7,-2],F, = [1,-2]

1
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Priklad 11

Urcete soufadnice stiedu, délky poloos, excentricitu a soufadnice ohnisek elipsy, ktera je ddna

obecnou rovnici 4x? + 5y% — 32x + 20y + 84 = 0.

4x? — 32x + 5y% + 20y = —84

4(x? —8x) + 5(y% + 4y) = —84

4(x —4)2+5(y+2)2=-84+64+20

4(x —4)2+5(y+2)?2=0
Zadand obecnd rovnice neni rovnici elipsy.
Priklad 12
Urcete stfedovou a obecnou rovnici elipsy se stiedem S = [—6, 2] a jejim bodem K = [2, 5],
jedlia = 10,0 ] .

_ 2 —n)2
< arzn) + (yb;l) = 1 dosadime soufadnice stiedu elipsy S = [—6,2] a

Do rovnice elipsy

délku hlavni poloosy a = 10.

2 _ 2
(x+6? -2 _

102 b? !

Bod K leZzi na elipse, proto jeho soufadnice musi vyhovovat této rovnici.

2 _ 2
@+6)* (5-2)°

102 b2 1

64 9

100 T2 !
9 64
»2 = 17100
9 36
b2 = 100
1 4
b2 = 100
b? =25

Sttedovou rovnici elipsy upravime na obecny tvar.

c+6)? -2 _
100 25
(x + 6)% + 4(y — 2)2 = 100
x?+12x + 36 + 4y? — 16y + 16 = 100
x2+4y?+12x— 16y —48=0

1

Obecné rovnice elipsy je x% + 4y2 + 12x — 16y — 48 = 0.

-34 -



Priklad 13
Najdéte rovnici elipsy, kterd ma ohniska F; = [—4, 3], F, = [2,3] a vrchol na vedlejsi ose je
C=1[-1,7].
F, + F
S = 1 5 2
|FiFyl =2e=J(2+4)2+(3-3)2=v36=6,e=3
ISCl=b=/(-1+ D2+ (7 -3)2=V16=4
a=b?2+e2=V16+9="5
G+’ G-37_
25 16
16(x + 1) + 25(y — 3)? = 400
16(x%? +2x + 1) + 25(y? — 6y + 9) = 400
16x2 + 32x + 16 + 25y? — 150y + 225 = 400
16x2 + 25y% + 32x — 150y — 159 =0

= [-1,3]

1

Priklad 14
Najdéte rovnici elipsy, kterd ma za vrcholy body C = [5,7] a D = [—3, 7] na vedlejsi ose a
ohnisko je F; = [1, 4].
_C+D
2
|CD| =2b=+/(-3-5)2+(7-7)2=V64=8,b=14
ISFl=e=J(1-1D2+(4-7)2=9=3
a=b?2+e2=V16+9="5
-1 G-77_
16 25
25(x — 1)2 +16(y — 7)? = 400
25(x%? = 2x + 1) + 16(y? — 14y + 49) = 400
25x%2 — 50x + 25 + 16y? — 224y + 784 = 400
25x% + 16y2 — 50x — 224y + 409 = 0

S =[1,7]

1

Priklad 15

Najdéte rovnici elipsy, ktera se dotykd obou soutadnych os a ma stied S = [6, 4].

Ze soufadnic stfedu S uréime, Zzea = 6ab = 4
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(x—6)2+(y—4)2 _
36 16
16(x — 6)? + 36(y — 4)?> =576
16x? —192x + 576 + 36y? — 288y + 576 = 576
4x% +9y? —48x — 72y + 144 =0

1

Priklad 16
Rozhodnéte o vzdjemné poloze bodi A =[-3,1],B =[-5,-3],C =[4,6] a elipsy
9x2 + 25y% — 450 = 0.

A: 9-(—3)2+425-12-450=0
—-344 <0 A lezi uvnitf elipsy
B: 9-(-5)2+4+25-(-3)2—-450=0
0=0 B lezi na elipse
C: 9.42+25-6%2—-450=0
594 >0 C leZzi vné elipsy

5.3 Hyperbola

Priklad 17

Napiste stfedovou a obecnou rovnici hyperboly, je-li ddno: S = [0,0],a = 3,b = 2, o, || X.

2
X2 yZ B
FE T
Xyt
9 4

4x? —9y?2 —36=0

Piiklad 18

Napiste stfedovou a obecnou rovnici hyperboly, je-li ddno: S = [0,0],a = 5,b = 6, 0, || y.

25x% —36y2+900 =0
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Piiklad 19

Urcete obecny tvar rovnice hyperboly, je-li ddno: S = [—1,1],a = 4,e =5, 0, || X.

Uréime délku vedlejsi poloosy: b? = VeZ — a2 =52 —42 =9 =3
(x—m)? (y—-n)?

a2 b2 1
(x+1)? (y-1* .
42 32

9(x + 1)2-16(y — 1)? = 144

9(x%2 4+ 2x + 1)-16(y*> =2y + 1) = 144

9x% 4+ 18x + 9- 16y2 + 32y — 16 = 144
9x2-16y% + 18x + 32y — 151 =0

Piiklad 20

Urete obecny tvar rovnice hyperboly, je-li déno: S = [=5,4],a = v2,b =6, o] y.
G-n? @=mp_
a2 bz
(y—4?* (x+5)* _
V2" (Ve)
6(y —4)?-2(x+5)2 =12
6(y? — 8y + 16)-2(x? + 10x + 25) = 12
6y% — 48y + 96- 2x% — 20x — 50 = 12
x?—3y? +10x+24y—17=0

1

1

Priklad 21
Urcete stiedovou rovnici hyperboly se sttedem S = [0,0] a jejim bodem L = [5, 3], je-li

dédno: b = 4 o0, = x.

x2 y2 B
2
52 32
2z !
25 32
2 1te
25 25
az 16
a’ =16
2y
16 16
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Priklad 22
Urcete stfedovou rovnici hyperboly se stiedem S = [—4, —1] a jejim bodem L = [2, 5], je-li

dano: a = 2+/5, 01 || X.

x-—m? y-—n)? _

a2 b2 1
(2+4)*> (-5+1)?
2 b2 =1
(2v5)
36 16 _
20 b2
16 ) 36
bz~ T 20
16 16
bz~ 20
b2 =20
(x+4)? (y+1?* "
20 20
Priklad 23

Urcete sttedovou rovnici hyperboly se sttedem S = [2,—7] a jejim bodem L = [—4, 0], je-li

dano: a = 2,04 || y.

(y=m? x—m? _

a? b2 1
(0+7)2 (—4—2)2
2z pz L
49 36
4 bz
36_1 49
bpZ 4
36 45
p2 T 4
b2 = 3,2
(y + 7)? (96—2)2_1
4 32
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Priklad 24
Uréete soufadnice stfedu hyperboly x? —2y? +8y — 16 =0, délky jejich poloos,

excentricitu a rovnice asymptot.

x*—2y*+8y—-16=0
x?—2(y*—4y) =16
x*—2(y—2)*=16-8

x? (3/—2)2_1
8 4

S=[0,2l,a=vV8=2V2,b=2,e=V8+4=2V3

Rovnice asymptot:

y—n=£2(c—m)
2=+ 2( 0)
— =+ —(x —
Y 22
V2
y=i7x+2

Rovnice asymptot jsou y = \/Z—Ex +2ay= —gx + 2.

Priklad 25
Urdete soufadnice stfedu hyperboly 4x2? — y? + 32x — 4y + 24 = 0, délky jejich poloos,

excentricitu a rovnice asymptot.

4x2 —y2 +32x —4y+24=0
4(x* +8x) — (y* + 4y) = —24
A +4)2 — (y+2)2 = —24+ 64— 4

(x+4)? (y+2)*
9 36

S=[-4,-2],a=3,b=6e=+9+36=3V5

=1

Rovnice asymptot:

—n=4+—(x—
y—n=t-(x—m

6

y=12(x+4)—-2
Rovnice asymptot jsouy = 2x + 6 ay = —2x — 10.
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Piiklad 26

Rozhodnéte o vzdjemné poloze bodi A =[3,0],B =[4,2],C =[—4,1] a hyperboly

4x% —9y? — 36 = 0.

A 4-(-4)2-9-12-36=0
19>0

B: 4.32-9.02-36=0
0=0

C: 4.42-9.22_36=0
—-8<0

5.4 Parabola

Priklad 27

Urcéete souradnice vrcholu, ohniska,

(y—2)2=10(x + 1).

A lezi vné hyperboly

B lezi na hyperbole

C lezi uvnitf hyperboly

parametr

a

rovnici

V=1[-12]F = [m+g,n] = [—1+;;2] =[1,5; 2]

10 e m-Po1-2- 35
p=rmymy@xr=mems = 2=
Priklad 28

Urcéete souradnice vrcholu, ohniska,

(x + 6)2 =8(y — 3).

V=1[-63]F = [m,n+§] = [—6;3 +;] = [-6;5]

Piiklad 29

parametr

a

rovnici

UrCete soufadnice vrcholu, ohniska, parametr a rovnici
(x—3)2=—(y +4).
V=I[3-4LF = [m n—g] = [3'—4— '5] = [3; —4,25]
) ) ) 2 ) 2 ) )
Ll osay=ns 2o o 375
p - 2 — YyJd, U y =n 2 = 2 = )
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Priklad 30
UrcCete soufadnice vrcholu, ohniska, parametr a rovnici fidici pifimky paraboly

(y +7)% = —6(x + 2).
V=[-2-7]F = [m - gn] - [—2 - ;; —7] = [-3,5; 7]

= 2+3— 0,5
= 5= 0,

Piiklad 31

Urcete obecné rovnice parabol.

(x+4)?=-8(y—-1) (y—6)?2=-2(x+1)
x?+8x+16=-8y+38 y2—12y+36=—-2x—2
x2+8x+8y+8=0 y2+2x—12y+38=10
Priklad 32

NapiSte vrcholovou rovnici paraboly s vrcholem V = [0, 0] a jejim bodem M = [3,—6], je-li

ddno F € x™.

y? = 2px
(—6)% =2p -3
p= S 6
6
y? =12x
Priklad 33

NapiSte vrcholovou a obecnou rovnici paraboly s vrcholem V = [—4,2] a jejim bodem

M = [1,-3],je-lio| x.

(y —n)? =2p(x —m)
(=3 —2)% = 2p(1 + 4)
25 = 10p
p=25
Vrcholov4 rovnice paraboly: (y — 2)? = 5(x + 4)
Obecni rovnice paraboly: y2 — 5x — 4y — 16 = 0.

Priklad 34
NapiSte vrcholovou a obecnou rovnici paraboly s vrcholem V = [1,—5] a jejim bodem

M =[-3,-7],je-lio]y.
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(x—-m)? =-2p(y —n)
(-3-1)2=2p(-7+5)
16 = —4p
p=4
Vrcholov4 rovnice paraboly: (x — 1)2 = —8(y + 5)
Obecni rovnice paraboly: x? — 2x + 8y + 41 = 0.

Priklad 35
Urcéete rovnici paraboly, jsou-li dény jeji body K =[—4,3],L =[2,9],M =[-2,5;6]
ao || X.

Body K, L, M lezi na parabole, proto jejich soufadnice postupné¢ dosadime do obecné rovnice

paraboly y2 + Ax + By + C =0

K € P: 32+A-(—4)+B-3+C=0
LeP: 924+ A-2+B:-9+C=0
M € P: 62+A-(=25)+B-6+C=0

—4A+3B+C=-9
2A+9B+C=-81
—2,5A+6B+C=-36
Pomoci dprav dostaneme:
—4A+3B+C=-9
A+B=-12
-1,5A=9
Resenim této soustavy jsou koeficienty A = —6,B = —6,C = —15.

Obecné rovnice paraboly je y2 — 6x — 6y — 15 = 0.

Piiklad 36

Uréete rovnici paraboly, jsou-li ddny jeji body K =[2,0],L =[10,—8], M =[-2,—-2]
aolly.

Body K, L, M lezi na parabole, proto jejich soufadnice postupn¢ dosadime do obecné rovnice

paraboly x> + Ax + By + C =0

K € P: 224A-24+B-0+C=0
L€ P: 1024+ A-104+B-(-8)+C=0
M € P: (=2)2+A-(=2)+B-(=2)+C=0
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2A +C=-4
10A -8B+ C=-100
—2A—-2B+C=-4
Pomoci dprav dostaneme:

2A+2B—-C=4

2A+C=-4
24A = -96
Resenim této soustavy jsou koeficienty A = —4,B = 8,C = 4.

Obecné rovnice paraboly je x? — 4x + 8y + 4 = 0.

5.5 Vzajemna poloha kruZnice a piimky

Piiklad 37

Urdete vzdjemnou polohu kruznice x? + y? = 9 a pifmky p: x —y + 3 = 0.

Z rovnice piimky vyjadiime y a dosadime za y do rovnice kruznice. Rovnici upravime
a vypocitime x.
y=x+3
x2+(x+3)?%2=9
x*+x*+6x+9=9

2x2+6x =0
x-(x+3)=0
x1=0,x2=—3

Dosadime za x do rovnice pifimky y = x + 3.
x1 = O = y1 = 3
xz = _3 = yz == 0

Piimka je se¢nou kruznice se spole¢nymi body A = [0,3] a B = [-3,0].

Piiklad 38
Uréete vzdjemnou polohu kruznice (x — 4)? + (y + 1) = 5 a piimky p: x — 2y — 1 = 0.

x=2y+1
Qy+1—-4)?+(y+1)?2=5
4y?2 — 12y +9+y? +2y+1=5
5y2—10y+5=0
y?—2y+1=0
Yiz =1
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x1’2:2'1+1
x1,2=3

Piimka je tecnou s jednim spole¢nym bodem T = [3, 1].

Piiklad 39

Napiste rovnici te¢ny kruznice x? + y? = 25 v jejim bodé& dotyku T = [—3, 4].

XoX + yoy =12
—3x +4y =25
3x—4y+25=0

Priklad 40
Napiste rovnici teény kruZnice x?+y?—4x—4y+7 =0vjejim bodé¢ dotyku
T =[3,2].

Obecnou rovnici kruZnice pfevedeme na stredovy tvar
x2+y?2—4x—4y+7=0
(x=2)+(@y—-2)P2=-7+4+4
x=22+@-2?%=1
Uzijeme rovnici tecny kruznice v bod¢ dotyku T = [xq, Vo]
(o—m)- (x—m)*+ (o —n)- (y —n) =12
(=2)- x=2)+ (-2 (y—-2)=1
B-2)-x-2)+2-2)- -2 =1
x—2=1
x=3
Priklad 41
Napiste rovnici te¢ny kruznice x* + y? — 4x + 12y + 27 = 0, ktera je rovnob&Znd s pifmkou
p:2x—3y+5=0.
Piimka p a teCna t, které jsou spolu rovnobé¢zné, maji stejny normdlovy vektor. TeCnu t

muZeme zapsat ve tvaru 2x — 3y + ¢ = 0. Z této rovnice vyjadiime x a dosadime za x do

rovnice kruZnice.

_3y-—c

x 2

3y — c\? 3y—c
(yz )+y2—4( yz )+12y+27=0
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9y2 — 6¢cy + c?
4
9y2 —6cy +c% +4y? — 24y +8c + 48y + 108 =0

+y2—6y+2c+12y+27=0

13y%2 —6cy +c?+8c+ 24y +108=0
13y2+ (24— 6¢c)y +c*+8c+108=0
Nyni budeme fesit kvadratickou rovnici a hledat c tak, aby byl diskriminant D = 0.
(24—-6c)>—4-13-(c?+8c+108) =0
576 + 288c + 36¢% — 52¢? — 416¢ — 5616 = 0
c?+44c+315=0

_ —44++V44%2—-4-1-315 —44+26 (_o9
@2 = 2 =— {05
Rovnice teCen jsou t;: 2x =3y —9 =0at,: 2x — 3y —35=0.

5.6 Vzajemna poloha elipsy a pirimky

Priklad 42
Uréete vzdjemnou polohu elipsy 4x% + 16y2 — 64 = 0 a ptimky p: 3x —y + 2 = 0.

Zrovnice pifimky vyjadiime y a dosadime za y do rovnice elipsy. Rovnici upravime
a vypocitame X.
y=3x+2

4x% + 16y — 64 =0
4x%+16(3x +2)2—64=0
4x% +16(9x% +12x +4) — 64 =0
4x% + 144x% +192x + 64— 64 =0
148x% +192x =0
x(148x +192) =0

o, . 192 48
1= 0% =T8T T3y

Dosadime za x do rovnice piimky y = 3x + 2
X1 = 0= Vi = 2
48 3 ( 4 >+2

= —_— = | —— [ ——
X2 37 Y2

70
371

Piimka je se¢nou elipsy se spole¢nymi body A = [0,2] aB = [— g,
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Piiklad 43

2 —_72)2
Urcete vzajemnou polohu elipsy % + % = lapiimky p: M = [3,2],5s = (2,1).

Ptimku vyjadiime parametricky X = M + ts,t € R.
x=3+2t
y=2+t
Soutadnice x, y piimky dosadime do rovnice elipsy a vypoc¢itime parametr.
(3+21:+1)2+(2+1:—2)2=
8 2
(2t +4)?> + 4t*> =8
(2t +4)2 +4t> =8
4t2 + 16t + 16 + 4t* =8
8t2+16t+8=0
t?+2t+1=0

1

t1,2 = _1
Parametr t dosadime do parametrického vyjadreni pifimky.
x=34+2t=3+4+2-(-1)=1
y=2+t=2-1=1
Piimka je tecnou s jednim spole¢nym bodem T = [1, 1].
Piiklad 44
Napiste rovnici te¢ny elipsy 4x? + 9y? = 100 v jejim bod& dotyku T = [—4,y, > 0].
Do rovnice elipsy dosadime soufadnici X, bodu T.

4 - (—4)% + 9y2 = 100

64 + 9y2 =100
9y2 =36
Y12 = 12

Podmince y, > 0 vyhovuje pouze koten 2. Bod dotyku T = [—4, 2].

XoX | 9oy _
25 100

4. (—4)x+9-2y =100
—16x+18y—-100=0
8x—-9y+50=0

1
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Priklad 45
Napiste rovnici teény elipsy  x%+ 4y? —4x+ 32y + 48 = 0v jejim bodé dotyku
T =[x, > 0,-2].

Postup feseni je podobny jako v pfedchozim piikladu.
x2+4-(-2)2—4x+32-(-2)+48=0
x2+4x=0
x-(x+4)=0
X, =0,x, =4
Podmince x, > 0 vyhovuje pouze kofen 4. Bod dotyku T = [4, —2].
X2 —4x+4y? + 32y +48 =0
x? — 4x + 4(y? + 8y) = —48
x—2)?2+4(y+4)?=—-48+4+ 64

(x—2)* (y+4)>?
20 + 5 =1

(0=2)- (=2 (Got4) +4) _

20 5 1

(4—2)-(x—2)_|_(—2+4)-(y+4):1
20 5

2x—4+8y+16 =20

2x+8y—8=0

x+y—4=0

5.7 Vzajemna poloha hyperboly a primky

Priklad 46

Urcete vzajemnou polohu hyperboly z—i— Z—Z = 1 apfimky p: x = —9 + 3t, y = 4t. Vypoctéte
soufadnice jejich bodt, pokud existuji.

(-9 + 3t)? ) (4t)*

81 36
(-9 + 3t)? ) (4t)* .
81 36
81 — 54t + 9t? _16t2 _
81 36

4(81 — 54t + 9t%)-9 - 16t% = 324
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324 — 216t + 36t%-144t% = 324
324 — 216t + 36t%-144t% = 324
108t2 + 216t =0
108t - (t+2) =0

t1=0 t2=—2
X, =-9+3-0=-9 X, =—9+3-(=2) =15
y1=4-0=0 y1=4-(-2)=-8

Piimka je se¢nou se dvéma spoleénymi body A = [-9,0] a B = [—15,—-8].

Priklad 47
Uréete vzdjemnou polohu hyperboly x?-4y? = 4a pfimky p: y = 2x + 3. Vypodtéte

soufadnice jejich bodu, pokud existuji.

x2-4y? =4

x2-4(2x +3)* =4

x?-4(4x> +12x +9) = 4

x%-16x* —48x — 36 = 4

15x2 +48x +40 =10
Vypocteme diskriminant

D =48%—4-15-40 = 2304 — 2400 = —96

VVVVVV

Piiklad 48

2 2
Napiste rovnici teény hyperboly §—6—Z—1 = 1 v jejim bod¢ dotyku T = [—10, y, > 0].

(-10)* y*
36 81

900-4y? = 324

4y? =576

y? =144

Y12 = +12

Podmince y, > 0 vyhovuje pouze koten 12. Bod dotyku T = [—10, 12].

XoX  YoY

36 81
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—10x_12_y_

36 81
9:(-10)x —4-12y = 324
—90x —48y —324 =0

15x +8y+54=0

Piiklad 49

2 2
K hyperbole %_y? = 1 ved'te te€nu rovnobéznou s pitimkou x +y — 7 = 0.

Te¢na md piedpis x +y +¢c =0
y=—-x—c
x_2 (—x —¢)? B
15 6
2x%2-5(—=x —¢)? =30
2x%-5(x% 4+ 2cx + ¢?) = 30
2x%-5x% —10cx —5¢2—=30=0
3x%2+10cx +5¢2+30=10

1

Resime kvadratickou rovnici pro ¢ a diskriminant musi byt roven 0.
(10¢)? —4-3-(5¢2+30)=0
100c? — 60c? + 360 = 0

40c? = 360
c2=9
61'2 = i3

Rovnice te€en jsoux +y+3 =0ax+y—3 =0.

5.8 Vzajemna poloha paraboly a primky

Piiklad 50

Vypoditejte soutadnice priise¢ikii paraboly x> = 12y s pifmkou 2x — 3y + 5 = 0.

2x+5
y= 3
2 = 12_2x+5
3
x? = 8x+20

x2—-8x—-20 =0
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x—10)-(x+2)=0
2x+5 2-10+5 25

2x+5 2-(-2)+5 1
Xp=—2 =y = 3 3 =3

Ptimka je seCnou k parabole s body dotyku A = [10, %] aB = [—2,;].
Priklad 51
Jakou velikost m4 t&tiva na parabole y? = 8x, kterou vytina pifmka y = x — 2?

(x —2)? =8x
x2—12x+4=0

12+V144—4-1-4 12+8V2
2 2

X1 =64+4V2 2y, =6+42-2=4+4/2
X =642 y,=6-42-2=4—42
Dostdvdme dvabody A = [6 + 4V2; 4 + 4V2|a B = [6 — 4V2; 4 — 4V2].

=6+4V2

X1,2 =

Velikost tétivy vypocitime jako vzdélenost téchto dvou bodu.

d = |AB| =\/(6—4\/5—6—4x/§)2+(4—4\/§—4—4\/§)2 = V256 = 16
Té&tiva ma velikost 16.

Priklad 52
Napiste rovnici te¢ny paraboly y? — 6x — 4y — 14 = 0 v jejim bodé& dotyku T = [3, —4].

Obecnou rovnici prevedeme na vrcholovou rovnici.
y? —4y =6x + 14
(y—2)2=6x+14+4
(y —2)2 =6(x+3)
Bod dotyku T dosadime do rovnice tec¢ny paraboly.
(Yo —n) - (y —n) = p(xo —m) + p(x —m)
4-2)-(y—2)=33B+3)+3(x+3)
—6y+12=18+3x+9
x+2y+5=0
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Priklad 53
Najdéte rovnici te¢ny paraboly x? — 6x — 8y — 7 = 0, je-li d4n bod dotyku T = [7, y,].

Vypocitdme druhou soufadnici bodu T.
72-6-7—-8y—-7=0
8y =49—-42-7
y=0
Obecnou rovnici prevedeme na vrcholovou rovnici.
x2—6x=8y+7
(x—3)2=8y+7+9
(x—3)2=8(y+2)
Bod dotyku T dosadime do rovnice te¢ny paraboly.
(xo=m) - (x =m) =p(yo —n) +p(y —n)
(7-3)-(x—=3)=40+2)+4( +2)
4x—-12=8+4y +8
x—y—7=0

Piiklad 54

Ved'te k parabole y? = 8x te¢nu rovnobé&Znou s pfimkou 3x —y + 5 = 0.

Rovnice te¢ny je 3x —y + ¢ = 0. Resime soustavu rovnic s nezndamou c.
y=3x+c
(3x +¢)? = 8x
9x2 + 6¢cx + ¢? = 8x
9x% + (6c—8)x+c*=0
Diskriminant této rovnice musi byt roven nule, aby ptimka byla te€nou paraboly.
b?> —4ac=0
(6c—8)2—4-9-¢2=0
36¢% —96¢ + 64 — 36¢% =0
64 2

“T96 3

Dosadime za ¢ do rovnice te¢ny a dostaneme te¢nu o rovnici 9x — 3y + 2 = 0.
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5.9 Vzajemna poloha dvou kuzelosecek

Priklad 55
Ur¢ete vzdjemnou polohu kuZelose¢ek (x —3)* + y* =45a (x —9)? + (y — 2)* = 25.

Resfme jako soustavu rovnic.
x2—6x+9+y2—-45=0
x2—18x+81+y?—4y+4—-25=0
x2+y?—6x—36=0
x2+y?—18x—4y+60=0
—12x—4y+96 =0
y =24—-3x
Nezndmou y dosadime do jedné z rovnic kuZelosecek.
(x —3)2+y2 =45
(x —3)2+ (24 —3x)? =45
x%—6x+9+ 576 — 144x + 9x% = 45
10x% — 150x + 540 = 0
x?—15x+54=0
x—-9)-(x—-6)=0
X =9 >y, =24—-3x,=24-3-9=-3
X, =6 2y,=24—-3x,=24—-3-6=6
Kuzelosecky maji dva spolecné body A = [9,—3] a B = [6, 6].

Priklad 56
Urdete priseciky kuZelosedek x2 + y2 — 225 = 0 ay? — 16x = 0.

Resfme soustavu rovnic. Vyjadifme nezndmou z rovnice paraboly a dosadime do rovnice
kruZnice.
y? =16x
x2+y?—-225=0
x2+16x—225=0
(x+25)-(x—9)=0
Kofen x; = —25 ... nevyhovuje, kofen x, = 9.

y2=16-9 = 144

y* =112

KuZelosec¢ky maji 2 spoleéné body M = [9,12] a N = [9,—12].
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Piiklad 57

2 2
Urcete pruseciky kuZelosecek ;—2 + % = 1ay? — 16x = 0. Urcete délku spole¢né t&tivy.

Resfme soustavu rovnic. Vyjadifme nezndmou z rovnice paraboly a dosadime do rovnice
elipsy.

y? = 16x
x?  16x
327128
4x% + 16x = 128
x2+4x—-32=0
x+8)-(x—4)=0

1

Kofen x; = —8 ... nevyhovuje, kofen x, = 4.
y?=16-4 =64
y* =18

KuZelosec¢ky maji 2 spoleéné body M = [4,8] a N = [4,—8].

Délku tétivy urc¢ime jako vzdéalenost bodi MN.

d=|MN|=(n; —m;)?+ (n, —my)? = /(4 —4)? + (-8 — 8)2 = V256 = 16
Délka tétivy je 16.

Priklad 58
Urcete pruseciky kuZelosecek % — 136/ (2)0 = 1ay? — 16x = 0. Urcete rovnici jejich spojnice.
y? =16x
x_2 _ lex
500 1600
x2—=5x—-500=0
(x—25)-(x+20)=0
Kofen x; = 25, kofen x, = —20 nevyhovuje.
y2=16-25=400
y* =420

KuZelosecky maji 2 spole¢né body R = [25,20] a S = [25,—20].
Rovnici spojnice ur¢ime pomoci obecné rovnice.
s =(0,—40) = n = (40,0)
40x+0y+c=0
40-254+0-20+c=0
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c =-1000
40x —1000=0
x =25
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Zavér

Hlavnim cilem bakalaiské prace bylo podani pohledu na problematiku kuZzelosecek.

Celou préci jsem rozd¢lil na dvé Casti, a to na ¢ast teoretickou a na ¢ast praktickou.

Teoretickou cast jsem rozdélil do Ctyf kapitol. V prvni kapitole jsem vysvétlil, ze
kuZelosecky jsou rovinné kiivky a vznikaji jako prinik roviny s rota¢ni kuzelovou plochou.
V druhé kapitole jsem se zabyval jednotlivymi typy kuZeloseCek, uvedl jejich definici
a popsal jejich vlastnosti. Z vlastnosti by mél ¢tenat pochopit, Ze kruznice, elipsa a hyperbola
jsou stfedové kuzeloseCky, nebot’ jsou soumérné podle stfedu soumérnosti. Parabola nema
stted soumé&rnosti, a proto byvd oznacovana jako nestfedova kuzelosecka. V kapitole jsou
popsany konstrukce kazdé kuZeloseCky. Ve treti kapitole jsem uvedl rovnice kuZelosecek.
U kazdé kuzelosecky jsem odvodil stiedovou, resp. vrcholovou rovnici kuZelosecky. Rovnice
kuZelosecek jsou uvedeny pro kuZeloseCky, jejichZ osy jsou rovnobé&Zné s osami kartézské
soustavy soufadnic. Ctvrtd kapitola je zaméfena na uréovani vzdjemné polohy kuZelosecky
a piimky, resp. dvou kuzelosecek. Na zacatku této kapitoly jsem popsal postup pro urceni
vzajemné polohy na zdklad¢ feSeni soustavy rovnic. Déle vysvétlil pojmy seCna, te€na,
nesecna.

Prakticka cast je t€ziStém této prace. Celd kapitola obsahuje sadu feSenych piikladi.
V piikladech ze zadani urCujeme sttedové, vrcholové a obecné rovnice. Provadime pievody
mezi rovnicemi. Hleddme stfed, ohniska, hlavni vrcholy, fidici pfimku a dal$i vlastnosti
kuZelosecek. Urcujeme polohu bodu a piimky vzhledem ke kuzelosecce a vzdjemnou polohu

dvou kuzelosecek.

Pro grafické zpracovédni jsem pouZil software GeoGebra. VSechny obrazky (mimo
jednoho) jsem vytvotil pomoci tohoto programu. S rozvojem pocitacli, interaktivnich tabuli
a interaktivnich projektorti je tento program vhodnym pomocnikem pro ucitele a zZaky pii

vyuce geometrie 1 matematiky na vSech typech Skol.
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