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Anotace

Tato bakalářská práce studuje model vazby transkripčńıho faktoru na genový pro-

motor. Nejprve analyzujeme jednoduchý model chemické vazby enzymu na substrát.

Následně model rozš́ı̌ŕıme, aby popisoval afinitu transkripčńıch faktor̊u na vazebná mı́sta

promotoru. Ukážeme, že tento model popsaný systémem obyčejných diferenciálńıch rov-

nic vykazuje existenci jediného kladného ekvilibria, které je nav́ıc stabilńı.

Annotation

This bachelor thesis studies a model of transcription factor binding to a gene promo-

ter. First, we analyze a simple model of chemical binding of the enzyme to the substrate.

Then we extend this model to describe the affinity of transcription factors for promo-

ter binding sites. We show that the extended model, described by a system of ordinary

differential equations, exhibits the existence of a single positive equilibrium, which is

moreover stable.
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Úvod

Práce se věnuje zkoumáńı vazby transkripčńıch faktor̊u na vazebná mı́sta v oblasti pro-

motoru na DNA a klade si za ćıl vytvořit model, který analogicky odpov́ıdá chemické

vazbě mezi dvěma reaktanty v jejich komplexu. Model, který je studován z matema-

tické stránky, je popsán pomoćı systému obyčejných diferenciálńıch rovnic, jeho sta-

cionárńı stav (když je ve stavu tzv. dynamické rovnováhy) pomoćı termodynamických

algebraických rovnic. Zaměřujeme se na hledáńı kladného (tedy fyzikálně smysluplného)

ekvilibria a zkoumáme jeho stabilitu. Dokážeme, nejprve pro jednoduchý model che-

mické vazby enzymu na substrát a následně i pro model afinity transkripčńıch faktor̊u

na promotor, že oba modely vykazuj́ı existenci jediného (ve všech složkách) kladného

ekvilibria, o kterém nav́ıc ukážeme, že je lokálně stabilńı.

Práce je rozdělena do čtyř kapitol. V kapitole Molekulová genetika vysvětĺıme expresi

genu, podrobněji poṕı̌seme proces transkripce a s t́ım souvisej́ıćı pojmy transkripčńı

faktor a promotor.

V druhé kapitole se budeme věnovat rychlosti chemické reakce a poṕı̌seme některé

faktory, které tuto rychlost ovlivňuj́ı. Dále se budeme věnovat enzymatické kinetice,

konkrétně mechanismu modelu Michealise a Mentenové, který poṕı̌seme systémem oby-

čejných diferenciálńıch rovnic, a odvod́ıme rovnici rychlosti.

V následuj́ıćı kapitole na úvod zavedeme použ́ıvané matematické pojmy, následně

budeme analyzovat jednoduchý model vazby enzymu na substrát za vzniku komplexu

enzym-substrát. Dynamiku reakce poṕı̌seme systémem obyčejných diferenciálńıch rovnic.

Dı́ky ekvivalenci tohoto systému s jednou diferenciálńı rovnićı nalezneme jeho ekvilibria

a urč́ıme jejich stabilitu. Na konec odvod́ıme explicitńı tvar řešeńı tohoto systému.

Ve čtvrté kapitole bude studován model vazby transkripčńıho faktoru na promotor.

Vazba bude modelována obdobně jako v předešlé kapitole, tedy jako vazba chemická.

Bude opět popsána systémem obyčejných diferenciálńıch rovnic, budou nalezena ekvilib-
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ria tohoto systému a bude ukázáno, že existuje právě jedno kladné ekvilibrium, které je

nav́ıc stabilńı.

Motivace této bakalářské práce je snaha částečně ověřit některé výsledky uvedené

v článku [6], kde autoři sestavili model vazeb transkripčńıch faktor̊u na promotor v bu-

něčných jádrech analogický chemickým vazbám. Zat́ımco v [6] autoři pracovali se sta-

cionárńım modelem, autorka práce sestavila odpov́ıdaj́ıćı model dynamický, aby mohla

zkoumat nav́ıc stabilitu pevných bod̊u.
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1 Molekulová genetika

Molekulová genetika má za úkol popsat a vysvětlit složitost chováńı živých organismů,

spojeného s vývojem a dědičnost́ı, pomoćı proces̊u na bázi struktury a interakćı molekul.

Objevitelé molekulárńı struktury deoxyribonukleové kyseliny (DNA), Watson a Crick,

vytvořili centrálńı dogma molekulové biologie (DNA→ ribonukleová kyselina (RNA)→

b́ılkovina), které stanovuje procesy, d́ıky nimž můžeme na molekulárńı úrovni popsat

podstatu dědičnosti. Mezi tyto procesy patř́ı:

1. Replikace DNA (zachováńı a přenos informace),

2. Transkripce DNA (přepis),

3. Translace DNA (překlad) [18].

1.1 Exprese genu

Exprese genu neboli genová exprese je komplexńı a komplikovaný proces, ke kterému

docháźı v každé buňce. Na základě centrálńıho dogmatu molekulárńı biologie je ex-

prese (funkčńı úloha genu) dvojstupňový proces na molekulárńı úrovni skládaj́ıćı se

z transkripce a translace, viz Obrázek 1. Nejprve je genetická informace přepsána do

mediátorové (messenger) RNA (mRNA) a následně převedena na aminokyseliny v mo-

lekule b́ılkovin [5, 12, 18].

Obrázek 1: Exprese genu (převzato a upraveno z [1])
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1.1.1 Transkripce

Transkripce je prvńım stupněm exprese gen̊u. Jedná se tedy o proces, kdy docháźı

k přenosu genetické informace z DNA na mRNA. Prob́ıhá předevš́ım v buněčném jádru

nebo u semiautonomńıch organel v mitochondríıch či plastidech. Tato reakce je kata-

lyzována p̊usobeńım oligomerńıho (tvořeného z v́ıce podjednotek) enzymu nazývaném

RNA-polymerasa. Ke správné funkci enzymu je nutná př́ıtomnost hořečnatých Mg2+

a manganatých Mn2+ iont̊u. Při transkripci dvouvláknové DNA je přepsán pouze jeden

řetězec, který nese plnohodnotnou informaci. Dı́ky tomu bývá transkripce označována

jako asymetrický proces. U mechanismu transkripce rozlǐsujeme tři fáze: iniciace, elon-

gace a terminace.

V prvńım kroku docháźı k rozepnut́ı dvoušroubovice DNA, jeden řetězec DNA se

stává matrićı pro vytvořeńı RNA. Mı́sto v oblasti promotoru (úsek DNA v bĺızkosti

genu) je rozpoznáno σ-podjednotkou enzymu RNA-polymerásy. Následně se na specifická

vazebná mı́sta promotoru naváže RNA-polymerasa, a t́ım je zahájena transkripce genu.

Ćılem iniciace je syntéza RNA, které prob́ıhá ve směru od 5′ konce nové RNA,

což představuje zbytek kyseliny fosforečné neboli fosfátovou skupinou, která je vázaná

na 5. uhĺıku, do 3′ konce, kde je hydroxylová skupina vázaná na třet́ım uhĺıkovém

atomu pentózy. Aby mohla syntéza RNA nastat, je vazba RNA-polymerasy na promotor

ovládána navázanými regulačńımi b́ılkovinami, též nazývanými transkripčńı faktory. Ty

bud’ start syntézy podpoř́ı nebo naopak j́ı v tom zabráńı.

Při elongaci nebo-li prodlužováńı docháźı k uvolněńı RNA-polymerásy od promotoru.

Následně se RNA-polymerása začne posouvat po DNA, navazuje nukleotidové zbytky,

molekula DNA se rozvij́ı a vzniká nově syntetizované vlákno RNA.

Posledńı fáźı je terminace - ukončeńı biosyntézy molekuly RNA [5, 16, 18].
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1.2 Transkripčńı faktory

Jak už bylo výše zmı́něno, pojmem transkripčńı faktory (TF) rozumı́me b́ılkoviny, které

jsou schopné spouštět a regulovat iniciaci transkripce molekuly DNA. Struktura TF je

tvořena z:

- DNA vazebné domény (DNA-binding domain) zodpovědné z navázáńı se na speci-

fické sekvence DNA (na promotor),

- trans-aktivačńı domény (trans-activating domain), která navazuje daľśı proteiny

a aktivuje transkripci.

Vazba TF na promotor je umožněna pomoćı vazebných interakćı jako jsou např́ıklad

vod́ıkové můstky či hydrofobńı interakce. Rozlǐsujeme tři typy TF: bazálńı, obecné a re-

gulačńı. Prvńı dva typy TF jsou proteiny, které p̊usob́ı na promotor a jsou nutné pro

transkripci. Třet́ım typem, jak už z jejich názvu vyplývá, jsou hlavńı regulačńı mecha-

nismy, které aktivuj́ı iniciaci transkripce [5, 8, 14, 17].
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2 Chemická kinetika

Chemická kinetika je obor fyzikálńı chemie zabývaj́ıćı se studiem rychlosti chemických

reakćı, zejména měřeńım a interpretaćı reakčńı rychlosti. Dı́ky reakčńım rychlostem

můžeme lépe pochopit mechanismy chemických reakćı i jejich rozklad na elementárńı

kroky [18].

Rozlǐsujeme elementárńı reakce a reakčńı mechanismus. Elementárńı reakce jsou re-

akce, ke kterým docháźı v jednom kroku obvykle interakćı dvou reaktant̊u (částic). Sek-

vence elementárńıch reakćı, která vede k celkové chemické změně vyjádřené jednou che-

mickou rovnićı se nazývá reakčńı mechanismus.

Ćılem chemické kinetiky na makroskopické úrovni je definovat a určit rychlost re-

akce, řád reakce a závislost rychlosti na koncentraćıch výchoźıch látek. Na mikrosko-

pické (molekulárńı) úrovni je ćılem chemické kinetiky rozpoznat reakčńı mechanismus

z experiment̊u.[3]

2.1 Rychlost reakce

Rychlost reakce je definována jako časový úbytek molárńı koncentrace některého z reak-

tant̊u nebo př́ır̊ustek molárńı koncentrace libovolného produktu dělený jeho stechiome-

trickým koeficientem ([3, str. 120]). Budeme uvažovat chemickou rovnici, znázorněnou

následuj́ıćım zp̊usobem

aA+ bB → cC + dD,

kde vzájemně reaguj́ı látka A a látka B (reaktanty, výchoźı látky) a t́ım vzniká látka C

a látka D (produkty). Šipka → je označeńı pro př́ımou reakci, kde na začátku reakce

jsou v reakčńı směsi př́ıtomny pouze molekuly výchoźıch látek a jejich interakce vede

k přeměně na produkty.

Rychlost takto popsané reakce je definována vztahy

v = −1

a

dnA

dt
= −1

b

dnB

dt
= +

1

c

dnC

dt
= +

1

d

dnD

dt
,
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kde a,b,c,d jsou stechiometrické faktory, které jsou rovny počtu mol̊u látky v dané reakci,

dnA, dnB, dnC , dnD odpov́ıdá nekonečné malé změně molárńıho množstv́ı látek A, B, C,

D za nekonečně malý časový okamžik dt, znaménko mı́nus reprezentuje úbytek výchoźı

látky a znaménko plus př́ır̊ustek produktu reakce.

Pokud se objem reakčńı směsi během reakce neměńı, můžeme do výše uvedené rovnice

mı́sto molárńıch množstv́ı dosadit koncentrace jednotlivých látek a dostaneme rychlost

reakce vyjádřenou jako

v = −1

a

d[A]

dt
= −1

b

d[B]

dt
= +

1

c

d[C]

dt
= +

1

d

d[D]

dt
,

viz [3, 10, 11].

2.1.1 Faktory ovlivňuj́ıćı rychlost chemické reakce

Mějme reakci

aA+ bB
k−⇀↽−←−
k

cC + dD, (1)

kde A a B jsou výchoźı látky, C a D jsou produkty, a,b,c,d jsou stechiometrické faktory,

k,
←−
k , jsou rychlostńı konstanty reakce a šipka ⇌ znač́ı zvratnou (reverzibilńı) reakci.

Rychlost chemické reakce (1) může být ovlivněna mnoha faktory např. tlakem, teplo-

tou, př́ıtomnost́ı katalyzátoru. Některé z těchto faktor̊u můžeme ovlivňovat, a tak vhod-

nou volbou podmı́nek rychlost reakce optimalizovat [3]. Mezi hlavńı faktory ovlivňuj́ıćı

rychlost chemické reakce patř́ı:

a) Koncentrace reaktant̊u

Závislost rychlosti dopředné reakce (1) na okamžitých koncentraćıch výchoźıch

látek (rate law, rychlostńı zákon) je popsána kinetickou rovnićı

v = k[A]a[B]b,

pro zpětnou reakci (1) máme

←−v =
←−
k [C]c[D]d.

11



Reakce (1), je tzv. zvratná, tj. prob́ıhá zleva doprava i zprava doleva. Při dopředné

reakci zleva doprava docháźı k úbytku reaktant̊u, v d̊usledku čehož rychlost reakce v

klesá, při zpětné reakci zprava doleva ubývaj́ı produkty a rychlost reakce ←−v roste.

Reakce přitom směřuje k ustáleńı chemické rovnováhy [3, 11]. Jedná se o stav

tzv. dynamické rovnováhy (prob́ıhá neustále oběma směry, přitom se koncentrace

zúčastněných látek neměńı), což je zp̊usobeno t́ım, že se rychlosti př́ımé a zpětné

reakce rovnaj́ı [3, 11]. Proto můžeme psát

k[A]a[B]b =
←−
k [C]c[D]d.

Odkud plyne následuj́ıćı vztah

k
←−
k

=
[C]c[D]d

[A]a[B]b
= K,

kde K je tzv. rovnovážná konstanta reakce. Tento vztah se nazývá Guldberg-

Waage̊uv zákon, který nám ř́ıká, že rychlost reakce je funkćı okamžitých koncen-

traćı reaktant̊u. Tento zákon lze ještě popsat následuj́ıćım zp̊usobem: pod́ıl souči-

nu rovnovážných koncentraćı produkt̊u umocněných na př́ıslušné stechiometrické

koeficienty a součinu koncentraćı výchoźıch látek umocněných na př́ıslušné stechi-

ometrické koeficienty, je konstantńı a rovná se rovnovážné konstantě reakce. Tato

konstanta slouž́ı k určeńı složeńı rovnovážné směsi určité konkrétńı reakce. Pokud

je K < 1, v rovnovážné směsi převažuj́ı výchoźı látky, pro K = 1 směs tvoř́ı stejné

množstv́ı výchoźıch látek a produkt̊u, a jestliže K > 1, pak v rovnovážné směsi

převládaj́ı produkty [11].

b) Katalyzátor

Katalyzátory jsou látky, které vstupuj́ı do chemické reakce, ovlivńı ji a vystu-

puj́ı v nezměněné podobě. Reakci ovlivňuj́ı t́ım, že snižuj́ı aktivačńı energii (to je

minimálńı energie, kterou muśı mı́t částice, aby jejich srážka byla účinná). T́ım

docháźı ke zkráceńı potřebného času k ustanoveńı chemické rovnováhy [11].
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c) Teplota

U teploty se uplatňuje tzv. Van’t Hoffovo pravidlo, které nám ř́ıká, že zvýš́ıme-li

teplotu výchoźıch látek o 10◦C, tak rychlost reakce vzroste dvakrát až čtyřikrát.

Jedná se tedy o exponenciálńı závislost. Závislost rychlosti reakce na teplotě vy-

jadřuje Arrheinova rovnice

k = Ae−Ea/RT ,

kde k je rychlostńı konstanta, A je frekvenčńı faktor a Ea je aktivačńı energie, R

je univerzálńı plynová konstanta a T je teplota v Kelvinech (viz [3, 11]).

d) Tlak

Zvýšeńım tlaku dojde ke zvýšeńı koncentrace a d́ıky tomu vzroste i rychlost reakce.

e) Daľśımi faktory jsou např. skupenstv́ı reaktant̊u nebo rozpouštědlo.

2.2 Enzymatická kinetika

Enzymatická kinetika studuje faktory, které ovlivňuj́ı rychlost reakce katalyzované enzy-

mem. Mezi tyto faktory řad́ıme např. typ a koncentrace enzymu, reaktant̊u a produkt̊u,

dále pH a teplotu. Při studiu enzymatické kinetiky byly pozorovány následuj́ıćı rysy

reakćı:

- koncentrace enzymu je úměrná rychlosti reakce,

- při ńızkých koncentraćıch substrátu je rychlost reakce úměrná koncentraci substrátu,

- při vysokých koncentraćıch substrátu je rychlost reakce nezávislá na jeho koncen-

traci ([3, str. 833]).

Enzymy se řad́ı mezi vysoce selektivńı biokatalyzátory zodpovědné za chemické pře-

měny potřebné k životu. Obsahuj́ı aktivńı mı́sto, které váže substráty (výchoźı látky)
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a přeměňuje je na produkty. Po odloučeńı produktu se aktivńı centrum enzymu (bio-

katalyzátoru) vraćı do p̊uvodńıho stavu ([3, str. 832]). Enzymy využ́ıvaj́ı energii vazby

substrátu na aktivńı mı́sto enzymu ke tvorbě komplexu enzym-substrát. Model p̊usobeńı

enzymů vytvořili Michaelis a Mentenová a jeho mechanismus je popsán chemickou rovnićı

E + S
k1−⇀↽−
k2

ES
k3−→ E + P, (2)

kde k1, k2 a k3 jsou kladné rychlostńı konstanty, E je enzym, S je substrát, P je produkt a

ES je označeńı pro komplex enzym-substrát. Připomı́náme, že symbol ⇌ znač́ı zvratnou

reakci a symbol → př́ımou reakci [2, 3, 15].

Typický pr̊uběh časové závislosti koncentraćı jednotlivých látek účastńıćıch se reakce

(2) za předpokladu, že na počátku reakce jsou koncentrace enzymu a substrátu na maxi-

mech a produkt neńı př́ıtomen (jeho koncentrace je nulová), je znázorněn na Obrázku 2.

Poznámka 1. V rámci celé práce uvažujeme pouze kladné rychlostńı konstanty re-

akćı. Rychlostńı konstanty zpětných reakćı budou v matematických rovnićıch opatřeny

znaménkem mı́nus.

14



Obrázek 2: Křivky zobrazuj́ıćı typický pr̊uběh reakce (2). Červená křivka popisuje pr̊uběh

koncentrace substrátu [S], modrá křivka pr̊uběh koncentrace enzymu [E], zelená křivka

pr̊uběh koncentrace komplexu enzym-substrát [ES] a černá křivka popisuje pr̊uběh kon-

centrace produktu [P ] (převzato z [15]).

Existuj́ı dva zp̊usoby navázáńı substrátu na aktivńı mı́sto enzymu, a to lock-and-key

(zámek a kĺıč) model a induced fit model (model indukovaného přizp̊usobeńı). Prvńı

zmı́něný model představuje přesné zapadnut́ı substrátu na aktivńı mı́sto enzymu bez

narušeńı uspořádáńı atomů, u druhého modelu nejprve docháźı ke konformačńı změně

aktivńıho centra a až poté následuje spojeńı enzymu a substrátu, viz Obrázek 3 [2, 3, 15].
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Obrázek 3: Model zámek a kĺıč a model indukovaného přizp̊usobeńı (převzato a upraveno

z [2]).

2.2.1 Kinetika Michaelise-Mentenové

V této sekci navážeme na sekce předešlé. Uvažujme systém (2), kde enzym E interaguje se

substrátem S za vzniku komplexu enzym-substrát ES. Vzniká produkt P a uvolńı se opět

enzym E. Takovou dynamiku reakćı poṕı̌seme pomoćı systému obyčejných diferenciálńıch

rovnic následovně
d[S]

dt
= −k1[E][S] + k2[ES],

d[ES]

dt
= k1[E][S]− (k2 + k3)[ES],

d[E]

dt
= −k1[E][S] + (k2 + k3)[ES],

d[P ]

dt
= k3[ES],

(3)

kde proměnné v hranatých závorkách znač́ı koncentrace jednotlivých látek a k1, k2, k3

jsou kladné rychlostńı konstanty.

Ve stavu dynamické rovnováhy druhou rovnici systému (3)

d[ES]

dt
= k1[E][S]− k2[ES]− k3[ES] = 0
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můžeme přepsat jako

k1[E][S] = k2[ES] + k3[ES]. (4)

Označ́ıme-li [cE] celkovou koncentraci enzymu, vid́ıme, že odpov́ıdá množstv́ı volného

enzymu a enzymu vázaného v komplexu enzym-substrát [cE] = [E] + [ES]. Koncen-

traci volného enzymu můžeme tedy vyjádřit jako rozd́ıl celkové koncentrace enzymu

a množstv́ı enzymu vázaného v komplexu [E] = [cE]− [ES]. Dosazeńım do (4) máme

k1([cE]− [ES])[S] = k2[ES] + k3[ES], (5)

což uprav́ıme na tvar
([cE]− [ES])[S]

[ES]
=

k2 + k3
k1

, (6)

kde k2+k3
k1

= KM je konstanta Michealise a Mentenové, která charakterizuje katalytické

vlastnosti enzymu, jeho interakci mezi enzymem a substrátem, a neńı závislá na koncen-

traci enzymu, ale pouze na prostřed́ı.

PoměrKd =
k2
k1

rychlostńı konstanty zpětné reakce k2 a rychlostńı konstanty dopředné

reakce k1 udává hodnotu tzv. disociačńı konstanty Kd komplexu ES. Pokud je disociace

komplexu enzym-substrát výrazně rychleǰśı než tvorba produktu (k2 ≫ k3), pak plat́ı

KM ≈ Kd [7].

Budeme-li pokračovat v úpravách rovnice (6), vyjádřeńım [ES] źıskáme vztah

[ES] =
[cE][S]

KM + [S]
.

Ten dosad́ıme do rovnice rychlosti tvorby produktu (3) a źıskáme rovnici Michealise

a Mentenové pro rychlost

v =
d[P ]

dt
= k3[ES] = k3

[cE][S]

KM + [S]
= k3

[cE]
KM

[S]
+ 1

. (7)

Označ́ıme-li Vm = k3[cE], lze (7) psát ve tvaru

v =
Vm

KM

[S]
+ 1

.
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Pokud je koncentrace substrátu mnohem větš́ı než konstanta KM ([S]≫ KM), je KM

[S]
≈

0, d́ıky tomu je v ≈ Vm a Vm lze tak chápat jako maximálńı/limitńı rychlost chemické

reakce vzniku produktu [3, 4, 7, 10, 13, 15].
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3 Matematický model jednoduché chemické reakce

3.1 Definice některých použitých pojmů

V této sekci zavedeme několik matematických pojmů, které budeme déle použ́ıvat.

Pojmem diferenciálńı rovnice rozumı́me rovnice, ve kterých se jako neznámé vy-

skytuj́ı funkce a jejich derivace. Diferenciálńı rovnice s derivaćı neznámé funkce jedné

reálné proměnné se nazývaj́ı obyčejné diferenciálńı rovnice (ODR). V této práci budeme

použ́ıvat obyčejné diferenciálńı rovnice prvńıho řádu, kde nezávislou veličinou bude čas,

závislými proměnnými koncentrace látek účastńıćıch se modelované chemické reakce.

Definice 2. Necht’ n je přirozené č́ıslo, I ⊂ R a G ⊂ Rn a necht’ fi : I × G → R pro

i = 1, 2, . . . , n. Soustava rovnic

dx1(t)

dt
= f1(t, x1(t), ..., xn(t))

...

dxn(t)

dt
= fn(t, x1(t), ..., xn(t))

(8)

se nazývá systém (soustava) obyčejných diferenciálńıch rovnic.

Definice 3. Řešeńım diferenciálńı rovnice (8) nazýváme vektorovou funkci x(t) : I ⊂

R→ Rn, která má v intervalu I derivaci a splňuje pro všechna t ∈ I diferenciálńı rovnici

(8).

Definice 4. Necht’ [t0, x0] je libovolný bod v I×G ⊂ R×Rn. Úloha nalézt řešeńı rovnice

(8) splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku x(t0) = x0 se nazývá Cauchyho počátečńı úloha.

Proces hledáńı řešeńı diferenciálńı rovnice znamená, že hledáme množinu všech řešeńı

dané úlohy. Typické bývá řešit Cauchyho počátečńı úlohu, která z této množiny všech

tzv. obecných řešeńı vybere jedno konkrétńı řešeńı splňuj́ıćı danou počátečńı podmı́nku,

to jest procháźı vybraným specifikovaným bodem.
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Definice 5. Autonomńı diferenciálńı rovnici (systém), nazýváme rovnici

dx

dt
= f(x(t)),

kde funkce f : Rn → Rn nezáviśı explicitně na proměnné t.

Poznámka 6. V této práci pracujeme pouze s autonomńımi diferenciálńımi rovnicemi.

Definice 7. Bod x∗ ∈ G ⊂ Rn, který splňuje fi(x
∗) = 0, i = 1, . . . , n, se nazývá pevným

bodem ( ekvilibriem, stacionárńım bodem) diferenciálńı rovnice (8).

Definice 8. Necht’ x∗ ∈ Rn je pevný bod soustavy diferenciálńıch rovnic dx
dt

= f(x),

x ∈ Rn, f : Rn → Rn, tj. f(x∗) = 0.

1. Pevný bod x∗ se nazývá (lokálně) stabilńı pokud plat́ı, že pro každé ε > 0 existuje

δ > 0 takové, že pro každé řešeńı x(t) diferenciálńı rovnice s počátečńı hodnotou

x(t0) splňuj́ıćı ∥x(t0)− x∗∥ < δ plat́ı ∥x(t)− x∗∥ < ε pro všechna t > t0.

2. Plat́ı-li nav́ıc, že pro takováto řešeńı x(t) je limt→∞ x(t) = x∗, pak ř́ıkáme, že pevný

bod je lokálně asymptoticky stabilńı.

Definice 9. Necht’ existuj́ı parciálńı derivace všech složek f1, . . . , fn vektorové funkce

f : Rn → Rn, n > 1, podle všech proměnných v bodě x ∈ D(f). Matici

J(x) =


∂f1
∂x1

(x) . . . ∂f1
∂xn

(x)
...

...

∂fn
∂x1

(x) . . . ∂fn
∂xn

(x)


nazýváme Jakobiho matićı funkce f v bodě x.

Dále si uvedeme ještě tvrzeńı, která nám pomůžou rozhodnout o stabilitě pevných

bod̊u diferenciálńıch rovnic, viz též [9, Appendix 5.1 a 5.2 a Remark 5.3.4].
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Věta 10 (Routh-Hurwitzova). Necht’ J je Jakobiho matice funkce f : R2 → R2,

J =

a b

c d

 .

Pak reálné části vlastńıch č́ısel matice jsou záporné právě když stopa matice

Tr(J) = a+ d

je záporná a determinant

det(J) = ad− bc

je kladný.

Věta 11 (Věta o stabilitě). Necht’ má Jakobiho matice funkce f v pevném bodě x∗ ∈

D(f) všechna vlastńı č́ısla záporná, pak je tento pevný bod stabilńı i lokálně asymptoticky

stabilńı.

3.2 Analýza modelu vazby enzymu na substrát

Vezmeme si nejjednodušš́ı modelovou situaci, a to reakci enzymu E se substrátem S za

vzniku komplexu enzym-substrát ES, tedy reakci

E + S
k1−⇀↽−
k2

ES, (9)

přičemž k1 je rychlostńı konstanta dopředné reakce a k2 je rychlostńı konstanta zpětné

reakce. Obě rychlostńı konstanty k1, k2 předpokládejme kladné. Dynamika reakce (9) je

popsána systémem tř́ı obyčejných diferenciálńıch rovnic pro koncentrace tř́ı reaktant̊u

d[E]

dt
= −k1[E][S] + k2[ES],

d[S]

dt
= −k1[E][S] + k2[ES],

d[ES]

dt
= k1[E][S]− k2[ES].

(10)

Označme [cE] a [cS] celkové koncentraceu enzymu a substrátu a předpokládejme

[cE] > 0 a [cS] > 0.
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Věta 12. Stacionárńı řešeńı systému (10) jsou body tvaru [0, S, 0] a [E, 0, 0] s libo-

volnými S ∈ R a E ∈ R, a dvě netriviálńı ekvilibria [E1, S1, ES1], [E2, S2, ES2], kde

E1, S1, ES1 > 0 a E2 < 0, S2 < 0, ES2 > 0. Dále plat́ı, že [E1, S1, ES1] je stabilńı

a [E2, S2, ES2] nestabilńı pevný bod.

Poznámka 13. Dosazeńım do rovnic (10) je vidět, že body tvaru [E, 0, 0] a [0, S, 0] pro

každé E ∈ R a S ∈ R jsou ekvilibria, nebot’ pravé strany rovnic jsou nulové, pokud [ES]

je nula a zároveň alespoň jedno z [E] nebo [S] je nula. Dále je zřejmé, že jestlǐze [E] a [S]

jsou v ekvilibriu obě nenulové, pak i [ES] muśı být nenulové. To plat́ı i naopak: jakmile

[ES] je nenulové, pak obě [E] a [S] musej́ı být nenulové. Z toho plyne, že jiná ekvilibria

než uvedených tvar̊u [E, 0, 0] a [0, S, 0] jsou takové trojice, které maj́ı všechny tři složky

nenulové.

V nadcházej́ıćı části práce se zaměř́ıme na hledáńı netriviálńıch ekvilibríı systému (10).

Z reakce (9) v́ıme, že celková koncentrace enzymu [cE] je součtem koncentrace volného

enzymu [E] a enzymu vázaného v komplexu enzym-substrát [ES]. Jelikož koncentrace

enzymu vázaného v komplexu ES je stejná jako koncentrace substrátu v tomto komplexu,

plat́ı analogie i pro substrát, nebo-li

[cE] = [E] + [ES],

[cS] = [S] + [ES].
(11)

Odtud vyjádřeńım koncentrace komplexu enzym-substrát źıskáme vztahy

[ES] = [cE]− [E] = [cS]− [S] (12)

a následně také

[S] = [cS]− [cE] + [E]. (13)

T́ım jsme vyjádřili koncentraci [S] a [ES] pomoćı [E] a známých celkových koncentraćı.

Dosazeńım (12) a (13) do prvńı rovnice z (10) dostáváme následuj́ıćı tvrzeńı.
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Tvrzeńı 14. Za předpokladu rovnost́ı (11) je systém (10) ekvivalentńı s jednou obyčejnou

diferenciálńı rovnićı

d[E]

dt
= −k1[E]([cS]− [cE] + [E]) + k2([cE]− [E]) (14)

a vztahy (12) a (13) pro složky [S] a [ES].

V daľśım textu urč́ıme netriviálńı pevné body rovnice (14), a t́ım d́ıky vztah̊um

(12) a (13) i pevné body systému (10). Nalezneme tak ekvilibriálńı koncentrace jednot-

livých reaktant̊u. Pomoćı rychlostńıch konstant k1, k2 definujeme disociačńı konstantu

Kd obdobným zp̊usobem, jako jsme v předchoźı kapitole definovali konstantu Michealise

a Mentenové

Kd =
k2
k1

=
[E][S]

[ES]
. (15)

Koncentrace komplexu enzym-substrát v ekvilibriu tak vyjádř́ıme pomoćı Kd jako

[ES] =
[E][S]

Kd

. (16)

Č́ım větš́ı bude hodnota disociačńı konstanty Kd, t́ım slabš́ı bude vazba enzymu na

substrát a naopak.

Poznámka 15. Vztah (16) pro koncentrace všech reaktant̊u plat́ı pouze v ekvilibriu. Pro

dynamiku systému (10) ho nelze použ́ıt.

Tvrzeńı 16. Rovnice (14) má dvě ekvilibria, obě jsou netriviálńı a to tvaru

E1,2 =
−(Kd + [cS]− [cE])±

√
(Kd + [cS]− [cE])2 + 4[cE]Kd

2
, (17)

přičemž plat́ı E1 > 0 > E2. Nav́ıc E1 je stabilńı a E2 je nestabilńı. Zde Kd znač́ı

disociačńı konstantu z (15).

D̊ukaz. Naj́ıt ekvilibria rovnice (14) znamená naj́ıt kořeny rovnice

−k1[E]([cS]− [cE] + [E]) + k2([cE]− [E]) = 0.
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Vyděleńım k1 dostaneme tvar s konstantou Kd mı́sto rychlost́ı k1 a k2

−[E]([cS]− [cE] + [E]) +Kd([cE]− [E]) = 0

a po úpravě źıskáme obecný tvar kvadratické rovnice v proměnné [E]

−[E]2 − (Kd + [cS]− [cE])[E] + [cE][Kd] = 0. (18)

Nyńı již snadno urč́ıme kořeny

E1,2 =
−(Kd + [cS]− [cE])±

√
(Kd + [cS]− [cE])2 + 4[cE]Kd

2
,

což je výraz (17). Pro členy v tomto vztahu plat́ı

4[cE]Kd > 0,
√

(Kd + [cS]− [cE])2 + 4[cE]Kd > | − (Kd + [cS]− [cE])|

a proto ze (17) plyne

E2 < 0 < E1, kde E1 =
−(Kd+[cS]−[cE])+

√
(Kd+[cS]−[cE])2+4[cE]Kd

2
.

Dále je z ekvivalentńıch úprav výše a z tvaru (18) zřejmé, že pravá strana rovnice

(14) je vzhledem k proměnné [E] konkávńı parabola. Proto jej́ı derivace je v levém kořeni

kladná, v pravém kořeni záporná. Tud́ıž levý kořen E2 je nestabilńı ekvilibrium a pravý

kořen E1 je stabilńı ekvilibrium rovnice (14).

Nyńı výše uvedené úvahy a poznatky o rovnici (14) převedeme na systém (10).

Tvrzeńı 17. Bod [E1, S1, ES1] je stabilńı a [E2, S2, ES2] je nestabilńı netriviálńı ekvi-

librium systému (10). Zde E1 a E2 jsou dány vztahem (17) a

S1 = [cS]− [cE] +
−(Kd + [cS]− [cE]) +

√
(Kd + [cS]− [cE])2 + 4[cE]Kd

2
,

ES1 = [cE]−
−(Kd + [cS]− [cE]) +

√
(Kd + [cS]− [cE])2 + 4[cE]Kd

2
,

S2 = [cS]− [cE] +
−(Kd + [cS]− [cE])−

√
(Kd + [cS]− [cE])2 + 4[cE]Kd

2
,

ES2 = [cE]−
−(Kd + [cS]− [cE])−

√
(Kd + [cS]− [cE])2 + 4[cE]Kd

2
.

Dále plat́ı E1 > 0, S1 > 0, ES1 > 0 a E2 < 0, S2 < 0, ES2 > 0.
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D̊ukaz. Zaměř́ıme se nejprve na znaménka jednotlivých složek netriviálńıch ekvilibríı

[E1, S1, ES1] a [E2, S2, ES2] systému (10). Z výrazu (15) lze vidět, že disociačńı konstanta

Kd je kladná, protože jsme globálně předpokládali, že rychlostńı konstanty k1, k2 jsou

kladné, viz Poznámka 1.

Z Tvrzeńı 16 v́ıme, že E2 < 0, pak ze vztahu (12) plyne ES2 > 0. Dále z (16) plyne

vztah pro znaménka reaktant̊u

sign[ES] = sign ([E] · [S]) = sign [E] · sign [S], (19)

ze kterých pro E2 < 0 a ES2 > 0 vyplývá také S2 < 0.

Dosazeńım (16) do druhé rovnice z (11) źıskáme rovnost

[cS] = [S] +
[E][S]

Kd

, (20)

kterou uprav́ıme na tvar

[cS] =

(
1 +

[E]

Kd

)
[S]. (21)

Opět z Tvrzeńı 16 v́ıme, že E1 > 0, poté z (21) a z kladnosti Kd > 0 a [cS] > 0 plyne,

že S1 > 0. Následně ze vztahu (19) plyne, že i ES1 > 0. Znaménka obou netriviálńıch

ekvilibríı systému (10) proto jsou [E1, S1, ES1] = [+,+,+] a [E2, S2, ES2] = [−,−,+].

Stabilita a nestabilita ekvilibríı [E1, S1, ES1], [E2, S2, ES2] plyne z ekvivalence úloh

(10) a (14) a stability a nestability pevných bod̊u E1 a E2 pro (14).

Tvrzeńı 17 spolu s Poznámkou 13 nyńı dokazuj́ı platnost Věty 12.

Věta 18. Obecné řešeńı rovnice (14) je

E(t) =
E1 − CE2e

−k1(E1−E2)t

1− Ce−k1(E1−E2)t
, t ∈ R, C ∈ R, (22)

a Cauchyova úloha pro počátečńı podmı́nku E(0) = [cE] má řešeńı tvaru

E(t) =
E1 − E1−[cE]

E2−[cE]
E2e

−k1(E1−E2)t

1− E1−[cE]
E2−[cE]

e−k1(E1−E2)t
, t ∈ R. (23)

kde E1 s E2 jsou ekvilibriálńı body z Tvrzeńı 16.
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D̊ukaz. Rovnici (14) můžeme přepsat do tvaru

d[E]

dt
= −k1([E]− E1)([E]− E2)

a pomineme-li obě konstantńı řešeńı [E] ≡ E1 a [E] ≡ E2, dostaneme rovnici

d[E]

dt

1

([E]− E1)([E]− E2)
= −k1

kterou budeme řešit metodou separace proměnných. Integraćı źıskáme vztah∫
d[E]

([E]− E1)([E]− E2)
=

∫
−k1dt.

Integrál na levé straně rovnice řeš́ıme pomoćı parciálńıch zlomk̊u

1

E1 − E2

∫
1

[E]− E1

− 1

[E]− E2

dE = −k1t+ C,

kde C ∈ R je libovolné. Odtud postupnými úpravami dostáváme

ln

∣∣∣∣ [E]− E1

[E]− E2

∣∣∣∣ = −k1(E1 − E2)t+ C, C ∈ R,

∣∣∣∣ [E]− E1

[E]− E2

∣∣∣∣ = Ce−k1(E1−E2)t, C > 0,

[E]− E1

[E]− E2

= ±Ce−k1(E1−E2)t, C ̸= 0.

Uvědomı́me-li si, že [E] ≡ [E1] a [E] ≡ [E2] jsou obě stacionárńımi řešeńımi, máme odtud

[E]− E1 = Ce−k1(E1−E2)t[E]− Ce−k1(E1−E2)tE2, C ∈ R,

což lze upravit na tvar

[E]
(
1− Ce−k1(E1−E2)t

)
= E1 − Ce−k1(E1−E2)tE2, C ∈ R.

T́ım jsme źıskali obecné řešeńı rovnice (14)

E(t) =
E1 − CE2e

−k1(E1−E2)t

1− Ce−k1(E1−E2)t
, t ∈ R,

26



kde C ∈ R je libovolné.

Nyńı urč́ıme řešeńı Cauchyovy úlohy pro počátečńı podmı́nku E(0) = [cE]. Dosazeńım

obecného řešeńı do počátečńı podmı́nky źıskáme

[cE] =
E1 − CE2

1− C
,

odkud postupnými úpravami vyjádř́ıme integračńı konstantu

C =
E1 − [cE]

E2 − [cE]
.

Dosazeńım tohoto vztahu do (22) dostaneme řešeńı Cauchyovy úlohy

E(t) =
E1 − E1−[cE]

E2−[cE]
E2e

−k1(E1−E2)t

1− E1−[cE]
E2−[cE]

e−k1(E1−E2)t
, t ∈ R.

Funkce E(t) tvaru (22) je řešeńım rovnice (14) a d́ıky ekvivalenci úloh (14) a (10) je

zároveň prvńı složkou řešeńı tohoto systému. Dosazeńım (22) do (12) a (13) dostáváme

všechny složky řešeńı systému (10)

E(t) =
E1 − CE2e

−k1(E1−E2)t

1− Ce−k1(E1−E2)t
,

S(t) = [cS]− [cE] + E(t) = [cS]− [cE] +
E1 − CE2e

−k1(E1−E2)t

1− Ce−k1(E1−E2)t
,

ES(t) = [cE]− E(t) = [cE]− E1 − CE2e
−k1(E1−E2)t

1− Ce−k1(E1−E2)t
, t ∈ R.

(24)

Řešeńı systému (10), které nav́ıc splňuje počátečńı podmı́nky

E(0) = [cE],

S(0) = [cS],

ES(0) = 0,

(25)
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má potom tvar

E(t) =
E1 − E1−[cE]

E2−[cE]
E2e

−k1(E1−E2)t

1− E1−[cE]
E2−[cE]

e−k1(E1−E2)t
,

S(t) = [cS]− [cE] + E(t) = [cS]− [cE] +
E1 − E1−[cE]

E2−[cE]
E2e

−k1(E1−E2)t

1− E1−[cE]
E2−[cE]

e−k1(E1−E2)t
,

ES(t) = [cE]− E(t) = [cE]−
E1 − E1−[cE]

E2−[cE]
E2e

−k1(E1−E2)t

1− E1−[cE]
E2−[cE]

e−k1(E1−E2)t
, t ∈ R.

Úvahy výše můžeme shrnout do následuj́ıćıho tvrzeńı.

Věta 19. Existuje právě jedno řešeńı Cauchyovy úlohy pro systém (10) a počátečńı

podmı́nky (25). Toto řešeńı je dané trojićı funkćı

E(t) =
E1 − E1−[cE]

E2−[cE]
E2e

−k1(E1−E2)t

1− E1−[cE]
E2−[cE]

e−k1(E1−E2)t
,

S(t) = [cS]− [cE] +
E1 − E1−[cE]

E2−[cE]
E2e

−k1(E1−E2)t

1− E1−[cE]
E2−[cE]

e−k1(E1−E2)t
,

ES(t) = [cE]−
E1 − E1−[cE]

E2−[cE]
E2e

−k1(E1−E2)t

1− E1−[cE]
E2−[cE]

e−k1(E1−E2)t
, t ∈ R,

(26)

kde E1, E2 jsou dány vztahem (17).

Poznámka 20. Parametry k2 ani Kd nejsou v řešeńı (26) př́ımo vidět, nicméně jsou

tam implicitně schované prostřednictv́ım stacionárńıch bod̊u E1 a E2.

Typický pr̊uběh výše uvedeného řešeńı (26) pro vybrané hodnoty parametr̊u k1, k2

a počátečńı koncentrace [cE] a [cS] na časovém intervalu [0,5000] je zobrazen na Obrázku 4.
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Obrázek 4: Ilustrace pr̊uběhu řešeńı (26) systému (10) pro vybrané hodnoty parametr̊u.

Fialová křivka popisuje pr̊uběh koncentrace enzymu [E], zelená křivka pr̊uběh koncent-

race substrátu [S] a modrá křivka pr̊uběh komplexu enzym-substrát [ES].

3.2.1 Alternativńı vyjádřeńı pevných bod̊u

V této sekci alternativně vyjádř́ıme ekvilibria rovnice (14) (a tedy i netriviálńı ekvilibria

systému (10)) jako kořeny hyperbolické rovnice. Pro reakci (9) a odpov́ıdaj́ıćı systém (10)

resp. rovnici (14) se jedná pouze o jiný pohled na výše uvedenou věc, ale tato alternativa

bude d̊uležitá v následuj́ıćı kapitole, ve které bude studován složitěǰśı systém a kde si již

s kvadratickou rovnićı nevystač́ıme (viz Poznámka 25 a Sekce 4.3).

Po dosazeńı vztahu (16) do rovnic (11) źıskáme dvě nelineárńı rovnice, (20) a

[cE] = [E] +
[E][S]

Kd

. (27)

Z předpokladu kladnosti [cE] a [cS] plyne, že [E] i [S] jsou r̊uzné od nuly. Vyděleńım

rovnice (27) koncentraćı volného enzymu [E] obdrž́ıme hyperbolickou rovnici v proměnné
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[E] tvaru
[cE]

[E]
= 1 +

[cS]

Kd + [E]
. (28)

Poznámka 21. Ekvilibria E1 a E2 ze (17) jsou kořeny hyperbolické rovnice (28). To

vyplývá z (28) vynásobené faktorem −[E](Kd + [E]), což je kvadratická rovnice (18).

Obrázek 5: Ilustračńı obrázek existence ekvilibríı rovnice (14) plynoućı z hyperbolické

rovnice (28). Černá hyperbola odpov́ıdá levé straně rovnice (28), zelená hyperbola zlomku

na pravé straně rovnice (28) a červená hyperbola celé pravé straně rovnice (28). Pr̊uniky

černé a červené hyperboly jsou ekvilibria E1, E2 ze (17).

Poznámka 22. Z kvadratické formy (18) v́ıme, že rovnice (14) má nejvýše dvě r̊uzná

ekvilibria. Tento fakt plyne i ze tvaru hyperbol na Obrázku 5 přesněji z polohy svislých

a vodorovných asymptot černé a červené hyperboly. Nav́ıc je zřejmé, že jedno ekvilibrium

je kladné a druhé záporné. Zde v Sekci 3 je tato úvaha o hyperbolickém tvaru rovnice pro
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ekvilibria pro pochopeńı vlastnost́ı systému (10) nadbytečná, ale je to př́ıprava pro úvahy

v sekci následuj́ıćı.
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4 Model vazby transkripčńıho faktoru na promotor

V této kapitole budeme studovat model vazby transkripčńıho faktoru na promotor. Bu-

deme předpokládat, že v buňce máme jeden typ transkripčńıch faktor̊u a dva typy va-

zebných mı́st na promotoru, specifická a nespecifická. Dále budeme předpokládat, že

vazba na specifická vazebná mı́sta je silněǰśı než na nespecifická mı́sta. Tento předpoklad

bude realizován tak, že disociačńı konstanta vazby na specifická mı́sta bude mnohem

menš́ı než disociačńı konstanta vazby na nespecifická mı́sta.

4.1 Chemický pohled na biologické vazby

Transkripčńı faktory TF se vážou na specifická S a nespecifická mı́sta N na promotoru

za tvorby
”
komplex̊u“ TF S a TF N . Budeme předpokládat, že obě tyto vazby můžeme

popsat jako vazby chemické a tedy chemickými rovnicemi

TF + S
k1−⇀↽−
k2
TF S,

TF +N
k3−⇀↽−
k4
TF N,

(29)

přičemž k1 a k3 jsou rychlostńı konstanty dopředných reakćı, k2 a k4 jsou rychlostńı kon-

stanty zpětných reakćı. Všechny tyto čtyři rychlostńı konstanty předpokládáme kladné.

Označme po řadě [TF ], [S], [N ], [TF S] a [TF N ] koncentrace volných transkripčńıch

faktor̊u, volných (neobsazených) specifických mı́st, volných (neobsazených) nespecifických

mı́st a koncentrace transkripčńıch faktor̊u navázaných na specifická a na nespecifická va-

zebná mı́sta.

Předpokládejme, že dynamiku reakce (29) můžeme analogicky předchoźı kapitole po-
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psat systémem pěti obyčejných diferenciálńıch rovnic

d[TF ]

dt
= −k1[TF ][S] + k2[TF S]− k3[TF ][N ] + k4[TF N ], (30a)

d[S]

dt
= −k1[TF ][S] + k2[TF S], (30b)

d[N ]

dt
= −k3[TF ][N ] + k4[TF N ], (30c)

d[TF S]

dt
= k1[TF ][S]− k2[TF S], (30d)

d[TF N ]

dt
= k3[TF ][N ]− k4[TF N ]. (30e)

Jak lze vidět, pravé strany rovnic (30d) a (30e) jsou lineárně závislé na pravých stranách

rovnic (30b) a (30c), a pravá strana rovnice (30a) je součtem pravých stran rovnic (30b)

a (30c).

4.2 Pevné body zkoumaného modelu

Označme [cTF ], [cS] a [cN ] celkové koncentrace transkripčńıho faktoru a specifických

a nespecifických vazebných mı́st a předpokládejme [cTF ] > 0, [cS] > 0 a [cN ] > 0.

Věta 23. Stacionárńı řešeńı systému (30) jsou body tvaru [TF, 0, 0, 0, 0] a [0, S,N, 0, 0]

s libovolnými TF, S,N ∈ R a [TF, S, 0, TF S, 0] a [TF, 0, N, 0, TF N ], kde jsou složky

TF , S a TF S a TF , N a TF N nenulové, a tři netriviálńı ekvilibria [TF1, S1, N1, TF S1,

TF N1], [TF2, S2, N2, TF S2, TF N2], [TF3, S3, N3, TF S3, TF N3].

Poznámka 24. Dosazeńım do rovnic (30) je vidět, že body tvaru [TF, 0, 0, 0, 0] a [0, S,N, 0,

0] jsou pro každé TF, S,N ∈ R ekvilibria. Pravé strany rovnic jsou nulové, pokud [TF S] =

0 a alespoň jedno z [TF ] a [S] je nulové, a zároveň [TF N ] = 0 a alespoň jedno z [TF ]

a [N ] je nula, čili [TF S] = [TF N ] = 0 a k tomu [TF ] = 0 a nebo [S] = [N ] = 0. Daľśı

možná ekvilibria jsou tvaru [TF, S, 0, TF S, 0] a [TF, 0, N, 0, TF N ], kde jsou př́ıslušné

TF , S a TF S a TF , N a TF N nenulové.
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Jestlǐze [S], [N ] a [TF ] jsou v ekvilibriu všechny tři nenulové, pak i [TF S] a [TF N ]

muśı být nenulové. To plat́ı i naopak: jakmile [TF S] a [TF N ] jsou obě nenulové, pak

[S], [N ] a [TF ] musej́ı být všechny nenulové. Z toho plyne, že jediná daľśı ekvilibria jsou

takové pětice, které maj́ı všechny složky nenulové.

Právě taková netriviálńı ekvilibria budeme hledat v následuj́ıćı části práce.

Z reakce (29) v́ıme, že celková koncentrace transkripčńıch faktor̊u [cTF ] je součtem

koncentrace volného transkripčńıho faktoru [TF ], koncentrace transkripčńıho faktoru

vázaného na specifická vazebná mı́sta [TF S] a koncentrace transkripčńıho faktoru vá-

zaného na nespecifická vazebná mı́sta promotoru [TF N ]. Jelikož koncentrace TF navá-

zaných na specifická vazebná mı́sta je stejná jako koncentrace obsazených specifických

vazebných mı́st (obě jsou rovny [TF S]) je celková koncentrace specifických vazebných

mı́st [cS] součtem koncentrace volných specifických mı́st [S] a koncentrace transkripčńıho

faktoru vázaného na specifická vazebná mı́sta promotoru [TF S]. Podobným zp̊usobem

vyjádř́ıme i celkovou koncentraci nespecifických vazebných mı́st [cN ], nebo-li

[cTF ] = [TF ] + [TF S] + [TF N ],

[cS] = [S] + [TF S],

[cN ] = [N ] + [TF N ].

(31)

Na základě těchto úvah urč́ıme netriviálńı ekvilibria rovnice (30). Pomoćı rychlostńıch

konstant k1, k2, k3, k4 definujeme dvě disociačńı konstanty KS a KN pro specifická a ne-

specifická vazebná mı́sta obdobně jako v předchoźıch kapitolách.

V ekvilibriu můžeme rovnici (30b) přepsat jako

k1[TF ][S] = k2[TF S],

odkud źıskáme disociačńı konstantu

KS =
k2
k1

=
[TF ][S]

[TF S]
. (32)
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Pomoćı KS tak můžeme vyjádřit koncentraci v ekvilibriu komplexu transkripčńıho fak-

toru navázaného na specifická vazebná mı́sta jako

[TF S] =
[TF ][S]

KS

. (33)

Obdobně vyjádř́ıme i koncentraci v ekvilibriu komplexu transkripčńıho faktoru naváza-

ného na nespecifická vazebná mı́sta. Rovnici (30c) přeṕı̌seme jako

k3[TF ][N ] = k4[TF N ],

źıskáme druhou disociačńı konstantu

KN =
k4
k3

=
[TF ][N ]

[TF N ]
(34)

a vyjádř́ıme koncentraci komplexu

[TF N ] =
[TF ][N ]

KN

. (35)

Č́ım větš́ı je hodnota disociačńıch konstant KS a KN , t́ım slabš́ı je vazba transkripčńıho

faktoru na specifická resp. nespecifická vazebná mı́sta. Z (32), (34) a předpokladu klad-

nosti k1, k2, k3, k4 je vidět, že obě disociačńı konstanty jsou kladné.

Dosazeńım vztah̊u (33) a (35) do rovnic (31) źıskáme systém tř́ı nelineárńıch rovnic

[cTF ] = [TF ] +
[TF ][S]

KS

+
[TF ][N ]

KN

, (36a)

[cS] = [S] +
[TF ][S]

KS

, (36b)

[cN ] = [N ] +
[TF ][N ]

KN

(36c)

pro [TF ], [S] a [N ]. Vyjádřeńım koncentrace [S] volných (neobsazených) specifických

vazebných mı́st z rovnice (36b) źıskáme vztah

[S] =
[cS]KS

KS + [TF ]
. (37)
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Podobně pro koncentraci volných nespecifických mı́st [N ] z rovnice (36c) źıskáme vztah

[N ] =
[cN ]KN

KN + [TF ]
. (38)

Vztahy (37) a (38) dosad́ıme do (36a) a po úpravě źıskáme rovnici pro koncentraci

volných (nenavázaných) transkripčńıch faktor̊u [TF ]

[cTF ] = [TF ]

(
1 +

[cS]

KS + [TF ]
+

[cN ]

KN + [TF ]

)
.

Vzhledem ke kladnosti [cTF ] muśı být [TF ] ̸= 0 a vyděleńım členem [TF ] vznikne

rovnice
[cTF ]

[TF ]
= 1 +

[cS]

KS + [TF ]
+

[cN ]

KN + [TF ]
. (39)

Složky [TF ] netriviálńıch pevných bod̊u systému (30) jsou právě kořeny této hyperbolické

rovnice.

Poznámka 25. Z tvaru hyperbol na Obrázku 6, speciálně z poloh všech tř́ı svislých

asymptot a z vodorovné asymptoty y ≡ 1 červené hyperboly pravé strany rovnice (39)

a z asymptoty y ≡ 0, dále z faktu, že všechny konstanty v rovnosti (39) jsou kladné, je

patrné, že existuj́ı právě tři ekvilibria systému (30), přičemž jedno ekvilibrium má složku

TF1 > 0 a druhá dvě ekvilibria maj́ı složky TF2, TF3 < 0.

V př́ıpadě rovnosti disociačńıch konstant KS a KN by obě záporné svislé asymptoty

splynuly a Obrázek 6 by tak přešel do Obrázku 5. Tud́ı̌z by existovaly dva kořeny, jeden

záporný a jeden kladný (fyzikálně d̊uležitý). V praktických situaćıch z fyzikálńıho hle-

diska ale bude KN vždy věťśı než KS, dokonce o několik řád̊u, proto ve skutečnosti plat́ı

Obrázek 6, a tud́ı̌z jsou dva záporné a jeden kladný kořen rovnice (39) resp. (44).

Poznámka 26. Z fyzikálńıho a biologického d̊uvodu nás zaj́ımá pouze kladné ekvilibrium.

Věta 27. Bod [TF1, S1, N1, TF S1, TF N1] je stabilńı kladné ekvilibrium systému (30).

D̊ukaz. Z Poznámky 25 plyne, že složka TF1 > 0, a po dosazeńı do vztahu (37) zjist́ıme,

že S1 > 0. Analogicky z (38) pro TF1 > 0 plyne N1 > 0. Následně z rovnost́ı (33)
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Obrázek 6: Ilustračńı obrázek existence a polohy netriviálńıch ekvilibríı systému (30)

dané hyperbolickou rovnićı (39). Černá hyperbola odpov́ıdá levé straně rovnice (39),

zelená hyperbola členu [cN ]
KN+[TF ]

, modrá hyperbola členu [cS]
KS+[TF ]

a červená hyperbola

celé pravé straně rovnice (39). Pr̊uniky černé a červené hyperboly jsou prvńı složky

TF1, TF2, TF3 netriviálńıch pevných bod̊u systému (30).

a (35) a z kladnosti KS, KN > 0 vyplývá, že TF S1 > 0 a TF N1 > 0. Znaménka všech

pěti složek netriviálńıho ekvilibria systému (30) proto jsou [TF1, S1, N1, TF S1, TF N1] =

[+,+,+,+,+].

Nyńı urč́ıme stabilitu tohoto pevného bodu. Vyjádřeńım koncentraćı komplex̊u z (31)
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źıskáme rovnosti

[TF S] + [TF N ] = [cTF ]− [TF ], (40a)

[TF S] = [cS]− [S], (40b)

[TF N ] = [cN ]− [N ] (40c)

a následným dosazeńım (40b) a (40c) do (40a) dostaneme vyjádřeńı koncentrace volných

transkripčńıch faktor̊u pomoćı (známých) celkových koncentraćı a neznámých [S] a [N ]

[TF ] = [cTF ]− ([TF S] + [TF N ]) = [cTF ]− ([cS] + [cN ]) + [S] + [N ]. (41)

Dosad́ıme-li (40b), (40c) a (41) do rovnic (30b) a (30c) dostaneme systém nyńı již jen

dvou obyčejných diferenciálńıch rovnic pro [S] a [N ]

d[S]

dt
= −k1([cTF ]− ([cS] + [cN ]) + [S] + [N ])[S] + k2([cS]− [S])

= −k1(([cTF ]− [cS]− [cN ])[S] + [S]2 + [S][N ]) + k2([cS]− [S]),

d[N ]

dt
= −k3([cTF ]− ([cS] + [cN ]) + [S] + [N ])[N ] + k4([cN ]− [N ])

= −k3(([cTF ]− [cS]− [cN ])[N ] + [N ]2 + [S][N ]) + k4([cN ]− [N ]).

(42)

Tento systém můžeme přepsat ve tvaru

d[S]

dt
= f([S], [N)]),

d[N ]

dt
= g([S], [N)])

pro vhodnou volbu f, g : R2 → R. Jakobiho matice systému (42) je

J([S], [N)]) =

 ∂f
∂[S]

∂f
∂[N ]

∂g
∂[S]

∂g
∂[N ]

 ,
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kde jednotlivé prvky jsou

∂f

∂[S]
= −k1 ([cTF ]− ([cS] + [cN ]) + 2[S] + [N ]− k2) ,

∂f

∂[N ]
= −k1[S],

∂g

∂[S]
= −k3[N ],

∂g

∂[N ]
= −k3 ([cTF ]− ([cS] + [cN ]) + 2[N ] + [S]− k4) .

Pokud tyto výrazy mı́rně uprav́ıme t́ım, že za rozd́ıly [cS] − [S] a [cN ] − [N ] dosad́ıme

[TF S] a [TF N ] z rovnic (40b) a (40c), a následně si uvědomı́me, že výraz [cTF ] −

[TF S]−[TF N ] vyjadřuje d́ıky (40a) resp. (41) koncentraci transkripčńıch faktor̊u [TF ],

źıskáme Jakobiho matici ve tvaru

J([S], [N)]) =

−k1([TF ] + [S])− k2 −k1[S]

−k3[N ] −k3([TF ] + [N ])− k4

 ,

Nyńı pomoćı Věty 10 rozhodneme o stabilitě pevného bodu. Stopa matice je

−k1([TF ] + [S])− k2 − k3([TF ] + [N ])− k4

a determinant matice je

(−k1([TF ] + [S])− k2)(−k3([TF ] + [N ])− k4)− k1k3[S][N ]. (43)

Součin prvk̊u na diagonále tj. součin závorek ve (43) přeṕı̌seme ve tvaru

(k1([TF ] + [S]) + k2)(k3([TF ] + [N ]) + k4)

= (k1[TF ] + k1[S] + k2)(k3[TF ] + k3[N ] + k4)

= (k1[TF ] + k1[S] + k2)(k3[TF ] + k4) + k3[N ](k1[TF ] + k2) + k1k3[S][N ]

= (k1([TF ] + [S]) + k2) (k3[TF ] + k4) + k3[N ] (k1[TF ] + k2) + k1k3[S][N ],

a proto

det J ([S], [N ]) = (k1([TF ] + [S]) + k2) (k3[TF ] + k4) + k3[N ] (k1[TF ] + k2) .
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Pro TF1 > 0, S1 > 0, N1 > 0 je stopa matice Tr(J) < 0 a determinant matice det(J) > 0.

Tud́ıž dle Věty 10 a Věty 11 je kladný pevný bod [TF1, S1, N1, TF S1, TF N1] lokálně

stabilńı, a to dokonce asymptoticky.

4.3 Analytické vyjádřeńı pevných bod̊u systému

V této sekci se pokuśıme analyticky vyjádřit kořeny hyperbolické rovnice (39) a źıskat

tak explicitńı tvar pro ekvilibria.

Hyperbolickou rovnici (39) můžeme ekvivalentně přepsat do tvaru kubické rovnice

[TF ]3 + (KS +KN + [cS] + [cN ]− [cTF ])[TF ]2

+ ((KN + [cN ])KS + [cS]KN − [cTF ](KS +KN)) [TF ]− [cTF ]KNKS = 0.
(44)

Poznámka 28. Z tvar̊u jednotlivých člen̊u je vidět, že absolutńı člen má opačné znaménko

než kubický koeficient, odkud je patrné, že muśı existovat alespoň jeden kladný kořen.

Zároveň je odtud vidět, že existuj́ı nejvýše tři kořeny TF . To spolu s Poznámkou 25

ukazuje, že existuj́ı právě tři netriviálńı pevné body přičemž TF1 > 0 a TF2, TF3 < 0.

Tyto úvahy spolu s Poznámkou 24 dokazuj́ı Větu 23.

Jednotlivé kořeny rovnice (44) lze explicitně vyjádřit např. pomoćı Cardanových

vzorc̊u. My jsme se pokusili kořeny zjistit s využit́ım softwaru Maxima, Maple i Wolfram

Mathematica. Nejkratš́ı výstup (byl z programu Mathematica) je zhruba na stránku

výpisu pro každý z kořen̊u. Uvád́ıme ho pro úplnost jako př́ılohu. Nicméně žádné vlast-

nosti kořen̊u z něj neumı́me vyč́ıst.

4.4 Ilustrace numerické simulace

V této sekci ukazujeme na Obrázku 7 výsledek numerického řešeńı pro vybrané hodnoty

parametr̊u na časovém intervalu [0,5000], odkud je patrné, že se jednotlivé koncentrace

bĺıž́ı svým ekvilibriálńım hodnotám.
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Obrázek 7: Ilustrace pr̊uběhu řešeńı (26) systému (30) pro vybrané hodnoty parametr̊u.

Fialová křivka popisuje pr̊uběh koncentrace volných transkripčńıch faktor̊u [TF ], ze-

lená křivka pr̊uběh koncentrace neobsazených specifických vazebných mı́st [S], modrá

křivka pr̊uběh koncentrace transkripčńıch faktor̊u navázaných na specifická vazebná

mı́sta [TF S] a oranžová křivka pr̊uběh koncentrace transkripčńıch faktor̊u navázaných

na nespecifická vazebná mı́sta [TF N ]. Složka [N ] pro nespecifická vazebná mı́sta nebyla

vykreslena, nebot’ má hodnoty o tři řády větš́ı a nelze ji tedy do takto pojatého obrázku

rozumně zakreslit.

Křivky byly źıskány jako výsledek simulace řešeńı systému (30) pomoćı funkce lsode

programu GNU Octave.

Poznámka 29. Ze tvar̊u (30) i (44) je patrné, že hodnoty složek ekvilibríı nezáviśı na

velikosti rychlostńıch konstant k1, k2, k3, k4, ale pouze na poměrech KS = k2
k1

a KN = k4
k3
.

Oproti tomu časový pr̊uběh záviśı na všech čtyřech rychlostech. Pro jiné rychlosti, ale

stejné poměry KS a KN jsou pr̊uběhy př́ıslušných řešeńı odlǐsné, ale křivky asymptoticky

konverguj́ı ke stejným limitám (tedy ke stejným hodnotám jednotlivých složek kladného
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ekvilibria).

Transkripčńı aktivitu promotoru můžeme měřit jeho frakčńı obsazenost́ı. Tuto frak-

čńı okupanci fS specifických vazebných mı́st vyjádř́ıme jako doplněk poměru koncentrace

volných specifických vazebných mı́st ku jejich celkové koncentraci

fS = 1− [S]

[cS]
,

podobně frakčńı okupance fN nespecifických vazebných mı́st je

fN = 1− [N ]

[cN ]
.

Analogicky vyjádř́ıme afinitu transkripčńıch faktor̊u jako

%TFbnd = 1− [TF ]

[cTF ]
.

Časové pr̊uběhy frakčńı okupance fS a afinity %TFbnd jsou pro odpov́ıdaj́ıćı řešeńı

z Obrázku 7 zachyceny na Obrázku 8.
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Obrázek 8: Ilustrace frakčńı obsazenosti. Fialová křivka zobrazuje %TFbnd, což je pro-

cento všech návazných transkripčńıch faktor̊u na specifická i nespecifická mı́sta. Ze-

lená křivka ukazuje obsazenost neboli frakčńı okupanci fS specifických vazebných mı́st.

Frakčńı okupance nespecifických vazebných mı́st je o tři řády nižš́ı, tak neńı v grafu

zahrnuta.
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5 Závěr

V bakalářské práci jsme studovali dva modely chemických resp. biochemických vazeb, mo-

del dvou reaktant̊u za vzniku jejich komplexu a model transkripčńıch faktor̊u vázaj́ıćıch

se na dva typy vazebných mı́st na promotoru.

V sekci 3 jsme zavedli použ́ıvané matematické pojmy a analyzovali jsme jednoduchý

chemický model reakce enzymu se substrátem za vzniku komplexu enzym-substrát. Dy-

namika reakce byla popsána systémem obyčejných diferenciálńıch rovnic. Zjistili jsme,

že tento systém je ekvivalentńı s jednou obyčejnou diferenciálńı rovnićı, pro kterou jsme

nalezli ekvilibria a určili jejich stabilitu. Dı́ky ekvivalenci jedné diferenciálńı rovnice se

systémem jsme byli schopni nalézt ekvilibria systému a určit jejich stabilitu. Bylo na-

lezeno jediné ve všech složkách kladné (fyzikálně smysluplné) ekvilibrium. Poté bylo

odvozeno explicitńı obecné řešeńı tohoto systému a řešeńı př́ıslušné Cauchovy úlohy.

V sekci 4 byla zkoumána vazba transkripčńıch faktor̊u na specifická a nespecifická

vazebná mı́sta v oblasti promotoru za tvorby komplex̊u. Dynamika reakćı byla popsána

systémem pěti obyčejných diferenciálńıch rovnic. Zkoumali jsme pevné body tohoto mo-

delu. Nalezli jsme jediné kladné ekvilibrium jakožto jediný kladný kořen hyperbolické

rovnice. Dokázali jsme o něm, že je stabilńı, a to dokonce asymptoticky stabilńı. T́ım

se nám z části podařilo potvrdit, že model v článku [6] byl zvolen vhodně, protože byl

nalezen jediný a nav́ıc stabilńı kladný pevný bod. Dále se d́ıky programuWolfram Mathe-

matica podařilo naj́ıt explicitńı vzorec pro ekvilibria tohoto modelu. Na konci kapitoly

jsme ukázali časový pr̊uběh řešeńı zkoumaného modelu včetně ilustrace, jak se měńı (v

našem př́ıpadě zvětšuje) frakčńı okupance specifických vazebných mı́st na promotoru. Ta

se totiž ukazuje býti podstatnou pro expresi některých gen̊u v buňce, proto je d̊uležité

ji zkoumat.

V budoucnu bychom rádi model vazby transkripčńıch faktor̊u na promotor rozš́ı̌rili

o možnost vazby dvou typ̊u transkripčńıch faktor̊u pocházej́ıćıch od dvou r̊uzných rodič̊u

za předpokladu, že vzniká hybridńı potomek.
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In[54]:= Simplify[res[[1, 1, 2]], Assumptions → {cT > 0, cS > 0, cN > 0, kS > 0, kN > 0}]

Out[54]=

1

6
-2 (cN + cS - cT + kN + kS) +

2 × 21/3 cN2 + cS2 + cT2 + cT kN + kN2 - cS (2 cT + kN - 2 kS) + cN (2 cS - 2 cT + 2 kN - kS) +

cT kS - kN kS + kS2  -2 cN3 - 6 cN2 cS - 6 cN cS2 - 2 cS3 + 6 cN2 cT +

12 cN cS cT + 6 cS2 cT - 6 cN cT2 - 6 cS cT2 + 2 cT3 - 6 cN2 kN - 3 cN cS kN +

3 cS2 kN + 3 cN cT kN - 6 cS cT kN + 3 cT2 kN - 6 cN kN2 + 3 cS kN2 - 3 cT kN2 - 2 kN3 +

3 cN2 kS - 3 cN cS kS - 6 cS2 kS - 6 cN cT kS + 3 cS cT kS + 3 cT2 kS + 6 cN kN kS +

6 cS kN kS + 12 cT kN kS + 3 kN2 kS + 3 cN kS2 - 6 cS kS2 - 3 cT kS2 + 3 kN kS2 - 2 kS3 +

4 3 cS kN + 3 (cN + kN) kS - 3 cT (kN + kS) - (cN + cS - cT + kN + kS)2

3
+

2 cN3 + 2 cS3 - 2 cT3 - 3 cT2 kN + 3 cT kN2 + 2 kN3 + cN2 (6 cS - 6 cT + 6 kN - 3 kS) - 3

cS2 (2 cT + kN - 2 kS) - 3 cT2 kS - 12 cT kN kS - 3 kN2 kS + 3 cT kS2 - 3 kN kS2 + 2

kS3 + cS 6 cT2 + 6 cT kN - 3 kN2 - 3 cT kS - 6 kN kS + 6 kS2 + 3 cN 2 cS2 +

2 cT2 - cT kN + 2 kN2 + 2 cT kS - 2 kN kS - kS2 + cS (-4 cT + kN + kS)
2


1/3
+

22/3 -2 cN3 - 6 cN2 cS - 6 cN cS2 - 2 cS3 + 6 cN2 cT + 12 cN cS cT + 6 cS2 cT - 6 cN cT2 -

6 cS cT2 + 2 cT3 - 6 cN2 kN - 3 cN cS kN + 3 cS2 kN + 3 cN cT kN - 6 cS cT kN +

3 cT2 kN - 6 cN kN2 + 3 cS kN2 - 3 cT kN2 - 2 kN3 + 3 cN2 kS - 3 cN cS kS -

6 cS2 kS - 6 cN cT kS + 3 cS cT kS + 3 cT2 kS + 6 cN kN kS + 6 cS kN kS +

12 cT kN kS + 3 kN2 kS + 3 cN kS2 - 6 cS kS2 - 3 cT kS2 + 3 kN kS2 - 2 kS3 +

4 3 cS kN + 3 (cN + kN) kS - 3 cT (kN + kS) - (cN + cS - cT + kN + kS)2

3
+

2 cN3 + 2 cS3 - 2 cT3 - 3 cT2 kN + 3 cT kN2 + 2 kN3 + cN2 (6 cS - 6 cT + 6 kN - 3 kS) - 3

cS2 (2 cT + kN - 2 kS) - 3 cT2 kS - 12 cT kN kS - 3 kN2 kS + 3 cT kS2 - 3 kN kS2 + 2

kS3 + cS 6 cT2 + 6 cT kN - 3 kN2 - 3 cT kS - 6 kN kS + 6 kS2 + 3 cN 2 cS2 +

2 cT2 - cT kN + 2 kN2 + 2 cT kS - 2 kN kS - kS2 + cS (-4 cT + kN + kS)
2


1/3


4     koreny.nb

A Př́ılohy

A.1 Vyjádřeńı kořen̊u kubické rovnice
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úprava druhého kořene

In[58]:= Simplify[res[[2, 1, 2]], Assumptions → {cT > 0, cS > 0, cN > 0, kS > 0, kN > 0}]

Out[58]=

1

12
-4 (cN + cS - cT + kN + kS) -

2 ⅈ 21/3 -ⅈ + 3  cN2 + cS2 + cT2 + cT kN + kN2 - cS (2 cT + kN - 2 kS) +

cN (2 cS - 2 cT + 2 kN - kS) + cT kS - kN kS + kS2 

-2 cN3 - 6 cN2 cS - 6 cN cS2 - 2 cS3 + 6 cN2 cT + 12 cN cS cT + 6 cS2 cT - 6 cN cT2 - 6 cS cT2 +

2 cT3 - 6 cN2 kN - 3 cN cS kN + 3 cS2 kN + 3 cN cT kN - 6 cS cT kN + 3 cT2 kN - 6 cN kN2 + 3 cS

kN2 - 3 cT kN2 - 2 kN3 + 3 cN2 kS - 3 cN cS kS - 6 cS2 kS - 6 cN cT kS + 3 cS cT kS + 3 cT2 kS +

6 cN kN kS + 6 cS kN kS + 12 cT kN kS + 3 kN2 kS + 3 cN kS2 - 6 cS kS2 - 3 cT kS2 + 3 kN kS2 -

2 kS3 +4 3 cS kN + 3 (cN + kN) kS - 3 cT (kN + kS) - (cN + cS - cT + kN + kS)2

3
+

2 cN3 + 2 cS3 - 2 cT3 - 3 cT2 kN + 3 cT kN2 + 2 kN3 + cN2 (6 cS - 6 cT + 6 kN - 3 kS) - 3

cS2 (2 cT + kN - 2 kS) - 3 cT2 kS - 12 cT kN kS - 3 kN2 kS + 3 cT kS2 - 3 kN kS2 + 2

kS3 + cS 6 cT2 + 6 cT kN - 3 kN2 - 3 cT kS - 6 kN kS + 6 kS2 + 3 cN 2 cS2 +

2 cT2 - cT kN + 2 kN2 + 2 cT kS - 2 kN kS - kS2 + cS (-4 cT + kN + kS)
2


1/3
+

ⅈ 22/3 ⅈ + 3  -2 cN3 - 6 cN2 cS - 6 cN cS2 - 2 cS3 + 6 cN2 cT + 12 cN cS cT + 6 cS2 cT -

6 cN cT2 - 6 cS cT2 + 2 cT3 - 6 cN2 kN - 3 cN cS kN + 3 cS2 kN + 3 cN cT kN -

6 cS cT kN + 3 cT2 kN - 6 cN kN2 + 3 cS kN2 - 3 cT kN2 - 2 kN3 + 3 cN2 kS -

3 cN cS kS - 6 cS2 kS - 6 cN cT kS + 3 cS cT kS + 3 cT2 kS + 6 cN kN kS + 6 cS kN kS +

12 cT kN kS + 3 kN2 kS + 3 cN kS2 - 6 cS kS2 - 3 cT kS2 + 3 kN kS2 - 2 kS3 +

4 3 cS kN + 3 (cN + kN) kS - 3 cT (kN + kS) - (cN + cS - cT + kN + kS)2

3
+

2 cN3 + 2 cS3 - 2 cT3 - 3 cT2 kN + 3 cT kN2 + 2 kN3 + cN2 (6 cS - 6 cT + 6 kN - 3 kS) - 3

cS2 (2 cT + kN - 2 kS) - 3 cT2 kS - 12 cT kN kS - 3 kN2 kS + 3 cT kS2 - 3 kN kS2 + 2

kS3 + cS 6 cT2 + 6 cT kN - 3 kN2 - 3 cT kS - 6 kN kS + 6 kS2 + 3 cN 2 cS2 +

2 cT2 - cT kN + 2 kN2 + 2 cT kS - 2 kN kS - kS2 + cS (-4 cT + kN + kS)
2


1/3


koreny.nb     5
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úprava třetího kořene

In[59]:= Simplify[res[[3, 1, 2]], Assumptions → {cT > 0, cS > 0, cN > 0, kS > 0, kN > 0}]

Out[59]=

1

12
-4 (cN + cS - cT + kN + kS) +

2 ⅈ 21/3 ⅈ + 3  cN2 + cS2 + cT2 + cT kN + kN2 - cS (2 cT + kN - 2 kS) +

cN (2 cS - 2 cT + 2 kN - kS) + cT kS - kN kS + kS2 

-2 cN3 - 6 cN2 cS - 6 cN cS2 - 2 cS3 + 6 cN2 cT + 12 cN cS cT + 6 cS2 cT - 6 cN cT2 - 6 cS cT2 +

2 cT3 - 6 cN2 kN - 3 cN cS kN + 3 cS2 kN + 3 cN cT kN - 6 cS cT kN + 3 cT2 kN - 6 cN kN2 + 3 cS

kN2 - 3 cT kN2 - 2 kN3 + 3 cN2 kS - 3 cN cS kS - 6 cS2 kS - 6 cN cT kS + 3 cS cT kS + 3 cT2 kS +

6 cN kN kS + 6 cS kN kS + 12 cT kN kS + 3 kN2 kS + 3 cN kS2 - 6 cS kS2 - 3 cT kS2 + 3 kN kS2 -

2 kS3 +4 3 cS kN + 3 (cN + kN) kS - 3 cT (kN + kS) - (cN + cS - cT + kN + kS)2

3
+

2 cN3 + 2 cS3 - 2 cT3 - 3 cT2 kN + 3 cT kN2 + 2 kN3 + cN2 (6 cS - 6 cT + 6 kN - 3 kS) - 3

cS2 (2 cT + kN - 2 kS) - 3 cT2 kS - 12 cT kN kS - 3 kN2 kS + 3 cT kS2 - 3 kN kS2 + 2

kS3 + cS 6 cT2 + 6 cT kN - 3 kN2 - 3 cT kS - 6 kN kS + 6 kS2 + 3 cN 2 cS2 +

2 cT2 - cT kN + 2 kN2 + 2 cT kS - 2 kN kS - kS2 + cS (-4 cT + kN + kS)
2


1/3
-

22/3 1 + ⅈ 3  -2 cN3 - 6 cN2 cS - 6 cN cS2 - 2 cS3 + 6 cN2 cT + 12 cN cS cT + 6 cS2 cT -

6 cN cT2 - 6 cS cT2 + 2 cT3 - 6 cN2 kN - 3 cN cS kN + 3 cS2 kN + 3 cN cT kN -

6 cS cT kN + 3 cT2 kN - 6 cN kN2 + 3 cS kN2 - 3 cT kN2 - 2 kN3 + 3 cN2 kS -

3 cN cS kS - 6 cS2 kS - 6 cN cT kS + 3 cS cT kS + 3 cT2 kS + 6 cN kN kS + 6 cS kN kS +

12 cT kN kS + 3 kN2 kS + 3 cN kS2 - 6 cS kS2 - 3 cT kS2 + 3 kN kS2 - 2 kS3 +

4 3 cS kN + 3 (cN + kN) kS - 3 cT (kN + kS) - (cN + cS - cT + kN + kS)2

3
+

2 cN3 + 2 cS3 - 2 cT3 - 3 cT2 kN + 3 cT kN2 + 2 kN3 + cN2 (6 cS - 6 cT + 6 kN - 3 kS) - 3

cS2 (2 cT + kN - 2 kS) - 3 cT2 kS - 12 cT kN kS - 3 kN2 kS + 3 cT kS2 - 3 kN kS2 + 2

kS3 + cS 6 cT2 + 6 cT kN - 3 kN2 - 3 cT kS - 6 kN kS + 6 kS2 + 3 cN 2 cS2 +

2 cT2 - cT kN + 2 kN2 + 2 cT kS - 2 kN kS - kS2 + cS (-4 cT + kN + kS)
2


1/3


6     koreny.nb
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