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1 UVOD

Pti vypoctech pojistného Zivotniho a dichodového pojisténi se pojistovny snazi odhadnout,
jaka je pravdépodobnost, ze se pojistény dozije ¢i nedozije sjednané¢ho konce pojisténi a zda
tak miiZze dojit k pojistné udélosti. Tuto pravdépodobnost a dalsi jiné charakteristiky potfebné
K ur¢eni sazeb pojistného nam udavaji tzv. amrtnostni tabulky. Hlavni charakteristikou, ktera
slouzi pro vypocet vSech ostatnich ukazateli imrtnostnich tabulek, je tzv. pravdépodobnost
umrti. Jaké dal$i dulezité ukazatele se v imrtnostnich tabulkach nachazi, jak se vypocitaji a co

se d¢je s umrtnosti ve vysokych vécich Zivota, se dozvite v nésledujicich kapitolach.

Cilem této prace bude seznamit se se zplusobem, jakym se Umrtnostni tabulky
konstruuji. Hlavnim cilem prace bude sezndmit se s Gompertz-Makehamovym zakonem

a naslednou aplikaci tohoto zakona na realna data ¢eské populace.

Ukolem druhé kapitoly je bliz§i seznimeni &tenafe s Gmrtnostnimi tabulkami
a jednotlivymi druhy Umrtnostnich tabulek. Kapitola tedy obsahuje informace o hlavnich
ukazatelich Umrtnostnich tabulek a vztahy mezi nimi. Déle se ctendf sezndmi s nové
zavedenou novelou zdkona a to umrtnostnimi tabulkami nezavislymi na pohlavi. Poslednim

bodem druhé kapitoly budou nejaktudlngj$i udaje o poétu zemfielych podle pfi¢in v Ceské

republice.

Kapitola tieti bude vénovana Gompertz-Makehamové zakonu o umrtnosti. Cilem této
kapitoly bude odvodit vztahy pro odhady parametrli tohoto modelu a nésledné urceni
optimalnich odhadt parametrt Gompertz-Makehamovy funce a porovnani parametri v letech

2009-2011 a to u zen i muzii ¢eské populace.

Kapitola ¢tvrta bude vénovana fenoménu ,Late-life mortality deceleration®, tedy
jakémusi zpomaleni ristu imrnosti. V této kapitole zminim, jaké jsou pficiny ,,zpomaleni*
ristu umrtnosti a jak se v praxi fe$i. Dale bych zde chtéla ptiblizit modifikaci Gompertz-
Makehamova zékona, kterd zohlediiuje pravé dané ,,zpomaleni* rGstu imrtnosti. V posledni
fad¢ budu aplikovat tento modifikovany Gompertz-Makehamtiv zakon na konkrétni data

muzské Ceské populace a nasledné porovnavat s pitvodnim modelem.



2 UMRTNOSTNI TABULKY

Obsahem této kapitoly bude tvodni sezndmeni s umrtnostnimi tabulkami a pro¢ se imrtnosti
tabulky sestavuji. Déle zde budou popsany zakladni charakteristiky, se kterymi se
v umrtnostnich tabulkdch setkdvame, konstrukce umrtnostnich tabulek, zakladni druhy
umrtnostnich tabulek a v neposledni fad¢ se c¢tendf seznami S Umrtnostnimi tabulkami
nezavislymi na pohlavi. Pfi zpracovani této kapitoly jsem vychazela z publikaci [2], [3], [7],

[8], a internetovych zdroju [9], [10], [11], [12], [16].

2.1 Motivace tvorby umrtnostnich tabulek

Umrtnostni tabulky a jejich tvorba jsou uzce spjaty s Zivotnim a diichodovym pojisténim.
Zivotni pojidténi vSichni vétsinou zndme jako Zivotni pojisténi pro piipad smrti. V tomto
pfipadé pii umrti pojiSt€né osoby pojiStovna vyplati pojistné plnéni ve vétSin€ piipada
né¢komu z pozustalych. Dalsi, méné znamé, je pojisténi pro piipad doziti, kdy pojistovna
vyplaci pojistné plnéni v pfipadé doziti se urcitého veéku. V pojisténi pro piipad smrti se
pojistné plnéni vyplaci ptimo pojist€énému. Za pojisténi pro ptipad doZiti mizeme povaZovat
dichodové pojisténi. Dale existuje tzv. smiSené pojisténi, které je kombinaci obou
predchozich typt pojisténi. V tomto piipad€ pojistovna vyplaci pojistné plnéni bud
pozustalym, pokud pojistény v prub&hu pojisténi zemie, nebo je pojistné plnéni vyplaceno

pojisténému, pokud se pojistény dozije konce pojisténi.

Pfi uzavieni vySe uvedenych druhl pojisténi pojisStovna inkasuje pojistné. Pro
stanoveni vySe pojistného musime védet, s jakou pravdépodobnosti a jak vysoké pojistné
plnéni bude pojistovna v budoucnosti vyplacet. Pii stanoveni vySe pojistného vychazi
pojistovna piedevSim z pravdépodobnostnich zdkonitosti iimrtnosti v dané populaci. Tyto

pravdépodobnostni zakonitosti jsou obsazeny praveé v umrtnostnich tabulkéch.

2.2 Umrtnostni tabulky

Umrtnostni tabulky jsou specifickou metodou uzivanou k popsani fddu vymirdni urcité

populace. Tyto tabulky vychazeji z ukazatele pravdépodobnosti umrti v jednotlivych



vékovych kategoriich, kde pocet zemfielych vztahujeme k pocateCnimu poctu osob

vystavenych riziku amrti, nikoliv ke stfednimu stavu obyvatel.

Na zaklad¢ ukazatele pravdépodobnosti tmrti Ize pfejit od realné populace k tabulkové
(fiktivni) populaci, ktera vychazi ze zaokrouhlého poctu narozenych osob, obvykle 100 000
0sob — toto ¢islo nazyvame koien tabulky. Dale aplikaci téchto realnych pravdépodobnosti
umrti na danou tabulkovou populaci (100000 obyvatel) dostavame prostiednictvim
specifickych vypocti tabulkové pocty jak zemielych, tak zijicich a také ziskavame hlavni
vystup umrtnostni tabulky a to stiedni délku Zivota, ktera je definovana jako primérny pocet

let, které zbyva osobé ve véku x jesté do konce Zivota prozit.

2.3 Ukazatele v umrtnostnich tabulkach, konstrukce umrtnostnich tabulek

Pii konstrukci Uimrtnostnich tabulek podle metodickych poznamek Ceského statistického
ufadu [11] se vychazi z pravdépodobnosti tmrti g,, kterd je odvozena ze specifickych mér
umrtnosti m, . Vstupnimi daty pro vypocet specifickych mér Umrtosti je pro nds pocet
skute¢né zemtelych obyvatel D, ve véku x z dané populace a dané¢ho pohlavi a stfedni stav
populace P, ve véku x. Uvazujeme populaci homogenni, tedy takovou populaci, ktera se lisi
pouze vékem a pohlavim a dale uvazujeme, Ze populace nepiijimd nové jedince a ztraci

jedince pouze umrtim.

Stredni stav populace je jednou ze zakladnich charakteristik, kterou demograficka
statistika sleduje. Jedna se o pocet x-letych obyvatel v daném kalendainim roce, ktefi se doziji
sttedu sledovaného obdobi. Stfed kalendainiho roku byl pro tyto ucely stanoven Ceskym
statistickym Gfadem na pllnoc z 30. 6. na 1. 7. daného kalendainiho roku. Stfedni stav
populace v imrtnostnich tabulkach budu znadit jako P,. Pocet skute¢né zemielych osob ve

véku x budu v tabulkach znacit jako D,.

Vychodiskem pro vypocet jednotlivych ukazatateli uvadénych v umrtnostich
tabulkach a pro samotnou konstrukci umrtnostnich tabulek jsou pravdépodobnost umrti ve

veéku x a pravdépodobnost doziti ve veku x.



Pravdépodobnost umrti x-letého jedince, kterou budu znadit jako g, udava, s jakou
pravdépodobnosti se osoba dozivajici se presného veéku x let v daném obdobi nedozije véku

x + 1 let, tedy ze zemie pted dosazenim véku x + 1 let. Tato pravdépodobnost se pocita jako:
q,=1—e M,

kde m, zna¢i pomér celkového poétu zemielych z jednotlivych generaci D, ke stiednimu

stavu populace P,. Tento pomér se nazyva specificka mira imrtnosti:

D,
m, = P_
X

S vyuzitim Taylorova rozvoje plati:
Gy =1—e ™ ~1—-(1-my) = m,.

Muzu tedy fict, ze q,~ m,. Vyndsobim-li specifickou miru imrtnosti 1000 krat, dostanu

pocet zemielych na 1000 obyvatel.

Pravdépodobnost umrti ve véku 0 (tzv. kojenecka imrtnost) je rovna podilu zemielych

ve véku 0 a Zive€ narozenych:

D,
9o =F'

kde NV znaci pocCet zivé narozenych osob v daném obdobi a v dané populaci.

Doplitkem pravdépodobnosti umrti x-letého jedince q, je pravdépodobnost doziti ve
véku x. Tuto pravdépodobnost budu znacit jako p, a udava, s jakou pravdépodobnosti se
osoba dozivajici se presného véku x let v daném obdobi dozije véku x + 1 let.

Pravdépodobnost doziti ve véku x se pocita jako:
Px=1-—q,.
Musi proto platit nasledujici rovnost:

Pxrt+ qx=1.



DalSim ukazatelem umrtnostnich tabulek je tabulkovy pocet dozivajicich, budu znacit
l,. Tabulkovy pocet doZivajicich je hypoteticky pocet osob, které se doziji véku x let ze

100 000 zivé narozenych. Tento tabulkovy pocet dozivajich se vypocita jako:
lx+1 = DPx lx ’
kde koien tohoto rekurentniho vzorce je roven:

l, = 100 000.

Tabulkovy pocet zemielych, ktery budu znacit d,, vyjadifuje hypoteticky pocet
zemfielych osob v dokonéeném véku x let, pocitd se jako rozdil dvou po sobé jdoucich

tabulkovych poc¢tl dozivajicich [, a l, 1 :

dy=l;— by

......

v dokonéeném veku x let, pocita se jako primér ze dvou po sob¢ jdoucich tabulkovych pocti
dozivajicich (kromé véku 0). Jedna se o tzv.celkovy pocet “Clovékorokl”, které osoby ve véku

x let do véku x + 1 let proziji:

— lx + lx+1
X 2 .

ey

Tabulkovy pocet zijicich osob ve veéku 0, tzv.nulaletych jedinci, je odvozen
z rozlozeni zemfielych kojencli v daném obdobi podle ro¢niku jejich narozeni. Tabulkovy

pocet “nulaletych” Zijicicih se pocita jako:
LO = lo - a- do ,

kde a je tzv. korekéni koeficient, ktery udava, jaka ¢ast zemtelych v prvnim roce zemftela do 6

mesict zivota. Korekeni koeficient je definovany jako:

—_ dOI

a = )
do



kde d,, je pocet zemielych ve véku 0 do 6 mésicu Zivota a d, je celkovy pocet zemielych ve

véku 0.

Ukazatel T,, tzv. pomocny ukazatel, udava, kolik let Zivota ma tabulkova generace

v daném véku x jesté pred sebou.
T,=Ty1+L,.
Tento ukazatel se spocita jako kumulace poctu Zijicich osob L, od nejvyssiho véku v tabulce
az po nami zjistovany veék x:
T,=L,+Ly,q+Lyp+--+1L,,

nebo také: Ty=Y"w-1Li,

kde w znac¢i nejvyssi vék v umrtnostni tabulce (105 let) a s¢itaci index tedy nabyva hodnot od

104 let az po nami pocitany vék x.

Posledni z ukazatelii je tzv. nad&je doziti e, neboli stfedni délka zivota, ta udava
primérny pocet let, ktery mé osoba prave x-letd nadéji dozit se pii zachovani fddu imrtnosti

za sledované obdobi. Stfedni délka Zivota se spocita jako:

Pro odstranéni nahodnych vykyvi pravdépodobnosti tumrti ¢q,, jsou tyto

pravdépodobnosti od véku 4 let vyrovnavany pomoci vztahu:

vyrovn __ [105 - qx + 90 (Gx—1 *+ Gx+1) + 45 (Gx—2 + Gx4+2) — 30 (Gx—3 + Gx43)]

x 315

Pro vyssi véky se pravdépodobnost umrti vyhlazuje pomoci Gompertz-Makehamova zékona.
Touto metodou vyhlazeni kiivky pravdépodobnosti timrti a aplikaci na realna data se budu

podrobn¢ zabyvat v kapitole 3 a 4.



2.4 Druhy amrtnostnich tabulek

Klasifikace umrtnostnich tabulek:

OkamZikové umrtnostni tabulky

Okamzikova umrtnostni tabulka je zalozena na hypotetickém sledovani soucasné
narozenych osob. Na tuto hypotetickou populaci se aplikuji pravdépodobnosti umrti
podle véku dané populace. S timto druhem umrtnostnich tabulek se dnes setkdvame
nejcastéji a také ve 3. kapitole budu vychazet pravé z okamzikovych umrtnostnich

tabulek.

Generacni umrtnostni tabulky

Generacni umrtnostni tabulka pfedstavuje zdznam skute¢ného pribéhu zivota
konkrétni populace soucasné narozenych jedincti od narozeni az do smrti posledniho
z nich. Konstrukce takovéto tabulky je velice obtizna, ptedpoklada sledovani populace
v pribéhu dlouhé doby. S generacnimi Umrtnostnimi tabulkami se dnes jiz
nesetkavame, protoze jak bylo zminéno vyse, jejich konstrukce je z ¢asového hlediska

velice narocna.

Déle mtizeme umrtnostni tabulky d¢lit podle sledovaného v€kového intervalu na:

Uplné timrtnostni tabulky
V Uplnych tmrtnostnich tabulkach pracujeme s vékovymi intervaly o délce jednoho

roku.

Zkracené umrtnostni tabulky

Ve zkracenych timrtnostnich tabulkéch se vyskytuji v€kové intervaly delSi nez jeden
rok. Zpravidla volime vékové intervaly o délce 5 let. Napt.: 0 — 4 roky, 5 — 9 let, 10 —
14 let,...atd.

v

Uplné timrtnostni tabulky nam poskytuji mnohem piesngjsi informaci o zavislosti imrtnosti na

veku, proto budu ve svych vypoctech vychazet z tiplnych umrtnostnich tabulek.
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2.5 Umrtnostni tabulky nezavislé na pohlavi

pfistupu ke zbozi a sluzbam. V oblasti sluzeb se tato problematika tyka hlavné Zivotniho
pojisténi a penzijniho pfipojiSténi, respektive ostatnich finan¢nich produktl slouzicich
k financnimu zabezpeceni obyvatel ve stafi. Od 21. prosince 2012 byla pfijata novela
o rovném pristupu, kterd zakazuje rozliSovani pohlavi pii kalkulaci pojistného a to zejména

u nov¢ uzavienych smluv tykajicich se zivotniho pojisténi ¢i penzijniho pfipojisténi.

Je obecné znamo, Ze primérny muz se doziva zhruba o 7 let niz§iho véku nez
primérnd Zena, ktera byla jesté v lonském roce pro pojisStovnu méné rizikova, proto platila za

stejné Zivotni pojisténi mnohem nizsi ¢astku nez muz.

Rada bych ukézala, jak se tato novela projevila v kalkulaci pojistného zivotniho
pojisténi pro piipad smrti. Vezmu si proto tficetiletou Zzenu a tficetiletétho muze, ktefi chtéji
uzaviit bézné placené zivotni pojisténi pro pripad smrti s pojistnou ¢astkou 1 000 000 K¢. Muz
i zena si toto pojisténi sjednd do 65 let véku, u CSOB pojistovny [16] by pied 21. 12. 2012
Zena zaplatila 300 K&, muZz by zaplatil 574 K&, avSak pii novych podminkach po 21. 12. 2012
zaplati jak muz, tak Zena 537 K¢. Znamena to, Ze pro Zeny se od loiiského prosince zivotni
pojisténi zdrazilo v ne€kterych pripadech i o vice nez sto procent a to pravé z toho divodu, ze
pojistovny piesSly od uzivani imrtnostnich tabulek pro jednotlivd pohlavi zvIast k novym

tabulkam, které jsou nezavislé na pohlavi.

ey

Zdrojovymi daty pro sestaveni tabulky nezdvislé na pohlavi jsou polty zijicich
obyvatel v Ceské republice k 1. 7. daného roku v jednotlivych vécich za obé pohlavi, tedy P,
pro muZe a P, pro Zeny, kde y znaci v€k Zeny. Dale poCty zemielych D, a D, v jednotlivych
vecich x, y dané populace. Ziskand data za muze a Zeny se seCtou a nasledné se spocitaji
jednotlivé charakteristiky podle stejnych vztahti jako v kapitole 2.3. Rozdil je pouze
v metodach vyrovnani jednotlivych pravdépodobnosti mrti, ale tim se nebudu v této praci

vice zabyvat.
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Z Obrdzku 2.1 [9] muZete vidét, jak se vyvijela Gimrtnost v roce 2003 v Ceské
republice a to zvlast’ u muzl — znaceno q_X, u zen — q_y a potom za piedpokladu nezévislosti

na véku — uni_q_Xx.

Porovnani uni_q_x(2003), q_x(2003) a q_y(2003) (logaritmické méfitko)

1,0000

——uni_g_x (2003)
——q_x (2003)
——q_y (2003)

0,1000

0,0100

0,0010

0,0001

Obrazek 2.1: Porovnani pravdépodobnosti umrti za muze, Zeny a unisex.

2.6 Struktura a poéty zemielych v Ceské republice v roce 2011 podle p¥i¢in smrti

Jak je uvedeno v [12], v roce 2011 zemielo 106 848 tisic osob, coz byl skoro stejny pocet
jako v roce 2010, pfi¢emzZ pocet zemielych kojencii byl niZsi, a to 298 oproti 313 zemielym
kojenciim v roce 2010. Nadéje doziti pfi narozeni oproti roku 2010 vzrostla, u muzi o 0,3

roku na 74,7 roku a u Zen vzrostla o 0,2 roku na 80,7 roku.

V nize uvedené Tabulce 2.1 muzete vidét pocty zemfielych podle jednotlivych skupin:
“Novotvary”, “Nemoci ob&hové soustavy”, “Nemoci dychaci soustavy”, “Nemoci travici

b 13

soustavy”, “Vngjsi pfic¢iny nemocnosti a umrtnosti” a “Ostatni”. Nékteré skupiny jsou dale
roz¢lenény do podskupin, ovSem neuvadéla jsem vSechny skupiny ani podskupiny, vybrala

jsem pouze ty nejvice zastoupené. Z celkovych 106 848 zemielych v roce 2011 zemielo
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54 141 muzi a 52 707 zen. Jak muzete vidét, tak nejcastéjsi pricinou umrti u ceskych obyvatel

byly jak u muzi, tak u zen nemoci ob&hové soustavy, na jejichz nasledky zemfielo vice jak

polovina muzt i zen z celkového poctu zemielych. V této skupin€ byly nejzastoupenéjsi

podskupinou ischemické nemoci srdec¢ni. Dale potom v lofiském roce nejvice lidi zemielo na

novotvary, nejvice muzl zemielo na zhoubny novotvar prudusek ¢i plic a nejvice Zzen z této

skupiny zemfielo na nasledky zhoubného novotvaru prsu.

Novotvary Nemoci obéhové soustavy Vne]ﬂ}pr/[cmy .
nemocnosti a umrtnosti
Zdkladni Nemoci Nemoci
pricina Zhoubny Zhoubny Zhoubny dychaci travici Ostatni
smrti y y Y| 1schemicke i | Cévni soustavy | soustavy 7
novotvar novotvar novotvar . Selhdni . Ateroskler- Dopravni v
tlustéh ddusk tat nemoci d nemoci ) SebevraZdy
usve 0 pri x{s y prostaty srdecni srdce mozku oza nehody
streva a plice / prsu
Muzi 1154 3907 1314 12 844 2003 4306 1432 3253 2562 651 1337 4883
Celkem 15180 24121 3253 2562 4142 4883
Zeny 958 ‘ 1675 ‘ 1725 13 895 ‘ 2211 ‘ 6497 ‘ 2010 2437 1969 220 ‘ 252 5507
Celkem 12 359 28 604 2437 1969 1831 5507

Tabulka 2.1: Nejcastéjsi priciny umrti obyvatel Ceské republiky v roce 2011.

Pro zajimavost bych jesté v Tabulce 2.2 uvedla pocty zemielych déti mladsich jednoho

roku v Ceské republice v roce 2011. Podty zemfelych déti do jednoho roku jsou v Ceské

republice jiz dlouhodobé velice nizké, to stejné mizeme fict i o kojenecké umrtnosti, ktera je

u nds jedna z nejnizSich ve svété. V roce 2011 zemielo 298 kojencil, coz byl historicky

nejnizsi pocet.

0dni 0-6dni 7-27dna

0- 27 dnii

28-364 dni Celkem

Pocet zemrelych kojenct do 1 roku

41 120 66

186

112 298

Tabulka 2.2: Pocty zemielych kojencii v Ceské republice v roce 2011.

Pfi¢inou Umrti kojenci do 1 roku Zzivota jsou nejcastéji nckteré stavy vzniklé

v perinatalnim odbodbi, coz je obdobi od 26. tydne vyvoje do 4. tydne po porodu. Na tuto

pficinu umira vice nez polovina kojenct, v roce 2011 asi 57%, coz je 170 piipadi z celkovych
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298 zemfelych kojencti v Ceské republice v roce 2011. U 20,8%, tedy u 62 zemfielych
v kojeneckém véku v Ceské republice v roce 2011, byla piic¢inou vrozena vada, deformace

a chromozomalni abnormalita.
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3 GOMPERTZ-MAKEHAMUV ZAKON UMRTNOSTI

Ve tieti kapitole se Ctenar seznami se vznikem Gompertz-Makehamova zdkona umrtnosti.
Odvodim zde vztahy pro vypocet pocate¢nich odhadi Gompertz-Makehamovy funkce
a hlavnim ukolem této kapitoly bude aplikovat Gompertz-Makehamovu funkci na redlna ceska
data. Pti zpracovani tfet kapitoly jsem Cerpala zejména z publikaci [3], [4], [5], [6], [7],
z internetovych zdroja [13], [15] a k vypoctim jsem pouzila data dostupna z [17], [18].

3.1 Vznik Gompertz-Makehamova zakona umrtnosti

V roce 1825 vyslovil B. Gompertz hypotézu, ze sila umrtnosti je zavisla na dvou Cinitelich.
Prvni ¢initel nezavisi na véku a ogranismu a druhy cinitel je pfimou funkci véku. Tento zakon
omezil na v€kové obdobi 10 - 60 let, kdy sila umrtnosti roste geometrickou progresi
v zavislosti na véku. Podle Gompertzova zdkona umrtnost exponencialné nartsta s vékem

a mira imrtnosti je vyjadrena jako:
U, =B C*,

kde pro Gompertzovy parametry B a C plati: B > 0; C > 1; u, znali intenzitu Umrtnosti

ve véku x.

W. M. Makeham v roce 1860 doplnil tento Gompertziv vzorec o konstantu,
Makehamilv parameter A, ktery by mél vystihovat vliv faktorli nezavislych na véku (napf.

epidemie).

Na zakladé Gompertzova zdkona doplnéného o Makehamlv parameter byl
zformulovan vztah, ktery je oznacovan jako Gompertz- Makehamtv zakon. Tento zékon tika,
Ze mira Umrtnosti je souctem veékoveé nezavislé slozky (Makehamtv zdkon) a slozky, ktera
exponencialné roste s vékem (Gompertzliv zdkon). Gompertz-Makehamiiv zakon 1ze vyjadfit

jako:

u,=A+B-C*,

kdeB > 0; C > 1.
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Podminka pro parametr A chybi. Jak je uvedeno v [5], tak A by mélo byt kladné, ovSem
odhady z empirickych dat vychazejici zhruba od poloviny 60. let pro ¢eské muze v zapornych
hodnotach parametru A. Tato skute¢nost by se dala vysvétlit jako dusledek pokroku mediciny,
ktera dokdze zachranit zivot tém, kteti by diive zemfieli, tedy jako opak ndhodnych umrti, jako
nahodné zachranéni Zivota oproti letem pied 60. rokem 20. stoleti. O tom se budeme moci

presvédcit v kapitole 3.2.5.

Z Grafu 3.1 mizete vidét, jak by vypadaly hodnoty u, specifickych mér amrtnosti

vyrovnané Gompertz-Makehamovou funkci v ¢eské populaci muzu v letech 2009-2011.

Graf specifickcych mér umrtnosti vyrovnanych Gompertz-
Makehamovou funkci: muzi CR - 2009, 2010, 2011

0,9

0,8

0,7
> 0,6
.§ 0,5 / p_2011
T o4 K_2010

0,2 /

0,1

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 T T T T T T T T T T T 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100105
Vék

Graf 3.1: Specifické miry umrtnosti vyrovnané Gompertz-Makehamovou funkci v ceské
populaci muzii v letech 2009-2011.

Tento Gompertz-Makehamtliv zdkon patfi mezi parametrické modely Umrtnosti.
Predstavuje uziteény nastroj v demografickych a aktuarskych prognézach umrtnosti. Model se

snazi co nejlépe popsat vztah mezi imrtnosti a v€kem a to predevs$im od 60. roku Zivota.
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Jak uvadi [15], ve zvlastnich pfipadech muze byt vékoveé nezavisla slozka (parametr A)
zanedbana. Naptiklad v soucasné dobé v pramyslové vyspélych statech nebo v dobrych
laboratornich podminkach, kdy roste celkova intenzita umrtnosti exponencidlné s vékem, tedy

pouze podle Gompertzova zakona.

3. 2 Vyrovnani specifickych mér amrtnosti pomoci Gompertz-Makehamova
zakona na realnych datech ¢eské muzské populace z roku 2011

V této kapitole budu teoretické poznatky o Gompertz-Makehamové zakoné aplikovat na
realnou Ceskou populaci, konkrétné na hodnoty D, a P, z imrtnostnich tabulek z roku 2011,
2010, 2009, zvlast na muzskou a zenskou populaci. Za pomoci MS Excel 2010 se potom budu

snazit najit optimalni parametry tohoto modelu.

3.2.1 Odvozeni parametri Gompertz-Makehamovy funkce

Z webovych stranek Ceského statistického ufadu [17] jsem si stdhla muzské umrtnostni
tabulky za rok 2011. Pti vypocétu jednotlivych specifickych mér umrtnosti budu vychazet z dat
pro realné zemielé x -let¢é muze v Ceské republice v roce 2011 a ze stfedniho stavu
x-letych miizu v Ceské republice v roce 2011. Jak jsem jiz uvedla v kapitole 2.3, specifické

miry umrtnosti m,, jsem pocitala podle vztahu:

o

m. = —
X Px .
Vypoctené specifické miry umrtnosti muzete vidét v prilozeném excelovském souboru

“muzi_2011.xIsx " v listu “Data_muzi_2011” ve sloupci L.

Kdyz se podivame na pribéh umrtnosti z Grafu 3.2 specifickych mér umrtnosti m,
(pro lepsi piehlednost jsem nechala specifické miry umrtnosti m, vykreslit v logaritmickém
méfitku), mizeme vidét, ze se sklada z n€kolika etap vyvoje organismu. Z pocatku mizeme
vidét, Ze dochazi k vysoké timrnosti. P¥i¢inou mohou byt, jak uvadi [13], détské nemoci, a jak
jsem jiz uvedla v kapitole 2.6, tak u kojencii do 1 roku Zivota byvaji pfi€inou nekteré stavy
vzniklé v perinatdlnim obdobi. Poté nasleduje obdobi pomérné nizké iimrnosti a umrtnost se

zaCind opét zvySovat az pred zaCatkem dospivani. Po obdobi dospivani nasleduje obdobi
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konstantni umrtnosti. Asi od 35. roku zivota az zhruba do 92. roku Zivota umrtnost
exponencialné vzrista. Jak mizeme vidét z Grafu 3.2, tak zhruba od véku 92 let se zacinaji
hodnoty odchylovat od exponencialniho ristu predchozich hodnot. To mtize byt zptisobeno
tim, Ze pocty zijicich v téchto vysokych vécich jsou uz pomérné¢ malé a tak mizou byt
specifické miry umrtnosti zatizeny velkou ndhodnou chybou. Podrobnéji se budu touto

problematikou zabyvat v kapitole 4.

Specifické miry Gmrtnosti CR 2011 - muzi: 0 - 105 let
(logaritmické méritko)

1,00000 T T T T T T T T T T
J) 10 20 30 40 50 60 70 80 90

0,10000

0,01000

Hodnoty

0,00100

0,00010 -

0,00001
Vék

Graf 3.2: Specifické miry umrtnosti muzii Ceské populace za rok 2011 v logaritmickém
meéritku.
Abych eliminovala tyto nahodné chyby, budu se snazit vyrovnat hodnoty
specifickych mér. Nejvhodnéjsi funkci pro vyrovnani hodnot specifickych mér imrtnosti je
pravé Gompertz-Makehamova funkce, kterou jsem jiz podrobnéji rozebrala v kapitole 3.1. Jak

pozd¢ji uvidite z grafli, tak vyrovnani touto funkci neni vhodné pro celé vékové rozmezi, ale
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vérne kopiruje specifické miry umrtnosti az od véku 60 let zhruba do véku 85 let. Gompertz-

Makehamovu funkci Ize vyjadrit jako:
u,=A+B-C*,
kde B>0, C > 1.

Je tieba provést odhad neznamych parametra A4, B, C. Kdyby Gompertz-Makehamova
funkce neobsahovala konstantu A, tedy kdyby se jednalo o pivodni Gompertzovu funkeci,
mohla bych ji logaritmovanim transformovat na linearni funkci a odhad parametri provést
pomoci linearni regrese, v tomto piipad¢ vSak funkce vhodné transformovat nejde, takze budu

muset postupovat pti odhadu parametrti jinym zptsobem.

Nejprve si s pomoci tii stejné dlouhych, na sebe navazujicich, vékovych intervalil o

délce k stanovim pocateéni odhady parametrd. Jednotlivé intervaly budou vypadat nasledovné:
xXo— (xg+k—1),
(xo + k) — (xo + 2k — 1),
(xo + 2k) — (xg + 3k — 1),

kde x, znaci pocatek prvniho z intervalu a k je délka intervalu. Nyni si vytvofim soustavu tii
rovnic a z ni si vyjadiim parametry 4, B, C. Soustavu tfi rovnic ziskam tak, Ze si do Gompertz-
Makehamovy funkce postupné dosadim vSechny hodnoty véku z prvniho v€kového intervalu
a dostanu k rovnic, které seCtu. Prvni rovnice po dosazeni v€kového intervalu x, —

(xo + k — 1) bude vypadat nasledovné:

xo+k—-1 xo+k—-1
z m, = z (A+B-CY.
X= X0 X= X0

To stejné ud€lam 1 pro druhy a tieti vékovy interval:

xo+2k—-1 xo+2k—-1
> me= Y @+B-c;
x=x9+k x=xo+k
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x0+3k—-1 x0+3k—1

me= ) (A+B-CY)

x=x9+2k x=x9+2k

Soucty specifickych mér umrtnosti na levych stranach rovnice ozna¢im pismeny Rq, R,, R5.

Pravé strany rovnic upravim a dostanu:
Ri=k-A+B-C*-(1+C+C*+...+C"1);
Ry =k-A+B-C*%*.(1+C+C*+...+CFD);
Ry=k-A+B-C*?. (14 C+C*+...+CF 1)

Nyni se budu chtit zbavit parametru A, proto od rovnice R; ode¢tu rovnici R, a od rovnice

R, odectu rovnici R :
R;— R, =B -¢**k.(¢k—1)- (1+C+ 2+ -+ CF D)
R,— Ry =B -C*-(C*-1)-(1+C+C*+--+C*1)

Dale se budu chtit zbavit i parametru B, abych si nejprve mohla vyjadfit parametr C, proto ddm

zbylé dvé rovnice do poméru a dostanu:

R;— R, B -Co*%.(Ck—1)-(1+C+C*+--+ k1)
R,— Ry B -Co-(Ck-1)-(1+C+C?+-+CD)”’

a po vykraceni dostavam:

R; — R,

— - Ck
R; — R4

Parametr C vypocitam jako k-tou odmocninu z vyse uvedené¢ho vyrazu:

k[Ry — R
C= ’u
R, — R4
Nyni si z rovnice R,— R, =B -C*-(C*-1)-(1+C+C?+ -+ C* 1) vyjadiim

parametr B:
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B= R; — Ry
S C%-(Ck—1)-(14+C+C%+ -+ k1)’

Tento vzorec jesté déle zjednodusim, jelikoz soudet v ¢itateli(1+ C + C? + -+ C*71) je
souctem prvnich k ¢leni geometrické posloupnosti, kde prvni ¢len a; = 1 a kvocient g = C.
V podminkdch Gompertz-Makehamovy funkce jsem vySe uvedla, ze pro parameter C musi

platit: C > 1, proto budu pocitat soucet prvnich k ¢lent posloupnosti pro g # 1 podle vztahu:

Parametr B potom vyjadiim podle nasledujiciho vztahu:

R; — Ry

B = - . iy
CO'(C —1)E

Déle sizrovnice Ry =k-A+ B -C* - (1+ C + C?+ ... + C*1) vyjadiim parameter A:

R,—B-C*-(1+C+C* + .. + CF1)

A=
k

Provedu stejnou upravu souctu prvnich k ¢lenti geometrické posloupnosti jako u vztahu pro

parametr B, potom bude vztah pro vyjadieni parametru 4 :

RI—B-CxO-E
A= c-1
K .

Charakteristiky imrtnosti jsou pocitany k dokonenym v&€kim, jak uvadi [3], tim se
rozumi jednolety vékovy interval pfesného veéku a jelikoz jsou charakteristiky umrtnosti
charakteristikami intervalovymi, tak pro spravné zobrazeni v grafech XY bodovych budu
zadavat hodnotu nezavisle proménné X (v mém piipad¢ se bude jednat o v€k) nikoliv jako
pocatek, ale jako stfed daného intervalu, proto za hodnoty véku budu dosazovat hodnoty o 0,5
vys$$i nez je prislusny dokonéeny veék, napt.: misto véku 60, budu brat v potaz vék 60,5 let.

Gompertz-Makehamova funkce bude mit v tomto ptipadé tvar:
Hy=A+B-C*0,
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Vyse odvozené vztahy pro odhady parametrii A, B a C upravim tak, ze si v jednotlivych

vekovych intervalech k veékim x, pfictu hodnotu 0,5. Vztahy pro odhady parametri budou

k|[Ry — R
C = 3 2;
R, — R4

R; — Ry

tedy vypadat nasledovné:

B= x0+05 . ((k ck-1 "’
Cxo+05 . (Ck —1) - =2

R _B,Cx()+0,5,ck_1

A= 1 c-1
e )

Nyni se s pomoci vySe odvozenych vztahi budu snazit urCit pocatecni odhady parametra

Gompertz-Makehamovy funkce.

3.2.2 Polatecni odhad parametri Gompertz-Makehamovy funkce

Za x,, tedy za pocatek prvniho z v€kovych intervald, si zvolim hodnotu 60 let, jak
uvidite pozdéji z grafi, tak Gompertz-Makehamova funkce vérn¢ aproximuje pribeh
empirickych specifickych mér imrtnosti az od véku 60 let. Za k, tedy za délku veékového

intervalu jsem si pro zacatek stanovila hodnotu k = 10. Dostala jsem intervaly:

60 — 69 let,
70 — 79 let,
80 — 89 let.

Za délku v€kového intervalu k se pozdéji budu snazit dosadit takovou hodnotu, kterd bude
minimalizovat soucet vaZzenych ¢tverct odchylek, protoze pravé co nejmensi soucet vazenych

¢tvercli odchylek je vhodny k co nejvérnéjsi aproximaci.
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Prvni si spo¢itam hodnoty rovnic Ry, R,a R3 , kde:

xo+k—-1 x0+2k—-1 x0+3k—-1
R1= Z m,; RZ = Z m, ; R3= z m, .
X=X x=xo+k x=x9+2k

Vypoctené hodnoty souctii empirickych specifickych mér umrtnosti v jednotlivych intervalech

muzete vidét v ptilozeném excelovském souboru v buiikach D123 — F123.

Xo k R1 Rz R3
60 10 0,22364 0,49999 1,40519

Nyni si podle vySe uvedenych vztahi odhadnu pocateéni odhady Gompertz-
Makehamovy funkce. V buikach 1123 — K123 muzete vidét vypoctené hodnoty:

Pocate¢ni odhady parametri
A B C

0,0102203 0,0000051 1,1259767

Tyto vypoctené odhady parametrl jsou pouze pocate¢nim odhadem. Dale v kapitole 3.2.3 se
budu snazit nalézt takovou délku vékového intervalu k, ktera bude davat minimalni soucet

vazenych ¢tverct odchylek.

Vypocet vyrovnanych specifickych mér umrtnosti pomoci Gompertz-Makehamovy

funkce budu provadét podle vztahu:
By =A+B- 05,

Vypoctené hodnoty muzete vidét v pfilozeném excelovském souboru ve sloupci M

a v nasledujicim grafu.

Z Grafu 3.3 muizeme vidét, ze Gompertz-Makehamova funkce s odhadnutymi
parametry pii pocatecni délce v€kového intervalu k = 10 dobie modeluje umrtnost zejména

ve véku 60 - 89 let. Z grafu je patrné, ze pro vyssi véky je jiz umrtnost nadhodnocovana.
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Specifické miry umrtnosti CR 2011 - muzi: 0 -
105 let pro k=10
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Graf 3.3: Specifické miry vimrtnosti muzii z CR za rok 2011, porovnani vyrovnanych a
puvodnich hodnot specifickych mér urmtnosti pro pocatecni délku intervalu k = 10.

3.2.3 Odhad nejvhodnéjsi délky vékového intervalu k

V této kapitole se budu snazit urcit délku vékového intervalu k tak, aby byl soucet ¢tverct
odchylek co mozna nejniZsi. Nejprve si zavedu urcité predpoklady nutné k urceni vztahu pro

soucet vazenych ¢tvercti odchylek.

Piedpokladejme, Ze umrti lidi v populaci jsou nezavisla a stejné rozdélena, potom
muzu celkovy pocet zemielych D, ve véku x povazovat za ndhodnou veli¢inu s binomickym

rozdélenim s parametry P, [L.

Binomické rozdéleni, jak je uvedeno v [6], s parametry P, u, ma nahodna veli¢ina D,,,

ktera nabyva hodnot j = 0,1, 2, ..., P, s pravdépodobnostmi:
: Py J Py—j
Pxj = P(Dy=j =(].) Cpy s (1= )
kdej=0,1,2,..,P,.
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Uy € (0,1), P, € N jsou tzv. parametry tohoto rozdéleni. Zkracené budu oznacovat:
D,~ Bi(Px; ﬂx):

kde P, je stfedni stav populace ve véku x a u, jsou hodnoty specifickych mér umrtnosti

vyrovnané pomoci Gompertz-Makehamovy funkce.

Stiedni hodnota nahodné veli¢iny D, je rovna:

Py Py
P, ; . P,! ; .
E(D.) = i cul (1 - Py—j — ul (1 — Py—j —
(Dy) EJ (]) Hy - (1 — ) E G- B =1 (1 — )
Jj=0 j=1
Px

P.—1 i s
= Px'#xZ(]?C_l)':uajc 1'(1_#x)Px /=

j=1

Py—1

P.—1 ) .
= Px'ﬂxZ(xi )'.u;c'(l_.ux)Px_l_l=

i=0

Peml = Py -y

i=j—1=j=i+1
Py—j=Pyx—(i+1)= Py—i—1|"

=Pty [y + (1 — )]

Ve vyse uvedeném vypoctu jsem zvolila substituci |
Rozptyl var (D,) nahodné veli¢iny D, vypoctu za pomoci vztahu:
E(D,?) = E[D, - (D, — 1)] + E(D,).

E[Dx “(Dy — 1)] =

i JZO] U @) e () = ,Z;(J = z)f?c(!Px — ! - (1= )Pl =

Py
P, —2)! . .

- Px'(Px_l)’“’%Z(i—(z)!.(Pj—j)!'ui L1 —p)h =

j=2

Py—2

P—2\ | |
Px(Px—l)’u?CZ(xl )'.u.’)lc.(l_.l'lx)(Px_z)_lz

i=0
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= P '(Px_l)'ﬂyzc : [Ux'i'(l_Ux)]Px_Z: P, '(Px_l)'uyzc-

i=j—2= j=i+2

Ve vySe uvedeném vypoctu jsem zvolila substituci Py j= Py (i42)= Pymi-20 (Py=2)—i |

Potom var (D) = E(D7) — [E(D)]* = [P~ (Pe = 1) -z + Py - pir]- (P 1) *=
:Px'ﬂx'(l_”x)

Pti pouziti centrdlnich limitnich vét mizu fict, Ze binomick4 ndhodna veli¢ina D, tedy pocty

zemielych, maji pfiblizn€ normalni rozd¢€leni s parametry:

Dx ~N (Px Hyx; Px”x(l - ”x))-

Po vydéleni pfedchoziho vztahu stfednim stavem populace P, dostavam:

&: Mo Px”x_ ﬂx(l_”x)
P x P, ’ P, ’

X

po Upraveé potom dostanu:

&:m~ _Mx(l_”x)
Px X ”x ) Px .

Na zéklad€ vyse uvedenych tvah budu soucet vazenych ctvercli odchylek pocitat, jak uvadi

[3], podle vztahu:

z 2
Z Px'(mx_”x)
oﬂx'(l_ﬂx)

Hodnoty vazenych ¢tverct odchylek budu pocitat od véku x,, tedy od véku 60 let az po vék z,
ktery stanovim odhadem podle grafu hodnot vdzenych c¢tvercti odchylek tak, ze se podivam,
kde za¢nou hodnoty vaZenych ¢tvercl odchylek vic kolisat. Vypoctené hodnoty miizete vidét

v piilozeném excelovském souboru ve sloupci N.
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Jak muzete vidét z Grafu 3.4, tak hodnoty vazenych ¢tvercti odchylek od zhruba 98 let

zivota zacinaji az moc kolisat, proto budu soucet vazenych ctverct pocitat pro vékové rozmezi

60 — 97 let.

Vazené ctverce odchylek pro k=10

1200 ®
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Graf 3.4: Hodnoty vdzenych c¢tvercii odchylek pro délku vékového intervalu k=10.

Soucet ¢tvercit odchylek pro délku vékového intervalu k = 10 vysel 132,72. Nyni se budu
snazit zménit délku ve&kového intervalu tak, aby mi vySel co nejmens$i soucet Etverci

odchylek. Postupné jsem zkousela ménit délky intervalu k a nejmensi soucet ¢tvercti odchylek

105,26 vysel pro délku vékového intervalu k = 8.

Pro k = 8 dostavam vékové intervaly:

60 — 67 let,
68 — 75 let,
76 — 83 let.

Z Grafu 3.5 muzete vidét porovnani specifickych mér umrtnosti u muzu ¢eské populace za rok
2011 ziskanych empirickym meéfenim s vyrovnanymi hodnotami té€chto mér za pomoci
Gompertz-Makehamovy funkce pro délku vékového intervalu k = 8. Z grafu mizeme vy¢ist,
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Ze pii upravené délce vekového intervalu k = 8 vyrovnané hodnoty Gompertz-Makehamovy

funkce dobtfe modeluji umrtnost zejména ve véku 60 — 83 let.

Specifické miry dmrtnosti CR 2011 - muii: 0 - 105 let
prok=8

1,3
1,2
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0,8
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Graf 3.5: Specifické miry timrtnosti muzii z CR za rok 2011, porovndni vyrovnanych a
puvodnich hodnot specifickych mér urmtnosti pro upravenou délku intervalu k = 8.

Se zménou délky veékového intervalu k se zménily 1 hodnoty souctii specifickych mér

umrtnosti m, oznacené jako Ry, R, a R3:

Xo k R1 Rz RS
60 8 0,16446 0,30223 0,64581

A hodnoty parametrti 4, B a C jsou pro délku vékového intervalu k = 8 rovny:

Pocate¢ni odhady parametru
A B C
0,0090301 0,0000074 1,1210120
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3.2.4 Optimalizace odhadii parametria Gompertz-Makehamovy funkce

Nyni budu vyse uvedené parametry A, B a C optimalizovat za pomoci funkce Regitel
tak, abych soucet Ctvercti 105,26 minimalizovala jesté vic. Optimalizaci provedu do jiného
excelovského souboru: “2011_muzi_optimalizace.xIsx“, protoze po optimalizaci funkci
Resitel jiz budou hodnoty parametri zadany ,.na pevno®, nikoliv jako vzorce a pro lepsi
piehlednost bude vhodné zachovat i ptivodni hodnoty, kde mtizu stle ménit délku vékového
intervalu k. Jelikoz se hodnoty parametrti lisi az o 6 fadt a funkce Resitel by nemusela
spravné minimalizovat hodnoty s takovym rozdilem tadd, hodnoty parametri A a B si pievedu
na fad jednotek, stejné jako je parametr C. Ve sloupci p,, hodnot vyrovnanych Gompertz-
Makehamovou funkci, vydélim parameter A ¢islem 1000 a parametr B ¢islem 1 000 000. Nyni
jsou viechny tfi parametry vyjadfeny v fadu jednotek. Dale si do funkce Regitel zadam

podminky pro minimalizaci parametri:
BZO, 621 a‘ll97’5§1.

Funkce Resitel minimalizovala souéet ¢tvercti na hodnotu 94,56 a po piepoéteni parametrt

zpét do spravnych fadu vychazi parametry Gompertz-Makehamovy funkce:

Optimalizované odhady parametru
A B C

0,0074686 0,0000109 1,1161854

Vsechny hodnoty pu, po optimalizaci parametri najdete v excelovském souboru
“2011 muzi_optimalizace.x/sx“ v listu ,,Data muzi 2011 ve sloupci M. Pro lepsi

ptehlednost piehlednost prikladam i graf:
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Specifické miry umrtnosti CR 2011 - muzi: 0 - 105 let pro k
= 8, pro optimalizované parametry
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Graf 3.6: Specifické miry timrtnosti muzii z CR za rok 2011, porovndni vyrovnanych
optimalizovanych a piivodnich hodnot specifickych mér urmtnosti pro k = 8.
Pii porovnani Grafu 3.6 s Grafem 3.5 pted nalezenim optimalizovanych parametri mtizeme
vidét, ze hodnoty u, se zménily minimalné. Rozdily hodnot p, pfed optimalizaci a po
optimalizaci se pohybuji zhruba v fadech setin az statisicin. Ale i pfesto se soucet ¢tvercu

odchylek po optimalizaci zmensSil o vice nez 10 jednotek.

Pokud porovname hodnoty specifickych mér imrtnosti m, s vyrovnanymi hodnotami
Uy pfi optimélnich parametrech, mizeme vidét, Ze modelové hodnoty p, koresponduji

s hodnotami m,, zjisténymi empirickym métenim, coZ je patrné i z Grafu 3.6.

3.2.5 Porovnani vysledkii obou pohlavi za roky 2009 - 2011

Vyse uvedené postupy jsem aplikovala na hodnoty hodnoty D, a P, z imrtnostnich tabulek
muzu Ceské populace za roky 2010 a 2009 a na data z umrtnostnich tabulek Zen cCeské
populace za stejné roky, tedy 2011, 2010 a 2009. Pti¢emz soucty vazenych Ctvercti odchylek

jsem vzdy pocitala do veku 97 let. V nasledujicim odstavci budu interpretovat vysledky, ke
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kterym jsem doSla. Veskeré vypocty a grafy k jednotlivym pohlavim a rokim 2009 — 2011

muzete vidét v prilozenych excelovskych souborech pojmenovanych podle pohlavi a roku.

Z Tabulky 3.1 a Tabulky 3.2 muizete vy¢ist, jak se vyvijely hodnoty optimalizovanych
parametrd Gompertz-Makehamovy funkce v letech 2009-2011 u Zen a u muzi ¢eské populace.
Jak vidime, tak hodnoty za jednotlivé roky v samotné muzské populaci se liSi jen minimalné,
to stejné v Zzenské populaci, jelikoz za pouhé tii roky se imrtnost znatelné¢ nezménila. Je totiz
obecné znamo, ze lidé se dozivaji ¢im dal tim vyssiho véku a lidi v dchodovém veéku piribyva.
V nize uvedeném Grafu 3.7 muZeme vidét rozdil v amrtnosti u muzd a zen Ceské populace
v roce 2011. Ostatni kiivky za roky 2010 a 2009 nemélo smysl do grafu vykreslovat, jelikoz
byly takika shodné s kiivkou za rok 2011. Vétsi rozdily v iimrtnostech uvidime v Tabulce 3.3,
kde budu srovnavat data muza za roky 2011, 2010, 2009 a 1990. Pokud ovS§em porovnam obé
pohlavi mezi sebou, tak uz mizeme vidét podstatnéjsi zmény v amrtnostech. Nadéje doziti pfi
narozeni je o 7 let vy$8i nez u muzu, to potvrzuje i Graf 3.7. Trend kiivky u muzl i Zen je
velice podobny, avSak u Zen jsou hodnoty pii stejném trendu vyrazné niz$i, jelikoz Zeny se
Vv priméru dozivaji pravé o 7 let vyssich vekil nez muzi. Nejvétsi rozdily miizeme vidét zhruba
v 80 letech zivota. Rozdily v amrtnosti muz jsem nechala vykreslit do Grafu 3.8, kde
muzeme vidét rozdily v umrtnostech muza a Zen, konkrétné za rok 2011. Z grafu je patrné, ze
do 93 let Zivota odchylky v umrtnosti muzii a Zen nariistaji exponencidlné, ale od tohoto roku
se jiz za€inaji odchylky zmensovat, a jak mizeme vy¢ist z Grafu 3.7, tak v nejvyssich vécich
(cca 100 let a vic) se zacina riist umrtnosti u muza vice zpomalovat nez u zen. To muzete

vycist i z Grafu 3.9, kde jsou porovnany specifické imrtnosti muzt a zen v roce 2011.

muzi A B C

2009 0,007595876 | 0,000011958 1,115587801
2010 0,006557672 | 0,000015538 1,111929544
2011 0,007468609 | 0,000010932 1,116185374

Tabulka 3.1: Optimalni hodnoty parametric Gompertz-Makehamovy funkce za roky 2009-2011
u muzu Ceske populace.

Zeny A B C

2009 0,001603823 | 0,000002373 1,133681213
2010 0,001642811 | 0,000002281 1,133722411
2011 0,001608575 | 0,000002255 1,133613739

Tabulka 3.2: Optimalni hodnoty parametric Gompertz-Makehamovy funkce za roky 2009-2011

u Zen ceskée populace.
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Graf specifickcych mér umrtnosti vyrovnanych Gompertz-
Makehamovou funkci: Zeny i muzi CR - 2011
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Graf 3.7: Porovnadni hodnot vyrovnanych Gompertz-Makehamovou funkci u Zen a muzii ceské
populace v roce 2011.

Rozdily v umrtnostech muzi a Zen ceské
populace v roce 2011
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Graf 3.8: Rozdily v umrtnosti muzii a Zen ceské populace v roce 2011.
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Specifické miry umrtnosti CR 2011 - muzi: 0 - 105
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1,00

0,90 |

0,80

0,70

> 0,60

5]
5 0,50 — ) X-MUZi

:E 0,40 — m_X-Zeny
0,30
0,20
0,10 //

0,00 : : : : . ——-!-/ : :

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Vék

Graf 3.9: Porovnani specifickych meér umrtnosti u muzii a Zen ceské populace v roce 2011.

Jelikoz u jednotlivych pohlavi nebyly za porovnavané 3 roky patrné vétsi rozdily
v umrtnostech, provedla jsem odhad parametri Gompertz-Makehamovy funkce na datech
muzské Ceské populace zroku 1990 [18], kde by uz mohly byt patrnéjsi vétsi rozdily.
V Tabulce 3.3 vidite optimalizované odhady parametri Gompertz-Makehamovy funkce
muzské Ceské populace za roky 1990, 2009, 2010 a 2011. Jak jsem zminila v kapitole 3.1, tak
neni podminkou, aby byl parametr A > 0 a shodou okolnosti pravé v roce 1990 vysel parametr
A po optimalizaci pfesné 0, pficemz ptred optimalizaci vychazel zhruba 0,006. Z Grafu 3.10
potom muzeme vycist, ze oproti rokiim 2011, 2010 a 2009 se umrtnost oproti roku 1990
znacné lisi. Je to logické, jelikoz ptred 20 roky se lidé nedozivali tak vysokych veéki jako dnes.
To mlzeme vidét také na stfedni délce Zivota pii narozeni, kterd se u muzi Ceské populace

Vv roce 1990 pohybovala kolem hodnoty 67,6 let, pficemz v roce 2011 to bylo zhruba 74,7.
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muzi A B C

2009 0,007595876 | 0,000011958 1,115587801
2010 0,006557672 | 0,000015538 1,111929544
2011 0,007468609 | 0,000010932 1,116185374
1990 0,000000000 | 0,000188470 1,085460666

Tabulka 3.3: Parametry Gompertz-Makehamovy funkce u muzské ceské populace za roky
2009,2010,2011 a 1990.

Graf specifickych mér umrtnosti vyrovhanych Gompertz-
Makehamovou funkci: muzi CR - 2009, 2010, 2011
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Graf 3.10: Porovnani specifickych mér umrnosti vyrovnanych Gompertz-Makehamovou funkci
u muzu ceské populace v letech 1990, 2009, 2010 a 2011.
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4 LATE-LIFE MORTALITY DECELERATION

V této posledni kapitole se Ctenai seznami s fenoménem “Late-life mortality deceleration”,
s modifikaci Gompertz-Makehamova zakona, kterd do jisté miry souvisi s timto fenoménem a
naslednou aplikaci modifikovaného Gompertz-Makehamova zdkona na redlnou ceskou
populaci, konkrétné na muzskou populaci z roku 2011. Pfi zpracovani této kapitoly jsem

Cerpala predevsim z publikaci [1], [14].

4.1 Seznameni s fenoménem ,,Late-life mortality deceleration*

Spolehlivé odhady umrtnosti ve vySSim veéku jsou nezbytné pro urceni piesné prognozy
imrtnosti a velikosti populace nejstarsich vékovych skupin. Umrtnost ve vyssich vécich ma
tendenci odchylovat se od Gompertzova zakona umrtnosti. Late-life mortality deceleration je
fenomén, kdy se rdst intenzit umrtnosti v nejvysSich vécich zivota piestane zvySovat
konstantni rychlosti. Miru umrtnosti ve vysokych vécich neni jednoduché odhadnou, jelikoz
ve vEtsin€ zemi se nejvyssich vekil doziva jen velmi maly pocet osob, proto jsou takovato data
velice vzacna a ¢asto muzou byt nadhodnocovana. Odhad intenzit imrnosti ve vysokych

vecich predstavuje vazné problémy pro vyzkumné pracovniky.

Pozorované zpomaleni ristu Umrtnosti v nejvyssich vécich souvisi s heterogenitou
v datech. Z divodu nedostatku dat pro nejvyssi véky Casto dochazi ke slouceni dat za vice
¢asovych obdobi a pravé tento heterogenni efekt mtize byt pri¢inou zpomaleni ristu umrtnosti
Vv nejvyssich vécich. Jak jsem jiz zminila, populace se doziva ¢im dal vyssich veku, proto kdyz
si slou¢ime data pro nejvyssi véky napf. za poslednich 10 let a budeme chtit vidét intenzitu
umrtnosti V nejvysSim veéku, tak muze dojit ke zkresleni a v konecném efektu pravé ke
zminovanému ,,zpomaleni“ imrtnosti, jelikoz se tento heterogenni soubor dat sklada z dat za

rizné generace.

Dalsi z divodli zpomaleni imrtnosti v nejvysSich vécich je fakt, ze v nejvyssich vécich
muze byt mira imrtnosti podeziele vysoka a potom miZeme povazovat odhady imrtnostnich
mér za nevhodné. Tento problém mizeme vidét na datech z imrtnostnich tabulek Ceskeé

republiky, konkrétné u muzi za rok 2011, a to ve 103. roce zivota. Stfedni stav populace
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103-letych osob je 2 a pocet skutecné¢ zemielych osob ve véku 103 je také roven Cislu 2,
potom odhadovana mira umrtnosti m, vychazi 1, coz se vyrazné¢ odchyluje od trendu

ptedchozich hodnot.

Dalsim problémem je, ze v nejvysSich vécich dochédzi k chybnému nahlaSeni
skutecného veéku a poté dochdzi k nadhodnocovani veéku. Zpomaleni Gimrtnosti mize byt
zpusobeno pravé Spatnou kvalitou udaji. Pokud by hypotéza o Spatné kvalit¢ nahlaSenych
udaju platila, potom by se zpomaleni imrtnosti v nejvyssich vécich mélo pravdépodobné
zmenS$ovat, a to S rostouci kvalitou dat. Za t¢elem ovéreni této hypotézy byla provedena studie
kvality dat pro databazi zemfelych spravy socialniho zabezpeceni (Social Security
Administration Death Master File, dale budu znacit zkratkou DMF). Jednim ze zpisob, jak
ziskat dobré odhady Umrtnosti v nejvysSich vécich je porovndvat dostupné mezinarodni
zaznamy osob dozivajicich se tohoto véku a nasledné zptisnéni kontrol provéreni nahlasenych

udaji.

Byl navrzen alternativni pfistup, ktery dava moznost fesit problém s heterogennimi
soubory dat a to pomoci sestavovani udajii pro vice homogennich generaci. Reseni problému
s extrémné vysokymi mirami Umrtnosti je zalozeno na tdajich z DMF. Udaje z DMF
umoziuji zkoumat problematiku metodou vymielych generaci. Dostupnost informaci o mésici
narozeni a mésici umrti sledovanych generaci poskytuje jedineCnou prileZitost, jak ziskat
odhady mér pro kazdy mésic véku a tim eliminovat pochybné extrémné vysoké miry rizika

ve vysokych vécich.

4.2 Modifikace Gompertz-Makehamova zakona

Empirickd data jsou dikazem toho, ze Gompertz-Makehamova funkce je vhodna
pouze do veku priblizné 85 let. Gompertz-Makehamtiv zakon je totiz zaloZen na piedpokladu,
ze rychlost narstu imrtnosti je s vékem konstnanti, pti¢emz jak jsem uvedla v kapitole 4.1
ve skutecnosti se v nejvysSich vécich narist umrtosti zpomaluje. V pfedchozi kapitole jsem
také uvedla, ze v nejvyssich vécich se jiz vyrazné modelové hodnoty Gompertz-Makehamovy
funkce odchyluji od empiricky namétenych specifickych mér imrtnosti a imrtnost 1ze v téchto

nejvyssich vécich vyjadiit pomoci funkce rostouci ¢im dal tim pomaleji. Na zakladé tohoto
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predpokladu byla zformulovana modifikace Gompertz-Makehamova zakona, ktera obsahuje
jiz Ctyfi parametry, oproti pivodnimu modelu se tfemi parametry. Tento modifikovany model
1ze vyjadrit jako:

modif xo+%-ln[y-(x—xo)+1]

U, =A+B-C ,

kde x > x; u;n‘)dif je modifikovana intenzita umrtnosti ve véku x; x, je v€k, od kterého je

umrtnost vyrovnavana pomoci modifikované Gompertz-Makehamovy funkce; 4, B a C jsou
parametry puvodni Gompertz-Makehamovy funkce a y je parametr, ktery vyjadiuje pokles

rychlosti naristu umrtnosti s vékem.

VeEk x,, od kterého probiha vyrovnavani, se voli zhruba okolo véku 80 — 85 let. Tento
model je specificky zaméfen na nejvyssi veéky, u kterych dochazi k poklesu ristu mér
umrtnosti. Vyrovnané hodnoty potom budou pfipominat prabéh klasické Gompertz-
Makehamovy funkce, ale v nejvyssich vécich budou rist pomaleji. Tento fakt totiz odpovida
nejnoveéjSim poznatkim o vyvoji imrtnosti osob v nejvyssich vécich, jak jsem jiz uvedla

v kapitole 4. 1.

4.3 Aplikace modifikovaného Gompertz-Makehamova zakona na ¢eskou

populaci

V této posledni Casti bakalaiské prace budu aplikovat modifikaci Gompertz-Makehamova
zakona na redlnou ceskou populaci, konkrétn€ na muZskou ceskou populaci v roce 2011.
K nasledujicim vypocétim pouziji vyrovnané hodnoty ptivodni Gompertz-Makehamovy funkce

pro muzskou populaci z roku 2011, ke kterym jsem dosla v kapitole 3.2.4.

Jak jsem uvedla v piedchozi kapitole, tak pro tuto modifikaci Gompertz-Makehamova
zakona se za vek x, voli hodnoty okolo veéku 80 — 85 let. Ja jsem zvolila hodnotu x, pravé 85
let, protoze do tohoto véku mi piijdou empirické specifické miry umrtnosti velice dobie

kopirovany vyrovnanymi hodnotamy Gompertz-Makehamovu funkei.
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Do veéku 85 let tedy pouziji hodnoty vyrovnané puvodni Gompertz-Makehamovou
funkci a od tohoto se jiz budu snazit modifikaci Gompertz-Makehamova zakona zpomalit rlst

umrntnosti tak, aby co nejvérnéji kopiroval hodnoty empirickych specifickych mér umrnosti.

Hlavnim cilem tedy bude zvolit parametr y, ktery urCuje pokles rychlosti narstu
umrtnosti. Tento parametr se budu snazi zvolit optimalné, tedy tak, aby soucet vazenych
¢tvercli odchylek byl pro véky 85 — 105 pokud mozno co nejmensi. Vzala jsem si hodnoty
parametru y od 0 do 0,1 s krokem 0,01 a v nasledujicim Grafu 4.1 miZete vidét, Ze nejmensi

soucet vazenych ¢tverct odchylek vychazi pro hodnotu parametru y = 0,04.

Volba parametruy
od 0do 0,1 s krokem 0,01
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Graf 4.1: Hodnoty vazenych ctvercii odchylek pri dané volbé parametru y.

V Grafu 4.2 potom vidite, jaky je prub&éh umrtnosti podle klasického Gompertz-Makehamova
zakona a jak vypada pribéh umrtnosti podle modifikovaného Gompertz-Makehamova zédkona
s volbou parametru y = 0,04. Z Grafu 4.2 jde p€kné¢ vidét, Ze modifikované hodnoty
Gompertz-Makehamova zakona pro poc¢atecni hodnotu vyrovnani x, = 85, opravdu vérnéji
kopiruji empirické specifické miry umrtnosti ve véku 85 — 105 let. Veskeré vypocty mizete

vidét v piilozeném excelovském souboru “muzi 2011 modifikace.xlsx”.
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Specifické miry imrtnosti - porovnani vyrovnanych hodnot G-
M a modifikaci G-M, muzi 2011, vék 60 - 105 let

1,0

0,8

0,7

0,6 4

0,5 m_x

Hodnoty

0'4 - 1 X

0,3 V — u_x-modif.

0,2

0,1 —
0,0 T T T T T T T T 1
60 65 70 75 80 8 90 95 100 105

Vék

Graf 4.2: Porovnani vyrovnanych hodnot pomoci Gompertz-Makehamova zakona a pomoci
modifikovaného Gompertz-Makehamova zakona.
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5 ZAVER

Zacatek prace byl vénovan sezndmeni se s umrtnostnimi tabulkami, jejich klasifikaci
zékladnimi charakteristikami, S jejichz pomoci se samotné imrtnostni tabulky konstruuji. Pro

zajimavost jsem uvedla i pocty zemielych v roce 2011 podle nejcastéjsich pricin smrti.

Treti kapitola se jiz zabyvala samotnym Gompertz-Makehamovym zakonem. Nejprve
jsem Ctendie seznamila se zakladni mysSlenkou a samotnym vznikem modelu. V dalsi casti
kapitoly jsem se jiz zabyvala odvozenim zékladnich vztahti pro vypocet odhadd parametrt
Gompertz-Makehamova modelu a nasledné jsem v MS Excel 2010 s pomoci téchto vztahi
vypocitala pocateéni odhady parametri na muzské ¢eské populaci za rok 2011. Poté jsem
hledala vhodnou délku intervalu k, kterd minimalizovala soucet vazenych Etvercli odchylek,
tak jsem ziskala vérohodngjsi odhad parametra. Ale pro co nejveérnéjsi vyrovnani specifickych
mér umrtnosti jsem jiz minimalni odhady vazenych ¢tvercii odchylek jesté vice zmensSila a to
pomoci ,.excelovské” funkce Resitel, kterd zoptimalizovala parametry A, B a C tak, Ze soudet
¢tverci vazenych odchylek minimalizovala jesté vice. Stejny postup jsem aplikovala i na data
za roky 2010 a 2009, a to i na data zenska. V zavéru kapitoly jsem porovnala vysledky, které
se V jednotlivych pohlavich nikterak zvlastné neliSily. Rozdil byl patrny aZ pfi porovnani
muzl a zen vzgjemné. Kfivka umrtnosti Zen, vyhlazend Gompertz-Makehamovou funkci, se
realizuje niz§imi hodnotami oproti kiivce muzské. Tento vysledek je ovSem ocekéavany,
protoze stfedni délka Zivota pfi narozeni u Zen ¢inila v roce 2011 80,7 roku a u muzi 74,7
roku, coz je znac¢ny rozdil. Pro objektivnéj$i porovnani jsem vySe zminovany postup
aplikovala na muzskou populaci za rok 1990, kde uz byly rozdily v rdmci daného pohlavi
mnohem vétsi, ovSem tento vysledek také nebyl nikterak prekvapujici, protoze pred 20 lety se
lidé dozivali nizsich vekd. Ve vsech vyse uvedenych piipadech Gompertz-Makehamova
funkce velice dobie kopirovala prubéh skute¢né umrtnosti zhruba v letech 60 — 85 let,

v nejvyssich letech se uz znacné odchylovala od empiricky namétenych hodnot.

V posledni kapitole jsem potom pfiblizila fenomén zvany ,Late-life mortality
deceleration®, ktery nas, jak uz samotny nazev napovida, seznamil se zpomalenim ristu
intenzity Umrtnosti v nejvyssich vécich Zivota. S timto zpomalenim souvisi i modifikace

Gompertz-Makehamova zakona. Jde o pivodni Gompertz-Makehamovu funkci doplnénou
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o Ctvrty parametr, ktery vyjadiuje pokles rychlosti nariistu umrtnosti od urcitého roku zivota.
V zavéru kapitoly jsem potom optimalné odhadla tento cCtvrty parametr a porovnala

modifikované hodnoty s hodnotami piivodni Gompertz-Makehamovy funkce.

Diky psani bakalaiské prace jsem si prohloubila védomosti ziskané béhem studia. Lépe
jsem se naucdila orientovat Vv tabulkovém procesoru MS Excel 2010 a seznamila jsem se s
nékterymi jeho novymi funkcemi, které jsem doposud neznala. Také jsem se naucila pracovat

S cizojazy¢nou a odbornou literaturou.
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Priloha 1: CD ROM s vypocty a grafy
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