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Uvod

Systémy hromadné obsluhy jsou v souCasné dobé naprosto bé&Znou soucasti
kazdodenniho zivota. Stejné tomu tak bylo v minulosti a s velkou pravdépodobnosti
|ze Fici, ze stejné tomu bude i v budoucnosti. Pokud vSak v néjakém systému fronta
vznikne, je vzdy zadouci s frontou pracovat, aby nebylo nutné travit pfiliS mnoho
¢asu nebo lépe, aby vlbec nevznikla. Stejné je tomu v pfipadé nabijeni
elektromobil(l. Téma elektromobility je v sou€asné dobé velmi aktualni, kdy je feSen
systém nabijeni téchto vozu. Nabijeci stanice a elektromobily spole¢né tvofi systém
hromadné obsluhy, kde se pfirozené vyskytuje fada proménnych. Mezi né patfi
napfiklad doba nabijeni kazdého vozu, rychlost nabijeni a s tim souvisejici potfebny
poCet nabijecich stanic. Cilem je poté tento systém optimalizovat takovym
zpusobem, kdy jsou vSechny elektromobily v pfijatelném ¢ase nabity, u nabijecich

stanic nedochazi ke vzniku front a zaroven vSe probiha s akceptovatelnymi naklady.

Tato prace je rozdélena do dvou tematickych Casti. Teoreticka Cast, skladajici se ze
tfech kapitol, se vénuje nejprve obecné problematice systému hromadné obsluhy,
kdy jsou popisovany jednotlivé ¢asti systémy a vztahy mezi nimi. DalSi kapitoly se
zaméfuji nejprve na moznosti, jakymi lze systémy hromadné obsluhy modelovat
pomoci softwarovych nastroju i pomoci heuristickych metod. Nasledna kapitola uz
vice popisuje specialni pfipady front, jakym jsou fronty prioritni, kdy jsou popsana

jejich specifika a také prace s nimi.

Prakticka ¢ast je vénovana vyzkumu systému hromadné obsluhy v navaznosti na
téma elektromobility. Zde je vytvofen model reprezentujici provoz elektrickych
vozidel a jejich nabijeni na omezeném poctu nabijecich stanic. Tento model je feSen
pomoci softwarového nastroje MPL i heuristické metody, popsanych v teoretické
¢asti. Model je poté riznymi zpusoby modifikovan. Hlavnim cilem je vzdy dokongit

cely proces nabijeni ve stanoveném Case.



1 Systémy hromadné obsluhy

Dle Sundarapandiana (2009) jsou systémy hromadné obsluhy obsahem oboru
aplikované matematiky oznacovaného jako teorie front, jinak také teorie hromadné
obsluhy. Hlavni ¢innosti je analyza systéma, do kterych v ur&itém intervalu pfichazi
pozadavky, a cilem je tyto poZadavky efektivné obslouZit, resp. vytvofit efektivné
fungujici prostfedi. Model hromadné obsluhy je zarovern konstruovan takovym

zpusobem, aby bylo mozné predvidat délku fronty i Cekaci dobu.

Jak dale uvadi Queuing-it (2022) predstavuji teorie front velmi ucinny nastroj pro
analyzu kazdodenniho jevu ¢ekani ve fronté. Bhat (2015) dale dodava, ze systémy
hromadné obsluhy a fronty obecné pomahaji efektivné zpracovat a zvladat tok
pozadavku, pokud systém disponuje omezenou kapacitou. Teorie front zkouma

holistickym pojetim systém Cekani ve fronté, v€etné prvk, jakymi jsou:
¢ intenzita pfichodl pozadavku a intervaly mezi pfichody,
e pocet obsluznych stanovist a jejich fungovani,
e pocet zakazniku Cekajicich ve fronté,
e kapacita Cekaci zony,
e prumeérna doba obsluhy,
e rezim fronty.

RezZim fronty odkazuje na dana pravidla fronty, napfiklad zda se chova na principu
prvni v poradi, posledni v pofadi, obslouzeni v nahodném pofadi nebo zda

v systému existuje priorita.

Za zakladatele tohoto védniho oboru je povazovan dansky inzenyr matematik
Agner Krarup Erlang, ktery se na pocatku 20. stoleti vénoval problematice teorie
pravdépodobnosti v telefonni spole¢nosti Copenhagen Telephone Exchange
(Sundarapandian, 2009). Zde publikoval prvni ¢lanek k problematice teorie front,
kde feSil pfichozi hovory pfichazejici na ustfednu. Od té doby se tato teorie neustale
vyvijela az do podoby, vjaké je znama dnes. V souCasné dobé jsou systémy
hromadné obsluhy béZzné a nedomyslitelné pouzivany v oblasti planovani logistiky
(Seda, 2011). Jablonsky (2011) dale popisuje systém hromadné obsluhy jako vse,
co se nachazi mezi pfichodem pozadavku do systému a odchodem ze systému.



Obecné plati, ze systémy hromadné obsluhy jsou v sou€asné dobé& naprosto

béznou soucasti kazdodenniho zivota.

1.1 Zakladni ¢asti systémi hromadné obsluhy

Jak uvadi Jablonsky (2011), v systémech hromadné obsluhy se vyskytuji jednak
pozadavky a jednak obsluzna zafizeni (nebo také obsluzné linky). Systémy
hromadné obsluhy jsou charakterizovany realizaci obsluhy pfichozich pozadavkd.
Pokud pozadavky pfichazi do systému s velkou intenzitou, pfipadné pokud je
v daném okamziku obsluzné zafizeni plné obsazeno, dochazi ke vzniku front.
Pozadavky se tak pfi pfichodu do systému hromadi pfed obsluznym pracovistém
a tim vytvofi frontu (Fabry, 2019). Pfiklad systému hromadné obsluhy je znazornén
na Obr. 1.

obsluzne linky

oy —— 0@ -0 8 —
i - = =
pozadavkl  pfichod . odchod

do systému  fronta = ze systému

realizace obsluhy

Zdroj: (Jablonsky, 2011)

Obr. 1 Schéma modelu hromadné obsluhy

1.1.1 Prichod pozadavku do systému

PoZadavky jsou prvky systému hromadné obsluhy, které systémem prochazi a jsou
obsluhovany. Maji tedy dynamickou povahu. Pozadavky tvofi frontu ve chvili, kdy je
obsluzné pracovisté obsazeno a nemlze v daném Case pfijimat dalSi pozadavky.
Ty se nasledné hromadi a vyCkavaji ve fronté do chvile, kdy se obsluzné pracovisté
opét uvolni. V realném prostfedi mohou pozadavky pfedstavovat napfiklad lidée,
pfedméty, informace apod. Pozadavkem tedy mohou byt napfiklad zakaznici

v supermarketu, vozidla projizdéjici kfizovatkami nebo pacienti u Iékare.
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Ve vyrobnim procesu mohou byt pozadavky karoserie v lakovné nebo pfistrojové

panely na montazni lince.

Jak uvadi Chan (2014), pfichod pozadavkl do systému je dulezitou charakteristikou

systému. Pfichozi poZadavky |ze popsat nasledujicimi dvéma zpusoby pomoci:

1. Poctu pfichodu, tedy pocet pozadavku, které vstoupi do systému za jednotku

2.

casu.

Intervalt mezi pfichody po sobé pfichozich pozadavku, jinymi slovy Casem

mezi dvéma po sobé jdoucimi pfichody.

Jak dale uvadi Jablonsky (2011), oba zminéné zplUsoby mohou byt dvojiho typu,

a to konkrétné:

Deterministické, kdy jsou intervaly mezi pfichody pozadavkl pevné dané.
S timto pfipadem se Ize v praxi setkat napfiklad na vyrobni lince, kdy v pevné
daném intervalu (taktu) pfichazi pozadavky v podobé rozpracované vyroby

k dalSimu zpracovani.

Stochastické, kdy jsou intervaly mezi pfichody proménlivé v ¢ase. V praxi se
s timto pfipadem Ize setkat Castéji, protoze v mnoha systémech, jako urady,
dopravni kfizovatky, Cerpaci stanice aj., nelze prfedpokladat pravidelny
prichod pozadavku. Intervaly jsou v tomto pfipadé popisovany nékterym
z pravdépodobnostnich rozdéleni. Ur€eni konkrétniho pravdépodobnostniho
rozdéleni zavisi na statistické analyze. Pro intervaly mezi prichody
pozadavkli se podle Jablonského (2011) casto vyskytuje rozdéleni
exponencialni s jednim parametrem A, kdy stfedni hodnota je dana
nasledujicim vztahem (1):
E(X) = 1. 1)
A
Parametr A je interpretovan jako stfedni poc¢tu pozadavk, které vstoupi do

systému za ¢asovou jednotku, a nazyva intenzita pfichodl pozadavka.
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Pravdépodobnost, Ze interval mezi pfichody bude kratSi nez t, coz znaci hodnotu

distribu¢ni funkce exponencialniho rozdéleni v bodé t, je potom dana vzorcem (2):
PX<t)=F@t)=1—e"?A 2

kde hodnota e jako zakladu pfirozeného logaritmu je 2,7183.

1.1.2 Obsluha

Pojem obsluha, jinak nazyvana také jako obsluzné zafizeni nebo obsluzna linka,

popisuje Jablonsky (2011) jako zafizeni, jehoz cilem je obslouzit poZadavky.

vigwvivs

obsluhy a zaroven charakteristikou systému je Cas, za ktery jsou obsluzna
pracovisté schopna obslouzit pfichozi pozadavky. Jablonsky (2011) dale zmifuje,
Ze tato veli¢ina maze byt, stejné jako v pfipadé pfichodu pozadavku, deterministicka
nebo stochasticka. V pfipadé stochastické veliCiny se opét pouziva nejCastéji
exponencialni rozdéleni s parametrem pu, ktery se nazyva intenzita obsluhy.
Intenzita obsluhy je charakterizovana jako primérny pocet obslouzenych
pozadavku za danou Casovou jednotku. Stfedni hodnota doby obsluhy je dana
vztahem (3) (Jablonsky, 2011):

E(X) = 1. (3)
U

Jak znazoriuje Obr. 2, v pfipadé jednoduchého systému existuje pouze jedna

obsluzna linka.

obsluzna linka

— Q00 - -0— 8
prichod odchod

do systému fronta ze systému

Zdroj: (Jablonsky, 2011)

Obr. 2 Systém hromadné obsluhy s jednou obsluznou linkou
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V praxi se ale v systémech hromadné obsluhy vyskytuje obsluznych linek i vice.
V pfipadé jejich vétSiho poctu se rozliSuji typy podle rozmisténi linek:

e Sériové usporadani (viz Obr. 3), kdy pozadavky prochazi postupné vsemi
obsluznymi linkami v sérii. Praktickym pfikladem muze byt vyrobni linka, kdy
pozadavky prochazi postupné riznymi pracovisti.

e Paralelni uspofadani (viz Obr. 4), kdy se poZadavky rozdéluji k jednotlivym
obsluznym linkam. Fronta muze vznikat bud zvlast pfed kazdou linkou nebo
v podobé jediné fronty, odkud pozadavky pfechazi k jednotlivym obsluznym
linkam. Zaroven oproti sériovému uspofadani poZadavky prochazi pouze
jedinou obsluznou linkou. V praxi se lze setkat s timto usporadanim na

Cerpacich stanicich.

obsluzné linky

prlchnd . . . . - . odchod

do systému fronta Ze systemu

Zdroj: (Jablonsky, 2011)

Obr. 3 Sériové usporadani obsluznych linek

obsluzné linky

do systému fronta ze systému

Zdroj: (Jablonsky, 2011)

Obr. 4 Paralelni usporadani obsluznych linek
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V realném prostiedi dale existuji i systémy, které kombinuji typy uspofadani podle

pozadavku a potfeb daného systému.

Jablonsky (2011) dale uvadi i pfiklady analyzy systému hromadné obsluhy. PfFi
analyze jsou zasadni charakteristiky, diky kterym lze popsat fungovani celého

systému.
Zpravidla se jedna o tyto charakteristiky:
e primérna doba, jakou stravi poZzadavek ¢ekanim ve fronté,
e primeérna doba Cekani v systému jako celku,
e prumérna délka fronty,
e pramérny pocet pozadavkui v systému.

Dale se zjistuji charakteristiky souvisejici s pravdépodobnostmi urcitych situaci,
jako napriklad pravdépodobnost, Ze linka obsluhuje nebo neobsluhuje,

pravdépodobnost, Zze pozadavek bude muset ¢ekat ve fronté apod.

1.1.3 Proces vzniku fronty

Systémy hromadné obsluhy Ize rozdélovat také podle toho, zda fronta vznika Ci
nevznika. V pfipadé vzniku fronty poZadavky pfichazi do systému a postupné
obsazuji vSechny dostupné obsluzné linky. DalSi pfichozi poZadavky musi nasledné
c¢ekat na uvolnéni obsluzné linky, coz vede ke vzniku fronty. Fronta muze byt
s omezenou i neomezenou délkou. Omezena délka fronty znamena, Zze po dosazeni
maximalni délky fronty, tedy maximalniho po&tu pozadavku ve fronté, dalsi pfichozi
pozadavky jiz na obsluhu necCekaji a odchazi bez obsluhy. K obdobné situaci
dochazi i v druhém pfipadé, kdy fronta nevznika. Pozadavky pfichazi do systému
a pokud je v tomto ¢ase obsluha obsazena, poZzadavky pfimo systém opousti, aniz
by byly obslouZzeny nebo zalozily frontu. Systémy, ve kterych dochazi k odchodu
pozadavku bez poskytnuti obsluhy, se nazyvaji systémy se ztratami
(Kofenaf, 2010).

1.2 Rezimy front

Jak popisuje Seda (2011), fronty mohou obecné fungovat v rGznych rezimech, které

jsou zalozené na poradi pfichodu a nasledném odchodu pozadavkl ze systému.

14



Na zvoleném rezimu fronty zavisi i efektivnost systému jako celku. Rezim fronty tedy

urCuje poradi, v jaké budou pfichozi pozadavky obslouzeny.
FIFO

Rezim FIFO (First-In, First-Out) se v praxi objevuje velmi ¢asto. Lze ho ukazat na
prikladu zakaznik v obchodé, ktefi jsou obsluhovani v poradi, v jakém pfisli. Jinymi

slovy tedy kdo drive pfijde, dfive také odejde.
LIFO

RezZim LIFO (Last-In, First-Out) je opakem k rezimu FIFO, kdy jsou pozadavky
obsluhovany v opa¢ném poradi, nez v jakém do systému vstoupily. V praxi se s nim
Ize setkat napfiklad ve skladu zbozi. Zbozi, které bylo dodano jako prvni je ulozeno

vzadu, je tedy nejhure pfistupné a bude vyskladnéno jako posledni.
SIRO

Oproti pfedchozim rezimim, rezim SIRO (Selection In Random Order) je
charakterizovan nahodnym vybérem pozadavkl z fronty. Jak uvadi Fabry (2019),
v8echny pozZadavky maji stejnou pravdépodobnost vybéru. V praxi Ize tento rezim
vidét u vystupu cestujicich z autobusu na kone¢né zastavce, kdy se nahodné

dostavaji ke dvefim a vystupuiji.
PRI

PRI (Priority system) je rezim fronty, kdy jsou pozadavky z fronty vybirany na
zakladé urcité pfifazené priority. Ta je pfifazovana s ohledem na charakter systému.
S timto rezimem se Ize setkat napfiklad v nemocnici na urgentnim pfijmu, kdy
nejvyssi prioritu obdrzi pacienti s nejvaznéjSim zranénim. Priorita mize byt ale
pfifazovana i na jinych zakladech. Tomuto tématu budou vénovany nasledujici
kapitoly této prace. Modely s prioritou se fadi do dvou kategorii dle toho, zda muze
¢i nemlze byt obsluha pferuSsena kvuli pfichodu pozadavku s vySSi prioritou
(Harchol-Balter, 2012).

Dle Fabryho (2019) je i odchod pozadavku (podobné jako pfichod) ze systému
ur€itym rozhranim systému hromadné obsluhy a okoli systému. Z hlediska analyzy

nejsou vSak odchody nijak dulezité.
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1.3 Birth-death proces

Proces birth-death (oznacovany také jako birth-and-death proces) je specialnim
pfipadem spojitétho Markovova procesu (Nowak, 2006). Vyznacuje se dvéma
riznymi zménami stavu. V prvnim pfipadé birth vstoupi jeden pozadavek do
systému, ¢imz zvysi celkovy poCet pozadavkil v systému. V druhém pfipadé death
je proces presné opacny, kdy pozadavek po obslouzeni ze systému vystoupi
a celkovy pocCet pozadavkiu se tedy snizi. V praxi se uplatiiuje napfiklad
v demografii nebo v biologii. V teorii hromadné obsluhy je tento proces také velmi
Casto vyuzivan, zejména pro fronty s pfichody s Poissonovym rozdélenim
o0 nekonec¢né kapacité (Tavaré, 2018). Na Obr. 5 je schematicky znazornén

birth death proces. Pocet vstupd (birth rates) je zde dan jako {A;};—=¢ . pocCet

vystupu (death rates) jako {¢;};=1  co-

Ao A A1 A
TN T ST TN T

@ @@~ & -

IJ1 IJ2 M Hic+1

Zdroj: (Tavaré, 2018)

Obr. 5 Schéma procesu birth-death

1.4 Klasifikace modelti hromadné obsluhy

Pro klasifikaci modelt hromadné obsluhy se pouziva Kendallova klasifikace, kterou
jiz v 50. letech 20. stoleti zavedI anglicky matematik D. G. Kendall (Seda, 2011). Ta
je zaloZena na Sestimistném kodu A/B/C/D/E/F. Jak dale uvadi Fabry (2019), tato
klasifikace je pouzivana pro modely s paralelnim uporadanim obsluznych linek
a zaroven nese i urCitd omezeni. Pouzit ji Ize pouze tehdy, kdy vSechny obsluzné
linky maji stejny typ pravdépodobnostniho rozdéleni, které charakterizuje dobu

obsluhy. Tab. 1 nasledné zobrazuje vysvétleni Kendallovy klasifikace.
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Tab. 1 Kendallova klasifikace

Pozice | Vyznam

Typy pravdépodobnostniho rozdéleni intervald mezi pfichody.
NejCastéji jsou pouzivany nasledujici:
e M = exponencialni rozdéleni,

e E = Erlangovo rozdéleni,

A e U =rovnomeérné rozdéleni,
e N = normalni rozdéleni,
e D = deterministicka (konstantni) hodnota,
e G = blize nespecifikované rozdéleni.
Typ pravdépodobnostniho rozdéleni doby obsluhy
B (dle zkratek stejné jako u pfedchoziho pfipadu).
c Pocet paralelné usporadanych obsluznych linek

(Cislo 1 znadi jednoduchy systém hromadné obsluhy).
D Rezim fronty, tzn. FIFO, LIFO, PRI nebo SIRO.

Maximalni pocet pozadavku ve fronté.

Velikost zdroje pozadavku.

Zdroj: (Fabry, 2019)

Prikladem muze byt model M/M/1, kde je kod ve zjednoduSené tfimistné podobé.
Jde o jednoduchy, bézné uzivany, model, kde jedno obsluzné zafizeni obsluhuje
pozadavky, které pfichazeji podle Poissonova procesu (kde maji intervaly mezi
prichody exponencialni rozdéleni) a maji exponencialné distribuované doby obsluhy
(M oznacuje Markovlv proces). Podobnym pfikladem je model fronty M/G/1, kde G

oznacuje libovolné rozdéleni pravdépodobnosti pro dobu obsluhy.

1.5 Stochastické procesy

V teorii pravdépodobnosti a také v jinych pfibuznych oborech je stochasticky, jinak
také nahodny, proces matematickym objektem definovanym jako mnozina
nahodnych proménnych, jinak také v pfipadé prvki a vazeb mezi nimi existuji
nahodné procesy. Obdobné i prvky a vazby samotné mohou mit charakter

nahodnych prvkd, resp. nahodnych jevl (Skalska, 2006). Stochastické procesy jsou
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Casto vyuzZivané v matematickych systémech, zejména v téch, kde se urcita
nahodna veli¢ina pfimo vyskytuje. Lze je proto uplatnit v Sirokém spektru obort, jako
napfiklad biologie, informatika, fyzika a dalSi (Parzen, 2015). Stochastické procesy
se zacaly uplatiiovat i ve finan&nim sektoru, z ddvodu zjisténi nahodnych procesu
pravé ve financni problematice. Jak dale uvadi Skalska (2006), feSeni pomoci
stochastickych metod je vhodné v pfipadech, kde dochazi k hromadéni jednotek
prochazejicich ur€itym systémem. Typicky se jedna o problematiku vzniku front,
Cekani ve fronté a modely hromadné obsluhy obecné. Tento model je v zasadé

velmi blizky realnym déjum, kde se nahodna proménna zpravidla vyskytuje.

Jak dale Parzen (2015) uvadi, stochasticky proces lze definovat jako soubor
nahodnych proménnych, ktery je indexovan néjakou matematickou mnoZzinou. To
znamena, Ze kazda nahodna proménna daného stochastického procesu je
jednoznacné spojena s prvkem v mnoziné. V systému zaroven existuje urcita
pravdépodobnost, s jakou dochazi ke zménam v systému. Mnozina vyuzivana

k indexovani nahodnych proménnych se nazyva mnozina indexu.

Billingsley (2008) uvadi, Ze pokud se za nahodnou veliinu uvazuje ¢as, mize mit
indexova mnozina konecny pocet prvku a stochasticky proces je potom dan
diskrétnim Casem. V opacném pfipadé, kdy je indexova mnozina z ur€itého

intervalu realnych Cisel, stochasticky proces je dan spojitym ¢asem.

Zviastnim typem stochastického procesu je proces Poissonovych bodd,
zjednoduSené nazyvan jako Poissonuv proces. Lze ho interpretovat jako
matematicky model s nahodnou posloupnosti jevu. Je &asto vyuzivan v teorii
hromadné obsluhy, kde slouZi k modelovani nahodnych udalosti v systému, jako

napfiklad pfichod zakaznikd do systému (Matematicka biologie, 2022).

Jak dale uvadi portal.matematickabiologie.cz (2022), Poissonlv proces se
vyznacuje nasledujicimi vlastnostmi:

e Nezavislost — pocty vstupujicich pozadavkl jsou v raznych ¢asovych

intervalech na sobé nezavislé. Pokud nejsou soucasné statistické vlastnosti

procesu zavislé na hodnotach z minulosti, jedna se o Markovovuv proces,

o ktery je zmifovan v dalSi kapitole.

e Stacionarnost — intenzita vstupu pozadavkui do systému je konstantni. Pokud
plati tato vlastnost, je dany Poissonlv proces homogenni.
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e Regulérnost — pravdépodobnost pfichodu pozadavku do systému neni

ovliviovana dobou od pfedchoziho pfichodu.

Kofenar (2010) charakterizuje stochasticky proces jako mnozinu nahodnych veli€in
{X:}ter, kde T reprezentuje mnozinu parametrd t. Mnozina T je chapana jako
C¢asova mnozina a zaroven tvofi defini¢ni obor. Obor funkénich hodnot je nazyvan
jako prostor stavl stochastického procesu R. Tyto stavy jsou brany jako Ciselné

hodnoty, proto i obor funkénich hodnot je dan jako Ciselna mnozina

1.6 Markovovy procesy v systémech hromadné obsluhy

Bellman (1957) definuje Markovovy procesy jako rozhodovaci stochastické procesy.
Poskytuje zaroven vhodny matematicky nastroj pro modelovani rozhodovacich
procesu vV situacich, kdy jsou vystupy z procesu z ¢asti nahodné a z ¢asti pod
kontrolou. Markovovy procesy lze také charakterizovat jejich vlastnosti, kdy se
s danou pravdépodobnosti v okamziku n nachazi vjednom z moznych stava.
Vhodné vyuziti je také v pfi feSeni optimalizacnich problému. Bellman (1957) dale
oznacCuje Markovovy procesy jako takové procesy, které splhuji Markovovu
vlastnost, oznaCovanou také jako bezpamétovost. Z této vlastnosti proto vyplyva,

Ze existuje nezavislost mezi stavy minulymi, sou¢asnymi i budoucimi.

Markovovy procesy jsou vyuzivany jiz od 50. let 20. stoleti, pfi€emz jejich nazev
pochazi od ruského matematika Andreje Markova. Gagniuc (2017) dale popisuje
prvni Markovovy studie, které se vazou jiz k pocatku 20. stoleti. Od té doby se tento
zavedeny model dale rozvijel, zejména v ruznych odvétvich aplikované matematiky.
V soucasné dobé nachazi uplatnéni v fadé obora, jakymi jsou napfiklad robotika,
ekonomie a finance, fizeni vyrobnich systému, ale také v jednoduchych systémech
hromadné obsluhy. Pravé Markovovy fetézce tvori zaklad pro analytické zpracovani

front v ramci teorie front

Jak popisuje Miiller (2008), nejjednodussim pFipadem Markovovych procesUl jsou
Markovovy Fetézce. Jsou pouzivany pro popis systému, které se nachazi v urc€itém

stavu, kdy pocet téchto stavu je konecny.

Jeho vlastnosti je, Ze pravdépodobnost, s jakou pfechazi do nasledujiciho stavu,
zavisi pouze na aktualnim stavu, a naopak nikterak nezalezi na stavu predchozim.
Tuto vlastnost Gagniuc (2017) popisuje jako sled udalosti, ve kterém

pravdépodobnost jednotlivych udalosti zavisi pouze na aktualnim stavu, tzn. na tom
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dosazeném z predchozi udalosti. Jak uvadi FaceviCova a kol. (2018), tato vlastnost

je obecné nazyvana markovska.
Z hlediska ¢asu se Markovovy fetézce déli na dva typy:

o Jako diskrétni veliCina, kdy se €as méni jen v urCittm momentu — Casto
uvadénym pfikladem je hazeni hraci kostkou, kdy se vysledek zjistuje

nasledné po kazdém hodu.

e Jako spojita veli€ina, kdy se ¢as méni libovolné. Pfikladem pro tuto situace
muze byt pfichod zakaznikl k pokladnam, kdy tito zakaznici pfichazi

kontinualné v Case. Spojity Cas je typicky pro Markovovy fetézce v teorii front.
Jak dale uvadi Kofenar (2002), Markovovy fetézce jsou popisovany pomoci:

1. vektoru absolutnich pravdépodobnosti dle vzorce (4):

p(n) = [p.(n),p, (M), ...,y (M)], (4)

kden=20,1,2,...,N a p;(n) oznaCuje pravdépodobnost toho, ze dany proces je

v okamziku n ve stavu i,
2. matici pravdépodobnostni pfechodu podle vzorce (5):
P(n) = [p;(m)), (5)
kdei,j =1,2,...,n.
Dale se Markovovy fetézce déli na:
e Homogenni, kde p;;(n) nezavisi na n,
» Nehomogenni, kde naopak p;;(n) nan zavisi.

Typickym uzitim Markovovych procesu jsou metody Monte Carlo. Jedna se
o Sirokou skupinu vypocetnich algoritma, které pfi ziskavani numerickych vysledku

vyuzivaji opakované nahodné vybéry.

Tyto metody jsou postavené na konceptu vyuzivani nahodnosti k feSeni problému,
které by ale mohly byt v principu deterministické. V zasadé |ze metody Monte Carlo

vyuzivat k feSeni problému s pravdépodobnostni interpretaci.

Své praktické uplatnéni nalézaji napfiklad ve statistice, v oblastech fyziky a dale

také ve finan€nich oborech a ekonomii. Obecné je mozné fici, Zze jsou Casto
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pouzivany k feSeni problém, u kterych je téméf nebo zcela nemozné pouzit jiné
pristupy. Je zfejmé, Ze ve vSech zminénych pfikladech hraje roli nahodna veliCina.
Metoda Monte Carlo, potazmo samotné Markovovy procesy, jsou v oblasti teorie
front uplatfiovany pfi studiu front zakaznikd v obchodech, kde figuruje nahodna
veli€ina, napfiklad u pfichodu pozadavkl do systému. DalSim pfipadem muze byt

vyvoj tempomatu v automobilovém pramyslu (Meyn a Tweedie, 2009).
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2 Vyuziti softwarovych nastroja a heuristickych metod

U modeld hromadné obsluhy, které se v praxi vyskytuji, byva €asto zapotrebi tyto
systémy urcitym zpUsobem fidit, coz také znamena znat jejich zpusob chovani
a fungovani. K tomu slouzi modelovani, jehoZz cilem je dle Cartwright (1983) pravé
usnadnit pochopeni, definovani, kvantifikaci, vizualizaci nebo simulaci urcité ¢asti
nebo vlastnosti zkoumaného systému tim, Zze se odkazuje na existujici a obvykle
obecné pfijimané znalosti. Vyzaduje vybér a identifikaci relevantnich aspektt
situace v realném prostredi a nasledné vytvoreni modelu, ktery by replikoval systém
s témito vlastnostmi. Ruzné typy modell mohou byt pouzity pro rlzné ucely,
napfiklad konceptualni modely pro lepSi pochopeni, opera¢ni modely pro
operacionalizaci, matematické modely pro kvantifikaci, vypocetni modely pro
simulaci a grafické modely pro vizualizaci zkoumaného systému nebo dil€iho

procesu.

K tomu dale Sokolowski a Banks (2009) uvadi, ze simulace je v praxi vyuzivana
zejména v pripadech, kdy je model, ze kterého simulace vychazi, pfili§ slozity pro
analytické feSeni. Diky simulaci je mozZné napodobit fungovani zkoumaného
realného systému v Case. Pfedtim, nezZ je mozné pfistoupit k samotné simulaci, je
zapotiebi vytvofit tzv. pojmovy model. Ten pfedstavuje popis realného systému. Je
klicove, aby pojmovy model obsahoval vSechny vlastnosti, které jsou pro dany
systém podstatné. Na druhé strané je dullezité zachovat jeho srozumitelnost
a vypovidaci schopnost diky vynechani aspektu, které nejsou pro danou simulaci
dulezité. Jde tak o zjednoduSeny obraz reality s uritym stupném abstrakce.
Pojmovy model tvori zaklad pro model simulaéni, kdy je provedeno jeho pfevedeni
do virtualniho prostfedi s vyuZitim softwaru. Nasledné je nutné provést kontrolu, zda
se vytvofeny virtualni model shoduje s pojmovym modelem. Tento proces se
nazyva verifikace. Zaroven je nutné ovéfit i shodu s realnym systémem, tedy

.predlohou” pro dany model. Tim se rozumi proces validace.

Cilem pocitacové simulace je modelovani realné, pfipadné hypotetické situace za
vyuziti softwaru tak, aby bylo mozné zkoumat a zjiStovat, jak systém funguje.
Zmeénou promeénnych v simulaci Ize pfedpovédét chovani systému stejné, jak by se
se zménily realné podminky ovlivhujici systém. Simulace Ize definovat jako nastroj,

ktery umozriuje virtualné zkoumat chovani zkoumaného systému (Banks, 2001).
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PocitaCova simulace se stala uziteCnou soucasti modelovani Ffady rlznych
produkénich systémul a dale mnoha pfirodnich systémi v oborech, jakymi jsou
napfiklad fyzika, chemie nebo biologie. Uplatnéni naléza i v pfipadé systém
v ekonomii a spoleCenskych védach (napf. po€itaCova sociologie). Banks (2001)
dale popisuje pfiklad uzite€nosti poCitaCové simulace Ize v oblasti sitového provozu.
Pri takovych simulacich se chovani modelu méni pfi kazdé simulaci v zavislosti na

souboru pocate€nich parametru, které se predpokladaji pro dané prostredi.

Obvykle se formalni modelovani systému provadi prostfednictvim matematického
modelu, kde je cilem nalezeni analytického fe$eni umoznujici predpovédét chovani
systému ze souboru parametrl a pocatecnich podminek. V praxi existuje mnoho
riznych typl pocitatové simulace, spole€nym znakem vSech je snaha vytvofit
vzorek reprezentativnich scénarl pro model, u néhoz by byl Uplny vycet vSech
moznych stavll neunosny nebo nemozny, napfiklad ztechnologického nebo

ekonomického hlediska.

Existuje nékolik softwarovych nastroji pro praktické provadéni pocitacového
simula¢niho modelovani. Dle Bankse (2001) jde napfiklad o simulaci Monte Carlo
(popisovanou Vv nasledujici kapitole), stochastické modelovani, vicemetodové
modelovani a dalsi. Diky témto nastrojum ma veSkeré modelovani téméF hladky
pribéh. Moderni pouzivani pojmu "pocitacova simulace" mize zahrnovat prakticky

jakoukoli pocitaCovou reprezentaci libovolného systému.

2.1 Simulaéni software Tecnomatix Plant Simulation

Tecnomatix Plant Simulation (dale jen PS) je softwarovy nastroj vyvinuty
spole¢nosti Siemens Digital Industries Software. Vyuziva se modelovani simulaci
a dale také k riznym vizualizacim, jejichz cilem je optimalizace zpravidla vyrobnich
a logistickych systému nebo dil€ich procest v nich. Pomoci néj lze také
optimalizovat, zkoumat a planovat materialové toky nebo vytvaret layouty pro

vyrobni pracovisté (Siemens Software, 2011).

Pomoci PS Ize optimalizovat tok materialu, vyuziti zdroju a také logistické Cinnosti
na v8ech urovnich planovani vyrobniho zavodu od globalnich vyrobnich zafizeni,
pfes mistni zavody az po jednotlivé linky. PS je vyuZivan pro individualni planovani

vyroby i v ramci nadnarodnich spolecnosti ke strategickému planovani usporadani,
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logiky fizeni a dimenzi velkych, komplexnich vyrobnich investic. Jedna se o produkt,

S vyraznym obsazenim na trhu (v tomto oboru).

Z hlediska vizualizace je PS schopny zobrazovat modelované sekvence jak ve 2D,
tak i ve 3D formatu. Zejména format 3D je vhodny k prezentaci vysledkl simulace
ve vnitropodnikovém prostredi, napfiklad pfi feSeni nového rozlozeni vyrobni linky.
Jak uvadi Jallas (2009), 3D zobrazeni je vhodné (a ¢asto vyuzivané) pro prezentaci
osobam, které nepatfi mezi experty v této oblasti, a kterym 3D zobrazeni pomaha
ve spravné interpretaci modelu. V PS se k tomuto ucelu vyuZivaji defaultné dané
grafické objekty nebo je mozné pouzit vlastni personalizované objekty. K vytvoreni
3D modelu lze dojit tak, ze se nejprve vytvofi model ve 2D a ten se nasledné
prevede do 3D. Druhym zpUsobem je vytvareni 3D modelu ihned od poc¢atku. Tento
zpusob vSak nese s sebou komplikace v podobé ztraty prehlednosti. 3D zobrazeni
je charakterizovano formatem JT (Jupiter Tessellation), coz je format
standardizovany dle norem ISO a bézné se vyuziva pro 3D projekci CAD dat
(Bangsow, 2010).

PS pracuje s fadou objektl, které maze uzivatel pfi simulaci vyuzit. Mezi né patfi
predevsim:

e EventController (pro nastaveni ¢asu),

e Station (pracovisté),

e Connector (pro propojeni objektl, dopravniky apod.),

e AssemblyStation (montazni pracovi$té ménici vstupni objekty),

e Source a Drain (vstup a vystup),

e adalsi.

Tyto zminéné objekty slouzi pro modelovani nepfili§ slozitych modell, kdy uzivatel
systému dobfe reflektujicich realné systémy nabizi PS objekt Method. Ten je spojen
s programovacim jazykem SimTalk, pomoci néhoZz je mozné programovat chovani
modelu. Objekt Method funguje s deklaraénimi sekcemi: Is, to a end.
Ze softwarového hlediska vyuziva PS 64bitového prostfedi, a to pouze s operacnim
systémem Windows.
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2.2 Software MPL
Jak popisuje MPL Modeling System (2016), Software Mathematical Programming

Language for Windows, dale jen MPL, je pokrocCily modelovaci systém, ktery
umoziuje tvarcim modelt formulovat sloZité optimalizaéni modely jasnym,
struénym a efektivnim zpusobem. Modely vytvofené v MPL Ize poté feSit pomoci

nékterého z mnoha komercénich optimalizatort, které jsou dnes na trhu k dispozici.

MPL pracuje na bazi algebraického modelovaciho jazyku, ktery umozniuje tvlrci
modelu vytvaret optimalizacni modely pomoci algebraickych rovnic. Model slouzi
jako zaklad pro vytvofeni matematické matice, kterou Ize pfenést pfimo do fesSitele
optimalizace, kterym muze byt napfiklad vhodné pfipraveny soubor MS excel. Cely
tento proces probiha na pozadi, takzZe je zapotfebi soustiedit se pouze na formulaci
modelu. Algebraické modelovaci jazyky, jako je MPL, se v pribéhu let osvédcily
jako nejefektivnéjSi metoda vyvoje a udrzby optimalizacnich model(, protoze se

snaze uci, rychleji se formuluji a vyZaduji méné programovani.

Modelovaci jazyk MPL ma podobu pfirozeného algebraického zapisu. Diky tomu
zde existuje moznost formulovat i slozité optimalizaéni modely struénym
a prehlednym zpusobem bez pFfedchozi znalosti nékterého z programovacich
jazyku. Obecné Ize fici, ze modelovaci jazyk MPL nabizi dobré prostiedi v oblasti
vyjadfovani a obecné v uZivatelské pfivétivosti. Modelovaci jazyk MPL byl navrzen
tak, aby pouzival a mél prehlednou syntaxi, diky niz je proces formulace modelu
v MPL efektivni a produktivni. Je zaroven flexibilni a lze jej pouzit k formulaci
modell v rdznych oblastech optimalizace, napfiklad v planovani vyroby, jejim
rozvrhovani, v distribuénich ulohach az po optimalizaci celého dodavatelského

fetézce
MPL Modeling System (2016) dale uvadi vybrané vyznamné vlastnosti jazyka MPL:
e oddéleni dat od formulace modelu,
e import dat z riznych zdroju dat,
e nezavislost na konkrétnich feSitelskych softwarech,
e moznost pouZziti maker pro opakujici se ¢asti modelu,
e vylouceni ¢asti modelu pomoci nastaveni podminek modelu,

e podminky WHERE/IF pro feSeni zvlastnich pfipada,
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e Citelna a uziteCna hlaseni v pfipadé vyskytu chyby.

2.3 Heuristické algoritmy

Heuristika pfedstavuje techniku, diky které je v ramci matematickych a informacnich
optimalizaCnich uloh mozné nalézt feSeni. Uplatiiuje se zejména v situacich, kdy
klasické exaktni metody jsou pfiliS pomalé nebo nedokazou feSeni nalézt. Dale se
pouzivaji tehdy, kdy neni mozné vytvofit optimalizacni matematicky model. Jeji
vyhodou je mozZnost programovat ji v nékterém z programovacich jazykl vcetné
riznych pfizpusobeni pro specifické ulohy. Cilem heuristiky je nalézt v pfiméfeném
Case fesSeni, které je pro feSitele dostatecné dobré vzhledem k povaze daného
problému. Shone, Glazenbrook a Zografos (2019) dale zminuji numerické
experimenty ukazujici, Ze heuristicky zalozené metody vyzaduji jen malé vypocetni
usili a zaroven nabizi lepSi feSeni nez jiné naivnéjsi rozhodovaci metody. Dulezitou
vlastnosti heuristickych metod je to, Ze nalezené feSeni nemusi byt tim nejlepSim
ze vSech fe$eni daného problému, mize se ale pfiblizit optimalnimu feseni. Reseni
pomoci heuristické metody je feSeni pfipustné, nelze ho vsak s jistotou oznacit za
optimalni. Mezi heuristické metody patfi napfiklad metoda severozapadniho rohu,

metoda maticového minima nebo metoda obchodniho cestujiciho.
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3 Modely prioritniho razeni front

Fronta je néCim, s ¢im se lze setkavat denné a je pfirozené, ze existuje snaha
snizovat Cekaci €as nebo se fronté vyhnout zcela. V pfedchozich pfipadech
zaleZelo pouze na poradi, v jakém pozZadavky vstoupily do systému a na samotném
rezimu fronty. Model hromadné obsluhy s prioritnim fazenim je oproti zakladnimu
modelu specificky z hlediska ruzné vahy, jakou maji poZadavky ve fronté.
V prioritnim systému hromadné obsluhy se poZzadavky fadi do riznych kategorii dle
pfifazené priority s Ciselnym oznacenim od 1 do n. S klesajicim Cislem roste priorita.
Jinymi slovy, poradi, v jakém budou poZadavky obsluhovany, zavisi na pfifazené
priorité. Problém nastava ale ve chvili, kdy jeden pozZadavek je jiz obsluhovan,
zatimco do systému vstoupi pozadavek s vySSi prioritou. Jak popisuje Kleinrock

(1976), feSeni existuje dvojiho druhu:

e U preemptivni priority plati pravidlo, ze v pfipadé pfichodu pozadavku s vySsi
prioritou se jiz probihajici obsluha poZadavku s niZSi prioritou pFerusi.
PoZadavek s vySsi prioritou zacne byt obsluhovan a ten s nizsi se vrati do
fronty. Nevyhodou muze byt nutnost zacit pferusenou obsluhu od pocatku,

pokud na ni nelze navazat. Jedna se o absolutni prioritu.

e V pfipadé nepreemptivni priority se v popsaném pfipadé obsluha poZadavku
s niz8i prioritou nepferusi. Po jejim dokonCeni za¢ne obsluha pozadavku

s vysSi prioritou (ten do té doby ¢eka). Jedna se o relativni prioritu.

Jak dale uvadi Kleinrock (1976), principem teorie front je vybér, ktery z pozadavku
ve fronté bude obslouzen nejdfive a ktery nasledné. Tento vybér mize byt zalozeny
na nékterém z rezimu fronty v zavislosti na tom, jakym zpUsobem se priorita
projevuje. Dale mUze byt vybér zalozeny na Clenstvi v urcité privilegované skupiné
nebo na atributu daného poZadavku. Takovy vybér je potom podstatou teorie front

s prioritou. Priorita mze byt uréena podle rlznych hledisek.
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V praxi se lze setkat napfiklad s prioritou dle C€asu zpracovani pozadavku

v systému:

e shortest-job-first (SFJ), kdy jsou nejprve pfijaty pozadavky s nejkratSim

casem zpracovani,

¢ longest-job-first (LFJ), tedy opacné, kdy jsou nejprve pfijaty pozadavky

s nejdelSim Casem zpracovani,
e a dale obdobna pravidla pracujici napfiklad s praimérnymi hodnotami apod.

Jako pfiklad prioritniho modelu byva uvadén pfiklad zakazek ve vyrobé. Prijaté
zakazky jsou zadavany do vyroby na zakladé jejich dulezitosti. To znamena, Ze
misto bézného zadavani téchto zakazek metodou FIFO je zakazkam pfidélovana

priorita, diky které jsou obsluhovany dfive.

Prioritou Ize nazvat vlastnost prvkd pouzivanou v systémech hromadné obsluhy,
kdy je nékterym prvkam pfifazena urcita preference oproti ostatnim prvkam. Priorita
je obvykle znazorn&na pomoci pfirozeného &isla. Cislo jedna je dano prvku
s nejvyssi prioritou a se zvySujicim se Cislem klesa priorita prvku vuci ostatnim

prvkim (Dolores a kol., 2009).

Systémy hromadné obsluhy, kde existuje priorita, patfi k systémum, u nichz nelze
odvodit jejich zakladni charakteristiky analytickym zpusobem. Analytické odvozeni
i systémy s prioritou, |ze ziskat jejich charakteristiky pouze pomoci experimentu.
Tyto experimenty se v sou¢asné dobé provadi s vyuzitim vhodného softwaru, jakym

je napriklad zmifovany PS (Jablonsky, 2011).

3.1 Obecny prioritni model fronty

Pro obecny prioritni model plati, Ze je pfedpokladan pfichod pozadavku (nékdy
nazyvaného zakaznik) do systému, ktery ma dané parametry. Ty determinuji jeho
pozici ve fronté. Zaroven tyto parametry odliSuji dany prvek od jinych prvka ve

fronté.
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Parametry jsou nasleduijici:

e Cas t, ktery je dan jako funkce pfifazenych parametrd &asu obsluhy a &asu

straveného v systému.

e Parametr p nabyvajici hodnot p = 1,2,...,P ,ktery urCuje prioritni skupinu
a zaroven numericky vstupuje do prioritni funkce gq,(t) v Case t. VySSi
hodnota této funkce urCuje vysSi prioritu. To znamena, Ze jako prvni je

z fronty vybran prvek s nejvyssi hodnotou g, (t) (Kleinrock, 1976).

Je uvazovan model ve tvaru M/M/1, pfipadné v obecnéjSim tvaru G/G/1. Potom
existuje predpoklad, Ze zakaznici z prioritni tfidy P (jednotlivé prioritni skupiny
s indexem p) pfichazi do systému s intenzitou A za pfedpokladu Poissonova
rozdéleni, kazdy pozadavek z této skupiny ma svuj ¢as obsluhy dany nezavisle z

rozdeleni B, (x). Proto existuje nasleduji vztah vyjadfeny vzorci (6) az (9):

i (6)
A= 2,

p=1

P A (7)
=) 5
p=1

pp =M%, P=12,..,P (8)
9)

kde p zde znaCi obsazenost obsluzného =zafizeni v daném okamZiku. Pro
zjednoduseni muze byt uvazovan model, ve kterém se vyskytuji pouze dva
pozadavky. Prvni z nich ma nepreemptivni (relativni) prioritu. V pfipadé zapoceti
obsluhy druhého pozadavku tedy nebude v pfipadé pfichodu pozadavku s prioritou
tato obsluha pferuSena. Rozlozeni pocltu prFichozich pozadavkd je dano
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Poissonovym rozdélenim, intenzita pfichodl je i nyni znaCena A. Pozadavky

s prioritou pfichazi s intenzitou A, pozadavky bez priority s intenzitou A,.

Jak uvadi Slaninova (2015), plati tedy, ze A = A, + A,. Dale je dan index (relativni)

priority pro poZadavky s prioritou r = 1, pro pozadavky bez priority r = 2.

3.2 Prioritni model Head-of-the-Line

Ve srovnani s ostatnimi modely vyuzivajicimi prioritu je model head-of-the line (dale
HOL) pouzivany nejCastéji a Ize to také oznacit za nejpfirozenéjsi. Tento model byl
poprvé popsan v roce 1954 a je také nazyvan jako fronta s pevné danou prioritou
(Kleirock, 1976).

Princip tohoto modelu je nasledujici. Jak je znazornéno na Zdroj: (Kleinrock, 1976)

Obr. 6, vsystému jsou vytvofeny skupiny, které spojuji pozadavky se stejnou
prioritou. PoZadavky, které pfichazi do systému, jsou strikiné oddélovany na
zakladé toho, do jaké prioritni skupiny patfi. Pfichod pozadavku ze skupiny p se
poté zaradi do fronty za vSechny pozadavky ze skupiny p a vy$si, a zaroven pied
vSechny pozadavky ze skupiny p — 1 a niz8i. Hodnota pfidélené priority se v Case

nemeéni, je tedy mozné ji zapsat pomoci funkce dle vzorce (10):

q,(t) = p, p=12..,P. (10)
fronta
bsluh
1 - | p-1 p p+1 | - = obsiuna
)‘P

Zdroj: (Kleinrock, 1976)

Obr. 6 Model Head-of-the-Line
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3.3 Prioritni model Time-Dependent Priority

DalSi zpusob, jakym muaze byt priorita implementovana do daného systému,
predstavuje model Time-Dependent Priority. Podstatu tohoto modelu Ize ukazat na
studii autord Min a Yih (2014). Ti se zabyvaji teorii front v systému nemocni¢niho
pFijmu pacientu. Vzhledem ke zdravotnim problémUim a urazim, které maiji pfitomni
pacienti (v roli pozadavku), je jim pfidélovana priorita. ZpUsob, jakym je priorita
pfifazovana rlznym pacientiim, se snazi zohlednit jednat urgentnost daného
zranéni a také to, aby pacienti stravili ¢ekanim jen nezbytné dlouhou dobu. Studie
tedy bere v uvahu uroven urgence a ¢ekaci dobu, z ¢ehoz sklada prioritni skére. Na
zakladé ziskanych dat dochazi kzavéru, ze pravé vyuziti modelu s
Time-Dependent prioritou je vhodnym nastrojem, jak prioritu vyuzit. V tomto pfipadé
tak i pacienti s nizkou prioritou (tzn. s nenaléhavym problémem) stravi ve fronté
méné Casu, nez v pfipadé uziti HOL modelu, kde by byli neustdle odsunovani
pfichozimi pacienty s naléhavéjSim problémem. Je to diky tomu, ZzZe jejich

neurgentni problém s postupujicim asem vyvazuje vySSi hodnota Cekaci doby.

Jak popisuje Kleinrock (1976), dalSim pfipadem vyuziti HOL modelu je pracovisté
servisu automobill. Pokud se v daném c¢ase nahromadi vétSi pocet automobill
Cekajicich na opravu, servisni technik vybere k servisu viz, u kterého je Cas

potfebny k servisu nejkratsi. | v tomto pfipadé se priorita méni v Case.

3.4 Vyuziti bribingu pro pozici ve fronté

VySe popisované modely prioritnich front maji nejméné jednu spolec¢nou vlastnost.
Tou je skuteCnost, Ze pozadavky, které silze v tomto pfikladu zaménit za zakazniky,
nemaji moznost jakkoliv ovlivnit, do jaké prioritni skupiny budou zafazeny. Pasivné
tedy pfijimaji svou pozici.

Teorie bribingu se zabyva problémem, jak umoznit zakaznikim (prvkim ve fronté)

ovlivnit svou pozici ve fronté neboli jak vyuzit uplatky. VySe uplatku zavisi jednak na

bohatstvi daného prvku, ale také na jeho neochoté cekat ve fronté.
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Jak uvadi Kleinrock (1976) pomoci rovnice (11), je uvazovan systém M/G/1,

volitelné funkce pravdépodobnostniho rozdéleni ¢asu trvani obsluhy B,,. Dale je

dan pozadavek nabizejici uplatek oznaCovany jako Y a poZadavek nenabizejici

uplatek y, z funkce libovolného rozdéleni.

By =P[Y <] (11)

Predpokladem je, Ze intervaly mezi pfichody, Casy trvani obsluhy a také uplatky jsou
nahodné veliCiny pro kazdého zakaznika. Systém funguje nasledovné: Zakaznik
vstupujici do systému nabizi uplatek Y. Jako pfijemce uplatku si Ize pFedstavit
nékoho, kdo zde figuruje jako organizator fronty. Dulezitym faktem je, ze zakaznik
poskytuje uplatek jesté predtim, nez zjisti délku fronty. Z tohoto divodu je vyse
uplatku nezavisla na délce fronty. Zakaznik je nasledné umistén do fronty na pozici,
ktera odpovida vysi Uplatku Y. Zakaznici pred nim poskytli Uplatek Y’ > Y, naopak
zakaznici za nim poskytli Uplatek Y’ < Y. Podle téchto vztah( budou umistovani
zakaznici, ktefi pfijdou pozdéji. V pfipadé stejné vySe uplatku je uplathovano
pravidlo FIFO.

Uplatek zmifiovany v této kapitole je zapotfebi brat nikoliv jako negativni prvek.
Systém vyuzivajici tento druh Uplatku je stabilni a udrzitelny pouze za pfedpokladu,
Ze existuje urcita vytvorena politika, ktera uzivani uplatkd reguluje. Pfedmétem této
regulace je zejména to, aby zakaznici nevyuzivaly uplatky k odsunuti jiného
zdkaznika zfronty nebo také ke zhorSeni jeho pozice. Predpokladem je
i nepreemptivni (relativni) priorita a nelze tedy poskytnout takovy uplatek, ktery by

zastavil obsluhu jiz obsluhovaného zakaznika.

3.5 Prioritni fronta s vyuzitim haldy

Dle Schierreicha (2018), prioritni fronty se €asto vyskytuji v informatice, kdy se
s prvky fronty pracuje jako s daty. Vyuzivd se zde tzv. halda. Pojem halda
predstavuje v informatice specializovanou stromovou datovou strukturu se zvlastni
vlastnosti. Tato vlastnost je dana vztahem x(A) = x(B), kde B je potomek A. Jak
poté uvadi algoritmy.net (2015), vSechny prvky v prioritni fronté musi nést kli¢, ktery
urCuje jejich prioritu. KliCe spole¢né tvofi uspofadanou mnozinu. V zavislosti na
chapani klie Ize rozliSit dvé rizné varianty fazeni. Prvni pfipad uvazuje na zaCatku

fronty, tedy v kofeni stromu, kli¢ s nejvySSi hodnotou. Tato halda je oznaCovana
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v v

hodnotou a halda je oznacovana jako heap,,;,. Halda je ve spojeni s prioritni
frontou vyuzivana zejména pro zefektivnéni jejiho fungovani a obecné ke zlepSeni
jejiho vykonu.

Cormen (2009) popisuje haldu jako jednu z nejefektivnéjSich implementaci
datového typu predstavujiciho prioritni fronty. V haldé je vzdy prvek s nejvyssi nebo
v8ak halda neni sefazena datova struktura, Ize ji povaZzovat pouze za Castecné
organizovanou. Dlvodem je, Ze neni ur€eno pofadi potomkd, ktefi jsou sourozenci.

Oproti tomu ale umoznuje efektivné a opakované odstranovat prvky s nejvyssi

v v

V pripadé hald a operaci s nimi se uvazuje tzv. asymptoticka slozitost. Ta udava,
kolik elementarnich operaci je dany algoritmus schopen provést. Spolec¢né
s operacni naroCnosti programu predstavuji nastroje, kterymi lze srovnavat rychlost
a také efektivitu riznych algoritmd. Diky asymptomatické slozitosti Ize zjiStovat, jak
se zméni chovani daného algoritmu pfi zméné vstupnich dat. Dle slozitosti se
algoritmy déli do tfid, kdy plati, ze algoritmus nalezici do dané tfidy je vzdy
pomalejSi nez algoritmus z prfedchozi tfidy. Na vykonu pocitaCe pfitom nezalezi.
Zapis se provadi pomoci Landaunovy notace, napfiklad v podobé 0(n), kde n je
veli€ina udavajici velikost vstupnich dat (Kleinberg a Tardos, 2014). V tomto pfipadé
zapis fika, Ze doba trvani algoritmu zavisi linearné na velikosti vstupnich dat. Oproti
tomu zapis z tfidy 0(n?) znamena, Ze se doba trvani algoritmu zvySuje kvadraticky
vUci zméné velikosti vstupnich dat. Pro pfehled Ize uvést pfiklad, kdy existuji dva
algoritmy 0(n) a 0(2n). Oba nalezi do stejné tfidy slozitosti a pfi vyuZiti pocitace
o dvojnasobném vypocetnim vykonu u 0(2n) bude ¢as vypoctu totozny. Pokud by
8lo ale o rGzné tfidy, naptiklad 0(n) a 0(n?), bude algoritmus se slozitosti 0(n?)
trvat déle i pfi pouziti vykonnéjSiho pocitace kvuli kvadratickému rastu ¢asu vuci

ristu mnozstvi vstupnich dat (algoritmy.net, 2015).
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Algoritmy.net (2015) dale uvadi rozdéleni hald dle svého uspofadani napfiklad na:
e binarni haldu, ktera se vyuziva u prioritnich front,
e binomialni haldu,
e Fibonacciho haldu a dalsi.

Binomialni halda je svymi vlastnostmi podobna binarni haldé. Je vhodna zejména
pro Dijkstrav algoritmus pro hledani nejkratSi cesty v grafu. Z binomialni haldy
vychazi Fibonacciho halda, jejiz vyhodou je nizka asymptoticka slozitost. Jarnikav
a Dijkstrav algoritmus jsou nejCastéjSimi aplikace Fibonacciho haldy (Cormen,
1990).

3.6 Binarni halda

Jak uvadi Kamp (2010), binarni halda je jednoduchy typ haldy, kdy strom ma binarni podobu. Byla
uvedena v roce 1964 J. W. J. Williamsem a v sou€asnosti je bézné vyuzivana pro implementace
prioritnich front. Binarni strom muaze byt bud perfektné vyvazeny, kdy jsou v8echny jeho listy na
stejné urovni, nebo nekompletni, kdy posledni Urover haldy neni zcela zaplnéna a uzly tak napliuji

strom zleva doprava. Pfiklad binarniho stromu znazorfiuje Zdroj: (Algoritmy.net, 2015)

Obr. 7.

® © O
® &

Zdroj: (Algoritmy.net, 2015)

Obr. 7 Priklad binarniho stromu
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Vyskytuje se zde rekurzivni vlastnost, tedy Zze haldami jsou i vSechny podstromy
puvodniho stromu (algoritmy.net, 2015). Tato vlastnost se projevuje pfi pouziti
fadiciho algoritmu heapsort, ktery pracuje na principu porovnavani dvou prvku. Plati
také zakladni vlastnost obecné haldy, Ze kli¢ uzlu je vzdy vétSi nebo rovem klicim

uzld jeho potomkd (v pfipadé heap,,,,). Binarni strom B, je charakterizovan:
e vySkou k, kde k je hodnota klice,
e obsahem 2* vrcholy,
e obsahem ('l‘) vrcholl na i-té drovni, kdy i = 0,1, ..., k.
V ramci prioritni fronty Ize provadét nasledujici operace:
e pfidani prvku x do mnoziny M,
e vybér prvku z mnoziny M s minimalnim klicem,
e vybér prvku s minimalnim klicem a jeho nasledné odebrani z mnoziny M,

kdy mnozinou M se zde rozumi soubor prvka (pozadavkul) ve fronté. Jak uvadi

Algoritmy.net (2015), mimo tyto operace existuje dale fada operaci, které se

vyuzivaji pfi programovani.
Mezi programovaci pfikazy patfi napfiklad:
e heapify — zkonstruovat v zadaném poli haldu,
e insert — pfidani prvku na konec haldy,
e top — operace vracejici hodnotu prvku s nejvyssi prioritou,
e return top — stejné jako top, navic ale tento prvek z haldy odebere,

e merge — slouceni dvou hald do jedné.
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Nasledujici Tab. 2 zobrazuje porovnani asymptotické slozitosti vybranych operaci

pro vySe uvedeneé typy hald.

Tab. 2 Vybrané typy hald a jejich asymptomatické sloZitosti

Pfikaz
Typ haldy createHeap insert merge
Binarni 0(1) O(logn) 0 (n)
Binomialni 0(1) 0 (logn) f(logn)
Fibonacciho 0(1) 6(1) 0(1)

Zdroj: (Algoritmy.net, 2015)

V Tab. 2 se vyskytuji dva pfipady interpretace asymptotické slozitosti. Obecné plati,
Ze predpis O(f(x)) znadi, Ze dany algoritmus béZzi stejné rychle nebo rychleji nez
f(x). Ve druhém pripadé 6(f(x)) bézi algoritmus stejné rychle jako f(x).
Dale existuje i tfeti pfipad Q(f(x)), kdy algoritmus bézi stejnou nebo nizsi

rychlosti nez f(x) (Algoritmy.net, 2015).

3.7 Vyuziti haldy v prioritnich frontach

Jak uvadi loannou a Katevenis (2007), halda jako struktura dat slouZzi pfedevSim
k jednomu ucelu, a to nalezeni maxima nebo minima dané sady Cisel. To je zaroven
i cilem prioritnich front, kdy se prvky tvofici frontu fadi dle daného pravidla. Vyuziti
hlady je vhodné zejména v pripadech, kdy je fronta tvofena velkym mnozstvim
prvkl, napfiklad v fadu tisica. V téchto pfipadech je zapotfebi vyuziti danych
softwarovych nastroju, které vyzaduiji praci s frontou, jako se specifickou strukturou

dat. Obecné je vice vyuzivan typ min heap.

Sedgewick (2003) popisuje, Zze z hlediska vyuZiti haldy a programovani obecné je
implementace prioritni fronty mozna rdznymi zplasoby. Z pohledu datovych struktur

lze pouzit spojovaci seznamy, netfidéna pole nebo haldy. Vyuziti haldy s sebou

Vv,

na programovani.
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Jak bylo zminéno, nej¢astéji je vyuzivana halda binarni, Ize vSak pouzit i haldu
binomialni nebo Fibonacciho, které mohou byt v konkrétnich pfipadech vhodnéjsi,

predevsim z hlediska asymptomatické slozitosti.
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4 Modely rozvrhovani

Tématem této kapitoly je formulace modelu rozvrhovani davek na procesory.
V tomto pfipadé se jedna o procesory usporadané paralelné. Je proto mozné
jednotlivé davky obsluhovat souc¢asné. Existuje fada riznych variant tohoto modelu,
proto se tato kapitola zaméfuje na konkrétni model formulovany zapisem P, || Fnax-
Dle Fialy (2002) zde F,,, pfedstavuje proménnou, ktera je dana jako nejdelSi doba
pobytu davky v systému, kdy cilem je tuto proménnou minimalizovat. Soucasti
tohoto modelu je m paralelné uspofadanych procesori a n jednotlivych davek.
Cilem ulohy je veSkeré davky zrealizovat na nékterém z procesoru. Pfedpokladem
je zde nemoznost preruseni davek. Zaroven neexistuji mezi davkami zadné
precedencni relace, procesory jsou totozné a neexistuje ani omezeni v podobé

nejdfive moznych zacatku obsluhy.

V nasledujicim matematickém modelu je predpokladana znalost t;, coz je doba
trvani j-té€ davky. Binarni proménna x;; nabyva hodnoty 1 v pfipadé, Ze j-ta davka
je zpracovana na i-tém procesoru.

Ugelova funkce (12) pro tento model predstavuje cil ulohy minimalizovat hodnotu
Fpax:

zZ = Fp 4 = min. (12)

V modelu jsou dale uvedeny nasledujici omezujici podminky:

n
Z Xijt < Fpaxr i =12,..,m, (13)
j=1
m
le'j =1, ] =1,2,..,n (14)
i=1

Nerovnice (13) zarucuji, Ze soucet dob trvani davek pfifazenych na dany procesor

nepiekroCi nejdelSi dobu pobytu davky v systému. Soustava rovnic (14) zajisti, ze
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kazda davka bude pfifazena pravé na jeden procesor. Tento matematicky model

bude v nasledujici kapitole upraven pro ulohu dobijeni elektromobild.

Jak dale uvadi Fiala (2002), tato uloha se vzhledem k jeji vypocCetni slozitosti radi
mezi tzv. ulohy s NP-obtiZznosti. Z toho ddvodu je zde formulovan heuristicky
algoritmus, diky kterému lze v nékterych pfipadech nalézt i optimalni feSeni.
U béznych uloh zrealného prostfedi se ale vyraznéjSi problémy s feSitelnosti

obvykle nevyskytuji.

Heuristicky algoritmus pro tuto ulohu se sklada z nasledujicich tfi fazi:

Faze 1

V prvni fazi jsou jednotlivé davky sefazeny v nasledujicim pofadi (15). Hodnota
indexu [k] zde obecné pfedstavuje index davky, ktera je v daném rozvrhu na k-tém
misté v poradi:

ti) 2ty 2 - 2t (15)

Faze 2

V druhé fazi se ze sestaveného poradi (15) vybere prvnich m davek. Kazda davka
je umisténa na samostatny procesor, zaCatek realizace je v Case 0.

Faze 3

Poté, co jsou prvni davky rozvrzeny podle faze 2, jsou vybirany dalSi davky v pofadi.
Ty jsou fazeny postupné za posledni jiz umisténou davku na procesor, ktery se

uvolni nejdfive. To znamena, Ze tato davka bude umisténa za tu davku, ktera bude

nejdfive dokon€ena. Takto se postupuje az do rozmisténi vSech davek.

Dale v praci bude tato metoda modifikovana pro ulohu dobijeni elektromobild.

Zaroven je v této modifikaci vyuzita priorita vybranych davek.
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5 Aplikace modeltil hromadné obsluhy v readlném prostredi

Jiz nékolik let probiha na evropském a také asijském a americkém trhu k pomérné
silnému trendu rozvoje elektromobility, prfedevSim v oblasti automobilového
primyslu. Tento trend je dan zejména stale vyznamnéjSim durazem na ochranu
klimatu a s tim souvisejici legislativou. Typickym pfikladem je pravé evropsky
automobilovy trh, ktery podléha zmifiovanym emisnim normam EURO. Tyto normy
jsou pro evropské prodejce zavazne, resp. plati v ramci celého Evropského
hospodaiského prostoru, a stanovuji limitni hodnoty pro sSkodliviny ve vyfukovych
exhalacich benzinovych a dieselovych motort osobnich a dalSich voza. Aktualné je
pro osobni vozy platna emisni norma EURO 6, pfiemz je oCekavano schvaleni
normy Euro 7, ktera by jest€ mnohem vice upfednostnila alternativni pohony
(Stratstone, 2022).

Trendy v automobilovém pramyslu tedy aktualné smérfuji k elektfiné jako k soucasti
budoucnosti. Dnes se muzeme setkat jak s modely Cisté na elektricky pohon, tak
i s modely hybridnimi, vyuzivajicimi kombinaci dvou rlznych pohonu, napfiklad
elektrického a spalovaciho motoru. Zaroven lze jen téZko najit vyrobce, ktery by ve
svém portfoliu nemél néktery z téchto vozl. Jak uvadi Acatech (2022), situace
z pohledu evropskych zakaznik( je ale jina. Dle jejich prizkumua provedenych
v Némecku vychazi, ze zajem o koupi elektromobilu ma zhruba jen 25 %
dotazovanych, v pfipadé hybridnich voztu 31 % dotazovanych. Dle E15 (2022), je
prave toto zjisténi protichudné oproti krokim Evropské komise. Ta mimo zavadéni
emisni normy EURO 7 sméfuje i k uplnému zakazu prodeje vozl se spalovacim
motorem. Jinymi slovy jsou evropsti producenti v situaci, kdy musi presvédcit
zakazniky o vyhodach elektromobill. Zarover ale ceny elektromobilt jsou pro
znacnou cast zakaznik( neakceptovatelné, jak ukazuje zmifiovany prazkum. Pro
predstavu Ize v Tab. 3 uvést ceny nékterych elektromobilt provdavanych v Ceské

republice.
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Tab. 3 Srovnadni cen vybranych elektromobilti

Model Zakladni cena v K&
Dacia Spring 464 900
Renault Zoe 745 000
Nissan Leaf 779 000
Hyundai Kona electric 789 990
Peugeot e-208 800 000
Hyundai lonig 5 1 169 900
Skoda Enyaq iV 1 179 900

Zdroj: (Aktualné.cz, 2022)

Podle zmifiovaného prizkumu ceny elektromobill nevyhovuji 69 % respondentd.
Otazkou v oblasti elektromobility zistava i realny vliv na zivotni prostfedi. Zde zalezi
predevSim na energetickém mixu pro danou oblast ¢i danou zemi. Z toho vyplyva,
Ze velmi zalezi, kde dany uzivatel vozu vUz nabiji. MUzZe to byt napfiklad na vefejné
nabijeci stanici, kde mUze elektricka energie pochazet z uhelné elektrarny. Na
druhé strané uzivatelé vozy nabiji i na vlastnich nabijeCkach, kde elektricka energie
pochazi z fotovoltaickych panelt umisténych napfiklad na stfechach. Zaroven Ize
Cekat i postupné zlepSovani z pohledu energetického mixu. Velmi dulezitym
faktorem je skuteCnost, Ze elektromobily neprodukuji emise tam, kde jezdi. To
V praxi znamena snizeni emisi na exponovanych mistech, hlavné tedy ve méstech
(E15, 2022).

S elektromobilitou je Uzce spojena i problematika nabijeni. S tim se v praxi
vyskytuje i fada mytl a nepodlozenych tvrzeni, napfiklad, Ze nabijeni trva nékolik
hodin, na jedno nabiti je dojezd pfFili§ nizky nebo Ze nabijecich stanic je malo a je
slozité néjakou najit, navic aktualné neobsazenou. Vyvoj, jakym elektromobilita

proSla a stale prochazi, dokazal fadu téchto tvrzeni vyvratit.

Existuji ale i nabijeci stanice, kde se vykon pohybuje od 150 do 300 kW. Pfi tomto
vykonu lIze elektromobil dobit v Fadu nékolika minut pfi nabijeni na 80 % kapacity

baterie. Nabijeni na tuto uroven je doporu€ovano pfimo vyrobci elektromobill
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vzhledem k SetrnéjSimu zachazeni s baterii a také z divodu, kdy nabijeni na pinych
100 % kapacity baterie velmi prodluzuje ¢as nabijeni. Divodem je ale i fakt, Ze
nabijeni na plnych 100 % vyrazné prodluzuje ¢as dobijeni s ohledem na kfivku
pribéhu nabijeni lithiovych baterii. NejefektivnéjSi zplsob z pohledu rychlosti
nabijeni je proto takovy, kdy se baterie dobiji v rozmezi od 20 do 80 %. Spole¢né
S nabijecimi stanicemi se rozviji i systém planovani nabijeni pomoci fady mobilnich
aplikaci. Obdobné funguje i zplsob placeni, kde trendem je sjednocovani pod jeden
platebni prostfedek. Jde tak o vyrazny posun, kdy uZivatel jiz nemusi mit Cip,
aplikaci nebo jesté dalsi prostfedek pro nabijeni u riznych poskytovatell. Za pfiklad
Ize uvést sluzbu Powerpass, kterou poskytuje spoleénost SKODA AUTO, a.s. Jedna
se o tarifni kartu, kterd& umozfiuje nabijeni na vétsiné dobijecich stanic v Ceské
republice i Evropé (SKODA AUTO, 2022)

Nejvyrazngjsi transformaci na elektromobilitu prfedstavuje rychly narist dobijecich
stanic. Pfikladem v eské republice je spole¢nost CEZ, ktera provozuje vice nez
400 dobijecich stanic (Emobilita, 2022). S rostoucim poctem elektromobil(l se budou
roz8ifovat i sité vefejnych dobijecich stanic pro tato vozidla. S tim souvisi i stale
vétsi zatézovani elektrické sité. Said, Cherkaoui a Khoukhi (2015) ve své praci
navrhuji modely, které maji vyreSit pfetizeni elektrické sité. Tyto modely pracuji
s mySlenkami, v nichZ vozidla komunikuji se siti a pfedavaji si informace o své
potfebé nabijeni a poloze. Ve své podstaté se jedna o modely hromadné obsluhy,
kde se pracuje jak s klasickymi frontami v rezimu FIFO, tak i s prioritnimi frontami.
Zaroven s rustem poctu dobijecich stanic roste postupné i jejich vykon. Nabijeci

stanice o vykonu 50 kW Ize jiz oznacit za urcity standard.

Systémy hromadné obsluhy v oblasti elektromobility

Systémy hromadné obsluhy se v realném prostfedi vyskytuji velmi Casto. V celé
fadé pfipadl dochazi k obsluze vrezimu FIFO, kdy maji vSechny pozZadavky
stejnou vahu. Oproti tomu ale dochazi i k situacim, kdy je pfinejmensim Zadouci
nékteré vybrané pozadavky upfednostnit na ukor ostatnich, tzn. udélit jim prioritu.
Priorita v pfipadech provozu elektromobili mize byt pfifazovana na zakladé jejich
stavu nabiti, potfebné doby odjezdu po nabiti apod. Pro optimalizaci procesu
v ramci hromadné obsluhy je zapotfebi vytvofit model, ktery prezentuje vybrané

procesy a pomoci kterého je mozné tyto procesy dale fesit.
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5.1 Model pro dobijeni elektromobilt

S vySe uvedenym souvisi i zména infrastruktury. Spole¢né s narlstem poctu vozu
na elektricky pohon roste i poCet nabijecich stanic. Protoze ale v souCasné dobé
neni Casto pocCet nabijecich stanic dostateCny a zaroven souCasna technologie
neumoznuje nabijeni stejné rychlé jako tankovani paliva, jako napfiklad
automobilového benzinu nebo motorové nafty, dochazi logicky ke vzniku front
u nabijecich stanic. Na cely tento systém lze proto nahlizet jako na systém
hromadné obsluhy. Pfijizdé&jici vozy pfedstavuji pfichozi poZadavky vstupujici do
systému, nabijeci stanice poté predstavuji obsluzna pracovisté. Aby bylo mozné
systém hromadné obsluhy zkoumat, Fidit a také optimalizovat, je nutné za timto
ucCelem vytvofit model reprezentujici zkoumany systém. U dale popisovaného
modelu i u jakéhokoliv obecného modelu plati vlastnost, Ze se jedna o zjednoduSeny

obraz reality s urCitym stupném abstrakce.

Tento systém mulze predstavovat stochasticky proces, kdy intenzita pfichodu
i intervaly mezi pfichody jsou v Case proménlivé a neexistuje mezi nimi zadna
pravidelnost. Provoz vozu neni v tomto pfipadé nikterak pravidelny a jejich vybijeni

probiha zcela nahodile.

5.1.1 Pojmovy model

Je uvazovan systém hromadné obsluhy, kde probiha nabijeni voz( u nabijecich
stanic. Tento systém je reprezentovan vytvorenym modelem. Pro zajisténi realného
vystupu (€as nabijeni a obsazenost stanic) z tohoto modelu jsou vybrana realna
data, i kdyZz model jako takovy je uvazovan obecné. V tomto systému se nachazi
celkem 4 nabijeci stanice a 20 vozidel na elektricky pohon. Nabijeci stanice jsou
totozné a jsou typu DC, tedy funguji na bazi stejnosmérného proudu, o vykonu 50
kW. Vozy jsou v tomto pfipadé reprezentovany modelem SKODA ENYAQ iV 80,
jehoz technické parametry vztahujici se k modelu jsou uvedeny v Tab. 4. V systému
tedy dochazi k provozu téchto vozul, ¢imz dochazi k jejich postupnému vybijeni.
vUz pfistaven na parkovisté a ¢eka na nabijeni (pokud jsou stanice obsazeny).
Pokud je néktera z nabijecich stanic vtomto €ase volna, viz je nabijen ihned.
K nabijeni je ur€en Casovy usek dany pracovni dobou 8 hodin, tedy 480 minut,

zkracenou o 15 minut na zacatku i na konci pracovni doby.
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Casové omezeni a relativné vy3si podet vozidel oproti po&tu nabijecich stanic
vytvafi spole€né problém. Ten vyzaduje feSeni, diky kterému bude mozné

zrealizovat nabijeni vSech vybitych vozidel v ramci jedné pracovni doby.

Tab. 4 Technické specifikace ENYAQ iV 80 vztahujici se k modelu

Technické specifikace vozu ENYAQ iV 80
Celkova kapacita baterie (kWh) 82
Vyuzitelna kapacita baterie (kWh) 77
Nabijeni — DC (5-80 %) — vykon (kWh)/€as (h/min) 125 kW/38 min

Zdroj: (SKODA AUTO, 2022)

Obr. 8 zobrazuje layout tohoto modelu. Jak bylo popsano, nachazi se v ném
4 dobijeci stanice. Ty jsou umistény uprostfed plochy parkovisté. Mista, kde stoji
vozy b&hem nabijeni jsou znaCena zelené. Vozy, které se pravé nenabiji, se
nachazi po stranach parkovisté, 10 vozl vlevo i vpravo. V praxi to znamena, zZe pfi
potfebé nabijeni jednotlivych vozu je zapotiebi pocitat i s €asem manipulace. Ten
zahrnuje pohyb vozu k nabijeci stanici, jeho nasledné pfipojeni a po skonceni
nabijeni naopak odpojeni a pohyb zpét na parkovaci misto. Pfi nabijeni vozi
neexistuje Zadné omezeni, které by branilo nabijeni vozu na kterékoliv stanici.

Kazdy vz maze byt proto umistén na kteroukoliv z aktualné volnych stanic.

Tab. 4 zobrazuje udaj k nabijeni z5 % na 80 %. Pro potfeby tohoto modelu je ale
uvazovano nabijeni z poate€ni hodnoty 20% a vyS$Si. Horni hranice zlstava na
80 % kapacity baterie. Z toho vyplyva, Ze je vzdy zapotfebi nabit maximalné 60 %
kapacity. Vzhledem ke skuteCnosti, Ze model nezkouma problematiku nabijeni
baterii, je zde pribéh nabijeni v pasmu 20-80 % bran jako linearni. Pro vyse
uvedeny model ENYAQ predstavuje 60% kapacity baterie 49,2 kWh. P¥i nabijeni
z nabijeci stanice o vykonu 50 kW bude proces nabijeni trvat pfi zaokrouhleni 60
minut, tedy za kazdou minutu se baterie nabije 0 1 % z celkové kapacity. Model

zaroven neprfedpoklada a nezohlednuje vyrazné klimatické vlivy (hluboké mrazy,

44



vysokeé teploty apod.), které by ovliviiovaly model a ménily dobu potfebnou k nabiti

kazdého vozu.

Cilem tohoto modelu je optimalizace provozu dobijecich stanic a dale vyzkum toho,
jakym zplsobem se bude systém chovat pfi vysoké poptavce vozu po nabijecich
stanicich pfi jejich vybiti. Cilem je i zjistit, zda je poCet nabijecich stanic vuci poctu

vozU dostatecny.
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Obr. 8 Layout systému

5.1.2 Matematicky model

Nasledujici model, ktery pracuje s parametry uvedenymi v Tab. 5, je modifikaci
matematického modelu uvedeného v kapitole 4. Modifikace spociva v pfidani

dalSich parametru s cilem ziskat realny vystup.
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Tab. 5 Parametry modelu

Oznaceni Vyznam
n pocCet vozidel v systému
m pocCet dobijecich stanic v systému
T pracovni doba (min)
d; stav nabiti baterie u i-tého vozidla, kde i = 1,2, ...,n
S; pozadovany stav nabiti i-tého vozidla, i = 1,2, ...,n

rychlost nabijeni j-té dobijeci stanice (tzn. jaky podil kapacity baterie

se dobije za 1 minutu), kde j = 1,2,...,m

Doba manipulace s i-tym vozidlem (tzn. €as straveny pfesunem vozu

mezi parkovistém a nabijeci stanici), kde i = 1,2, ...,n

Model mimo vySe uvedené parametry pracuje i s proménnymi veliCinami. Jedna se
o0 promeénné tykajici se obsazenosti jednotlivych stanic, Casu nabijeni jednotlivych
vozU a maximalniho €asu nabijeni na stanici. Tyto proménné jsou dale uvedeny
v Tab. 6.

Ugelova funkce z je dana dle vztahu z kapitoly 4 (16):
zZ =R - min (16)

Z ucelové funkce vyplyva, Ze cilem modelu je minimalizovat veli€inu F,,,,, resp. R.
Jinymi slovy je cilem minimalizovat hodnotu nejdelSi doby nabijeni

zpusobem, aby nebyl pfekrocen celkovy ¢as T.
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Tab. 6 Proménné modelu

Proménna Vyznam

Binarni proménna nabyvajici hodnoty 1 tehdy, kdyz

Xij se bude i-té vozidlo nabijet na j-té dobijeci stanici,
hodnoty O jinak.
. Doba nabijeni i-tého vozidla na j-té dobijeci stanici.
N Jedna se o realnou proménnou.
R NejdelSi celkova doba nabijeni na stanici. Jedna se o

realnou proménnoul.

Omezujici podminky

Jsou stanoveny podminky omezujici model vyplyvajici z realnych pfedpokladi pro

tuto ulohu.

n
Z(tu + T'i) < R, ] = 1,2, ., m,
i=1
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R<T. (21)

Podminky (17) souvisi s predpokladem, Ze celkovy soucCet C€asU nabijeni
a manipulace na kazdé stanici neprekroCi hodnotu R. Nerovnosti (18) zarucCuji dobiti
vozidla na pozadovanou uroven. Omezujici podminky (19) definuji, Ze pokud
vozidlo i nebude dobijeno na stanici j, dobijeci ¢as t;; bude roven nule. Podle
rovnic (20), kazdé vozidlo bude dobijeno pravé na jedné stanici. Nerovnost (21)
definuji, Ze doba dobijeni na kazdé stanici bude maximalné R. Tato hodnota

zaroven nesmi prekroCit délku pracovni doby, coz zarucuje podminka (22).

Vysledky

VySe uvedeny modifikovany matematicky model je zde aplikovan na ukazkovy
priklad, kdy k jednotlivym vozim je pfifazen stav nabiti, ktery je dan nahodnym
¢islem v intervalu (0,2; 0,8). Tato Cisla reprezentuji zbyvajici kapacitu baterie
v podilovém vyjadfeni. Dale je dan pozadovany stav nabiti baterie, ktery ma
pro kazdy viz hodnotou 0,8, opét v podilovém vyjadfeni z celkové kapacity
baterie. Cas manipulace r;, tedy &as potfebny k pfesunu jednoho vozu
k libovolné nabijeci stanici a zpét, byl urCen jako 8 minut. V realném prostredi
byl tento ¢as vyméren jako 4 minuty na odjezd vozu ke stanici a nasledné
zapojeni, 4 minuty naopak k odpojeni a odjezdu zpét na parkovaci stani.
V souhrnu je tento €¢as roven 160 minutam (pfi zapojeni 20 vozu). Tento
model pfedpoklada napf. firemni garaze, v nichz se odpovédna osoba stara

o dobijeni automobilt vSech zaméstnancu.

Pro feSeni této ulohy byl zvolen vypocletni software MPL, ktery je popsan
v kapitole 2. Ten v tomto pfipadé pracuje ve spojeni se zdrojovym souborem
MS Excel, ktery obsahuje veSkeré parametry a proménné uvedené
v pfedchozi kapitole. Spole¢né tvofi matice, které nasledné slouzi jako
vstupni data pro vypocet v programu MPL. Pfiloha 1 této prace zobrazuje
zminény soubor MS Excel. Zelené jsou podbarveny oblasti, ve kterych se

nalézaji proménné. Zaroven tyto zelené podbarvené oblasti jsou uréené pro
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zobrazeni vysledku ziskanych vypo&tem pomoci MPL. Zapis matematického

modelu v programu MPL je soucasti pfilohy 2.

Leva matice v pfiloze 1 pfedstavuje matici vstupnich parametru, ze kterych
vychazi vypocty pro MPL. Jedna se o data, ktera jsou nastavena uzivatelem
modelu a Ize je v prib&hu ménit a nasledné zkoumat, jakym zpusobem tato
zména ovlivni koneCny vysledek. Zbyvajici matice tvofi oblast, kam se po
provedeni vypoctu zobrazi vysledky (zelené podbarveno). Prostfedni matice
ukazuje, ktera vozidla se budou nabijet na které nabijeci stanici. Jak jiz bylo
zminéno, model za timto ucelem obsahuje binarni proménou. Ta v této matici
vychazi jako hodnota 0 nebo 1. Hodnota 1 vychazi pro pfipady, kdy se bude
vuz nabijet na dané stanici, hodnota 0 v opaéném pfipadé, tedy vozidlo se na
dané nabijeci stanici nabijet nebude. Zaroven plati vlastnost, Zze kazdé
vozidlo se dobije pravé na jedné nabijeci stanici, tzn. hodnota 1 se v kazdém
fadku nachazi pravé jednou. V tomto pfipadé neni proto mozné proces
nabijeni predCasné ukoncCit a pokraCovat v ném na jiné nabijeci stanici.
Posledni matice poskytuje vysledky ohledné ¢asu stravenych nabijenim pro

jednotlivé vozy.

Casy jsou logicky zavislé na pogate&nim stavu nabiti baterie d. Pracovni doba
T byla nastavena na 450 minut. To znamena, Ze hodnota nejdelSi doby
nabijeni na stanici R dosahujici v souctu 398 minut, nepfekraCuje danou
pracovni dobu T. Navrzené feSeni tedy vzhledem ke splinéni vdech podminek
Ize oznadlit jako optimalni. Zaroven bylo diky tomuto vypocCtu zjisténo, ze
systém nabijeni ma stale rezervu. To znamena, Ze zde pracovni doba
vyrazné pirekraCuje €as R, tedy existuje zde rezerva 52 minut. Na zakladé
dalSich vypoctl se nabizi moznost prodlouzit dobu manipulace r; u vSech
vozU z puvodnich 8 minut az na 10 minut. Pokud by se ale doba manipulace
zkratila na 7 minut u kazdého vozu, je zde realna moznost nabit vSechny vozy

z 20 na 80 % béhem stanovené pracovni doby.
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Za tohoto predpokladu je stale mozné plnit podminku, kdy hodnota R
nepiekroCi hodnotu T. Z vysledk( také vyplyva zasadni skute¢nost, ze pfi
daném poctu vozu systém nevyzaduje pfidani dalSich nabijecich stanic, coz

by s sebou neslo finanéni naklady na jejich pofizeni a nasledny provoz.
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6 Aplikace heuristického algoritmu pro rozvrhovani davek

V této kapitole je v ruznych variantach feSena uloha hromadné obsluhy jako
problému rozvrhovani davek, predstaveného v kapitole 4. Z této kapitoly vychazi
I heuristicky algoritmus, pomoci kterého je uloha feSena. Algoritmus je zde
aplikovan pfimo na konkrétni ulohu, ktera vychazi ze stejného pojmového modelu
jako modifikovana uloha v pfedchozim pfipadé. Zde je nejprve predstaveno feseni
pomoci heuristického algoritmu bez jakékoliv upravy. Nasledné je do ulohy
aplikovan princip priority, ktera je vybranym vozim pfifazovana dvéma rtznymi
zpusoby. Vysledky jednotlivych variant jsou nasledné interpretovany a je také

provedeno jejich porovnani a vyhodnoceni pouziti principu priority.

6.1 Reseni pomoci zakladniho heuristického algoritmu

Uvedeny algoritmus je aplikovan na ulohu s uvedenymi parametry z predchozi
kapitoly. Metoda poskytuje pfipustné feSeni, ale zaroven nelze vyloucit ani to, Ze
algoritmus m(iZze poskytnout i fe$eni optimalni. Uloha s vyuzitim paralelnich
procesoru je zde feSena v nékolika variantach. Prvni varianta pracuje s uvedenym
heuristickym algoritmem, kdy davky maji své poradi podle velikosti parametru. DalSi
varianty pracuji také stimto algoritmem, ale zaroven se zaméfuji na
upfednostiiovani vybranych davek, resp. vozl, na zakladé potfeb jejich uzivateld.
Zminény algoritmus vyuZziva stejny postup jako v kapitole 4, zde je ale navic

aplikovan pfimo na tento konkrétni model.
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Faze 1

Na zacCatku algoritmu jsou vozy sefazeny sestupné podle ¢asu (v minutach)
potfebnému k nabiti na 80 % kapacity baterie. Data vychazi z pfedchoziho pfipadu,
kde vSak bylo pocitano s podilovym vyjadfenim stavu nabiti. V tomto modelu je také
pocitano se zminénym pfedpokladem nabijeni rychlosti jedno procento za minutu.

Pro lepsi sestaveni rozvrhu jsou zde uvazovany Casy t; v minutach, vznikle

Z rovnice (22).
tj = (0,8—d;) * 100 (22)

Z tohoto vztahu poté vychazi hodnoty ¢asu potfebnych k nabiti na 80 % kapacity

baterie vyjadfenych v Tab. 7:

Tab. 7 Casy potiebné k nabiti

Vozy Vi | V2 | V3 | V4 | V5 | V6 | V7 | V8 | V9 | V10

tj (min) | 54 | 51 50 | 59 | 51 26 | 40 | 58 | 52 | 31

Vozy | V11 | V12 | V13 | V14 | V15 | V16 | V17 | V18 | V19 | V20

t; (min) | 52 24 | 54 | 60 | 57 31 55 | 60 | 54 | 30

Podle hodnot ¢; v minutach je nasledné vytvoreno poradi. Toto poradi prezentuje

Tab. 8Chyba! Nenalezen zdroj odkazu..

Tab. 8 Poradi vozu

Viz V14 | V18 | V4 Vv8 | V15 | V17| V1 | V13| V19 | V9
tj 60 60 59 58 57 55 54 54 54 52
Viz V11 | V2 V5 V3 V7 | V16 | V10 | V20 | V6 | V12
tj 52 51 51 50 40 31 31 30 26 24
Faze 2

Vychodiskem pro druhou fazi algoritmu je vytvofené pofadi. Jak bylo uvedeno,

model obsahuje celkem 4 procesory, tedy v tomto konkrétnim pfipadé 4 nabijeci
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stanice. Nasledné je proto proveden vybér 4 prvnich vozu, v tomto pfipadé vozy
V14,V18, V4 a V8, které se zaradi postupné na nabijeci stanice (dale zna¢enych S)

v Case 0, v pofadi od S1 az po S4, kdy budou vSechny stanice obsazeny.

Faze 3

Z faze 2 vyplyva obsazenost v8ech stanic po umisténi prvnich 4 vozl. V momenté,
kdy se néktera ze stanic uvolni (tzn. po nabiti prvniho vozu ze &tyfech umisténych
na stanicich), vybere se z pofradi dal§i viz a obsadi nové uvolnénou stanici.
V rozvrhu je tento viz umistén hned za pfedchozi vz dobijeny na stejné stanici.
Dalsi viz z poradi bude umistén v momenté dalSiho uvolnéni nékteré ze stanic.

Tento postup je nasledné aplikovan, dokud neni rozmisténo vSech 20 vozu.

Poté, co jsou vSechny vozy rozmistény a nabity, je sestaven rozvrh, ktery

reprezentuje tento algoritmus rozmistovani voza.

V prvnim pfipadé je model feSen pouze pomoci uvedeného heuristického algoritmu,
kdy pofadi nabijeni vychazi z Tab. 8. S vyuzitim tohoto poradi je nasledné sestaven
rozvrh vCetné Casu, kdy bude kazdy viz dobit. Tento rozvrh je znazornén
v tabulkové podobé v Tab. 9 spole¢né s asy dokon€eni nabijeni u jednotlivych
vozU. Proces nabijeni za€ina vozem V14, ktery bude nabijen 60 minut, a konci

vozem V12, ktery se bude nabijet uz pouze 24 minut.

Tab. 9 Nabijeci schéma s ¢asy dokoncéeni

Viz V14 | V18 | v4 | V8 | V15| V17 | V1 | V13 | V19 | V9

tj 60 60 | 59 | 58 | 57 | 55 | 54 | 54 | 54 | 52

Cas dokondéeni| 60 | 60 | 59 | 58 | 115 | 114 | 114 | 114 | 168 | 166

Viz Vil | v2 | V5 | V3 | V7 | V16 | V10 | V20 | V6 | V12

ti 52 51 | 51 | 50 | 40 | 31 31 30 | 26 24

Cas dokonceni| 166 | 166 | 217 | 216 | 206 | 199 | 230 | 236 | 242 | 241

Cely proces nabijeni kon&i po 241 minutach. Jak je dale zfejmé z nabijeciho rozvrhu
na Obr. 9, nabijeci stanice 1 a 4 ukoncCily nabijeni vyrazné dfive nez stanice 2 a 3,

coz znamena nerovnomeérné vytizeni jednotlivych stanic. Vysledny €as 241 minut
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predstavuje teoretickou hodnotu, kdy je respektovan pouze €as nabijeni. Stejné jako
v modifikovaném modelu v pfedchozi kapitole, je i v tomto pfipadé uvazovan Cas r;
pfedstavujici ¢as manipulace. Pod manipulaci je opét chapan prejezd
kazdého vozu z parkovisté k jedné z nabijecich stanic a po skonCeni nabijeni
zpét na parkovisté. Vyméren byl na 8 minut, tedy 4 minuty na prejezd ke
stanici a 4 minuty zpét. V souhrnu je tento ¢as roven 160 minutam. To
znamena, ze Cas potiebny k nabiti vSech 20 vozu je 401 minut. V tomto
pfipadé Ize ¢as manipulace rozlozit rovnomérné na vSechny stanice, protoze
jsou vSechny postupné obsazeny 5 vozy. V porovnani s pracovni dobou
zkracenou o prestavky je mozné konstatovat, Ze cely proces nabijeni je pfi
daném stavu nabiti jednotlivych vozd mozné realizovat v ramci pracovni doby

450 minut, v€etné rezervy 49 minut.

241
54 Vo V15 V2 V7 V20
53 V4 V17 V11 V3 V6
52 V18 V13 V9 V5 D12
51 V14 V1 V19 V16 V10

Obr. 9 Nabijeci schéma pfFi pouziti heuristického algoritmu

6.2 Vyuziti priority pro vybrané vozy

V druhé varianté této ulohy je v modelu vyuzita priorita. Pfifazeni této priority Ize
ilustrovat na situaci, kdy jsou nékteré vozy v urCitém ohledu lepSi nebo vhodné;si
nez ostatni a jsou proto upfednostnény (napfiklad na delSi cesty apod.). V praxi
muze byt priorita pfifazena napfiklad na zakladé vyssi vybavy nebo motorizace.
V této uloze, resp. v této varianté, je priorita pfifazena vybranym vozim V1 az V10
(v Tab. 10 oznacenych zluté). U téchto vozl jejich uzivatelé pozaduiji, aby byly vozy
v uréeny Cas pfipraveny, tzn. aby byly dobity na pozadovanych 80 %. Prvnich

10 vozu s prioritou je proto sefazeno podle pozadavki uzivateld na odjezd.
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Zbylé vozy Zadnou prioritu nemaiji, jsou tedy sefazeny také podle postupu z faze 1,

ale celkové se zaradi az za prvnich 10 prioritnich voza.

Tab. 10 Prioritni nabijeci schéma podle pfifazené priority danym voziim

Viz V2 | V4 | V1 | V5 | V8 | VO | V3 | V7 | V10| V6

tj 51 59 | 54 | 51 | 58 | 52 50 | 40 | 31 26

Cas dokonéeni| 51 59 | 54 | 51 | 109 | 103 | 104 | 99 | 130 | 129

Vuz V14 | V18 | V15 | V17 | V13 | V19 | V11 | V16 | V20 | V12

tj 60 60 | 57 | 55 54 | 54 | 52 31 | 30 24

Cas dokonéeni| 164 | 169 | 186 | 185 | 218 | 223 | 237 | 217 | 247 | 242

Schématicky rozvrh je znazornén na Obr. 10. Stejné jako v pfedchozim pfipadé,
i zde je vidét pomérné vyrazny rozdil ve vytiZzenosti jednotlivych stanic, zejména
v pfipadé stanice S1. Ta, jak je zfejmé, konci v 223. minuté, tedy o 19 minut dfive
nez nejvytizengjsSi stanice S4, ktera konCi az v Case F,,,, tedy v 242. minuté.
K vyslednému Casu je opét nutné pfipocCitat manipulaéni ¢as r;. Oproti pfedchozimu
pfipadu ale zde neni mozné ho rovnomérné rozdélit na vSechny stanice. Stanice S2
a S3 zde také obsluhuji 5 vozu vysledny ¢as se zvySi o manipulacni ¢as 40 minut
z celkovych 160 minut. Stanice S1 zde obsluhuje pouze 4 vozy a nalezi ji proto
manipulaéni ¢as 32 minut. Nejvice, tedy 6 voz( bude nabijeno na stanici S4. Nalezi
ji manipulaéni ¢as 48 minut. Vysledny ¢as R je 402 minut. Oproti pfedchozi varianté

je tedy Cas delSi o 1 minutu.
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242

54 V5 V9 V6 V15 V16 V20
53 VA V3 V14 V13 V12
52 V4 Vi V10 V17 V11

S1 V2 V8 V18 V19

Obr. 10 Nabijeci schéma s vyuzitim priority

Cilem této ulohy tedy bylo pfipravit 10 prioritnich voz(. Jak je ale zfejmé z Tab. 11,
pozadavky u prioritnich voz( nebyly ve vétsiné splnény. Hodnoty pozadavku jsou
zde ve formatu minut od pocatku. Ke splnéni poZzadovaného ¢asu odjezdu doslo
pouze u prvni ¢tvefice vozu, které byly nabijeny od ¢asu 0. Pfi zaokrouhleni vychazi
primérné zpozdéni Cervené vyznafenych voz( 20 minut. Ackoliv celkovy Cas
procesu nabijeni je splnén, pozadavky prioritnich vozl jsou za téchto prfedpokladi
nemozné. Z toho duvodu je nutné u v8ech deseti vozu snizit pozadovany stav nabiti
z 80 %.

Tab. 11 Vyhodnoceni pFifazeni priority vybranym vozim

Viiz v2 | va | vi|vs | ve | ve|v3| vr | vio| ve
t; 51 | 59 | 54 | 51 | 58 | 52 | 50 | 40 | 31 | 26
Cas | 59 | 59 | 54 | 51 | 100 | 103 | 104 | 99 | 130 | 129
dokondeni
Pozadavek | 52 | 61 | 63 | 67 | 83 | 83 | 87 | 88 | 104 | 108

6.3 Vyuziti priority podle nejvyssiho nabiti

V této varianté je opét vyuzita priorita v procesu nabijeni. Ta navazuje na pfedchozi
situace, kdy byl dan pozadavek na odjezd 10 vozl v urditych ¢as. V pfedchozim
pfipadé ale Slo o vozy, jejichz €as nabijeni ve vétSiné pfesahoval hranici 50 minut,

coz vedlo k nesplnéni tohoto poZadavku. V tomto pfipadé neexistuje pfedpoklad, ze
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nékteré vozy jsou vhodnéjsi. Priorita zde vyplyva ze stavu nabiti. Cim vice je tedy

dany vUz nabity, tim dfive bude dobijen.

Prvni mista v poradi proto obsadi vozy, které budou z vychoziho stavu nabiti dobity
na vyslednych 80 % nejdfive. PoZzadavek na odjezd zlstava stejny, pouze se
nevaze kjinym vozum. Tab. 12 zobrazuje pofadi na zakladé uvedeného
predpokladu. Prakticky jde o opacCné pofadi, jaké vyplyvalo z bézného vyuZziti

heuristického algoritmu.

Tab. 12 Prioritni nabijeci schéma podle nejnizsich ¢ast nabiti

Vuz Viz | V6 | V20 |V16 | V10| V7 | V3 | V2 | Vb | V9

tj 24 26 | 30 | 31 31 | 40 | 50 | 51 | 51 52

Cas ukonéeni| 24 26 | 30 | 31 55 | 66 | 80 | 82 | 106 | 118

Vuz Vil | V1 | V13 | V19| V17 | V15| V8 | V4 | V14 | V18

¢ 52 54 | 54 | 54 | 55 | 57 | 58 | 59 | 60 | 60

Cas ukonéeni| 132 | 136 | 160 | 172 | 187 | 193 | 218 | 231 | 247 | 253

Nasledujici Obr. 11 zobrazuje schéma nabijeni vozl uvedenym zptsobem. Je zde
ziejmé, ze pomérné brzy bude nabito vice vozu nez v pfedchozich pripadech.
Oproti ostatnim variantam ale stanice S4 konci nabijeni az v ¢ase 253 minut, tedy
0 12 a 11 minut pozdéji oproti prvnimu a druhému pfipadu. | zde se ale vyskytuje
nerovnomeérné vytizeni stanic, kdy stanice S1 kon¢i v Case 218 minut. Zaroven je

nutné, stejné jako v pfedchozich variantach, pocitat s manipulacnim casem ;.
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54 | V16 V2 VA V15 V18
53 | Va0 V3 V11 V17 V14
52 | VB VT V9 V19 V4

S1 (V12| V10 V5 V13 V8

Obr. 11 Prioritni nabijeci schéma

Tab. 13 zobrazuje porovnani CasU dokon&eni prvni desitky prioritnich vozU
s pozadovanym c¢asem odjezdu. Zatimco v pfedchozich pfipadech bylo
z 10 prioritnich vozl 6, které nebyly v€as nabity, zde jsou pouze 2 takové vozy.
Jedna se o vozy D5 a D9, které vzhledem ke stavu nabiti na pocCatku byly dobijeny
az jako posledni z desitky prioritnich. Nedochazi ale k vyraznému zpozdéni, kdy
vUz D5 je zpozdén o 2 minuty a viz D9 o 10 minut. Samoziejmé pfi tomto zpUsobu
pfifazovani priority existuje znacna zavislost na tom, jak budou vozy dobity na
zaCatku. | zde probé&hne nabijeni vSech vozl vramci pracovni doby, vcetné

zapocitani Casu manipulace r;.

Tab. 13 Vyhodnoceni pFifazeni priority nejvice dobitym vozum

Viz V12 | V6 (V20 |V16 | V10| V7 | V3 | V2 | V5 | V9

tj 24 | 26 | 30 | 31 | 31 | 40 | 50 | 51 51 52

Cas dokonéeni| 24 | 26 | 30 | 31 | 55 | 66 80 | 82 | 106 | 118

Pozadavek 52 61 63 67 | 83 | 83 87 88 | 104 | 108

V praxi muze dojit k situaci, kdy vlivem priority pro nejvice nabité vozy nebude
z hlediska ¢asu mozné dobit i zbylé vozy, které budou dobijeny delSi dobu. Tuto
hrozbu je nutné zvazit jiz pfi rozvrhovani priority jednotlivym vozdm. Toto rozhodnuti
je dano tim, zda uzivatel systému trva na dobiti vSech vozU, zda jsou nutné takto
brzké odjezdy a samozfejmé ma vliv také vychozi stav nabiti jednotlivych vozua. Ve

zde uvedeném pripadé je mozné nabit vozy s prioritou i ostatni vozy.

58



7 Vyhodnoceni vysledku

Pfi provedeni uvedenych feSeni pomoci riznych metod byly zjistény také rizné
vysledky. Tyto vysledky se liSi pfedevSim v rozvrhu, podle kterého budou vozy
nabijeny. Za u€elem srovnani byla u vdech modell vypocétena hodnota R. Ta, jak
bylo uvedeno, predstavuje nejdelSi dobu stravenou na stanici. V praxi tato hodnota

udava Cas v minutach od pocatku, kdy posledni stanice konCi proces nabijeni.

V modifikovaném modelu je hodnota R vypoctena pfimo pomoci feSeni v MPL. Ta
je zde rovna 398 minutam. Diky vyuziti MPL jsou zaroven vSechny stanice

rovhomerné vytizeny, kdy kazda stanice postupné nabije 5 vozu.

Prabéh nabijeni, resp. pofadi vozi béhem nabijeni, zobrazuje nasledujici schéma
na Obr. 12.

Modifikovany model s fesenim v MPL | [R| 398 |
Ss1 | 54| 51| 24| 55 | 54
sS4 | 50 | 26 | 58 | 52 | 52
s2 | 59 | 60 | 57 | 31 | 30
S3 | 51| 40 | 31 | 54 | 60

Obr. 12 Schématicky rozvrh pro modifikovany model

Obdobné jsou vyjadieny i jednotlivé varianty ulohy s paralelnimi procesory v dale
uvedenych schématech, ze kterych vychazi i hodnota R. PFi vyuziti heuristického
algoritmu je opét docileno rovnomérného vytizeni vSech stanic, kdy kazda
nabije 5 vozu, jak zobrazuje Obr. 13. Oproti pfedchozimu modelu je ale
hodnota R rovna 420 minutam. To staci na nabiti vSech voz( béhem pracovni
doby, zaroven je ale v porovnani s pfedchozim pfipadem prostor pro

ZlepSeni.

Uloha s paralel. procesory — heuristicky algoritmus \ \ R \ 420 \
S3 59 55 52 50 | 26
S2 60 | 54 | 52 51 24
S4 58 57 51 | 40 | 30
S1 60 | 54 | 54 | 31 31

Obr. 13 Schématicky rozvrh pro ulohu s paralel. procesory — algoritmus
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DalSi varianta na Obr. 14, ktera pracuje s prioritou pfifazenou desitce vybranych
vozU, uz postrada rovnomérné rozlozeni vozu ke stanicim. Zaroven ani hodnota R
411 minut neni nejlepsi moznou. Z toho vyplyva, ze udileni priority vozim dle
vlastniho uvazeni nelze vtomto pfipadé oznacit za vhodnou koncepci

vzhledem k minimalizaci R.

‘ Uloha s paralel. procesory — priorita vyb&ru TOP10 ‘ ‘ R ‘ 411 ‘
S4 | 51 | 52 | 26 | 57 | 31 | 30 |
S3 | 54 | 50 | 60 | 54 | 24
S2 | 59 | 40 | 31 | 55 | 52
S1 | 51 | 58 | 60 | 54

Obr. 14 Schématicky rozvrh pro tulohu s paralel. procesory — priorita TOP10

V pfipadé pfifazeni priority desitce nejvice nabitych voz( vychazi hodnota
R absolutné nejlépe, kdy je rovna 333 minutam. Zaroven vSechny stanice
obsluhuji shodné 5 vozUl. Tato varianta poskytuje vyhodu v moznosti rychlého
nabiti pro 10 vozl, kdy nesplnéni pozadavku na ¢as odjezdu nebyl spinén
pouze ve dvou pfipadech , a to v fadu jednotek minut. Jak ale bylo zminéno,
je zde silna zavislost na pocatecnim stavu dobiti vybranych vozu. Pro zbylé
vozy uz tato varianta neni pfili§ vhodna. Schéma je pro tuto variantu

zobrazuje Obr. 15.

‘ Uloha s paralelnimi procesory — priorita dle nabiti ‘ ‘ R ‘ 333 ‘
S4 | 31 | 51 | 54 | 57 | 60
S3 | 30 | 50 | 52 | 55 | 60
S2 | 26 | 40 | 52 | 54 | 59
S1 | 24 | 31 | 51 | 54 | 58

Obr. 15 Schématicky rozvrh pro tlohu s paralel. procesory — priorita nabitych vozu

Ve vztahu k vysledkim v§ech feSeni Ize konstatovat spInéni zakladniho pozadavku
na dobiti vSech 20 vozl béhem pracovni doby T. VSechna uvedena feSeni jsou tedy
minimalné pfipustna. Optimalni feSeni vzhledem k hodnotam v Tab. 14 nabizi
feSeni pro modifikovany model, které vyuziva software MPL. Ve vSech variantach
se vyskytuje i nevyuzity Cas, ktery mize byt vyuzit riznymi zpUsoby dle potieby
uzivatele systému. Jako pfiklad vyuZiti tohoto €asu Ize uvést nabijeni dalSich vozi,

které mohou byt v budoucnu pofizeny. Dale je mozné v systému pracovat i s vice
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vybitymi vozy, nez jaké jsou uvedeny v uvedenych pfipadech, popfipadé lze
zabezpecit provoz systému i pfi vypadku nékteré ze stanic. Nasledujici Tab. 14
uvadi srovnani vSech feSenych variant podle hodnot R a také podle casu
nejdelSiho provozu dané stanice. Z tohoto srovnani vyplyva, Ze z hlediska
hodnoty R vychazi nejlépe varianta ulohy s paralelnimi procesory s vyuzitim
priority pro nejvice nabité vozy. Z druhého hlediska vychazi nejlépe varianta

modifikovaného modelu feSeného pomoci MPL.

Tab. 14 Shrnuti vysledku

e
Modifikovany model - MPL 398 238
Paralelni procesory — vyuziti algoritmu 420 242
Paralelni procesory — priorita vybranych vozu 333 247
Paralelni procesory — priorita podle stavu nabiti 411 253

Ve v8ech variantach se vyskytuji vozy, jejichz stav nabiti se pohybuje vZzdy pod 60 %
kapacity baterie. Zaroven je ale potfeba uvazovat situaci, kdy se v systému bude
nachazet viiz se stavem nabiti napfiklad 65 % nebo vice. V tom pfipadé je nutné
ur€it hranici stavu nabiti, nad kterou dany vlz jiz nebude dobijen vzhledem
k dostateCnému dojezdu. Jako pfiklad miuze byt uveden vz nabity na 75 %. Ten by
byl nabijen na kone¢nou hodnotu 80 % celkové kapacity v fadu jednotek minut a
dojezd by se zvysil pouze nepatrné. Oproti tomu je nutné i u tohoto vozu pocitat
s ¢asem manipulace, prekracujiciho délkou dobu nabijeni. Timto zpisobem tak
muUze dojit k uvolnéni nabijecich stanic pravé o vozy s jiz dostateCnym stavem

nabiti.
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Zaveér

Cilem této prace byla analyza systému hromadné obsluhy. Prace se soustfeduje
zejména na systémy hromadné obsluhy v oblasti elektromobility, ve kterych se
vyskytuji prioritni prvky. Za timto ucelem byly zpracovany rizné varianty uloh
postavené na modelu realného systému hromadné obsluhy. Vypracovani této prace
probéhlo na zakladé podrobné literarni reSerSe tykajici se jak obecnych systému
hromadné obsluhy, tak i systémi hromadné obsluhy s prioritou. ReSerSe zahrnuje

také heuristické a softwarové nastroje vhodné pro operace s uvedenymi modely.

Teoreticka Cast se vénuje nejprve obecnému popisu systému hromadné obsluhy.
Nasledujici kapitoly popisuji jednotlive Casti, které systémy hromadné obsluhy
obsahuji. Dale jsou zminény stochastické procesy, a zvlasté Markovovy procesy
v souvislosti s tématem této prace. DalSi kapitoly jsou vénovany vybranym
softwarovym nastrojim pro praci s modely hromadné obsluhy a také heuristickym
metodam. V neposledni fadé jsou popsany systémy hromadné obsluhy s vyskytem
priority. Tématem teoretické Casti je dale uloha s paralelnimi procesory a také

reSerSe aktualniho stavu elektromobility, coz slouZi jako uvod pro ¢ast praktickou.

V praktické ¢asti je pfedstaven model ulohy s paralelnimi procesory v modifikaci pro
jeho feSeni pomoci softwaru MPL. Dale je tento model feSen v jiz nemodifikované
varianté pomoci pfedstavené heuristické metody. Model je nasledné feSen i ve dvou
dalSich variantach, které vyuzivaji dva zpusoby pfidéleni priority vybranym prvkim
feSeného systému. Zavér prace je vénovan srovnani vSech uvedenych variant

feSeného modelu a vyhodnoceni jejich dopadu.
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Priloha 2 Zapis matematického modelu ze softwaru MPL

TITLE Habijeni;
t DP;

OPTIOHNS
ExcelWorkBook="Hodel .x15x"";
ExcelSheetHame=""HPL" ;

IHDEX
i:=EXCELRANGE("'vozidlo"};
j:=EXCELRANGE("'Stanice™};

DATA

T:= EXCELRAHGE({"PracovniDoba"};
d[i]:= EXCELRAHGE{"'Stav"};
5[i]:= EXCELRAHGE{''Pozadavek™);
r[i]:= EXCELRAHGE{'"Hanipulace™);
a[j]:= EXCELRAHGE{''Rychlost™);

BINARY UARIABLES
%[i,j] EXPORT TO EXCELRAMGE({"Prirazeni");|

UARIABLES
t[i,j] EXPORT TO EXCELRAHGE("Cas'");
R EXPORT TO EXSCELRAHGE(''CasHax"");

MODEL

MIH R;

SUBJECT TO

minmax[j]: sum{i:t[i,j]+r[1i])<=R;
nabijeni[i]: dii]+sum{j:a[j]=*t[i,j])>=5[1];
prirazenii[i,j]: 1/1000808=x[1i,j]<=t[1i,]];
prirazeni2[i,j]: t[i,]]<=1080808=x[1i,j];
jednastanice[i]: sum{ j:®%[1,j])=1;
pracovnidoba: R<{=T;

*pracovnidobalj]: sum{i:t[i,j]+r[1i])4<=T;
EHD
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