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charakterizovany zakladni pojmy a vlastnosti kuZelosecek, které nasledné
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Klicova slova

GeoGebra, kuZelosecka, kruZnice, elipsa, parabola, hyperbola, analytickd geometrie



Annotation

HATRIKOVA, L. Learning locus of points with the support of GeoGebra. Hradec
Kralové, 2024. Diploma Thesis at Faculty of Science University of Hradec Kralové.
Thesis Supervisor doc. RNDr. PaedDr. Pavel Trojovsky, Ph.D., 138 p.

The diploma thesis studies the learning and teaching of locus of points, focused on
conic sections. The theoretical part describes using the software GeoGebra and
defines the basic concepts and properties of conic sections. These concepts are
used in the practical part to solve problems. The collection of problems contains
solved problems in the GeoGebra program. All of these problems are proved in the
text.

Keywords

GeoGebra, conic section, circle, ellipse, parabola, hyperbola, analytic geometry



Obsah

L5170 Yo TR 8
Dynamické SOftwary SEOMELTIe. ... sssssssssssssssesaes 9
SOfEWATE GEOGEDTA ..ottt ee et see s s bbb s e nnnnnes 9
PIACE S GEOGEDTOU ..oeueeeeeneerereesretseeses s es s bbb 10
KUZELOSEEKY ..uuvuiuerresressissessesssessssssssssss s s s st ssssssssssssssssnssnsans 14
KIUZIIICE 1ottt s bbb st 18
0 101 20
Parabola ... 22
3 74012 010 UV 24
TN 0 E=1 747/ 0 (=] o) 1) ol 26
Matematika pro gymnazia: Analytickd geometrie ... 26
Matematika pro stfedni Skoly - 7. dil A: Analyticka geometrie v roviné................ 26
Matematika pro spoluzaky — Analytickd geometrie......oeeneencenerneenseeseeseessesseenees 26
Matematika v kostce pro stredni SKOIY ... sssssssssssssssssens 27
Y 0] 132 TR 1 (o) o TP 28
KIUZIIICE 1ottt bbb bbb bbb 28
ELIDS@ ittt 48
U 1010 PP 72
3 82 1<] 4 010 ] = PSP 91
OPAKOVANLL ettt 111
/- N <) o TP 134
S€ZNAM POUZILE IEETALUIY ....vvueererreereereeseesseeeessetseesses s ssss s b ssses s sssens 135
SEZNAM ODTAZKUL..euurereeerrreressssesssessssssessssssesssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssnsssessnssneses 136

NYVA 1T Ve ol =1 0101 (=) : CF TR 138



Uvod
V diplomové praci bude zpracovano téma mnoZin bodid dané vlastnosti se

zaméifenim na kuZelosecky. KuZeloseCky jsou rovinné Kkiivky, skterymi se
setkavame kazdy den.

Téma Vyuka mnoZzin bod dané vlastnosti s podporou GeoGebra jsem si vybrala,
protoZe je aktudlni a zajimavé. Jednd se o tvlrCi cinnost, kterd rozviji nejen
matematické a logické mysleni, ale podporuje i zdokonalovani zaka v digitalni
kompetenci, na kterou je v posledni dobé kladen vétsi diiraz. Prace ma za ukol
propojit elementarni algebru s geometrii a vizualizovat tento vztah pomoci
programu GeoGebra.

Cilem diplomové prace je vytvoreni ucelené sbirky reSenych uloh, které se tykaji
mnozin bodd dané vlastnosti, konkrétné kuzelosecek, v u¢ivu predevsim stirednich
Skol. V teoretické ¢asti prace bude popsan program GeoGebra a objasnéna pravidla
prace snim. Stru¢né zadefinujeme =zakladni pojmy a zavedeme vlastnosti
kuZelosecek a provedeme kratkou srovnavaci analyzu ucebnic matematiky
obsahujicich téma kuZeloseCek. Definované pojmy v teoretické casti budeme
vyuzivat pri tfeSeni prvni casti prikladl, kde se seznamime s kuZeloseckami
a s jejich vlastnostmi. Pochopeni zakladnich vlastnosti kuzelosecek je nezbytné pro
reSeni nasledujicich komplexnéjSich ptikladii. Tyto priklady jsou obsazeny v dalsi
casti sbirky a sestavaji se prevazné zpolohovych tuloh, které budou feSeny
predevsim pomoci programu GeoGebra.



Dynamické softwary geometrie

V prvni kapitole teoretické ¢asti se zamérime na matematicky software GeoGebra,
ktery podporuje dynamickou vyuku matematiky. Posledni dobou je kladen velky
dliraz na vyuziti vypocetni techniky a vyukovych softwarli nejen v matematice.
Pocitacové technologie usnadnuji proces vyuky a podporuji aktivni zapojeni
studenti do svého vzdélavani. Dynamické softwary geometrie umoziuji
studentiim vytvaret vztahy mezi riznymi matematickymi objekty a graficky je
zobrazit, usnadiiuji uceni prostrednictvim animovanych a vizualnich materialt
a pozitivné ovliviuji vysledky studentli v matematice a jejich postoj k matematice.

Dynamicky charakter téchto softwarli umoziuje uZzivatelim, aby porozumeéli
zadanim lépe neZ pri statické reprezentaci problému. Podle Hohenwartera et al.
(2009), pouZzivani softwaru, ktery umoziuje studentiim a pedagoglim zkoumat
matematické pojmy z rliznych pohledd, je nezbytné pro efektivni vyuku a uceni.
Navic je dynamicky software geometrie vyznamnym motiva¢nim prvkem, protoZe
umoziiuje pracovat na konceptech z nové perspektivy. Pocitacové softwary, jako je
GeoGebra, Geometer's Sketchpad, Cabri atd. maji za cil propojit vizualni obrazky
s abstraktnimi symboly, pomoci studentlim s porozuménim abstraktnich pojmi.
Tyto softwary tedy prispivaji k efektivité vyuc¢ovani a k motivaci studentii (GOKCE,
S.and P. GUNER, 2022).

Software GeoGebra

GeoGebra je dynamicky software urCeny pro vzdélavani predevSim v oblasti
matematiky, ale také védy, techniky, inZenyrstvi a to po celém svété. Pouziva se
predevsim pfi vykladu témat spjatych s geometrii, kterou lze propojit s algebrou,
tabulkami, grafy a statistikou. GeoGebra ndm mimo jiné nabizi i spoustu
bezplatnych materiald, které vytvorili uzivatelé a rozhodli se je verejné sdilet
(GeoGebra, 2024).

Program GeoGebra lze vyuzivat jiZz na zakladnich skolach, protoze kjejimu
ovladani nepotiebujeme znat programovaci jazyky, slozité prikazy a neni ¢asové
naro¢ny. Ovladd se mysi. Na rozdil od jinych softwarl je GeoGebra zdarma
dostupny software a diky tomu nejsou ucitelé ani studenti omezeni na jeho
pouzivani pouze ve Skole. GeoGebru lze bezplatné stdhnout a nainstalovat do
soukromych pocitaci.

Pro ucitele nabizi GeoGebra skvélou prilezitost k vytvareni interaktivnich
vyukovych materialti, ale také k vyuziti ¢i inspiraci jiz zhotovenych aktivit. Ucitelé
a vyzkumni pracovnici na celém svété jiz vytvorili fadu pracovnich listl a aktivit,
dostupnych na vefejném foru.

Pomoci dynamického matematického softwaru jsou studenti schopni zkoumat
a znovu objevovat matematické koncepty rliznymi zplisoby. Ucitelé mohou
poskytnout interaktivni konstrukci doprovazenou fadou otazek a ukolt. Tyto
pracovni listy vedou studenty k badani a hledani reseni zadaného problému.

9



Takovéto dynamické vizualizace mohou podporovat matematické experimenty,
propojeni mezi symbolickymi a grafickymi souvislostmi a diskuse o domnénkach
a zakladnich konceptech (HOHENWARTER, Markus, Judith HOHENWARTER, Yves
KREIS and Zsolt LAVICZA, 2008).

Prace s GeoGebrou

UkaZeme si nyni, jaké funkce a nastroje lze pri praci s GeoGebrou v geometrii
pouZit. Po otevieni programu se nam ukaZe okno, applet, ve kterém budeme
rysovat. My si zde miizeme zobrazit, ale i skryt, osu x, osu y ¢i m¥iizku a nastavit si
jejich vlastnosti.

Vytvorit applet

[R]AAA»004[N=  Seq

(L] a @ : =@ zacadniCOsax OsaY Mrizka)

Zobrazit mfizku

Prichytnout body: Automaticky ~

Soryil

Souradnicova soustava

Hlavni a vedlej$i mfizka ~

-2 -1 0 1 2

-1 [] Vzdalenost

v

Hotovo |Storno

Obr. 1: Applet

Pro tvorbu konstrukci budeme vyuZivat nastroje programu GeoGebra, které jsou
pristupné vhorni casti appletu. Nastroje jsou rozdéleny do nékolika sad. Po
kliknuti na ikonku tematické sady nastroji, se nam rozbali nabidka a my si
vybereme prislusny potiebny nastroj.
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Panel nastroji:

Vybér a manipulace s objekty - ukazovatko, objekt od ruky, pero

X V£

Obr. 2: Vybér a manipulace s objekty

Konstrukce bodii - bod, bod na objektu, pripojit/odpojit bod, prisecik, stied,
komplexni ¢islo, extrémy, koifeny

|l | 500 Ol " s

Obr. 3: Konstrukce bodu

Konstrukce primky - pirimka, usecka, usecka spevnou délkou, poloprimka,
lomena ¢ara, vektor, vektor z bodu

Ao 2| AR 2

Obr. 4: Konstrukce primky

Konstrukéni nastroje - kolmice, rovnobézka, osa usecky, osa uhlu, tecny z bodu,
polara, linearni regrese, mnozina bodu

Obr. 5: Konstruk¢ni nastroje

Mnohouhelniky - mnohoudhelnik, pravidelny mnohouhelnik, neménny
mnohouhelnik, vektorovy mnohothelnik

YN
./
Obr. 6: Mnohothelniky

Nastroje pro konstrukci kruznice, kruhu a jejich ¢asti - kruznice dana stfedem
a bodem, kruZnice dana stredem a polomérem, kruZzitko, kruZnice dana tfemi body,
polokruZnice nad dvéma body, kruhovy oblouk, kruhovy oblouk prochazejici tremi
body, kruhova vysec, kruhova vyseC prochazejici tremi body
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Obr. 7: Nastroje pro konstrukci kruznice, kruhu a jejich ¢asti

KuzelosecKky - elipsa, hyperbola, parabola, kuZelosecka ddna péti body

O Q

Obr. 8: Kuzelosecky

Meérici nastroje - thel, dhel dané velikosti, vzdalenost, obsah, spad, seznam, vztah
mezi objekty, kontrola funkce

L | | B/A 02 .2, 8/

Obr. 9: Méfici nastroje

Konstrukce zobrazeni vroviné - osova soumérnost, stfedovd soumérnost,
kruhova inverze, otoCeni o thel, posunuti, stejnolehlost

Obr. 10: Konstrukce zobrazeni v roviné

Nastroje pro vkladani pomocnych objektii - posuvnik, text, obrazek, tlacitko,
zaSkrtavaci policko, textové pole

222 asc N 20| a=f

Obr. 11: Nastroje pro vkladani pomocnych objekti

Nastroje pro upravu zobrazovani - pohybovat s ndkresnou, zvétsit, zmensit,
zobrazit/skryt objekt, zobrazit/skryt popis, kopirovat format, zrusit

D Q A s @

Obr. 12: Nastroje pro Gpravu zobrazovani

Pokud chceme dany objekt prejmenovat, zménit mu barvu nebo ho jinak upravit,
klikneme na néj pravym tlac¢itkem mysi. UkaZe se ndm nékolik moZnosti (zobrazit
objekt, zobrazit, popis, prejmenovat,...), pokud vSak chceme mit komplexni prehled
uprav, zvolime mozZnost nastaveni, kde lze vSe upravit dle naSich predstav
(Gergelitsova, 2011).
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/ Primka f: Pfimka AB

5 s / - Zobrazit objekt ' 2 - ¢ 2 8
A

As Zobrazit popis

o°  Zobrazit stopu

([3 Prejmenovat

B Zrusit

£ Nastaveni

Obr. 13: Rychlé nastaveni objektu

[R)[A~A>e@4N][=] e q =

@— A @] Q : :—@ Zakladni Barva Styl Pro pokrocilé b4

Algebra  Skriptovani *

EEEE Naposledy | J1]
UL

a
N

¢erna 0, 0, 0 (#000000)

Obr. 14: Rozsahlé nastaveni objektu

13




Kuzelosecky

V této kapitole se budeme vénovat teorii kuzZelosecek, kterou potrebujeme znat pro
feseni uloh v praktické ¢asti prace. ProtoZe je predpokladdna urcita znalost pojmi
a vztaht z analytické geometrie, je teorie zpracovana strucné.

KuZelosecka je mnoZina bodid vroviné, kterou lze ziskat jako prinik rotacni
kuZelové plochy s a roviny p, kterd neprochazi jejim vrcholem V.

Kruznice - je-li rovina p kolma k ose plochy o

K]Ar D> e b O S5 Q

Tl

Obr. 15: Rez kuZelovou plochou - kruznice

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/x5yhpuub)
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Elipsa - jestliZe rovina p neni kolma k ose plochy o a rovina o |l p, kterd prochazi
bodem VV nema s plochou s Zadny spole¢ny bod

R oA > BeA@ OC Q=

Obr. 16: Rez kuzelovou plochou - elipsa

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/x5yhpuub)
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Parabola - rovina p neni kolma k ose o a rovina o || p, kterd prochazi bodem V je
te¢nou rovinou plochy s

R]d > PB®AO@ ScQ

=

Vstup... @

Obr. 17: Rez kuzelovou plochou - parabola

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/x5yhpuub)
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Hyperbola - neni-li rovina p kolma k ose o a rovina o || p, kterd prochazi bodem V,
ma s plochou s spole¢né dvé primky (VoSicky, 1999).

Rl DB d @ ScQ

l‘|

Obr. 18: Rez kuZelovou plochou - hyperbola

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/x5yhpuub)
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Kruznice

Kruznice je mnoZina bodl v roviné, které maji od daného pevného bodu stejnou
vzdalenost. Danému bodu rikdme stred Kkruznice. Je-li bod X bodem kruznice
abod S je jeji stied, pak usecce SX rikdme polomér kruznice (Vondra, 2016).

DS oS I ANNIE: Q =
a

Obr. 19: KruZznice

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/juf5dnzd)

Mame-li vroviné zadanou kartézskou soustavu soufadnic a stred S[m,n]
s polomérem r, je bod X[x, y] bodem této kruznice pravé tehdy, kdyz plati

|XS| =71

Ja-m2+@-n?=r
(x—m)?+ (y—n)2=r2

2

Rovnici (x — m)? + (y — n)? = r? nazyvame stfedovou rovnici kruznice.

Umocnénim rovnice (x — m)? + (y —n)? = r? dostaneme po Upravé obecnou
rovnici kruznice:

x* +y? —2mx — 2ny + p = 0,kde p = m? + n? — r? (Ko¢andrle, 1995).

Analogicky ziskdme analytické vyjadieni vnitini a wvnéjSi oblasti kruZnice
a zjistime, zda bod B|[b4, b, | leZi uvnit¥, vné nebo na kruznici (Vondra, 2016).

18


https://www.geogebra.org/m/juf5dnzd

Tab. 1: Vzajemna poloha bodu a kruznice

Kruznice |ISB| =7 (by —m)? + (b, —n)? =1r?
Bod B leZi na kruZnici by? 4 b,® —2mb; — 2nb, +p =0
Vnitfni oblast |SB| < r (by —m)%2 + (b, — n)? < r?
Bod B lezi uvnitri kruznice b12 + b22 —2mb; — 2nb, +p <0
Vnéjsi oblast |SB| > r (by —m)? + (b, — n)? > r?
Bod B leZi vné kruZnici by? 4 b,? —2mb; — 2nb, +p > 0

Pokud budeme chtit urcit vzajemnou polohu kruznice a pfimky, mizou nastat ti
situace. Prvni piiklad situace je takovy, Ze kruZnice s primkou nema zadny
spole¢ny bod. Takovou primku nazyvame vnéjsi primkou. Dal$i moZnosti je
tecna, pirimka, ktera se kruznice dotyka v jediném bodé, bodé dotyku. Posledni
variantou je se¢na. Tedy piimka, ktera ma dva body spoletné s kruznici (Liska,
2017).

Odvodime si rovnici teény kruznice. Jestlize, bod T[x7, yr] je bodem KkruZnice
k(S[m,n],r), pak je bod T[x7, yr] bodem dotyku kruZnice a jeji te¢ny. Te¢na musi
byt kolma k vektoru T — S = (xy — m; yr — n), a ma rovnici:

(xr—m)x+ (yr —n)y+d =0.

Hodnotu parametru d ur¢ime z podminky, Ze te¢na prochazi bodem T, tedy:
(xr —m)xr + (yr —n)yr +d = 0.

Obé rovnice od sebe odecteme, a proto ma tecna rovnici:

(xr —m)x + (yr —n)y — (xr —m)xr — (yr —n)yr =0,

(xr —m)(xr —x) + (yr —)(yr —y) = 0.

Pricteme-li k této rovnici rovnost

xr? + yr? — 2mxr — 2nyr + m? + n? = r?, tedy rovnost

(x —m)? + (y — n)? = r?, ktera vyjadfuje skute¢nost, Ze bod T je bodem kruZnice,
dostaneme rovnici tecny.

Tedy tecna kruznice k(S[m, n],r) s bodem dotyku T[x, yr] ma rovnici:

(x —m)(xy — m) + (y — n)(yyr — n) = r? (Kocandrle, 1995).
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Elipsa
Vroviné jsou dany dva body E, F. MnoZina vSech bodi X roviny, pro které se
soucet |XE| + |XF| vzdalenosti bodu X od bodd E, F rovnd danému cislu vétSimu

nez |EF|, se nazyva elipsa. Body E a F se nazyvaji ohniska elipsy (Kocandrle,
1995).

Obr. 20: Elipsa

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/dn7f3gek)

Primky o, 0’ nazyvame hlavni a vedlejsi osou elipsy. Bod S, priseéik os
0,0', nazyvame sticed elipsy. Body 4, B nazyvame hlavni vrcholy elipsy. Body C, D
nazyvame vedlejsi vrcholy elipsy. Parametr a = |AS| = |BS| urCuje velikost
hlavni poloosy. Parametr b = |CS| = |DS| urcuje velikost vedlejsi poloosy. Cislo
e se nazyva excentricita (vystiednost) a plati, Ze e? = a® — b%,a > b (Vondra,
2016).

Z definice elipsy plyne platnost vztahu |XE| + |XF| = 2a, kde X[x, y]. Pokud ma
elipsa své osy rovnobézné s osami soustavy souradnic, a pokud zname stred elipsy
S[m, n], velikost hlavni poloosy a a velikost vedlejsi poloosy b, pak ma stiedova

(x-m)? | (y-n)?
a? T b2

px* + qy? + rx + sy + t = 0 (Vosicky, 1999).

rovnice elipsy tvar = 1. Obecna rovnice elipsy ma pak tvar

Vnitini a vnéjsi oblast elipsy a vzajemnou polohu bodu C|[c,, c,] a elipsy popisuje
nasledujici tabulka (Vondra, 2016).
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Tab. 2: Vzajemna poloha bodu a elipsy

Elipsa (c; —m)?  (c; —n)?
Bod C lezi na elipse a? T bz 1
Vnitfni oblast (c; —m)?  (c; —n)?
Bod C leZi uvnitr elipse a2 + b2 <1
Vnéjsi oblast (c; —m)? (¢, —n)?
Bod C leZi vné elipse a2 T b2 >1

Vzajemnou polohu elipsy a primky, urcujeme stejné jako u kruznice. Tedy, pokud
nema elipsa s pifimkou Zadny spolecny bod, pak ji nazyvame vnéjsi primkou.
Tecnou nazyvame takovou piimku, ktera s elipsou ma spolecny jediny bod, bod
dotyku, a sec¢na je primka, ktera ma dva body spolecné s elipsou (Liska, 2017).

(x-m)? | (y—n)?
a? b2

Je-li bod T[x7,yr] bodem elipsy o rovnici =1, ma teCna elipsy
v tomto bodé rovnici (x—mL(;c L0 (y_n)g 7~ — 1 (Ko¢andrle, 1995).
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Parabola

Vroviné je dan bod F a primka d, kterd jim neprochazi. MnoZina vSech bodl
roviny, které maji stejnou vzdalenost od bodu F a od pfimky d, se nazyva
parabola (Kocandrle, 1995).

DEE = o NI P ANJEIR Q
d &

Obr. 21: Parabola

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/v2xnd7tg)

Bod F se nazyva ohnisko, primka d ridici primka paraboly. Pifimka o, ktera
prochazi ohniskem F a je kolma k ridici pfimce d, se nazyva osa paraboly. Bod V se
nazyva vrchol paraboly a leZi na jeji ose. Cislop = |Fd| nazyvime parametr
paraboly, pro ktery plati §= |FV| = |Vd| (Vondra, 2016).

Z definice plyne platnost vztahu |[FX| = |Xd|, kde X[x,y], pak lze pfi vhodném
umisténi tidici primky d a ohniska F do soustavy souradnic ziskat vrcholovou
a obecnou rovnici paraboly.

Pokud je osa paraboly rovnobézna s osouya vrchol paraboly ma souradnice
V[m,n], pak ma parabola vrcholovou rovnici ve tvaru (x — m)? = +2p(y — n),
p > 0. Obecna rovnice paraboly bude mit tvar x> + 2rx + 2sy +t = 0,s # 0.

Pokud je osa paraboly rovnobézna s osoux a vrchol paraboly ma souradnice
V[m,n], pak ma parabola vrcholovou rovnici ve tvaru (y — n)? = +2p(x — m),
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p > 0. Obecna rovnice paraboly bude mit tvary? + 2rx+2sy+t=0,r # 0
(Vosicky 1999).

Vnitini a vnéj$i oblast paraboly svrcholovou rovnici (x —m)? = +2p(y — n)
avzajemnou polohu bodu K[k;,k,] a paraboly popisuje nasledujici tabulka
(Vondra, 2016).

Tab. 3: Vzajemnd poloha bodu a paraboly

Parabola

- 2 =i J—
Bod K lezi na parabole (ky —m)* = +2p(k, —n)

Vniti'ni oblast

—m)? _
Bod K leZ{ uvnitf parabole Uey —m)” < +2p(k, — 1)

Vnéjsi oblast

—m)2 _
Bod K leZi vné parabole (ks —m)* > x2p(k, —n)

Obdobné vztahy plati pro parabolu s vrcholovou rovnici (y — n)? = +2p(x — m).

Vzajemna poloha paraboly a primKky je stale analogicka jako u jinych kuZelosecek.
Pokud parabola nema Zadny spolec¢ny bod s primkou, jedna se o primku vnéjsi.
Ma-li parabola jeden spolecny bod s pifimkou, pak se primka nazyva te¢nou
paraboly. Sec¢na je primka, ktera ma dva spolecné body s parabolou. Piimka
rovnobéZna s osou paraboly, ktera ma s parabolou jeden spole¢ny bod, se také
nazyva secna.

Pokud je osa paraboly rovnobézna s osou y, pak ma rovnice tec¢ny paraboly tvar
(x —m)(xy —m) = tp(y — n) + p(yr — n), kde bod T[x7, yr] je bodem dotyku.

Pokud je osa paraboly rovnobézna s osou x, pak ma rovnice tec¢ny paraboly tvar
(y—n)(yr —n) = tp(x — m) + p(xy — m), kde bod T[x;,yr]je bodem dotyku
(Kocandrle, 1995).
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Hyperbola

Hyperbola je posledni kuZeloseCka, kterou se budeme =zabyvat. Jedna se
o mnozinu bod, pro které plati, Ze absolutni hodnota rozdilu vzdalenosti od dvou
pevneé danych bodi E, F je vzdy stejna (Liska, 2017).

(K] A 7> OO 4L N = Q
J o &

Obr. 22: Hyperbola

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/gstjzmac)

Body E, F nazyvame ohniska hyperboly. PfimKy o, 0’ nazyvime hlavni a vedlejsi
osou hyperboly. Bod S je stiredem hyperboly. Body A, B nazyvame hlavni vrcholy
hyperboly. Parametru a = |AS| = |BS| fikime velikost hlavni poloosy.
Parametru e = |ES| = |BF| rikime excentricita (vystiednost) a plati, Ze
e? = a? + b?, kde parametr b = |CS| = |DS| udava velikost vedlejsi poloosy.
Hyperbola je sloZena ze dvou ¢asti, které nazyvame vétve hyperboly. Primky p;, p,,
které prochazeji sttedem hyperboly, nazyvame asymptoty hyperboly. Asymptota
se neustale bliZi k hyperbole, ale nikdy ji neprotne. Sviraji-li asymptoty pravy uhel,
pak se jedna o rovnoosou hyperbolu. (Vondra, 2016).

Z definice hyperboly, lze odvodit vztah ||[EX| — |FX|| = 2a, kde X[x, y].

Hyperbola, jejiz hlavni osa je rovnobézna s osou x, a kterd ma stred S[m, n], ma

2 2
v, . x—m -n
sttedovou rovnic ve tvaru & aZ) _ bZ)

=1, obecnou rovnici ve tvaru
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px*+qy*+2rx+2sy+t=0, pg<0, a jeji asymptoty maji rovnici
x-m y-n
=4
a b
Hyperbola, jejiz hlavni osa je rovnobéZzna s osou y, a kterd ma stred S[m,n], ma

(x-m)? | (y-n)?
a? b2

px*+qy*+2rx+2sy+t=0, pg<0, a jejl asymptoty maji rovnici
T4 y;f" (Koc¢andrle, 1995).

stiredovou rovnic ve tvaru — =1, obecnou rovnici ve tvaru

a

Vnitfni a vnéjsi oblast hyperboly a vzajemnou polohu bodu L[l;,l,] a hyperboly
popisuje nasledujici tabulka (Vondra, 2016).

Tab. 4: Vzajemna poloha bodu a hyperboly

Hyperbola (L, —m)? (I, —n)?
Bod L leZi na hyperbole a2 pz 1
Vnitfni oblast (I, —m)? (I —n)?
Bod L lezi uvnitt hyperboly a2 T p2 >1
Vnéjsi oblast (L, —m)? (I, —n)?
Bod L lezi vné hyperboly a2 T p2 <1

Vzajemnou polohu hyperboly a pfimky, urcujeme analogicky jako u predchozich
kuZelosecek. Tedy, pokud nema hyperbola s primkou zadny spolecny bod, pak ji
nazyvame vnéjs$i pirimkou. Tecnou nazyvame pirimku, ktera shyperbolou ma
spole¢ny jeden bod, bod dotyku a secna je pifimka, kterd ma dva body spolecné
s hyperbolou. Pfimka rovnobéZna sasymptotou ma jeden spolecny bod
s hyperbolou a nazyva se secnou hyperboly. (Vondra, 2016).

@-m?  (y-n)?

Je-li bod T[xr, yr] bodem hyperboly o rovnici = 11, pak ma te¢na

a? b2
hyperboly v tomto bodé rovnici (x_mlg I-m) _ (y_n)b(zy 7™ = +1 (Ko¢andrle, 1995).
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Analyza ucebnic

V posledni kapitole teoretické ¢asti diplomové prace se budu vénovat vybranym
stredoskolskym ucebnicim matematiky a jejich zpracovani tématu kuZelosecek. Pri
analyze ucebnic jsem se zamérila predevsim na vizudlni stranku textu, pritomnost
obrazkd apocty prikladi. Ucebnice jsem volila na zakladé doporuceni od
stredosSkolskych ucitelli matematiky.

Matematika pro gymnazia: Analyticka geometrie

Starsi ucebnice z roku 1995, ktera je urcena predevSim pro vyuku matematiky na
gymnaziich, je zaméfend na analytickou geometrii a je clenéna do kapitol
a podkapitol. Jedna se o ucebnici formatu A5 s adou cernobilych obrazkd, které
znazornuji teorii a uptesnuji zadani a reSeni prikladi. Ucebnice rozdéluje téma
kuZelosecky do sedmi kapitol. Na zacatku kazdé kapitoly je vZdy povidani o dané
kuZelosecce, definice, vlastnosti a reSené priklady s vysvétlivkami. Myslim si, Ze
ukazkové priklady jsou pomérné slozité. Nasleduje par netesSenych piikladli na
procviceni. Vysledky netesenych piikladt se vyskytuji na konci u¢ebnice. V zavéru
celé kapitoly je pak prehled o kuZzeloseckach, kde nalezneme charakteristické
rovnice a pojmy.

Matematika pro stredni Skoly - 7. dil A: Analyticka

geometrie v roviné

Jedna se o barevnou a novéjsi ucebnici matematiky zamérenou na analytickou
geometrii v roviné. V ucebnici se vyskytuje spousta barevnych obrazkd, ramecki
se zajimavostmi a kolonkou ,Zamyslete se!“. Ke kazdému reSenému prikladu je zde
i doplnujici obrazek s teSenim. Nenajdeme zde nefeSené priklady, protoZe
k ucebnici existuje i pracovni sesit, ve kterém je nefesenych prikladl vic neZ dost.
Vysledky k prikladlim z pracovniho seSitu nalezneme na webovych stankach, kde
si kli¢ k feseni miizeme zdarma stahnout. Mné se ucebnice moc libi, protoze hojné
propojuje teorii s praxi a snazi se studenty motivovat. Pfijde mi, Ze je misty méné
prehledna, protoZe obsahuje velké mnoZstvi informaci.

Matematika pro spoluzaky - Analyticka geometrie
Matematika pro spoluzaky patti také k novéjSim uc¢ebnicim matematiky. Jedna se
o hezky prehledny pocin zaméreny na analytickou geometrii, ktery jednoduchym
zpusobem vyklada dana témata studentim. BohuZel mi prijde dost strucng,
nezabyva se kuZeloseCkami tak do hloubky, jak by se mné osobné libilo. Nabizi
mensi pocet FeSenych i nefeSenych prikladi. Co se mi naopak libi, je jeji barevné
zpracovani textu a obrazkil a souhrn pojmi na konci kazdé kapitoly.
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Matematika v kostce pro stredni Skoly

Ucebnice se od ostatnich lisi tim, Ze obsahuje celé ucivo matematiky, které se
probira na stredni Skole Ctyri roky. V kazdé kapitole se vysvétli zakladni pojmy
a vyresi pomérné jednoduché priklady. NereSené priklady se zde viibec neobjevuji.
Dilezité informace jsou zvyraznény barevné, nebo umistény do barevné tabulky.
UcCebnice je vhodnym materialem pro rychlé opakovani témat pred maturitou, ale
pro samotnou vyuku kuZelosec¢ek nestaci.

Porovnani ucebnic na zdkladé mych postiehli a nazortl je shrnuté v nasledujici

tabulce. Informace se tykaji pouze tématu kuzelosecek.

Tab. 5: Analyza ucebnic

Matematika Matematika Matematika Matematika
pro gymnazia: pro stiredni pro spoluzaky | v Kkostce pro

Téma Analyticka Skoly - 7.dil A: | - Analyticka stiedni Skoly

KUZELOSECKY | geometrie Analyticka geometrie
geometrie v
roviné
Rok vydani 1995 2016 2017 1999
Pocet stran 70 A5 29 A4 35 A4 10 A4
Prehled, ANO NE ANO NE
shrnuti pojmu
a vztahi
Nazornost dobra vyborna dobra dobra
Barevnost zadna vyborna chvalitebna dobra
Pocet 42 43 17 18
resenych
prikladi
Pocet 70 155 14 0
nei-eSenych (Pracovni sesit)
prikladii
Vysledky ANO ANO ANO NE
nef'e§enych (dostupné online)
prikladi
Priklady ANO ANO ANO ANO
razeny
vzestupné
Naroc¢nost Stredné Nenarocné az Nenarocné az Nenarocné az
prikladii narocné az dost | dost narocné stfedné stiedné
narocné narocné narocné

27




Sbirka aloh

Sbirka uloh nabizi ptiklady tykajici se kuZelosecek. Prvni cast tvori priklady
z analytické geometrie, diky kterym se seznamime s vlastnostmi kuZelosecek.
Ziskané dovednosti pak aplikujeme v dalsi ¢asti prikladti, kde se fesi komplexnéjsi,
polohové tlohy. VSechny piiklady jsou konstruovany v programu GeoGebra.

Kruznice
Uloha 1

Urcete rovnici kruZnice, ktera prochazi body A[1,2], B[13,7] a C[1,7] (Janecek,
1994).

Postup reSeni:

Ulohu vytesime vypoétem pomoci analytické geometrie. Postupné dosadime body
A, B aC do stfedové rovnice kruznice (x — m)? + (y —n)? = r2. Tim dostaneme
soustavu tff rovnic o trech neznamych.

(1-m)?+2-n)2=r?
(13—-m)? + (7 —n)? =12,
(1-m)?+(7—n)?=r2

Nejprve od prvni rovnice odec¢teme rovnici tieti, tim nam v rovnici zlistane pouze
neznaman a upravime.

2-n?*—-(7-n)2=0
4—4n+n?—49+14n—n?=0
10n—45=0

n=4>5

Nyni od druhé rovnice odeCteme rovnici treti, tim ndm v rovnici zlistane pouze
neznama m a upravime.

(13-m)2—(1-m)?=0

169 —26m+m?—1+2m—-—m? =0

—24m+168 =0

m=7

Na zavér dosadime do jedné rovnice vypocitané hodnoty m =7, n=4,5

a vyjadrime sir.

28



(1-m)?+@2—-n)?=r?
(1—7)2+ (2 — 4,5)% = r?

36 + 6,25 = r?

42,25 =r
r=26,5

Nalezli jsme stred kruznice S[7; 4,5] a jeji polomér r = 6,5. Nyni staci jen dosadit
do rovnice kruznice (x — m)? + (y —n)? = r.

KruZnice ma rovnici (x — 7)? + (y — 4,5)% = 42,25.

ad

Spravnost feSeni si ovérime pomoci programu GeoGebra. Vyznacime si zadané tii
body A[1,2], B[13,7] a C[1,7] a pomoci nastroje KkruZnice dana tfemi body

sestrojime kruZnici. Zapneme si zobrazit nazev a hodnotu a ovérime si, Ze kruznice
v GeoGebie ma rovnici shodnou s nadmi ziskanou rovnici..

AlAxrlelol4lN=] e a

g Il

= C:(X-T7P+(y-452=4225

Obr. 23: Kruznice - dloha 1

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/w33zjbs5)
Uloha 2

Zjistéte, pro které hodnoty parametru p jsou dané rovnice rovnicemi kruZnice.
Urcete souradnice stfedu kruzZnice a jeji polomeér.
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a)
b)

x2+y2+4x—6y+p=0
x*+y*—3x+5y+p=0

(Busek, 1996)

Postup resent:

a)

b)

x2+y’+4x—6y+p=0

Doplnime na tplné ¢tverce (tzn. na druhé mocniny jistych dvojclent).

(x> +4x+4)+@* —-6y+9)=—p+4+9

(x+2)2+(y—-3)?2=13-p

Leva strana rovnice se musi rovnat, dle rovnice kruznice, poloméru
umocnéného na druhou, tedy 72.

r2=13-p

r=yB-p

Odmocnit mizeme pouze Cislo, které je vétsi nebo rovno nule. Tim
dostavame nerovnici 13 — p > 0, ale kruZnice nemiiZe mit nulovy polomér,
proto hledame jen vSechna feseni nerovnice 13 —p > 0:

13—p>0

13>p

p € (—,13)

KruZznice bude mit stred v bodé S[—2,3] a polomérr = /13 — p.

x2+y2=3x+5y+p=0
Doplnime na uplné ctverce.

(x?=3x+2)+(y?+5y+Z)=—p+2+2

4 4
3\ 2 5\2 34
(x=3) +(+3) =5-»
Podobné jako v ptripadé a) dojdeme k poZadavku:

2 _ 34

T ::—p

= [32_
r=_|7-P

Odmocnit mizeme pouze Ccislo, které je vétsi nebo rovno nule. Tim

.y . .34 .. oy . , Y
dostavame nerovnici S P = 0, ale kruznice nemtiZe mit nulovy polomér,

, . 34 v vr
proto plati nerovnice - P> 0, kterou vyreSime.

Y oy . [3 5 y ,17
KruZnice bude mit stied v bodé S [5, — 5] apolomérr = - — P
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Ulohu si mizeme ovéfit v programu GeoGebra. Ovéieni provedeme pro variantu
a) x2 + y? + 4x — 6y + p = 0. Nejprve pouZijeme nastroj posuvnik, ktery budeme
mit pro parametr p vintervalu (=5,15). Do vstupniho pole napiSeme zadanou
rovnici kruZnice x?+y%+4x—6y+p=0. Sestrojime si stfed kruZnice
a polomér, u kterych si zobrazime jejich hodnotu. Pokud se parametr p = 13, pak
mame misto kruznice bod. Pokud je p > 13, pak se nam nezobrazi Zadny utvar.

K]~ [0]0] €)X =] 4 Q =
p=4 @

k:x*+y*+4x-6y+4=0

L]

Vstup...

Obr. 24: KruZnice - tiloha 2

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/bqgttqwj)
Uloha 3
Urcete polohu bodu T[—2,1] vzhledem ke kruZnici a k jeji vnitini a vnéjsi oblasti.

a) x2+y?=
b) x* +y?—
c) x2+y%2=25
d x2+y?—-8x—4y—-5=0
e) x2+y>+6x—8y=0

(Busek, 1996)
Postup reSeni:

Souradnice bodu T[—2,1] dosadime do rovnice kruzZnice a zjistime, zda je leva
strana rovnice mensi, vétsi nebo rovna pravé strané rovnice.
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a) Rovnice kruznice: x? + y? = 2
L=(-2?%*+1%=5
P=2
L > P atedy bod T je bodem vnéjsi oblasti kruznice

b) Rovnice kruZnice: x> + y2 —5 =0
L=(-2)*+1*-5=0
P=0
L = P atedy bod T je bodem kruznice

c) Rovnice kruznice: x? + y? = 25
L=(-2)*+1%=5
P =25
L < P atedy bod T je bodem vnitfni oblasti kruznice

d) Rovnice kruznice: x2 + y>2 —8x — 4y —5=10
L=(-2?%+12-8(-2)—4-5=12
P=0
L > P atedy bod T je bodem vnéjsi oblasti kruznice

e) Rovnice kruZnice: x2 + y? + 6x — 8y = 0
L=(-2)*+1*4+6(-2)—-8=-15
P=0
L < P atedy bod T je bodem vnitfni oblasti kruznice

Ovéreni provedeme pomoci programu GeoGebra. Do vstupniho pole zadame
rovnice vSech kruZznic a vyznacime si bod T[—2,1]. Rovnou vidime, zda bod lezi na
kruznici, uvnitt kruznice nebo mimo kruznici.
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Y4 dxe+y2-8x -4y -

Vstup...

Obr. 25: KruZnice - tiloha 3

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/vruw3rdw)

Uloha 4

Jsou dany dvé kruznice ki: (x +2)2+(y—2)>=4ak,: (x—2)2+(y+1)?*=9
Rozhodnéte, zda jsou nasledujici tvrzeni pravdiva. Nepravdiva tvrzeni opravte.

a) Vzdalenost stedd kruznic je vétsi nez 6.
b) Soucin velikosti poloméri kruznic je 6.
¢) Kruznice maji spole¢né dva body.

Postup reSent:

a) Nepravdivé tvrzeni
KruZnice kq:(x +2)2+(y—2)>=4 ma stfed S;[—2,2] a kruZnice
ky: (x —2)? + (v + 1) = 9 ma stred S,[2,—1]. Vzdélenost stfedl kruZnic
serovnd |S;S,| = /(2 — (=2))2+ (-1 -2)2 =16 +9 =25 = 5.

b) Pravdivé tvrzeni

KruZnice maji poloméry r;, =2, r, =3 a soucin polomérii je roven
T, =2-3=6.

c) Nepravdivé tvrzeni
Vzdalenost stfedl kruznic |S;S,| = 5 je rovna souctu poloméri r; + 1, = 5,
tedy kruznice maji spolecny pouze jeden bod.
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Obr. 26: Kruznice - uloha 4

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/kxfr3tzq)
Uloha 5

KruZnice k; je dana stfedem S;[—2,3] a polomérem r; = 5. Kruznice k, ma stied
S,[x,1] a polomér r, = 1. Pro vzdalenost stfedt kruznic plati |S;S,| = v20. Reste
nasledujici alohy.

a) Urcete chybéjici souradnici stredu S,, vite-li, Ze tato souradnice je kladna.
b) NapiSte parametrické vyjadreni usecky, kterd spojuje stredy S; a S,.
c) Urcete, kolik priseciki maji kruznice k; a k.

(Kalova, 2016)
Postup reSent:

a) Vime, Ze pro vzdalenost stiedd plati vztah |S;S,| =20, do kterého
dosadime souiadnice stiredli a vypocitame souiadnici, ktera nam chybi.
15,821 = \/2_0
V&= (=2))? + (1-3)? =20
VxZ+4x+4+4=+20
Nyni obé strany rovnice umocnime na druhou a odstranime tak odmocniny.
x%+4x+8=20
x2+4x—-12=0
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x+6)(x—2)=0
X, =—
X, =2
My ze zadani vime, Ze neznama souradnice ma byt kladna, tedy stied S,
musi mit soufadnice S,[2,1].

b) Pro parametrické vyjadreni primky potifebujeme znat smérovy vektor
primky a jeden jeji bod.
Smérovy vektor zjistime ze stiedli kruZnic.
§$=(S;-S)=02-(-2),1-3)=(4-2)
Parametrické vyjadreni iseCky ma tvar:
x=2+4t
y=1-2t,t€(0,1)

c) Tuto C¢ast dlohy budeme fesit logickou rozvahou. ProtoZe vzdalenost stredl
je rovna ¢islu+/20, pro které plati, ze V20 <5<+20+1, kde5=r;
a 1 = r,, musi kruZnice mit dva spole¢né body. Tedy kruZnice se protinaji ve
dvou bodech.

Ulohu si miizeme zkonstruovat v programu GeoGebra a ovétit si spravnost naseho
reSeni. Zkonstruujeme si kruznice k; a k,. Vyznacime si usecku §;S, a zapneme si
zobrazeni nazvu a hodnoty. Hodnota, tedy velikost usecky, by méla byt rovna ¢islu
v20. Déle sestrojime ptfimku uréenou body S;aS,a zobrazime si jeji nazev
a hodnotu. Tentokrat hodnota odpovida obecné rovnici primky. Abychom rovnice
primky mohli porovnat, vypocitame si obecnou rovnici ptimky.

Obecnou rovnici pfimky zjistime pomoci normalového vektoru a jednoho bodu
piimky. Normalovy vektor ma soufadnice 7 = (2,4) a bod S,[2,1].

2x+4y+c=0
2:24+4:-1+c=0
c=-8

Obecna rovnice primky ma pak tvarx + 2y —4 =0, coz odpovida zobrazené
rovnici pifimky v GeoGebfe.

Priseciky kruznic sestrojime pomoci nastroje prisecik.
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Obr. 27: Kruznice - dloha 5

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/swmmraxb)
Uloha 6

Napiste rovnici te¢ny kruZnice x? + y2? + 10x — 6y — 70 = 0, ktera je rovnobézna
s primkou AB, kde A[1, 5], B[3, —1].

Postup reseni:

Nejprve si uréime obecnou rovnici primky. Nalezneme smérnicovy vektor
a nasledné z néj udélame normalovy vektor.

AB=(B-1;-1-(-5) =24 =12
n=(2-1)

Rovnice piimky bude mit tvar 2x —y +c¢ = 0. Dosazenim bodu A[1,—5] do
rovnice primKy zjistime nezndmou c.

2:1—-(=5)+c=0
c=-7

Rovnice primky ma tedy tvar 2x —y —7 =0, nebo y = 2x — 7. RovnobéZna
pfimka bude mit tvar y = 2x + k. ProtoZe hleddme te¢nu kruZnice, miZeme do
rovnice kruzZnice dosadit za y vyraz 2x + k.
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x2+ 2x+k)>+10x—6(2x+k)—70=0
X% +4x% +4xk + k> +10x — 12x — 6k —70 =0
5x2+x(4k—2)+k2—6k—70=0

Hleddme hodnotu parametru k, pro kterou ma kvadraticka rovnice jedno reSeni,
tedy diskriminant musi byt roven nule.

D=0

(4k —2)2—4-5-(k? — 6k —70) =0
16k? — 16k + 4 — 20k? + 120k + 1400 = 0
—4k% 4+ 104k + 1404 =0

k? — 26k —351 =0

D, = (~26)% — 4~ (~351) = 676 + 1404 = 2080 = (4V130)

ky = 20 = 1342130

kp = 272150 = 13— 2yT30

Hledané te¢ny rovnobézné se zadanou primkou budou mit rovnice:
t1:y =2x + 13+ 2v130aty,:y = 2x + 13 — 2v130.

Spravnost teSeni si ovéfime pomoci programu GeoGebra. Do vstupniho pole
napiSeme rovnici kruznice, primky a teCen. Pokud te¢ny maji s kruznici spole¢ny
jeden bod, pocitali jsme spravné.
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tyry =2x +13+27(130) p:2X--y-=T

tyy= 2x + 13 - 2V(130)

k: X2 +y?+10x -6y -70=0

10 15 20
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Vstup...

Obr. 28: Kruznice - iloha 6

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/e5txucvq)

Uloha 7

Naleznéte mnoZinu vSech bodi X[x,y], které spliuji nasledujici podminku, pro
body A[—4, 1], B[—3,—2] plati: 2|AX| = |BX].

Pouzité nastroje: bod, kruznice (stied a polomér), prisecik, kuZelose¢ka dana péti
body

Postup reseni:

Nejprve sestrojime zadané body A[—4,1] a B[—3,—2]. Postupné sestrojime

.y . p o . P o |AX] o 1
kruZnice, které budou mit pomér vzdalenosti od bodl B vZdy roven poméru p

Napr.: k1(A,ry =1) a ky(B, 1, = 2), k3(A, 13 =2) aky(B,1y, =4), ks(4,15=3) a
ke(B,7s = 6). AZ budeme mit alespon pét priasecikii, pouzZijeme nastroj
kuZelosecka dana péti body a vykreslime hledanou mnozinu bodt. V tomto pripadé
se jedna o kruZnici.
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Vstup...

Obr. 29: Kruznice - iloha 7

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/m55fw8j8)

Diikaz provedeme pomoci vypocti, za vyuziti analytické geometrie.
A[—4,1],B[-3,—2] a2|AX| = |BX|

Hledané usecky |AX| a |BX| zapiSeme jako vektory.
2|(x- &) = [x- B

Tato rovnost plati i po umocnéni na druhou.

dx- o = |x-B)

RozepiSeme si vektory pomoci jednotlivych soufadnic a upravime.

A(x + D2+ (y—1D?] = (x + 3)2 + (y + 2)

4x> + 8x + 16 + y2 =2y + 1]=x* + 6x + 9 + y2 +4y + 4
4x% + 32x + 64 + 4y>2—8y + 4 = x> + 6x + 9 + y® +4y + 4

3x% + 26x + 3y?—12y = —55

3(x2 +23—6x+%)+ 3(y? —4y + 4)= =55 + 12 + =
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40

(x+ 3P+ -2 =

Jedna se tedy o kruZnici se stfredem S| — 13—3 ,2] apolomérem r

Uloha 8

V roviné jsou dany body A[2,—1] a B[—2, 3]. UrCete mnoZzinu vsSech boda X, pro
které jsou primky AX a BX navzajem kolmé. Jinymi slovy, madme urcit mnozinu
vSech bodt, ze kterych je vidét isecka AB pod pravym thlem (Kocandrle, 1995).

Pouzité nastroje: bod, usecka, stied, kruznice (stred a bod kruZznice)

Postup reSeni:

Pro lepsi pochopeni zadani zde mame obrazek vytvoreny v programu GeoGebra.

4

A POO L X g B e e

Q =
@

X

ia=90°

-1

-2

L3

Vstup...

1 p 3 4 5 6
A

Obr. 30: KruZnice - tloha 8 - zadani

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/g58cegyd)

1. Analyticka metoda za vyuziti skalarniho soucinu dvou vektori

X-4A)X-B)=0
x-2,y + D(x+2,y-3)=0

x-2)(x+2)+ @ +Dly-3)=0

x?-4 4+ y*-2y-3 =0
x2+y:-2y+1=7+1
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x2+ (y-1? =38

CoZ je rovnice kruznice se sttedem S[0,1] a polomérem r = 2v2

2.

Analytickd metoda za vyuziti Pythagorovy véty

|AX|? + |BX|? = |AB|?

(x-22+ @G+ 1>+ (x+2)2+(@y-32%=(-2-2)2+ (3 + 1)?
x2-4x + 44+ Y2+ 2y + 1+ x> +4x + 4+ y> -6y +9 = 32
2x% + 2y? -4y = 32- 18

x24+y?-2y+1=7+1

x2+ (y-1? =38

Coz je rovnice kruznice se sttedem S[0,1] a polomérem r = 2v2

3.

Pomoci sestrojeni Thaletovy kruznice

Sestrojime useCku AB a nalezneme jeji stred S. Dale sestrojime kruZnici
k(S, r = |SA| = |SB|). Diky Thaletové vété vime, Ze jakykoliv trojahelnik
sestrojeny nad primeérem Kruznice k, s vrcholem C, ktery nalezi kruznici k,
je pravouhly. Timto jsme nalezli mnozinu vsech hledanych bodi X.

A LA OO 4] N 2] 4

-6

-5 —

Obr. 31: KruZnice - tiloha 8 - feSeni

(dostupn

Musim

é z: https://www.geogebra.org/m/g58cegyd)

e si ovSem uvédomit, Ze body A a B nepatii do této mnoZiny, protoZe by se

jednalo o primku AB a ne o dvé kolmé primky.
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Uloha 9

Je dana kruznice k a na ni bod A. Bodem 4 jsou vedeny vSechny moZzZné tétivy dané
kruznice. Najdéte mnozinu stiredli téchto tétiv (Hruby, 2008).

L. o> oo 4L N = Sc Q =
Hol~ o0& : &

Obr. 32: Kruznice - iloha 9 - zadani

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/nkx5rmzm)

Pouzité nastroje: bod, kruznice (stied a polomér), usecka, stred, kuzelosecka dana
péti body

Postup reSeni:

Sestrojime kruznici k se zvolenym stfedem S a polomérem r. Ja zvolila kruZznici
k(S[0,0],7, = 3). Na kruZnici vyzna¢ime bod A, vmém piipadé bod A[3,0].
Vybereme si pét libovolnych riznych bodl, které lezi na kruznici. Ja volila
pruseciky sosoux, osouya dva libovolné. Sestrojime tétivy, které prochazi
bodem A a vybranymi body kruZnice k. Nalezneme stredy téchto tétiv a proloZime
je kuzeloseckou urcenou péti body. Hledanou mnozinou stiedt tétiv prochazejicich
bodem A je Cervené zvyraznéna kruznice h bez bodu A.
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G,

OA/)‘r 2 QE

Obr. 33: Kruznice - Gloha 9 - reSeni 1

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/nkx5rmzm)

Abychom nalezli rovnici kruZznice pomoci analytické geometrie, zvolime si tfi
sttedy naSich tétiv a dosadime je do obecné rovnice kruZnice h: (x —m)? +

(y—n)? =ri

Ja si zvolila tétivy AC, ABaAD a jejich stredy E |3,2], 6 =5 = [0,0]a F |3,—3].

Nyni dosadime do rovnice kruZnice h.

2 2
G ) =
2 2
(0—m)?+ (0 —n)? =72,
2 2
(E—m) + (—E—n) =72
2 2
Diky dosazeni stredi tétiv jsme ziskali soustavu tfi rovnic o trech neznamych,

kterymi jsou souradnice [m,n] sttedu kruznice ha jeji polomér r. Nalezneme
feseni soustavy rovnic. V prvnim kroku odecteme od prvni rovnice rovnici treti.

o)+ Gon)' =
Gom) (3o -

43


https://www.geogebra.org/m/nkx5rmzm

Gon) () o
z—3n+n2—z—3n+n2=0
—6n =

n=20

Nyni do druhé rovnice dosadime n =0, tedym? + 0 = r?, upravime na vyraz
m? = r?, dosadime do jedné ze zbyvajicich rovnic a upravime.

3 . 3
m=-=atedyir ==
2 2

Timto vypoctem jsme dostali rovnici kruznice h se stfedem E,O]a polomérem
2
_3 (o —3V2 42 — (E)
r=z,tedyh:(x —2)" +y 5) -

Tuto utlohu miiZeme také vyreSit tim, Ze nalezneme jednu tétivu a jeji stied,
u kterého zapneme zobrazeni stopy a pokud budeme pohybovat koncovym bodem
tétivy (opacnym nez je bod A) po kruznici k, vykresli se nam hledand mnozina.
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Obr. 34: KruZnice - tloha 9 - fesSeni 2

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/hsy5exzg)

Uloha 10

Mate kruZznici k se stfedem O a polomérem r, bod A4, ktery leZi na kruZnici a bod S,
ktery leZi vné kruZnice k. Nejprve sestrojte pravidelny Sestidhelnik ur¢eny body A
a S tak, aby bod A byl jeho jednim vrcholem a bod S byl prisecikem jeho
uhlopric¢ek. Nasledné naleznéte mnoziny bodd vSech vrcholl tohoto pravidelného
Sestithelniku, kdyZ se bude bod A pohybovat po kruZznici k.

PouZité nastroje: bod, kruznice (stfed a polomér, stied a bod kruznice), pfimka,
uhel (bod ramene, vrchol a velikost thlu), prisecik, isecka/mnohouhelnik

Postup reSent:

Zvolime si libovolny bod, ktery pojmenujeme O. Udélame kruZnici k se stredem O
a polomérem r. Na kruzZnici k si zvolime libovolny bod A a mimo kruZznici libovolny
bod S. Nyni mame pripravené zadani.

Nejprve si sestrojime Sestithelnik ABCDEF. Narysujeme kruZznici h(S,r = |AS])
a vyznacime si piimku AS, tim nalezneme jeden z vrcholll D. Protoze hledame vrcholy
pravidelného Sestiuhelniku, vime, ze se sklada z Sesti rovnostrannych trojuhelniku, které
sviraji tthel 60°. Nalezneme uhel u vrcholu S s bodem A na rameni o velikosti 60°, tim
dostaneme bod F a to zopakujeme s bodem F na rameni a dostaneme bod E. Sestrojime
pfimky FS a ES, tim dostaneme body B a C jako pruseciky piimek s kruznici h.
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Obr. 35: Kruznice - iloha 10 - konstrukce Sestitihelniku

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/banqwm7h)

Nyni zapneme u vrcholl B, C, D, E a F zobrazeni stopy. Chytneme bod A a pomalu
s nim pohybujeme po kruznici k, diky tomu se nam vykresli jednotlivé mnoZiny
ostatnich vrchold, kterymi jsou kruZznice.
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Obr. 36: Kruznice - iloha 10 - FeSeni

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/czymge83)

Dlikaz provedeme pro bod B (pro ostatni vrcholy Sestitihelniku je situace
analogickd jen bychom uvaZovali dhel ASX roven 120°, 180°, 240° a 300°).
Vzhledem k tomu, Ze bod A musi leZet stale na kruZznici k, bod S je pevny bod a thel
ASB je stadle roven 60°, musi body B leZzet na kruZnici kp, ktera je obrazem
kruZnice k ve shodném zobrazeni, kterym je rotace okolo bodu S o thel 60°.
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Elipsa
Uloha 1

(%] & @

Obr. 37: Elipsa - tloha 1

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/s75gt7me)

Ukol & 1
Posuiite ¢erveny bod X postupné do bodi 4, B, C a v jednotlivych situacich zmérte
velikosti Usecek f = |EX| a g = |FX|. Poznamenejte si namérené hodnoty.

Ukol ¢& 2

Pomoci nastroje bod si na elipsu vyznacte jeSté dalsi dva libovolné body a opét
zjistéte jednotlivé vzdalenosti tusecCek f = |EX| a g = |FX|. Poznamenejte si
namérené hodnoty.

Ukol & 3
Pohrajte si s namérenymi hodnotami. Zkuste je secist, odecist, vynasobit a vydélit.
Zarazilo vas néco? PopiSte, na co jste prisli.

Ukol &. 4

Na zakladé vami zjisténych faktl, zkuste svymi slovy napsat, jak by mohla byt
elipsa definovana.

Ukol & 5
Vyberte definici elipsy.
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a) MnozZina vSech bodi, které maji konstantni rozdil vzdalenosti od ohnisek
EaF.

b) Mnozina vSech bodi, které maji konstantni soucet vzdalenosti od ohnisek
EaF.

¢) Mnozina vSech bodd, které maji konstantni vzdalenost od stfedu S.

d) MnoZina vSech bodli, které maji konstantni vzdalenost od bodu F
a piimKky d.

Uloha 2

Zjistéte, zda rovnice 9x? + 16y? + 36x — 32y — 92 = 0 je rovnici elipsy. Je-li tomu
tak, urcete jeji stied, ohniska a poloosy (Janecek, 1994).

Postup reseni:

Ulohu vytfes$ime vypoctem pomoci analytické geometrie.
9x% + 16y +36x —32y —92 =0

9(x% + 4x) + 16(y? — 2y) = 92

Nyni doplnime na tplné ¢tverce.
9(x2+4x+4)+16(y>—2y+1)=92+36+16
9(x + 2)2 + 16(y — 1)? = 144

9(x+2)? | 16(y-1)2 _
144 144

1

2 —_1)2
(2’ | 0-D% _
16 9
Rovnice je rovnici elipsy se stfedem vbodé S[—2,1]a poloosamia =4,b = 3.
Souradnice ohnisek E[—2 — e, 1], F[—2 + e, 1] zjistime pomoci excentricity, kterou

vypocitame pomoci poloos, protoze plati vztah e = Va? — b2,
e=v16-9

e=17

Ohniska budou tedy mit soufadnice E[—-2 —+/7,1] a F[-2 + /7, 1].

Spravnost teSeni si ovérime pomoci programu GeoGebra. Do vstupniho pole
opiSeme zadanou rovnici, tim se nam opravdu vykresli elipsa. Pomoci nastroje
stted nalezneme stfed kuZelosecky, ktery odpovida bodu S[—2,1]. Osy elipsy
nalezneme pomoci nastroje rovnobéZzna piimka. Osy musi prochazet stredem
elipsy a v tomto ptikladu jsou rovnobézné s osou x a osou y. Priiseciky os a elipsy
jsou vrcholy. Vzdalenost bodi |AS| = |BS| = 2a = 8, tedy velikost hlavni poloosy
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je a = 4 a vzdalenost bodi |CS| = |DS| = 2b = 6, tedy velikost vedlejsi poloosy je
b =3.

(]~ e]o)4N)=] ¢ Q =

5 "_:@
C
f.am T — 4
’ T
/_fé‘f i s "‘t”s\\.
/ 4 W,

18 iy —6\ 15 4 13 b di0 1/// 2 3 4

Vstup...

Obr. 38: Elipsa - tuloha 2

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/zcdk3kgy)

Uloha 3

NapiSte rovnici elipsy, jejiz osy splyvaji s osami soustavy souradnic, a ktera
prochazi body K[2v3,V6], L[6,0] (Busek, 1996).

Postup reSeni:

Pokud osy elipsy splyvaji s osami soustavy souradnic, znamena to, Ze stredem
elipsy je pocatek soustavy souradnic, tedy bod S[0,0]. Rovnice elipsy bude mit tvar

2 2
x_2 + y—z = 1. Nyni do rovnice dosadime body elipsy K, L a dostaneme soustavu dvou
a b

rovnic o dvou neznamych.

(2v3)* | (V8)* _
e Tt =1
62 02
ztp=1

Z druhé rovnice si miizeme rovnou vyjadrit a? = 62. Dosadime a? do prvni rovnice
a vyjadiime b2,
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2

@) | 0e

62 b2 =1
12 6
=+-==1
36 b2
6 1
- =1-=
b2 3

2
6 = =b?

3
18

?=b2=>b=i3.

Cislo b je velikost vedlej$i poloosy a tedy nesmi nabyvat zapornych hodnot,

2 2
z tohoto divodu b = 3 a hledana rovnice elipsy ma tvar ;—6 + % =1.

Ovéreni provedeme pomoci programu GeoGebra. Nejprve si vyznacime body
K|[2+/3,/6] a L[6,0]. Do vstupniho pole napi$eme nami vypo&itanou rovnici elipsy,
a pokud protne oba body, resili jsme tlohu spravné.

DEEE D REIEINEARE Q =

K = (3.46,2.45)

Vstup... @

Obr. 39: Elipsa - uloha 3

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/cg7tbrgk)
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Uloha 4

Napiste osovou rovnici elipsy, ktera ma excentricitue = 3a prochazi bodem
[2,V7]. Hlavni osa lezi na ose x a sti‘ed je v potatku souradné soustavy.

Postup reSeni:

2 2
Rovnice elipsy bude mit tvar% + ;’—2 = 1 a plati, Ze a? — b? = e?, tedy a®> = 9 + b>.
Do rovnice elipsy miizeme dosadit souradnice bodu [2, \/7] a za a’ miZeme

dosadit vyraz 9 + b2.

2

22 V7
+ =1

9+b?2 b2

4b% + 7(9 + b?) = (9 + b*)b?

4b% + 63 + 7b%* = 9b% + b*

b* —2b?—-63 =0

D=4—4-(—63) =4+ 252 =256 = 162
=2+16=

bl2 - 9;

2
bzz =~—— = —7, coZneni mozné,
tedy b; = +V9 = +3, ale b musi byt vétsi neZ 1, tedy b = 3.
Dopocitame sia, kde a = +v/9 + 9 = +V/18 = +3+/2, ale a musi byt vétsi nez 1,

tedy a = 3v2.

. . . ;. x? 2
Hledana rovnice elipsy musi mit tvar i y? =1

Spravnost resSeni si ovérime v programu GeoGebra. Nalezneme stied elipsy S[0,0]
a ohniska elipsy museji mit soufadnice E[—3,0] a F[3,0] vzhledem ktomu, Ze
excentricita ma velikost e = 3. Vyznacime si zadany bod elipsy [2, \/7] a pomoci
nastroje elipsa sestrojime elipsu a porovname jeji a nami vypocitanou rovnici.
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Obr. 40: Elipsa - uloha 4

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/txsxtgax)

Uloha 5

Urcete vzajemnou polohu danych bodi K[2,-5], L[9, —5], M[2,1], 0[0,0] a elipsy

— 2 2
@22 L O _ 1 (Kalovd, 2016).
49 27

Postup reSeni:

Dany bod vZdy dosadime do levé strany rovnice elipsy, a pokud bude vysledek
mensi nez 1, lez{ bod uvnitf elipsy, pokud bude roven 1, leZi bod na elipse a pokud
bude vysledek vétsi nez 1, pak je bod vné elipsy.

o2 _ 2
K[2,-5]: 2+ & — 010 =0

K[2,—5]: 0 < 1 proto bod K[2, —5] lezi uvnitt elipsy

—2)2 _ 2
L[o,—5]: 2+ B 1 40 =1

L[9,—5]: 1 = 1 proto bod L[9, —5] leZi na elipse

(2-2)2 n (1+5)? 36
49 27 27

M[2,1]:

M[2,1]: % > 1 proto bod M[2,1] leZi vné elipsy
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—_2)2 2
0[010]: (0-2) (0+5) _ 4 25 _ 108+1225 _ 1333

49 27 49 27 1323 o 1323
0[0,0]: = > 1 proto bod 0[0,0] lezi vné elipsy

Spravnost reSeni si ovéfime v programu GeoGebra. Do vstupniho pole si zadame

rovnici elipsy, vyzna¢ime si zadané body a uvidime vzajemnou polohu bodl
a elipsy.

Rl ee<N]=] e q =
' @
Vstup... ©)

Obr. 41: Elipsa - uloha 5

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/wcyrhfmf)

Vtuhle chvili to vypadda, Ze bod 0[0,0] je bodem elipsy, ale pokud si applet
priblizime, zjistime, Ze jsme pocitali spravné a bod 0[0,0] je vnéjSim bodem elipsy.
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Obr. 42: Elipsa - tloha 5 - bod O

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/wcyrhfmf)

Uloha 6

—-5)2 —-3)2 v . o ,
u+% =1. Urcete rovnice tecen, které

prochazi bodem A[5,8] a rovnice tecen, které prochazi bodem B[9,8] k zadané
elipse.

Je dana elipsa srovnici

Postup reSent:

Nejprve zjistime, zda bod A[5,8] je vnéjSim bodem, vnitfnim bodem nebo bodem
na elipse.

_e\2 _2\2
(5-57 | (8-37 _ 4
16 25

0+==1
25

Tedy bod A[5,8] je bodem elipsy a tudiz je i bodem dotyku. Te¢na bude mit tvar:

tA: (x—Sigs—S) + (y—32)§8—3) =1
tA:_(ygg) =1
tA: y = 8
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Dale zjistime, zda bod B[9,8] je vnéjsSim bodem, vnitinim bodem nebo bodem na
elipse.

_e\2 _2\2
=02 L B3 _1i1=2
16 25

P=1
L > P tedy bod B[9,8] je vnéjsim bodem elipsy.
Nyni dosadime bod B[9,8] do rovnice tecny.

(9-5)(xr—-5) + (8-3)yr-3) _ 1
16 25

(x7=5) + (yr—3) -1
4 5

Sxp — 25 + 4y, — 12 = 20

SxT = 57 - 43’T
Xp = 57—54yT .

ProtoZe bod dotyku ndlezi i elipse, miizeme dosadit do jeji rovnice:

57—-4y 2
( 5 T_S) + (yT_3)2 — 1
16 25

32 4 2
25(2-2yr) +16(yr — 3)% = 400

1024 256 16
25 (12— 22y, + 22y:%) + 16(yr? — 6yr +9) = 400

1024 — 256y; + 16y:2 + 16y72 — 96y, + 144 — 400 = 0
32yr% —352y; + 768 = 0
yr2 —11y; +24 =0
(yr—8)(yr—3)=0
yr, =8a yr, =3.
Dopocitame si x-ové souradnice bodu dotyku.
_ 57-32 _57-12 _

X . =5axg, = . 9.

Body dotyku maji souradnice T;[5,8] a T,[9,3]. Bod T;[5,8] odpovida bodu A[5,8],
tedy te¢na ma rovnici t,: y = 8. Rovnici druhé te¢ny musime vypocitat nasledovné

(x=5)(9-5) | (¥=3)(3-3)
tB . 16 + 25 =1
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tB: _(xZS) =1

tB: x=9.
Tedy tecny vedené z bodu B[9,8] maji rovnice t,: y = 8, tg: x = 9.

Spravnost reSeni si ovéfime pomoci programu GeoGebra. Do vstupniho pole

, .. . (x=5)% = (y-3)? v, .
zadame rovnici elipsy 1_6+T=1' vyznacime si body A[5,8] a B[9,8]

a pomoci nastroje teCna vykreslime tecny prochazejici body. U tecen si zobrazime
jejich popis, tedy jejich rovnice, a pokud se rovnaji nami spocitanym rovnicim,
resili jsme ulohu spravné.

D% )= FARNEE e Q =
tyy=8 E
6
4
2

-4 -2 0 12 P
=3

Vstup... @

Obr. 43: Elipsa - uloha 6

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/b6g5a4vu)
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Uloha 7

2 2
Elipsa je dana stfedovou rovnici f—6+y7 = 1. NapiSte rovnici teCen této elipsy,
L N 2 ,
které jsou rovnobézné s primkou y = 3X~ 2 (Kalova, 2016).
Postup reSent:

v , oy » ;. . 2
Primka, ktera bude rovnobézna se zadanou primkou, musi mit rovnici y = 3% + k.
ProtoZe hleddme tecnu elipsy, mizZeme najit priisecik, respektive bod dotyku tak,

y . : . , 2 §
ze dosadime za y do rovnice elipsy vyraz 3X+ k a upravime.

2
X +4(x+k) =16
x2+4(ix2+ixk+k2)=16
9 3
x2+16 2+—xk+4k2—16
Zx + xk +4k?>+16 =0

Hledame hodnotu parametru k, pro kterou ma kvadraticka rovnice jedno feSeni,
tedy diskriminant musi byt roven nule:

16

D=0 @(?k) —4-5.(4k?—-16) =0

256 400 1600
Oz — 202 4 10 _
9 9 9

—144k? = —1600

j2 = 1600 _ 4 [1600 _ 440 10
144 144 12 3

10

Hledané te¢ny maji rovnice t;:y = —x -, tyyy = —x +5

Spravnost feSeni si ovérime v programu GeoGebra. Do vstupniho pole zadame
rovnici elipsy, pfimky a tecen. Pokud maji te¢ny s elipsou pouze jeden prisecik,
jsou to opravdu teCny zadané elipsy.
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tyy=2/3x+10/3

t:y=2/3x-10/3

Vstup... O,

Obr. 44: Elipsa - uloha 7

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/gqbdrmxvm)

Uloha 8

Naleznéte mnozinu vSech bodi X[x,y], které spliiuji nasledujici podminku, pro
body A[—2, 0], B[2, 0] plati: |AX| + |BX| = 5.

Pouzité nastroje: bod, kruznice (stfed a polomér), prisecik, kuzelosecka dana péti
body

Postup reseni:

Nejprve sestrojime zadané body A[—2,0] a B[2,0]. Postupné sestrojime kruZnice,
které budou mit soucet polomért roven 5, tedy r, + 15 = 5.

Napt.: ky(A, 1y =1) a ky(Brp, =4), k3(A,r3=2) a ky(B,17, =3), ks(4,15 = 3)
a kg(B,1g =2). AZ budeme mit alesponi pét prisecikli, pouzijeme nastroj
kuZelosecka ddna péti body a vykreslime hledanou mnozinu bodt. V tomto pripadé
se jedna o elipsu.
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Obr. 45: Elipsa - uloha 8

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/mkvex8uj)
Dtikaz provedeme pomoci analytické geometrie.

A[-2,0],B[2,0] a |AX| + |BX| = 5

VIG+ 22 + y2+ J[(x—2)% + y?] = 5

VI + 2)2 + 2] = 5- J[(x —2)% + y?]

(x + 2)2 + y? = 25-10/[(x — 2)% + y?] + (x —2)? + y?

x?2 +4x + 4+ y? =25 - 10/[(x —2)2+ y2] + x2 —4x + 4 + y?

8x — 25 = —10,/[(x — 2)% + y?]
64x% —400x + 625 = 100[x? —4x + 4 + y?]

225 = 36x% + 100y?

36 5 , 100 5

=1
225 2257

Jedna se tedy o elipsu se stiedem SJO0, 0].
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Uloha 9

Je dan bod A a primka p, kterd bodem A neprochazi. Naleznéte mnozinu vSech
bod, které maji tu vlastnost, Ze pomér jejich vzdalenosti od bodu A4 a od pifimky p
je 1: /2 (Hruby, 2008).

DR %R D CEEINNE Q

p

Tl

Obr. 46: Elipsa - tloha 9 - zadani

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/cj3c4czv)

Pouzité nastroje: bod, primka, isecka s pevnou délkou, kruznice (stired a polomér),
rovnobézka, prisecik, kuZelosecka urcena péti body

Postup reseni:

Zvolime si bod A[1,0] a ptimku p jako osu y. Abychom nalezli hledanou mnozinu,
budeme postupné sestrojovat priseciky primek, které jsou v urcité vzdalenosti od
zadané piimky p, a kruznic, tedy bodl v urcité vzdalenosti od bodu A. Nejprve
nalezneme bod F[\/E, 0], ktery ma vzdalenost od primky p rovnou c¢islu V2, tak, 7e
zbodu [0,0] vedeme tsec¢ku o velikosti V2 (pokud pouZijeme nastroj usecka
s pevnou délkou, objevi se ndm okno a vpravo maly obrazek klavesnice. Tam lze
bez problémii napsat ¢islo v/2).
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Obr. 47: Elipsa - tloha 9 - zapis odmocniny

Bodem F vedeme primku f rovnobéZnou s primkou p. Dale sestrojime kruZnici c
se stfedem v bodé A a polomérem r = 1. Vyznacime si priseciky rovnobézky f
a kruZnice c. Priseciky ptimky f a kruznice c spliiuji zadany pomér vzdalenosti. Ve
stejném duchu budeme hledat dal$i priseciky. Tedy sestrojime bod G[2,0]
a povedeme jim primku g rovnobéznou s primkou p. Déle sestrojime kruZnici e se
sttedem vbodé A a polomérem r = 2. Vyznaéime si prise¢iky rovnobézky g
a kruznice e. Nalezneme bod H[Z\/E, O], tak Ze sestrojime z bodu [0,0] tsecku o

velikosti 24/2. Bodem H povedeme p¥imku h rovnobéZnou s piimkou p. Dale

sestrojime kruZnici d se stfedem vbodé A a polomérem r = 2+/2. Vyznatime si
pruseciky rovnobézky h a kruznice d. Nyni proloZime priseciky kuZeloseCkou
urcenou péti body a tim ziskdme hledanou mnozinu bodi, kterou je elipsa.
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Obr. 48: Elipsa - uloha 9 - fesSeni

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/cj3c4czv)
Dtikaz provedeme pomoci analytické geometrie.

Hleddme mnozinu vSech bodl X[x, y], které maji vzdalenost od bodu A[1,0] a od
1

piimky p: x = 0 v poméru :z—f(: =5 Tedy musi platit vztah vV2|AX| = |pX|.

V2|AX| = |pX|

Obecné tedy plati vztahy:

lax+by+c|
VZy(r—a)? + (v — ) = — =

Dosadime konkrétni hodnoty:

|1x+0y+0|
\/E\/(x—1)2+(y—0)2 =—m

ﬁ\/x2—2x+1+y2=%

Obé strany umocnime na druhou a odstranime tak odmocninu a vyraz postupné
upravime.

2(x%2 = 2x + 1+ y?) = x?

x2—4x+2+42y% =
63
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x% —4x +2y? = -2

Nyni doplnime na ¢tverec.
x2—4x+4+4+2y°=-2+4
(x—2)2+2y%2=2

(x—2)2

2 _
> +y“ =1

Upravou vyrazu jsme dostali rovnici hledané mnoZiny bodd, tedy rovnici elipsy.
Uloha 10

Je dana Kkruznice k a bod A v jeji vnitini oblasti. VySetiete mnoZinu stredd vSech
kruznic, které prochazeji bodem A a dotykaji se kruznice k (Benda a kol., 1983).

k] A7 elol4N)= ¢ be Q =
@&

-8

Vstup...

Obr. 49: Elipsa - tloha 10 - zadani

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/s37hrg2u)

Pozité nastroje: bod, kruznice (stied a polomér), piimka, prasecik, stied, kolma
primka, tsecka

Postup reSeni:

Zvolime si konkrétni pripad zadani, napiiklad kruznici k(S[—3,0],r = 4)
abod A[—3,2], ktery je rlizny od stiedu kruznice, jinak by hledanou mnoZzinou byla
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kruinicel(S,rl = g = ) Sestrojime primku AS a nalezneme jeji priseciky B, C
s kruZnici k. Urc¢ime stifed usecky AB, AC a oznaCime je P, Q. Sestrojime kruZnice
d(P,|AP]), e(Q,|AQ])), které splnuji zadani. Tedy body P, Q nalezi hledané mnozZiné.

K] A 7> OO LN 2@ Q =
&

Obr. 50: Elipsa - tloha 10 - ¢ast reSenf

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/s37hrg2u)

Nyni si sestrojime libovolny bod F vné kruZnice k, kterym vedeme primku do
stiedu kruznice k. Priisecik sestrojené piimky a kruznice k nazveme T. Sestrojime
useCku TA a nalezneme jeji stied, kterym vedeme kolmou pirimku k tdsecce TA.
Tam, kde nam kolma primka protne pitimku FS, je stfed H kruznice, ktera prochazi
bodem A a dotyka se kruznice k. U bodu H zapneme zobrazeni stopy, a pokud
budeme pohybovat bodem F, vykresli se nam hledana mnozina.
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(A 7 >0 O L N = Q

Tl

Obr. 51: Elipsa - tloha 10 - feSenf

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/s37hrg2u)

Dospéjeme k hypotéze, Ze jde o elipsu s ohnisky v bodech S, A a s hlavnimi vrcholy
P, Q. Pricemz velikost usecky PQ predstavuje dvojnasobek velikosti hlavni poloosy,
tedy |PQ| = 2a.

Rovnici elipsy nalezneme vypoctem, protoze plati vztah |AX| + [SX| = 2a.

Nejprve si spocitame velikost hlavni poloosy |PQ| = 2a. Soutadnice bodu P, Q
vyCteme zkonstrukce v GeoGebfe. Bod P ma souradnice P[—3,3] a bod Q ma
souradnice Q[—3, —1].

2a = |PQ|

2a = /(-3 +3)%2+ (-1 — 3)2

2a = /02 + (—4)2
2a=vV16 =2a=4.

Nyni dosadime do vztahu |AX| + |SX| = 2a.

JE+3)2+ (@ —-2)2+/(x+3)2+y2 =4

\/(x+3)2+(y—2)2=4—w/(x+3)2+y2

66



https://www.geogebra.org/m/s37hrg2u

Nyni obé strany umocnime na druhou.
(x+3)2+@—2)?2=16—-8/(x+3)2+y2+ (x +3)* + y?
—4y+4—-16=-8,/(x +3)2 +y2

y+3=2/(x+3)2+y?

Obé strany opét umocnime na druhou a odstranime tak odmocninu.
y*+ 6y +9 =4[(x +3)* + y?]

9 =3y%—6y+4x%+24x + 36

Doplnime na uplné ctverce.

—27+36+3=3(y—1)%+4(x+3)?

—_1)2 2
] = - @+3)
4 3
—_1)2 2
Nami hledana elipsa bude mit rovnici O O3 g,
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Uloha 11

Kruznice k(K,r) se dotykda zevnitf kruznice [(L,R) vbodé A . VySetrete
geometrické misto stfedl X kruznic x, které maji vnéjsi dotyk s kruznici k a vnitini
dotyk s kruznici [ (Kurina, Cachova, 2024).

R4l A4 pelol4N]=]e] 5e a

N

il

Vstup...

Obr. 52: Elipsa - tloha 11 - zadani

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/m4twrewy)

Pozité nastroje: bod, kruznice (sted a polomér), primka, usecka, prisecik, elipsa
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Postup reSeni:

k] Al >0l N[=] @ Be Q

@

3

Vstup... @

Obr. 53: Elipsa - tloha 11 - hypotéza

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/m4twrewy)

Bod X je hledanym geometrickym mistem, pak musi podle obrazku platit vztahy
|[KX|=7r+q a |LX| =R —gq. Kdyz obé rovnice selteme, dostaneme vyraz

|[KX|+ |LX| =r + R, coz naznacuje, Ze by vyslednou mnoZinou byla elipsa
s ohnisky v bodech K a L a hlavni poloosou velikosti r + R.

69


https://www.geogebra.org/m/m4twrewy

0

Vstup... ;

Obr. 54: Elipsa - uloha 11 - feSeni
(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/m4twrewy)

V naSem reSeni mame kruznici k(K[—4,0],7 = 1) a kruZnici {(L[0,0], R = 5). Nyni
dosadime do vyrazu |KX| + |LX| = r + R a upravime je;.

Jae+4)2+y2+x2+y2=1+5

JEFDTTyE=6— 2Ty

Obé strany umocnime na druhou.

(x+4)2 +y? =36 —12,/x2 + y2 + x? + y?

—8x + 16 —36 = —12/x? + y?

5—2x = 3/x2 + y?

Opét umocnime na druhou a odstranime tak odmocninu.
25 — 20x + 4x? = 9(x2 + y?)

25 = 5x2 + 20x + 9y?

Nyni doplnime na tplné Ctverce.

20 + 25 = 5(x + 2)? + 9y?
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_ ity
9 5

1

Timto jsme dostali rovnici hledané mnoZiny, tedy rovnici elipsy ve tvaru
(x+2)% | y?

L=,
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Parabola
Uloha 1

(X & @

Obr. 55: Parabola - tloha 1

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/gqméet5j)

Ukol ¢ 1
Posurite Cerveny bod X postupné do bodt 4, B a v jednotlivych situacich zméite
velikosti Usecek f = |FX| a h = |DX|. Poznamenejte si namérené hodnoty.

Ukol & 2

Pomoci nastroje bod si na parabolu vyznacte jesté dalsi dva libovolné body a opét
zjistéte jednotlivé vzdalenosti usecek f = |[FX|a h = |DX|. Poznamenejte si
naméiené hodnoty.

Ukol ¢ 3
Co muzete Fici o namérenych hodnotach? Jak byste tedy definovali parabolu?

Ukol ¢ 4
Vyberte definici paraboly.

a) Mnozina vSech bodi, které maji konstantni soucet vzdalenosti od ohnisek
EaF.

b) MnoZina vSech bodd, které maji konstantni vzdalenost od stredu S.

c) MnoZina vSech bodi, které maji konstantni vzdalenost od ohniska F a ridici
primky d.

72


https://www.geogebra.org/m/gqm6et5j

d) MnoZina vSech bodi, které maji konstantni rozdil vzdalenosti od ohnisek
EaF.

Uloha 2

NapiSte rovnici paraboly, kterd ma vrchol V[—2,1], prochazi bodem M[0,3] a ma
osu

a) rovnobéZnou s osou x,
b) rovnobéZnou s osou y.

Urcete jeji ohnisko F a rovnici jeji fidici primky d (Janecek, 1994).
Postup reSeni:
Ulohu vytfes$ime vypoctem pomoci analytické geometrie.

a) Parabola, jejiZz osa je rovnobézna sosoux, ma stredovy tvar rovnice
(y —n)? = 2p(x —m). Do této rovnice dosadime vrchol V[-2,1]a bod
M]0,3] a vypocitame tak hodnotu parametru p.

(3—-1)2=2p(0+2)

4=14p

p=1

Tedy parabola ma vtomto piipadé rovnici (y — 1)? = 2(x + 2). Ohnisko
paraboly mé souradnice F [~2 +2,1|, tedy F[-2,1] a Fidici pfimka ma

. 5

rovnicix = -2 — g, tedy x = -
Spravnost tfeSeni si ovéfime pomoci programu GeoGebra. Vyznacime si vrchol
V[-2,1]a bod M[0,3]. Do vstupniho pole napiSeme nami vypocitanou rovnici

paraboly. Pokud parabola prochazi body V[—2,1] a M[0,3] a jeji osa je rovnobézna
s osou x, pak jsme pocitali spravné.
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Obr. 56: Parabola - tloha 2 - a

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/c2awrara)

b) Parabola, jejiZz osa je rovnobéZna sosouy, ma stfedovy tvar rovnice
(x —m)? = 2p(y —n). Do této rovnice dosadime vrchol V[—2,1]a bod
M]0,3] a vypocitame tak hodnotu parametru p.

(04+2)2=2p(3-1)

4=14p

p=1

Tedy parabola ma vtomto piipadé rovnici (x + 2)? = 2(y — 1). Ohnisko
paraboly ma soutadnice F [—2,1 +§], tedy F[—Z,g] a ridici pfimka ma

rovniciy =1 — g,tedyy = %
Spravnost reSeni si ovérime pomoci programu GeoGebra. VyznacCime si vrchol
V[-2,1]a bod M[0,3]. Do vstupniho pole napiSeme nami vypocitanou rovnici
paraboly. Pokud parabola prochazi body V[—2,1] a M[0,3] a jeji osa je rovnobézna
s osou y, pak jsme pocitali spravné.
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K]~ olo)4lN]=]+] e Q =
—@
Vstup...

Obr. 57: Parabola - tloha 2 -b

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/c2awrara)

Uloha 3

Urcete Cisla a, b, c tak, aby parabola s rovniciy = ax? + bx + c prochazela body
A[1,3], B[2,—1], C[—1,—7] (BuSek, 1996).

Postup reSeni:

Do rovnice paraboly postupné dosadime souiadnice bodi a tim dostaneme
soustavu tff rovnic o trech nezndmych, kterou vyreSime.

3=al?+bl+c

—1=a2’2+b2+c
—7=a(-1)?+b(-1) +c

Od prvni rovnice odecteme rovnici treti.
10 =2b

5=b

Do rovnic dosadim b = 5.

3=a+5+c

—1=4a+10+c

—-7=a-5+c

Od prvni rovnice odecteme rovnici druhou.
4=-3a-5
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3a=-9

a=-3

Nyni dosadime a = —3 do prvni rovnice a vyjadrime si c.
3=-3+5+c

l1=c

Rovnice paraboly ma tvar y = —3x?% + 5x + 1.

Diikaz provedeme pomoci programu GeoGebra. Nejprve si vyznacime vSechny
zadané body A[1,3], B[2,—1], C[—1,—7]. Do vstupniho pole napiSeme nami
vypocitanou rovnici paraboly, a pokud protne vSechny body, reSili jsme tlohu

spravne.

A Yb d . a= G -
KA eo)4lN]=] e a =
4 .
A=(1,3) @
2
p:y=-3x*+5x+1
8 -5 -4 -2 4 6 8 10
B=(2-1)
—4
-5
# Bamat
Vstup...
Obr. 58: Parabola - tloha 3
(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/ydrehrcs)
Uloha 4
Urcete vzajemnou polohu paraboly zadané rovnici x = —5y? a danych bodt A[1,0],

B[-5,0], C[5,—1] a D[-5, —1] (Kalova, 2016).
Postup reSent:
A[1,01:1+5-02=1

A[1,0]: 1 > 0 tedy bod A[1,0] lezi vné paraboly
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B[-5,0]: =5+ 5- 0% = —5

B[—5,0]: =5 < 0 tedy bod B[—5,0] lezi uvniti paraboly
C[5,—1]:5+ 5+ (=1)% = 10

C[5,—1]:10 > 0 tedy bod C[5, —1] leZi vné paraboly
D[-5,—1]:=5+5-(=1)2 =0

D[—-5,—1]: 0 = 0 tedy bod D[—5, —1] lezi na parabole

Ulohu si miZeme zkonstruovat v programu GeoGebra a ovéfit si, zda jsme poéitali
spravné. Do vstupniho pole napiSeme rovnici paraboly a vyznacime si jednotlivé
zadané body.

PP OO LN DeQ

!
]
B = (-5, 0) A=(1,0)
o o
-8 =7 -5 -5 -4 =3 -2 -1 1 2 3 4 5
p:x=-5y* C=(5,-1)
r o== 1 ®
D= (-5, -1)
i

Vstup...

Obr. 59: Parabola - tloha 4

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/qxadwmbz)

Uloha 5

Urcete koeficient c v obecné rovnici primky 3x + y + ¢ = 0 tak, aby tato pfrimka
méla s parabolou zadanou rovnici x? — 4x + 4y — 16 = 0 pravé jeden spole¢ny
bod. Urcete souradnice tohoto bodu (Kalova, 2016).
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Postup reSeni:

Z rovnice primky si vyjadrime zavislost y na x.
3x+y+c=0

y=-3x—c¢

Za y dosadime do rovnice paraboly vyraz —3x — c.
x?—4x+4(-3x—c)—16=0
x2—4x—12x—4c—16=0
x2—16x—4c—16=0

Hleddme hodnotu koeficientu ¢, pro kterou ma kvadratickd rovnice jedno reseni,
tedy diskriminant musi byt roven nule.

D=0 & (-16)2 —4-(—4c—16) =0,
256 + 16¢ + 64 = 0
16c = —320 = c = —20.

Hledana primka bude mit rovnici 3x + y — 20 = 0. Abychom zjistili spole¢ny bod
pfimky a paraboly, dosadime opét do rovnice paraboly za y vyraz 20 — 3x
a upravime.

x?2—4x+4(20-3x)—16=0
x2—4x+80—-12x—16=0

x2—16x+64=0

(x—8)2=0 = x=38.

Nyni dopocitame y:

y=20-3-8=—4.

Spole¢ny bod primky a paraboly ma souradnice T[8, —4].

Ulohu si ovéfime v programu GeoGebra. Do vstupniho pole napieme rovnici
paraboly a ndmi spocitanou rovnici te¢ny. Pokud parabola s primkou maji jeden
spole¢ny bod se souradnicemi T'[8, —4], pocitali jsme spravné.
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Obr. 60: Parabola - tloha 5

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/wdaahsey)
Uloha 6
U paraboly s rovnici f: (y — 3)? = 6(x — 1) urcete te¢nu prochazejici bodem

a) A[1,3]
b) B[7,9]

(LiSka, 2017)
Postup reSent:

a) Nejprve zjistime, zda zadany bod A[1,3] lezi na parabole.
Aef:(3-3)2=6(1—-1)
Aef:0=0
Bod A[1,3] je bodem paraboly f, dokonce je jejim vrcholem a tedy je i
bodem dotyku hledané tecny. Bod A[1,3] dosadime do rovnice pro tecnu
paraboly a upravime.
t:y—-3)3-3)=3(x-1)+3(1-1)
t:0=3x—-3+0
ti:rx =1
Tecna prochazejici bodem A[1,3] ma rovnici t,: x = 1.

79


https://www.geogebra.org/m/wdaahsey

b) Nejprve zjistime, zda zadany bod B[7,9] leZi na parabole.
Bef:(9-3)2=6(7-1)
B e f:36 =36
Bod B[7,9] je bodem paraboly f, tedy je i bodem dotyku hledané te¢ny. Bod
B[7,9] dosadime do rovnice pro tecnu paraboly a upravime.
tg:(y—3)9-3)=3(x—-1)+3(7—-1)
tg:6y — 18 =3x -3+ 18
tg:2y —x =11
Tecna prochazejici bodem B[7,9] ma rovnici tz: 2y — x = 11.

Spravnost teSeni si ovérime pomoci programu GeoGebra. Do vstupniho pole
zadame rovnici paraboly f: (y — 3)? = 6(x — 1), vyznacime si body A[1,3] a B[7,9]
a pomoci nastroje te¢na vykreslime teny prochazejici body. U tecen si zobrazime
jejich popis, tedy jejich rovnice, a pokud se rovnaji ndmi spocitanym rovnicim,
resili jsme dlohu spravné.

LA P OO LN He QS

18 20

Vstup...

Obr. 61: Parabola - tloha 6

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/u7zgékyq)
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Uloha 7

Naleznéte mnozinu vSech bodt X[x, y], které spliiuji nasledujici podminku, pro bod
F[0,1] a primku d: y = 3 plati |FX| = |dX]|.

Pouzité nastroje: bod, kruznice (stfed a polomér), priasecik, rovnobézka,
kuZelosecka dana péti body

Postup reSeni:

Nejprve sestrojime zadany bod F[0,1] a pfimku d: y = 3. Sestrojime rovnobézky
s pfimkou d pochazejici body B[0,2] ve vzdalenosti 1, F[0,1] ve vzdalenosti 2
a D[0,—2] ve vzdalenosti 5. Dale sestrojime kruZznice se stfedem v bodé F
apoloméry 1,2 a 5. Nalezneme prislusné priseciky rovnobézek s kruznicemi
a sestrojime kuzelosecku danou péti body. V tomto pripadé se jedna o parabolu.

DR CIEEINE He & =
: —@&

Obr. 62: Parabola - iloha 7

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/xhbfezkd)
Diikaz provedeme pomoci analytické geometrie.

F[0,1],d:y = 3 a|dX| = |FX]|

[ox+y—3|

T VG -0+ -1

02+12

ly=3l=yx*+ (- 1)?

81


https://www.geogebra.org/m/xhbfezkd

Obé strany umocnime na druhou.
y-3)?=x*+(y-D?
yr—6y+9=x*+y*-2y+1

—4y + 8 = x?

—4(y - 2) = x?

Jedna se tedy o parabolu s vrcholem BJ0,2].
Uloha 8

Je dana piimka p a bod M, [Mp| = 6. VySetfete mnozinu stfedi vSech kruznic,
které prochazeji bodem M a dotykaji se primky p (Petakova, 1998).

Pouzité nastroje: bod, piimka, stied, kruZznice (stied a bod), rovnobézka, priisecik,
kuZelosecka dana péti body

Postup reSeni:

Sestrojime si bod M[0,0] a primku p:x = 6, tedy pro vzdalenost plati |Mp| = 6.
Prvni stfed jedné z hledanych KkruZnic je ziejmy sestrojime kolmici k ptimce p,
ktera prochazi bodem M a nalezneme stred uUsecky MD. Tedy sestrojime si
rovnobézky s primkou p prochazejici bodem F[2,0] a G[0,1]. Z bodu M sestrojime
kruznice o polomérech 4 a 5. Nalezneme odpovidajici si priaseciky kruznic
arovnobézek. Dochazime k hypotéze, Ze stiedy kruznic musi leZet na parabole,
protoZe kruznice se ma dotykat primky p a prochazet bodem M, tzn. Ze vzdalenost
stredli kruznic musi byt od bodu M stejné vzdalend jako od primKky p, coz je
definice paraboly. Nasledné si sestrojime kuZeloseCku pomoci néastroje
»kuZelosecka dana péti body“ a vidime, Ze se ndm vykreslila parabola
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Obr. 63: Parabola - tloha 8 - Feseni

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/pvwtrcsd)

Pro ovéreni miizeme zdanych priseciku sestrojit kruznice, které prochazi
bodem M a ovérit si, Ze piimku p protinaji v jediném bodu.
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Obr. 64: Parabola - tiloha 8 - ovéieni

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/pvwtrcsd)

Diikaz provedeme pomoci analytické geometrie.

IMX| = [pX|

Obé strany umocnime na druhou a odstranime tak mocninu na levé strané.
x?+y*=x*—-12x + 36
y? =—-12(x — 3)

Tedy hledanou mnoZinou je parabola s rovnici y? = —12(x — 3) a vrcholem E[3,0].
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Uloha 9

Je dana kruZznice k a jeji te¢na t. Naleznéte mnozinu stredd vSech kruznic, které se
dotykaji kruznice k i primky t (Hruby, 2008).

DR NclE PFANEE Q

t

Rl

-6 -4 -2 0 6 8 10

|4 <4 4/26 pp p| ® 2 s

Vstup... ‘

Obr. 65: Parabola - tloha 9 - zadani

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/dpzpcnjy)

Pouzité nastroje: bod, kruznice (stired a polomér), tecna z bodu, piimka, prisecik
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Postup reSeni:

Nejprve si sestrojime nékolik kruznic, které maji stfed na ose x, dotykaji se
kruznice k a prochazeji bodem bodem T.

(K]t~ L > OO LN =2 Q =

t

D

=2

Obr. 66: Parabola - tloha 9 - prvni ¢ast FeSeni

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/dpzpcnjy)

Jednu ¢ast hledané mnoZiny bude tvorit pfimka, kterou je osa x.
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Dale si sestrojime nékolik kruznic, které také vyhovuji zadani.

K] A 7> OO LN 2@ Q

10 -8 6 24

Obr. 67: Parabola - tiloha 9 - druha ¢ast reSeni

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/dpzpcnjy)

KdyZ se koukdme na stfedy kruZnic, tak dochazime k hypotéze, Ze druhou casti
mnoziny bodd bude parabola s vrcholem v bodé dotyku T a s ohniskem v bodé A.

Ridici p¥imka tedy musi byt rovnobézka s piimkou tve stejné vzdalenosti od
vrcholu T, jako je vzdalenost bodu A od vrcholu T.
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Obr. 68: Parabola - tiloha 9 - reSeni

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/dpzpcnjy)

Zadana uloha o ptimce t a kruZnici k(A,7) se da prevést na dlohu o piimce d
a bodu A, kde ptimka d je rovnobézna s primkou t. Pfimka t je ve vzdalenosti r od
pfimky d i od bodu A. Pak miliZeme fici, Ze bod A je ohniskem paraboly a primka d
srovnici x = —2 je ridici pfimkou paraboly. Nyni nalezneme rovnici paraboly
vypoctem. Plati tedy vztah |AX| = |dX]|.

|AX| = |dX]|

GV 5 _ x+2]
Vix=2)2+y? ="

Obé strany umocnime a odstranime tak odmocninu.

x2—4x+4+y?=x*+4x+4
y? = 8x

Hledanou mnoZinou bodi X je parabola srovnici y? = 8x avrcholem v bodé
T10,0].
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Uloha 10

Je dana usecka AB a primka m rovnobéZzna s primkou AB. Urcete mnoZinu
ortocenter vSech trojuhelniki ABX, pricemZ bod X je bodem primky m (Vanatova,
1987)

A~ 00)4 N4 e Q =
—@&

- -3 -2 -1 0 1 2 3 4

=4

-2

Vstup...

Obr. 69: Parabola - tloha 10 - zadani

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/hkpapubt)
Pouzité nastroje: bod, primka, rovnobézka, mnohouhelnik, kolmice, prisecik
Postup reSent:

Zvolime si body A[—1,0] a B[1,0], kterymi povedeme pfimku. Bodem [0,2] vedeme
pfimku m, kterd je rovnobézna s primkou AB. Na primce si zvolime libovolny
bod X. Vyznacime si trojuhelnik ABX a nalezneme jeho vysky a jejich prisecik,
ktery oznacime O jako ortocentrum. U bodu O zapneme pole Zobrazit stopu. Nyni
budeme pohybovat bodem X po primce m a pozorovat, jakou kiivku nam bod O
vykresli.
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Obr. 70: Parabola - tloha 10 - reSeni

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/hkpapubt)
Dilikaz provedeme pomoci analytické geometrie.

Mame body A[—1,0] a B[1,0], pfimkum:y =2 a bod X o soufradnicich X[x, 2].
Ortocentrum o souradnicich O[o4,0,] ma x-ovou souradnici stejnou jako bod X,
tedy 0; = x, protoZe leZi na kolmici k prvni ose souradnic.

Soutadnici 0, nalezneme vypoctem.

v . - 2 v 0 Tan (oo
Primka BX ma rovniciy = — (x — 1), primka AO, na niZ lezi vyska prochazejici
—
01—1
2
dostaneme: 20, = —(0,%2 — 1). Hledanou mnoZinou je tedy parabola o rovnici

2y = —(x? — 1), nebolix? = —2(y — %).

bodem A4, kolma na stranu BX, ma rovniciy = — (x+1). Prox =04,y =0,

90


https://www.geogebra.org/m/hkpapubt

Hyperbola
Uloha 1

DR E

Obr. 71: Hyperbola - tloha 1

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/mgp67uzr)

Ukol ¢ 1
Posuiite ¢erveny bod X postupné do bodii 4, B, C a v jednotlivych situacich zmérte
velikosti Usecek f = |EX| a g = |FX|. Poznamenejte si namérené hodnoty.

Ukol ¢. 2
Pohrajte si s namérenymi hodnotami. Zkuste je secist, odecist, vynasobit a vydélit.
Zarazilo vas néco? PopiSte, na co jste prisli.

Ukol & 3
Na zakladé vami zjisténych faktl, zkuste svymi slovy napsat, jak by mohla byt
elipsa definovana.

Ukol ¢ 4
Vyberte definici elipsy.

a) MnoZzina vSech bodi, které maji konstantni rozdil vzdalenosti od ohnisek
EacF.

b) Mnozina vSech bodi, které maji konstantni soucet vzdalenosti od ohnisek
EaF.
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c) MnoZina vSech bodi, které maji konstantni vzdalenost od stiedu S.
d) Mnozina vSech bodd, které maji konstantni vzdalenost od bodu F
a piimKky d.

Uloha 2

Rozhodnéte, zda rovnice 9x% — 16y% — 36x — 96y — 252 = 0 je rovnici hyperboly.
Je-li tomu tak, nejdéte jeji stfed a velikosti obou poloos (Janecek, 1994).

Postup reSeni:

Ulohu vytesime vypoétem pomoci analytické geometrie.
9x2 — 16y? — 36x — 96y — 252 =0

9(x? — 4x) — 16(y? + 6y) = 252.

Doplnime na uplné ctverce.

9(x?2 —4x +4)—16(y2+ 6y +9) = 252 + 36 — 144
9(x —2)2 —16(y + 3)? = 144

9(x-2)%2  16(y+3)?
144 144

G-2? _ @+ _
16 9 =

Rovnice je rovnici hyperboly se stftedem v bodé S[2, —3] a poloosamia = 4, b = 3.

Spravnost teSeni si ovéfime pomoci programu GeoGebra. Do vstupniho pole
opiSeme zadanou rovnici, tim se ndm opravdu vykresli hyperbola. Pomoci nastroje
stfed nalezneme stred kuzelosecky, ktery odpovida bodu S[2, —3]. Hlavni poloosu
hyperboly nalezneme pomoci nastroje rovnobézna piimka. Osa musi prochazet
sttedem hyperboly a vtomto prikladu je rovnobézné sosou x. PriiseCiky osy
a hyperboly jsou vrcholy. Vzdalenost bodi |AS| = |BS| = 2a = 8, tedy velikost
hlavni poloosy je a = 4. Primky a; a a, jsou asymptoty hyperboly. Velikost vedlejsi
osy odpovida vzdalenosti bodl |[CA| = 2b = 6, tedy b = 3, a lezi na asymptoté
hyperboly.
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Obr. 72: Hyperbola - tloha 2

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/nz6z72cx)

Uloha 3

Urcete souradnice bodi A[6,y], B[—6,y], C [x, %], D [x, - %] tak, aby body leZely na
hyperbole, ktera ma rovnici 9x? — 36y? = 324 (Busek, 1996).

Postup reseni:

Do rovnice budeme postupné dosazovat znamou souradnici bodu a vypocitame si
neznamou souradnici bodu.

A[6,y]:9-36 — 36y2 = 324
324 — 324 = 36y?
y=0=  bod A ma soutadnice [6,0].
B[—6,y]:9-36 —36y% =324
324 — 324 = 36y?

y = 0= bod B ma tedy souradnice [—6,0].

C[x,%] 19x% =36+ = 324
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9x% = 405

x? = 45 = x = +V/45 = +3+/5, tedy Fe$enim jsou dva body:

bod C; ma souradnice [3\/3, %] a bod C, ma souradnice [—3\/3, %]

D[x,—g]:9x2—36-2=324

9x% = 405

x? = 45 = x = +V/45 = +3+/5, tedy Fe$enim jsou dva body:

bod D; ma souiadnice [3\/3, - %] a bod D, ma soutadnice [—3\/3, - %]

ReSeni si ovérime pomoci programu GeoGebra. Nejprve si do vstupniho pole

napiSeme rovnici hyperboly 9x2 — 36 - % = 324. Poté si vyznaCime vSechny body,

které jsme zjistili vipoctem, a pokud leZi na hyperbole, pocitali jsme spravné.

B]A D004 N =

02 =(-6-71,-1.5)—=2

8

4

=

Q =

Vstup...

B = (-6, 0)
-14 12 -10 -8 — -2 0
D2=(-6471.-1A£'3)_2
-4
-8
-8

Obr. 73: Hyperbola - tloha 3

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/eckvquru)
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Uloha 4

yAYA
Vypocitejte vzdalenost stredu hyperboly —(x2—4)

y2 “r o
p +m—1od piimky 2x —y =3
(Kalova, 2016).

Postup reSeni:

Stfed hyperboly ma souradnice S[4,0]. Pro vypocet vzdalenosti bodu, stredu

|asi+bs,+c|

hyperboly, od pfimky pouzijeme vzorec |Sp| = T

|Sp| = ZArCD0C] _ ISl _ 5 _5T\/§:\/§.

J22+(-1)2  Jar1 V5

Vzdalenost stfedu S[4,0] hyperboly od pifmKky p: 2x — y = 3 je rovna &slu v/5.

Ulohu miiZeme sestrojit v programu GeoGebra a ovéfit si tak spravnost naseho
reSeni. Do vstupniho pole zadame rovnici hyperboly a vyznacCime si jeji stied.
Stejné tak si do vstupniho pole napiSeme rovnici piimky. Sestrojime tecnu
k zadané primce, kterd povede stfedem hyperboly. Sestrojime usecku SP
a zobrazime si jeji velikost.

g I

-20 -10

p:2x-y=/3

Vstup...

Obr. 74: Hyperbola - iloha 4

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/hufxvtjb)
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Uloha 5

Hyperbola ma asymptoty dané rovnicemiy — 3 = +2(x + 1) a prochazi bodem
K[4,9]; urcete rovnici hyperboly (BuSek, 1996).

Postup resent:

Upravime si rovnici jedné asymptoty tak, abychom vidéli, vjakém poméru jsou
velikosti asymptot.

Stred hyperboly leZi v bodu S[—1,3], tedy rovnice hyperboly ma tvar:

=32 _ @+1? _
22 1 €

Abychom zjistili neznamou ¢, musime do rovnice dosadit soutradnice bodu K[4,9].

—2)2 2
O-3)7 _ (D2 _

22 1
36 25
—_—— =
4 1
-16=c
. , (y-3)%2  (x+1)? C e vy ,
Tedy rovnice hyperboly ma tvar =—== ———— = —16. Rovnici jesté upravime do

2 _ a2
stfedového tvaru rovnice hyperboly % - % = 1.

Reseni si ovéfime pomoci programu GeoGebra. Do vstupniho pole napi$eme
rovnice asymptot, bod K[4,9] a ndmi vypocitanou rovnici hyperboly. Pokud
rovnice nema Zadny spolecny bod s asymptotami a prochazi bodem K, pocitali
jsme spravné.
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ORENEEPANE 5 QA=
~ h: 4(x ¥ 1) - y - J vy ,3_1 _____
K=1(4,9)
-20 -15 -10 ? T i T
Vstup... Qd

Obr. 75: Hyperbola - tloha 5

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/qgpqzpn9)

Uloha 6

N v ., y-1)2  (x—4)? , M
Urcete tecnu hyperboly s rovnici h: TR 1 vzadaném bodé T[4,6]
(LiSka, 2017).
Postup reseni:

Nejprve ovérime, zda bod T[4,6] leZi na zadané hyperbole.

—1)2 Y AYA
Tep &V 69 4
25 9

Teh2-2=1
25 9
Tehl=1

Bod T[4,6] je bodem hyperboly h a tedy je i bodem dotyku hledané tecny.

£ O-D6-1)  (x-H(“-4) _ 1
25 16

6200 =1
25

t:(y—1)=5
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t:ty==6
Hledana te¢na hyperboly ma rovnici t: y = 6.

Spravnost teSeni si ovérime pomoci programu GeoGebra. Do vstupniho pole

=D _ =? _
25 9

a pomoci nastroje tecna vykreslime tecnu prochazejici bodem T[4,6]. U tecny si

zobrazime jeji rovnici, a pokud se rovna nami spocitané rovnici, resili jsme ulohu

zadame rovnici hyperboly h: , vyznafime si body T[4,6]

spravne.
k] AL7 D eRl4N= ¢ be Q =
ty=6
-20 -10 0 10 20 30
“0
Vstup...

Obr. 76: Hyperbola - iloha 6

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/yyre3jk6)
Uloha 7

Je dana hyperbola 4(x + 1) — y? = 36. Urlete rovnice vSech teen hyperboly,
které jsou rovnobézné s osami kartézskeé soustavy souradnic (Kalova, 2016).

Postup reSent:

a) Osay ma rovnicix = 0a sni rovnobéZzna primka bude mit rovnicix = k.
Protoze hledadme tecnu hyperboly, miizeme do rovnice hyperboly dosadit
x = k.
4(k+1)> —y? =36
4k*+8k+4—y>—-36=0
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y?—4k?>+8k—32=0

Hleddme hodnotu parametru k, pro kterou ma kvadraticka rovnice jedno
reSeni, tedy diskriminant musi byt roven nule.

D=0

0—4-(—4k*+8k—32)=0

16k? + 32k — 128 =0

k?+2k—8=0

(k—2)(k+4)=0

k=2

k, =—4

TecCny rovnobéZzné s osou y maji rovnice t;: x = 2at,: x = —4.

b) Osax ma rovniciy = 0a sni rovnobéZna primka bude mit rovnici y = h.
ProtoZe hledame tecnu hyperboly, miizeme do rovnice hyperboly dosadit
y = h.
4(x+1)2—h?>=36
4x2 +8x+4—-h*-36=0
4x> +8x—h?—-32=0
Hleddme hodnotu parametru h, pro kterou ma kvadraticka rovnice jedno
reseni, tedy diskriminant musi byt roven nule.

D=0

64 —4-4(—h?-32)=0

64 + 16h?> + 512 =0

h?+36=0

h? = —36 NELZE

Tedy tecna rovnobézna s osou x neexistuje.

Spravnost teSeni si ovérime pomoci programu GeoGebra. Do vstupniho pole
napiSeme rovnici hyperboly a ndmi vypocitané rovnice te¢en. Pokud maji tecny
s hyperbolou jeden spolecny bod, pocitali jsme spravné.
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| ti:x=+4 12:x=2 @
2
T, +T2
. 4
AT 2T =100 58 -8 4 =21 4 6 8 10 12 14
-2
-8
Vstup...

Obr. 77: Hyperbola - tloha 7

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/afxbf8mv)
Uloha 8

Naleznéte mnoZinu vSech bodl X[x,y], které spliiuji podminku, Ze pro body
A[0,1], B[0, —3] plati [|AX| — |BX|| = 1.

Pouzité nastroje: bod, kruznice (stied a polomér), prisecik, kuzelosecka dana péti
body

Postup reSent:

Nejprve sestrojime zadané body A[0,1] a B[0, —3]. Postupné sestrojime kruznice se
stfedy v bodech A a B, které budou mit rozdil polomért roven 1, tedy |ry — 15| = 1.

Napf.: prvni dvojice kruZnic je k1(A4,4 = 1) a k,(B,, = 2), druha dvojice kruznic
je ks(A,r3=2) a ks (B,m,=3) a treti dvojice Kkruznice je kg(4,15 =3)
akg(B,1s =4).AZ budeme mit alesponn pét prisecikl, pouzijeme v GeoGebie
nastroj kuZzelosecka dana péti body a vykreslime hledanou mnoZinu bodi.
ZjisStujeme, Ze v tomto pripadé by se mélo jednat o hyperbolu.
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k][~ elo)4N[=]+] se a =
-@

-5 -5 5 6

Vstup... @
Obr. 78: Hyperbola - tloha 8
(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/a65mscmt)
Dilikaz provedeme pomoci vypoctl, za vyuziti analytické geometrie.

Z podminky ||AX| — |BX|| = 1probody A[0, 1], B[0, —3] a X[x, y] ziskdvame:

Va2 +G=D2- a2 + (y+3)7 | =1

po umocnéni mame

X2+ (Y12 = 2yx2+ (y— D2/ x2+ (y+3)2+ x2+ (y+3)? =1

x2+y2 =2y +1+x2+y2+6y+9=1+2/x2+(y—1)2/x2 + (y + 3)2

2x2+y2 +4y +9 = 2x2 + (y — 1)%/x% + (y + 3)2

Nyni si upravime vyraz pod odmocnitkem.

X2+ (@ —1D?[x2+ (@ +3)?]= (2 +y2 -2y + D2 +y?+6y+9) =
= x*+x%y? = 2x%y + x2 + x%y? + y* — 2y3 + y? + 6x%y + 6y3 — 12y?
+6y +9x2+9y2 — 18y +9 =

= x*+y* +4y3 + 10x% — 2y% + 2x%y? + 4x%y — 12y + 9,
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coz dosadime do rovnice pod odmocnitko.

2x2+y2 +4y +9 = 2/x* + y* + 4y3 + 10x2 — 2y2 + 2x2y2 + 4x2y — 12y + 9.
Opét umocnime obé strany rovnice na druhou.

2x*+y*+4y +9)* =

= 4[x* + y* + 4y3 + 10x? — 2y% + 2x%y? + 4x%y — 12y + 9]

4x* + 4x%y? + 8x2%y + 18x2% + 4x2y? + 4y* + 8y3 + 18y% + 8y3 + 16y? +
+36y + 18x% + 18y? + 36y + 81 =

= 4x* + 4y* + 16y3 + 40x? — 8y% + 8x2y? + 16x%y — 48y + 36
Sectenim a odectenim jednotlivych ¢leni dostaneme rovnici.

4x2 — 60y? — 120y — 45 =0

4x2 — 60(y% 4+ 2y + 1) = 45 — 60

4x? —60(y + 1)?2 = —15

4x?
15

4y +1)2 - =1

Jedna se tedy o hyperbolu se stiedem S[0, —1].
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Uloha 9

Urcete mnozinu vSech bodl X[x,y], jejichz vzdalenost od pocatku soustavy
souradnic a vzdalenost od primky x = 9 jsou v poméru 5:4 (Vanatova a spol,
1987).

R4~ olol4N[=a] e a

f

g I

[e]

(e}

>

-2

-4

-6

Vstup...

Obr. 79: Hyperbola - dloha 9 - zadani

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/rvmrmchc)

Pouzité nastroje: bod, pfimka, rovnobézka, kruznice (stfed a polomér), prisecik
a kuzZelosecka urcena péti body

Postup reSent:

Vyznacime si bod A[0,0] jako pocatek soustavy souradnic a piimku f: x = 9. Nyni
budeme uvazovat kruznice se stfedem v bodé Aa poloméry5,10,15a knim
postupné rovnobézky s primkou f ve vzdalenosti 4 (prochazejici bodem [4,0]), 8
(prochazejici bodem [1,0]) a 12 (prochazejici bodem [—3,0]). Nalezneme jednotlivé
pruseciky a proloZime je kuzeloseckou s pomoci nastroje GeoGebra kuzelosecka
urcena péti body. Objevi se nam krivka, ktera nas povede k hypotéze, Ze feSenim je
parabola.
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Al eol4IN=¢] Beq

N

S

NHOR

Obr. 80: Hyperbola - dloha 9 - feseni 1

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/rvmrmchc)

Pozor ale, pokud si applet oddalime, zjistime, Ze se nejednad o parabolu, ale
pravdépodobné o hyperbolu.
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30 40 50 60

Obr. 81: Hyperbola - tloha 9 - reSeni 2

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/rvmrmchc)
Diikaz, Ze jde o hyperbolu, provedeme pomoci analytické geometrie.

4|1AX| = 5|fX|

[1-x+0-y—9|

4Ix—0)? + (v - 0)2] = 5—==

4/ x*+y? =5|x—-9]|.

Obé strany umocnime na druhou a odstranime tak odmocninu na levé strané.
16(x? + y?) = 25(x — 9)2

16x% + 16y? = 25(x? — 18x + 81)

16x% + 16y? = 25x% — 450x + 2025

—9x% + 16y? + 450x = 2025

—9(x? — 50x) + 16y2 = 2025.

Nyni doplnime na uplny Ctverec.

—9(x — 25)% + 16y? = 2025 — 5625
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—9(x-25)? 16y%
—3600 —-3600

400 225

(x-25)2  y? _

Tim jsme dostali rovnici hyperboly se sttedem v bodé [25,0] a poloosami a = 20
ab=15.

Uloha 10

Je dana usecka AB délky 2a. Urcete mnoZzinu vSech bodl X v roving, které maji tu
vlastnost, Ze vzdalenost kaZzdého znich od stfedu usecky AB je rovna Ccislu

VIXA||XB].
PouZité nastroje: bod, usecka, vstupni pole
Postup reSeni:

Tuto dlohu budeme fes$it pomoci analytické geometrie pro volbu bodd A[—a ,0]
a B[a, 0], abod X o soufadnicich [x, y].

Nejprve si vypocitame souradnice stiredu isecky AB.

A+B [—a,0]+[a,0]
Sap = > == 2 - :[0,0]

Zadani nam k4, Ze plati vztah [XS,5| = +/|XA||XB|.

1XSasl = /(0 —x)2 + (0 — y)?

IXA| = {/(=a = %)% + (0 — y)?

|XB| = y/(a — x)2 + (0 — y)?

Dosadime do vztahu |XS,z| = /| XA||XB|.

7Ty = a7 ¥ 092 a— 27 + 07

Ty = [JIa= 27 + 0~ yYIlta— 27 + 0~ 5)7

Obé strany umocnime na druhou a dostaneme vyraz

x* +y* = VI(=a=x)?+ (0 =@ -0?%+ (0 - y)?]
Upravime vyraz pod odmocnitkem

[a? + 2ax + x? + y?][a®? — 2ax + x%? + y?] =
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=a* — 2ax + a®x? + a’y? + 2a3x — 4a*x* + 2ax3® + 2axy*+a*x? — 2ax3® +
+x* + x%y? + a?y? — 2axy? + x%y? + y* =
= a* — 2a’x? + 2a’y? + x* + y* + 2x?%y?

Upraveny vyraz dosadime pod odmocnitko

x? +y?% = Ja* — 2a%x? + 2a?y? + x* + y* + 2x2y?2

Obé strany rovnice umocnime na druhou a tim odstranime odmocninu a upravime.
x* + 2x%y?% + y* = a* — 2a%x? + 2a%y? + x* + y* + 2x?%y?

0 = a* — 2a%x? + 2a?y?

2x% —2y? =a?

Tim jsme dostali rovnici hyperboly. Tedy hledanou mnozZinou je hyperbola
s rovnici h: 2x? — 2y? = a?.

V GeoGebie si mizeme situaci vymodelovat. Nejprve pouzijeme nastroj posuvnik
skrokem 0,1. Pak si zadame body A[—a,0], B[a,0] a vypocitanou rovnici
hyperboly h: 2x? — 2y? = a2. Nalezneme stfed usetky AB a zvolime si libovolny
bod X na hyperbole. Sestrojime si tusecky AX, BX a SX a zobrazime si jejich
hodnotu. Pomoci nastroje text si sepiSeme vztahy, které maji platit, tedy |SX| = q,

|AX| = g, |BX| = fa/|AX|- |BX| = /g f.

Jestli plati rovnost |SX| = /|AX| - |BX|, pak jsme pocitali spravné.
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DRFERNEEPANRE Sc Q =
] T
a=23
®
|SM| = 3.5
|AM| = 5.48
|IBM| = 2.23
VIAM|- |BM| = v/5.48-2.23 = 3.5
Obr. 82: Hyperbola - uloha 10
(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/su2m49rg)
Uloha 11
Uvazujme dvé riznobézné primky p:y =x a q:y = —x. Zvolme bod D[2,0]

a uvazujme libovolnou piimku d prochazejici bodem D se smérnici riiznou od +1.
Dale oznatme postupné body P, Q jako priseciky primky d s primkami p, q.
Naleznéte mnozZinu vSech stiedl usecky PQ.

Postup reseni:

V programu GeoGebra si sestrojime piimky p:y =xaq:y =—xa bod D[2,0].
Piimku d vedeme bodem D[2,0] a libovolny bodem Y, tak aby smérnice primky d
byla rtznad od +1. Praseciky primky d s primkou p a ¢ nazveme postupné P, Q.
Sestrojime si stfed usecky PQ a nazveme ho X. Na bod X klikneme pravym
tlacitkem mySi a zapneme zobrazit stopu. Nyni chytneme bod Y a oto¢ime primku
d okolo bodu D, tim ndm bod X vykresli mnozinu vSech stfedli primky PQ.
Dojdeme k hypotéze, Ze tato mnozina bodii predstavuje hyperbolu.
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Obr. 83: Hyperbola - tloha 11
(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/pw6dsev5)
Dilikaz provedeme vypoctem za vyuziti analytické geometrie. Pfimka d, ktera

prochazi bodem D[2,0], ma rovnici y = k(x — 2). Nalezneme jeji priisecik
s pfimkou p: y = x.

x=k(x—2)
x = kx — 2k
2k
X =—
k-1
y=k(y—-2)
y=ky—2k
_ 2k
Y=

oy v . v 1 2k 2k . o el v
Priisecik s primkou p ma souradnice P [ﬁ, ﬁ] Dale nalezneme prisecik primky

d s ptimkou q: y = —x.
—x=k(x—2)

—x = kx — 2k
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2k

k+1
y=k(=y—2)
y=—-ky—2k
y=in

Priisecik s primkou g ma souradnice Q [
S usecky PQ.

2k 2k 2k%+2k+2k% -2k )
_ k=1'kt1 _ __ k-DGk+n 2k
X = = =
2 2 k2-1
2k -2k 2kZ+2k—2k%+2k
1 Kt (k=) (k+1) 2k
y — —1 k+1 — —
2 2 k2-1

Stred Usecky PQ ma souiadnice S [
; = k. Pak plati:

y=le
y2
x
—_
Y =75z
y2
_ 2xy
y_xz_yz
2x
x2 —y2 =22
y
Z_2x—y?2=0

(x—1*-y*=1

k+1" k+1

2-1"k2-1

] Vypocitame souradnice stiredu

] Dale pro souradnice stiedu plati, Ze

Jedna se tedy o hyperbolu s rovnici (x — 1)2 — y? = 1 a se stfedem v bodé S, [1,0].
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Opakovani
Uloha 1

Urcete mnoZinu vSech bodd, jejichZ soutadnice vyhovuji rovnici:

a) x2+y?—6x+4y—23=0

b) x2+y%+12y—13=0

c) 9x? +25y%2 —54x — 100y — 44 =0
d) 4x2+9y? —-8x—-32=0

(Vanatova a spol., 1987)
Postup reseni:
Ve vSech pripadech musime doplnit na Uplny ¢tverec a vyraz upravit.

a) x>’+y?—6x+4y—23=0
x2—6x+9+y*+4y+4=23+9+4
(x—3)2+(y+2)?%=36
(x—3)2+ (y + 2)%? = 62

Diky ipravam jsme dostali rovnici kruZnice (x — 3)? + (y + 2)? = 6 se stifedem
v bodé S[3,—2] a polomérem r = 6.

b) x2+y2+12y—13 =0
x2+y2+12y +36 =13+ 36
x2+ (y+6)* =49
x>+ (y+6)> =72

Diky upravam jsme dostali rovnici kruznice x% + (y + 6)? = 72 se stitedem
v bodé S[0, —6] a polomérem r = 7.

c) 9x2+25y%? —54x — 100y —44 =0
9(x2 —6x +9) +25(y* — 4y +4) =44+ 81+ 100
9(x — 3)%2 + 25(y — 2)%? = 225
9(x—-3)%2  25(y-2)2

225 225 1
_2\2 —_72\2
(=3 | 0=2? _ 4
25 9
_2\2 —_72\2
Diky dapravam jsme dostali rovnici elipsy % + 972" = 1 se stedem

v bodé S[3,2], hlavni poloosou 2a = 10 a vedlejsi poloosou 2b = 6.

d) 4x*>+9y?—-8x—-32=0
4(x> —2x+1)+9y2=32+4
4(x—1)*+9y* =36

@y
9 4
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—_1)2 2
Diky upravam jsme dostali rovnici elipsy % + y: = 1 se stfedem v bodé S[1,0],

hlavni poloosou 2a = 6 a vedlejsi poloosou 2b = 4.

Spravnost reSeni si ovérime v programu GeoGebra tak, Ze do vstupniho pole
napiSeme vSechny zadané rovnice.

(k] A~ e]ol4lN]=]+] e &

a

d:t4 2\8x-32=0\

X%+ 9y? -
T

4/\
X2+ yPnex\+4y-23=0

-14 -12 -10 -8 2 10 12 14 16

Vstup... ?)

Obr. 84: Opakovani - tloha 1

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/d2qv7pcw)
Uloha 2
Urcete mnozinu vSech bodd, jejichz soutradnice vyhovuji rovnici:

a) 4x?—25y2+16x+ 50y —109 =0
b) —16x% +9y? — 144 =0

c) x2—8x—4y+12=0

d y2+8x—-24=0

Postup reseni:

a) 4x%—25y%+16x + 50y —109 =0
4(x® + 4x + 4) — 25(y% — 2y + 1) = 109 + 16 — 25
4(x +2)? = 25(y — 1)? = 100

@422 G0 _
25 4
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(x+2)?  (y-1)?
25 4
v bodé S[—2,1], hlavni poloosou 2a = 10 a vedlejsi poloosou 2b = 4.

Diky upravam jsme dostali rovnici hyperboly = 1 se stfedem

b) —16x2 +9y? — 144 = 0
9y2 — 16x% = 144
y:_x_ g

16 9

2 2
Diky ipravam jsme dostali rovnici hyperboly 31/—6 — % = 1 se stfedem v bodé S[0,0],

hlavni poloosou 2a = 8 a vedlejsi poloosou 2b = 6.

c) x2—8x—4y+12=0
x2—8x+16=4y—12+16
(x—4)2 =4(y+1)

Diky upravam jsme dostali rovnici paraboly (x — 4)% = 4(y + 1)
s vrcholem V[4, —1] a parametrem p = 2.

d y2+8x—-24=0

y? =24 —8x
y?=-8(x—3)
Diky ipravam jsme dostali rovnici paraboly y? = —8(x — 3) s vrcholem V[3,0]

a parametrem p = 4.

Spravnost feSeni si ovérime v programu GeoGebra tak, Ze do vstupniho pole
napiSeme vSechny zadané rovnice.
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Obr. 85: Opakovani - uloha 2

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/qrqfaeu2)
Uloha 3

NapisSte rovnici primky p, ktera prochdazi stredy kruznic, jejichZ stfedové rovnice
jsou (x — 2)% + y? = 16,x% + (y — 3)? = 9 (Busek, 1996).

Postup reseni:

Stied prvni kruznice ma souradnice S;[2,0] a stfed druhé kruZnice ma stred
S,[0,3]. Vypocitdme si smérovy vektor (S, —S;) = (0 —2,3 —0) = (—2,3). Nyni
mame dvé moznosti, mliZeme nalézt parametrické vyjadieni piimky p nebo
obecnou rovnici primky p.

1. Parametrické vyjadreni primky p

Potfebujeme znat jeden bod, ktery leZi na pfimce p a jeji smérovy vektor.
Bodem je jeden ze stfedl kruzZnic a smérovy vektor jsme si vypocitali.
Parametrické vyjadreni primky p tedy vypada takto:

S, € p:
x=2—-2t
y=3t,t€ER
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2. Obecna rovnice primky p

Potiebujeme znat jeden bod, ktery leZi na primce p a jeji normalovy vektor.
Bodem je jeden ze stfedd kruznic a normalovy vektor ma soutadnice treba
7(3,2). Obecna rovnice pfimky p bude mit tvar3x + 2y +c = 0. Cisloc
vypocitame tak, Ze do rovnice dosadime souradnice jednoho stredu
kruZnice.

S, € p:

6+0+c=0

c=—-6

Obecna rovnice primky p ma tvar 3x + 2y — 6 = 0.

Ovéreni provedeme pomoci programu GeoGebra. Sestrojime si obé kruZnice.
MiiZeme jejich rovnice napsat do vstupniho pole, nebo si vyznacit stred kruznice
azadat jeji polomér. Poté vedeme primku body S; aS,. Zobrazime si rovnici
primky, a pokud je shodnd s tou nami vypocitanou, tak jsme pocitali spravné.

kA >elo4N= sSeq =

f:3X\+ 2y =6

r2:x2+(y-3)2=9 =

-8 —5 -

Vstup...

Obr. 86: Opakovani - uloha 3

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/eemk2ypy)
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Uloha 4

Jsou dany body A[1,3] a C[5,7]. Urcete rovnici kruZnice vepsané c¢tverci ABCD
s uhloprickou AC (Kalova, 2016).

Postup resent:

Nalezneme stred thlopricky AC.

SAC = [ﬁ;ﬂ = [3;5]

2 2

Dale si spoc¢itame vzdalenost bodt S, C|.

1S4cCl = /(5=3)2+(7=5)2=Vd+4=2V2

Pro pravouhly trojdhelnik S;-CSg, musi platit Pythagorova véta, diky které
vypocitame polomér kruznice, jehoZ velikost odpovida vzdalenosti bodl CSg.

1S4cC12 =12 + 12

(2v2)" = 212

8 = 2r?

4=7r>=r=42,

Polomér vsak nemtize nabyvat zaporné hodnoty, proto se r = 2.

Hledana kruznice musi mit stfed v bodé S,-[3,5] a polomér rovny cCislur = 2.
Rovnice kruZnice ma tedy tvar (x — 3)? + (y — 5)? = 4.

Spravnost reseni si ovérime pomoci programu GeoGebra. Vyznacime si body A[1,3]
a C[5,7]. Sestrojime ¢tverec ABCD. Déle nalezneme stied tsecky AC a stied tisecky
BC. Sestrojime kruznice se stifedem vbodé S,- a polomérem r = |S,-Sgc|.
U kruZnice si zapneme zobrazeni ndzvu a hodnoty. Pokud rovnice odpovida té nasi,
resili jsme ulohu spravné.
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Obr. 87: Opakovani - tloha 4

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/sc3rhejz)
Uloha 5

NapiSte rovnici hyperboly, jejizZ vrcholy jsou soucasné ohnisky elipsy dané rovnici
16x% + 25y2 = 400 a jejiz ohniska jsou hlavni vrcholy elipsy (Busek, 1996).

Postup reseni:

Nejprve si upravime rovnici elipsy na rovnici stifedovou.

Nyni vime, Ze elipsa ma stfed v bodé $[0,0] a velikost hlavni poloosy jea =5
a velikost vedlejsi poloosy je b = 4. Hlavni vrcholy elipsy musi leZet na ose x a mit
vzdalenost od stfedu elipsy rovnou cislu a = 5. Hlavni vrcholy elipsy, respektive
ohniska hyperboly, maji souradnice Ej,[—5,0], F,[5,0].

Dale si vypocitame excentricitu elipsy, pro kterou plati vztah:

e =vVa? — b2 =+25—-16 =9 = 3.

Tim mliZeme urcit souradnice ohnisek elipsy, respektive vrcholy hyperboly, které
opét leZi na ose x. Jsou jimi body E,.[—3,0], F,[3,0].
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Pro kazdy bod X|[x, y] hledané hyperboly musi platit vztah:
||EnX| = |FnX|| = |E.F|.

Nejprve si vypocitame vzdalenost ohnisek elipsy.

|E.F,| =(=3-3)2+0%2=,/(-6)2=6
Dosadime do vztahu ||EhX| — IFhX|| = |E,F,| a upravime jej.

||EhX| - |FhX|| =6

IV +52+(-0)2—J/(x =52+ —-02| =6

Umocnime obé strany rovnice na druhou a upravime.

(x+5)2+y?2=2(x+52+y2/(x—52+y2+ (x—5)2 +y? =36

x? +10x + 25+ y% + x2 — 10x + 25 + y? = 36 + 2,/ (x + 5)% + y2,/(x — 5)2 + y?2

2x% +2y? +50 — 36 = 2,/(x + 5)2 + y2,/(x — 5)2 + yZ

x2+y2+7=(x+5)2+y%/(x — 5)2 + y2

Nyni obé strany opét umocnime na druhou a postupné upravime.

(X2 +y2+ 7> +y*+7) = (x* + 10x + 25 + y*)(x? — 10x + 25 + y?)

x*+x2y? + 7x2 + X%y +yt+ 7y + 7x2 + 7y2 + 49 =

= x* —10x3 + 25x? + x%y? + 10x3 — 100x? + 250x + 10xy? + 25x2 + 625 +
+25y% + x%2y? — 10xy? + 25y% + y*

14x? + 14y2 + 49 = —50x% + 50y2 + 625

64x? — 36y2 = 576

2y
9 16

x2 2

Hledana hyperbola ma rovnici 5 % =1

Spravnost reSeni si ovéfime pomoci programu GeoGebra. Nejprve si do vstupniho
pole napiSeme rovnici zadané elipsy. Vyznacime si ohniska a hlavni vrcholy elipsy.
Pomoci nastroje hyperbola sestrojime hyperbolu spliujici podminky uvedené
v zadani a zobrazime si jeji rovnici. Pokud je rovnice shodna s tou nasi, reSili jsme
ulohu spravné.
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Obr. 88: Opakovani - uloha 5

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/wprnwudh)
Uloha 6

Urcete priseciky elipsy x? + 2y% — 6 = 0 a hyperboly x* — y? — 3 = 0 (VoSicky,
1999).

Postup reseni:

Abychom nalezli priiseciky elipsy a hyperboly, budeme muset vytesit soustavu
dvou rovnic o dvou neznamych.

x2+2y*—-6=0,
x2—y2—-3=0.

0d prvni rovnice odec¢teme druhou rovnici a odstranime tak neznamou x.

3y2 -3 =0
y =1
y=x*1

Nyni dosadime vypocitanou hodnotu y do jedné z rovnic a vypocitame si x.
x2—(-1D)?*-3=0
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x = =2

Vypoctem jsme zjistili hodnoty souradnic vSech priiseciku elipsy a hyperboly.
Priseciky jsou tedy body P;[2,1], P,[2, —1], P3[—2,1] a P,[—2, —1].

ReSeni si ovéfime v programu GeoGebra, kde si do vstupniho pole zaddme obé
rovnice kuZelosecek a pak nalezneme jejich priseciky.

DR EErINEE Q =

—
@
; /
: /,,"
"\“\ ' 4
% “/“;?” . . | P 2 1
AP=(2.1) y St G
.‘( “"‘) 19. \:‘
[ ) ;
-8 5 4 3\ 2 §+-H-0 -2 - 4 5 6
."v,_‘ ,‘vﬁ/

-3

Vstup...

Obr. 89: Opakovani - uloha 6

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/m7hjepzy)
Uloha 7

(x—1)2 n (y+1)? -1

Je dana elipsa s rovnici 5

a) Urcete body elipsy M a M, jejichZ x-ova soufadnice je rovna 3.
b) Napiste rovnice tecen elipsy v bodech M a M.
c) Vypocitejte odchylku tecen elipsy v bodech M a M.

(Kalova, 2016)
Postup reSeni:

a) Body M[3,vy]aM[3,yj] jsou body elipsy. TudiZ ndm sta&i dosadit do
rovnice elipsy za x Cislo 3 a vyjadrit si neznamou souradnici y.
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b)

—1)2 2
(=17 | +D? _
16 12

il

3+y*+2y+1=12

y2+2y—-8=0

+Hly-2)=0

ym = —4

Vit = 2 _

Body maji soutadnice M[3, —4] a M[3,2].

Body M[3,—4] a M[3,2] jsou body dotyku hledanych te¢en, proto mizeme
dosadit do obecné rovnice te¢ny elipsy, ktera ma tvar:

x-D(xr-1) 4 O+DOr+1) _ 1.

16 12
M e t,: (x—1323—1) 4 (y+1)1(2—4+1) -1
Mt 2D IOy
MEt: % - 0’4;1) =1

Met;:(x—1)—-2(y+1)=38
Meti:x—2y—11=0

=DE-D | O+DEHD _
16 12
2(x—1) + 3(y+1) -1
16 12
M € ty: (-1 + O+ _ 1
- 8 4
Met,:(x—1)+2(y+1)=38
MEeEtyx+2y—7=0
Hledané te¢ny maji rovnice t;: x —2y — 11 =0at,:x +2y —7 =0.
Smérovy vektor tecny t; ma souiadnice (2,1) a smérovy vektor tecny t, ma
soufadnice (2, —1). Pro odchylku dvou ptrimek plati vztah:

M E t,:

M E t,:

ULV +HULD
- |ugv1+usvy|
Ju2+uy24/v,24v,2
[2:2+1-(-1)]
cosa =
V22+12-/22+(-1)2
cosa = ﬂ
V5V5
3
cosa = -
5
a = 53°7'48"

Teény sviraji thel @ = 53°7'48".

Spravnost feSeni si ovérime pomoci programu GeoGebra. Do vstupniho pole si
zadame rovnici elipsy a soufadnice bodt M[3, —4] a M[3,2]. Body M[3, —4]

a M[3,2] vedeme te¢ny Kk elipse, u kterych si zapneme zobrazeni nazvu a hodnoty,
tedy rovnice. Zobrazime si uhel, ktery teCny sviraji. Pokud se rovnice a hodnoty
rovnaji tém, které jsme vypocitali, resili jsme ulohu spravné.
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Obr. 90: Opakovani - dloha 7

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/pgjaf3qu)
Uloha 8

Vypocitejte délku tétivy, kterou na pfimce p:x = 1+ 2t,y = =2 + ¢, t € R, vytina
parabola popsana rovnici (x — 3)? = —4y (Kalov4, 2016).

Postup reseni:

Nejprve si prevedeme parametrické vyjadieni primky na obecnou rovnici primky.
Potfebujeme znat normalovy vektor 77(—1,2) a bod A[1, —2].

p: —x+2y+c=0
AeEp:—1+2-(-2)+c=0
A€Ep:ic=5

Piimka p ma obecnou rovnicip: —x + 2y +5 = 0. Abychom nalezli priseciky
primky a paraboly, za x dosadime do rovnice paraboly vyraz 2y + 5 a upravime.

2y +5—-3)% = -4y
4y +8y+4+4y=0

y2+3y+1=0
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Pomoci diskriminantu nalezneme kofeny rovnice.
D=9-4=5

—3+/5 -3—/5
Yi=—a)Y2a=

Dopocitame si x-ové souradnice bodd.

X4 =2_3;ﬂ/§+5 =2++5
x,=22L15=2-+5
PrisecCiky paraboly a pifimky maji soufradnice P; [2 ++/5, _3;\/5 a b, [2 —

V5, _3;@]. Vypocitame vzdalenost bodd |P; P, |.

PPl = (<298 + (—VB)’ = VBT F5 = VIS = 5.

Tétiva ma délku rovnou ¢islu 5.

Ulohu si ovéfime pomoci programu GeoGebra, kde do vstupniho pole zadame
rovnici pfimky a paraboly. Vyznacime si priseciky pfimky a paraboly a dsecku
P; P,, u které si zobrazime nazev a hodnotu.
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Obr. 91: Opakovani - uloha 8

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/ywrreucn)
Uloha 9

Je dana elipsa 16x2 + 25y% = 400. Napiste rovnici nékteré paraboly, kterd ma
vrchol ve stfedu dané elipsy a ma s elipsou spolecné ohnisko. Urcete priseciky
elipsy a paraboly.

Postup reseni:

Stied elipsy ma soutadnice S[0,0], tedy vrchol paraboly ma také souradnice V[0,0].
Pro elipsu plati, Ze a? — b? = e?,kde a = 5, b = 4. Vypocitame si excentricitu.

e=v25—-16=4/9 =3

Tedy ohniska elipsy maji soufadnice E[—3,0] a F[3,0]. Ohnisko F[3,0] bude
zaroven ohniskem paraboly, kde plati, Ze F[3,0] = F E, O], tedy p = 6.

Parabola bude mit rovnici y? = 2px, tedy y? = 12x. Prisetiky elipsy a paraboly
vypocitame tak, Ze dosadime y? = 12x do rovnice elipsy.

16x% + 25 - 12x = 400

16x% + 300x — 400 =0
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D =300% —4-16-(—400) = 90000 + 25600 = 115600 = 340~

—-300+4340 _ 40 _ 5

X, = ==
1 32 32 4
—300-340 640
x, = 2030 _ 640 _ 5
32 32

Dopocitame si y.

yi =+ /12-§=J_n/1_5

y, = +£/12- (—20) = V=240 NELZE

Tedy priiseciky elipsy a paraboly maji souradnice P; E, vV 15] ap, E, — 15].

Spravnost teSeni si ovérime sestrojenim ulohy v programu GeoGebra. Do
vstupniho pole si napiSeme rovnici elipsy, vyznacime si jeji ohniska a nalezneme
stfed. Jedno ohnisko elipsy je rovno ohnisku paraboly, stfed elipsy je vrchol
paraboly. To znamend, Ze druhym ohniskem elipsy musi vést fidici primka
paraboly kolma na osu x. Pomoci nastroje parabola vykreslime parabolu, a pokud
je jeji rovnice shodna stou nasi, pocitali jsme spravné. Nakonec si zobrazime
souiadnice priseciki elipsy a paraboly.

DR EEEFINEE Q =
: &

P, =(1.25,3.87)

-8
c:y?-12x=0

Vstup...

Obr. 92: Opakovani - iloha 9

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/tm7xdzu8)
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Uloha 10

Urcete souradnice stfedu obdélniku, jehoZ vrcholy leZi na hyperbole 5x? — 3y? —
15x + 3y — 14 = 0 a maji souradnice [—1, y;] a [4, y,] (Kalov4, 2016).

Postup reSeni:

Nejprve si zjistime chybéjici soutadnice vrchold, které lezi na hyperbole.
5(-1)2—-3y?—-15-(-1)+3y—14=0
5—3y2+154+3y—14=0

-3y2+3y+6=0

yi—y-2=0

-2 +1)=0

Y11 = 2

Y1z = —1

Prvni dva vrcholy obdélniku maji souradnice A[—1,2] a D[—1, —1].
542 -3y2—15-4+3y—14=0

80—-3y?—-60+3y—14=0

-3y +3y+6=0

yi—y—-2=0

y-2)y+1)=0

Y21 = 2

Y22 = —1

Druhé dva vrcholy obdélniku maji soutadnice B[4,2] a C[4, —1].

Stred obdélniku pak vypocitime pomoci bodt uhlopiicky A[—1,2] a D[—1, —1].

=[5 -

2 2 2’2

Stred obdélniku bude mit soutadnice S = E, %]

Spravnost teSeni si ovérime pomoci programu GeoGebra. Do vstupniho pole
napiSeme rovnici hyperboly a vyznacime si nami vypocitané body obdélniku.
Sestrojime obdélnik a pomoci nastroje stfed urCime stred usecky AC. Pokud ma
stred S stejné souradnice, pak jsme pocitali spravné.
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Obr. 93: Opakovani - iloha 10

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/d7weyq7m)
Uloha 11
Vypocitejte obsah trojuhelniku, ktery je ohrani¢en asymptotami hyperboly

x-2)2 2 . . v ,
— 5= 0 ajeji vrcholovou te¢nou (Kalova, 2016).

Postup reseni:

KdyZ si udélame nacrtek, je ndm hned z obrazku jasné, Ze trojihelnik ma obsah

Uloha 12

Urcete mnozinu vSech vrcholi C trojihelniku ABC, kdyz znate A[—2, 0], B[4, 0]
a C[x, y] aplati vztah |AC|? — |BC|? = —12.

Pouzité nastroje: bod, okno vstupu
Postup reSent:

|AC|? — |BC|?> = —12
(x+2)2+y?—[(x—4)?*+y%] = —12
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x2+4x+4+y?—x>+8x—16—y% = —12
12x —12 =-12

12x =0

x=0ay€R

Vyznacime si body A[—2, 0], B[4, 0] a nalezneme primku p: x = 0, pfimka p je
hledanou mnoZinou vrcholt.

-2

"
-3

-5

Obr. 94: Opakovani - tloha 12

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/e7ufb9qv)

Uloha 13

Usecka AB s délkou 5 ma krajni body na soufadnicovych osach x,y (bod 4 je na
jedné ose a bod B je na druhé). Zjistéte, po jaké krivce se pohybuje stred této
usecky, pokud se body A4, B posouvaji po osach x, y (Kalova, 2016).

Pouzité nastroje: bod, kruznice (stred a polomér), tisecka, prisecik, stred
Postup reSent:

Nejprve si vyznacime libovolny bod A na objektu, kterym je osay, tim zajistime
moZznost pochybu bodu A pouze po ose y. Sestrojime kruznici se stredem v bodé A
a polomérem r = 5. Zobrazime si priseciky kruznice s osou x a pojmenujeme je B;
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a B,. Sestrojime UseCky AB;, AB, s zobrazime si jejich stfedy. U stredli Usecek
zapneme zobrazeni stopy a budeme pohybovat bodem A po osey. Tim se nam
vykresli hledand mnozina, kterou je kruZnice.

KAl »eo)4N=] sea =
: &

Obr. 95: Opakovani - dloha 13

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/rwngc2ca)

Bod A ma souradnice A[0,p], kde p je parametr. Souradnice bodu B nalezneme
jako prisecik osy x: y = 0 a kruznice [(4,7; = 5).

k: x* + (y —p)? = 25,
x:y =0.

Nyni do rovnice kruznice dosadime y = 0.

Tedy bod B ma souradnice B[,/25 - pZ,O]. Stred useCky AB ma souradnice
S [«/ZS—pZ P
2 2

]. Vyjadiime si parametr p v zavislostina x a y.

X _ \/25—p?
y 14
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Obé strany rovnice umocnime na druhou a upravime. Plati, Ze y # 0 ap # 0.

x% _ 25-p?
2 2
2.,2 2 2.,2
x°p® = 25y° —p°y
2:25y2

x2+y2

2
Parametr p dosadime do y = g, respektive y? = pT a upravime.

25y2
2 _ x%+y?

y =

__ 25y?
T x2+y2

. . . 5 N .
Jednd se tedy o KkruZnici srovnici x2+y2=27, se stifedem vbodé S[0,0]

a polomérem r = %

Uloha 14

Urcete mnozinu vSech bodd, které jsou soumérné sdruzené podle tecen elipsy
g + y; = 1 s ohniskem E[—3,0] a F[3,0].

Postup reseni:

V programu GeoGebra sestrojime elipsu se zadanou rovnici a vyznacime si jeji
ohnisko E. Na elipse vyznacime jakykoliv bod T, kterym vedeme tec¢nu t elipsy. Bod
E osové preneseme podle teény t a dostaneme tak bod E’. U bodu E’ si zapneme
zobrazeni stopy. Bodem dotyku T pohybujeme po elipse a pozorujeme, co nam
vykresli bod E’'.
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Vstup...

Obr. 96: Opakovani - uloha 14

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/czt4t5b3)
Dtikaz provedeme pomoci analytické geometrie.

Pro elipsu plati vztah |[ET| + |FT| = 2a, kde E[—3,0], F[3,0] a T je bodem dotyku.
Pro E'[x,y] plati, Ze vzdalenost |ET| = |E'T|, tedy |E'T|+ |FT| = 2a, coZ ale
znamena, ze:

|E'F| = 2a

Jx=3)2+(y—0)2 =2a
(x —3)? + y? = 4a?

Jednd se tedy opravdu o kruznici srovnici (x —3)? + y? = 4a?, se stfedem

S[3,0] = F[3,0] a polomérem r = 2a.
Takovou kruznici nazyvame tidici kruznici kuzZelosecky.

VSechny body Q, (resp. Q,) soumérné sdruZené podle tecen elipsy s ohniskem E
(resp. F) lezi na ridici kruznici d, (resp. d,), ktera je opsana z druhého ohniska F
(resp. E) a ma polomér 2a (Effenberger, 2011).
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Uloha 15

Urcete mnozinu vSech bodi, kterou tvori paty vSech kolmic sestrojenych z ohnisek

2 2
E[-3,0], F[3,0] hyperboly x: - y? = 1 na teCny této kuzelosecky.
Postup reSeni:

Sestrojime zadanou hyperbolu a vyznacime si jeji ohniska. Zvolime libovolny bod T
na hyperbole, kterym vedeme tecnu t hyperboly. Jednim ohniskem vedeme kolmici
k tecné t. Priisecik na sebe kolmych pfimek ozna¢ime pismenem P a zapneme u néj
zobrazeni stopy. U bodu T zapneme animaci a budeme sledovat, jaka kiivka se ndm
vykresli.

DI R = EARNIES Sc Q

A\ 4

Obr. 97: Opakovani - iloha 15

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/t7chdb4u)

Ovérime si, Ze se jedna o kruZnici. K ohnisku E, najdeme soumérné sdruzeny bod
E' podle te¢ny t. Mdme patu P kolmice sestrojené z tohoto ohniska na te¢nu. Plati,
7ze P € t N E'E.Vznikl nam trojahelnik E'EF. Bod S je stifedem strany EF a bod P
je sttedem E'E. Tedy usecka SP je stiedni ptrickou v tomto trojihelniku a tedy plati
|SP| = 2|E'F| = a.

|SP| =a
VX2 +y?=a
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X% +y? = q?

Vypocitana rovnice odpovida rovnici kruznice, kterou nazyvame vrcholovou
kruznici kuzelosecky.

ORERNEERANEE Q =

h 4

Obr. 98: Opakovani - dloha 15 - ovéreni

(dostupné z: https://www.geogebra.org/m/t7chdb4u)

Paty P;, P, vSech kolmic sestrojenych z ohnisek E, F na teCny této kuzelosecky leZi
na vrcholové Kruznici v, ktera ma stied ve stredu hyperboly S a ma polomér
délky hlavni poloosy a (Effenberger, 2011).
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Zavér

Cilem diplomové prace bylo vytvoreni sbirky uloh, kterd bude obsahovat
prehledné zpracovanou teorii tykajici se programu GeoGebra a kuZelosecek,
analyzu ucebnic matematiky a teSené priklady predevSim pomoci programu
GeoGebra a ovéreni vysledkli pomoci odvozeni rovnic danych mnoZzin bodi.
Domnivam se, Ze stanoveny cil byl splnén. Vytvorila jsem sbirku, ktera obsahuje 57
vzorové TFeSenych prikladd. Priblizné u tretiny piikladli jsem autorkou jak
samotného zadani piikladu, tak jeho reSeni v GeoGebfre, u dalSich prikladl jsem
prevzala zadani z literatury uvedené v seznamu literatury, ale opét jsem autorkou
feseni téchto prikladi pomoci GeoGebry.

Diky diplomové praci jsme si upevnila znalosti z oblasti analytické geometrie
tykajicich se kuzelosetek. Vyznamnym prinosem, pro mé osobné, bylo velké
zdokonaleni se v pouzivani programu GeoGebra, ve kterém jsou vSechny ulohy
vyfreSeny a zkonstruovany.

Obsah diplomové prace by mohl byt inspiraci ¢i navodem pro ucitele matematiky,
kteri by chtéli téma kuzZelosecek vyucovat s podporou programu GeoGebra. Prace
nabizi novy pohled na téma kuzelosecek, ktery by mohl byt pro zaky predevSim
strednich Skol piivétivéjsi, zabavnéjsi a motivujici. Uvédomuji si vSak, Ze prace
s GeoGebrou je ¢asové narocna, proto by se na béZzné hodiné matematiky vyuzilo
malé mnozstvi prikladii jako motivacnich a zbylé ptiklady by se daly fesit v ramci
matematickych seminar ¢i zajmovych skupin.

Na diplomovou praci by se dalo navazat dalSimi mnozinami bodd dané vlastnosti,
které zde byly opomenuty. Mohly by se zpracovat dal$i priklady z jiného odvétvi
geometrie v programu GeoGebra a tim jesté vice pribliZit a upfesnit vlastnosti
a vztahy geometrickych objektt Zaklim stiednich i zakladnich Skol.
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