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Uvod

Problém existence a urceni takovych prirozenych cisel n, které je mozné vy-
jadrit jako soucet dvou druhych mocnin pfirozenych (nezapornych) ¢isel, tj. ve
tvaru n = 22 + 32 pro nékterd z,y € N, je nedilnou soucasti teorie &isel. Pro tato
¢isla bylo uz v minulosti vysloveno a dokdzano hned nékolik velice zajimavych
vysledkii.

Lze tato ¢isla néjak charakterizovat? Pro uvedeni do problematiky se mtizeme

podivat na nékolik prvnich pfirozenych cisel.

1=1%+0?
2=1%>+12
3=177
4 =224 02
5=2%4+12
6 =77
7=1?
8 =22 4 22

Jak je patrné, ne vSechna cisla lze timto zplisobem vyjadrit.

vvvvvv

téchto c¢islech, jejich vlastnostech a zabyvat se existenci a pripadnymi moznostmi

nalezeni jejich reprezentace ve tvaru souctu ctverct.



1 Cisla ve tvaru souétu ¢tvercu

V této kapitole charakterizujeme cisla, kterd lze vyjadrit jako soucet druhych

mocnin prirozenych cisel.

1.1 Prvodisla

Pokud je p prvodislo, pak mnozina Z, = {0,1,...,p—1} spole¢né s operacemi

s¢itani a nasobeni modulo p tvori konecné téleso.

Lemma 1.1. Necht p je proocislo. Potom 0*,12,2% ... |B]? tvor rizné proky

telesa Zy,.

Diikaz. Je-li 22 = y? (mod p), pak (z — y)(z +y) = 0 (mod p), a tedy = = y

(mod p) nebo z = —y (mod p). O
Lemma 1.2. Necht p je prvocislo. Potom rovnice s* = —1 (mod p) md pro
p=4m+1 dvé feSeni s € {1,2,...,p—1}, pro p = 2 jedno teseni a Zadné Tesent

pro p =4m + 3.

Diikaz. V pripadé p = 2 je zfejmé jedinym feSenim s = 1. Je-li p # 2, definujme

na mnoziné {1,2,...,p — 1} ekvivalenci E, jejiz t¥idy rozkladu jsou
[x]E = {I, —Jf,f, _f} )

kde —x je inverzni prvek vzhledem ke s¢itani, T je inverzni prvek vzhledem k
nasobeni a —7 je inverzni prvek k  vzhledem ke s¢itani v télese Z,. Tyto prvky
jsou pro kazdé x € Z, urceny jednoznacné, a £ tedy tvori rozklad mnoziny
{1,2,...,p—1}.

Podivejme se detailnéji na tyto t¥idy. Jelikoz x # —z (mod p) pro liché p,
uvazujme pouze nasledujici dva mozné pripady.

Prvnim pripadem je

r=7 (mod p). (1)



Vynésobenim obou stran vyrazem z dostaneme rovnici 2 = 1 (mod p), kterd ma
podle Lemmatu 1.1 dvé feSeni, x1 = 1 a x5 = p — 1. Protoze x; = —x5 (mod p),
odpovida témto dvéma Fesenim v ekvivalenci F jedin tfida, a to {1,p—1}. Tato
situace nastane pro kazdé liché prvocislo p.

Druhym moznym pfipadem je

r=-T (mod p). (2)
Obdobné, vynasobenim vyrazem z dostaneme 2> = —1 (mod p). Uvazujme déle,
Ze TeSenim této rovnice, pokud existuji, jsou 1 = = a o = p — x. Podobné

jako v prvnim pripadé, odpovida témto feSenim jedina ttida ekvivalence FE, tiida

{z,p—ax}.

Ekvivalence F ma tedy alespon jednu a zaroven maximalné dvé tridy, které
maji 2 prvky, a tiidy, které maji 4 riizné prvky.

Necht p = 4m + 3, pak mé mnozina {1,2,...,p — 1} 4m + 2 prvka. Jelikoz
situace v pripadé (1) nastane pro kazdé prvocislo p # 2, nemuze nastat (2) a
rovnice s> = —1 (mod p) nem4 feseni.

Pro p = 4m + 1 mé mnozina {1,2,...,p — 1} 4m prvka. ProtoZe jina situace
nez v pfipadech (1) a (2) nastat nemtize, existuje t¥ida {x, p—z}, jejiz prvky jsou

fesenim s? = —1 (mod p). O

Vé&ta 1.1. Zddné prirozené ¢islo n ve tvaru n = 4m+ 3 nelze vyjddrit jako soucet

Ctverci.

Dikaz. Pro kazdé prirozené ¢islo n plati:

0 (mod 4) pro n = 2k

S
Il

1 (mod 4) pron =2k +1

Z toho vyplyva, ze kazdé piirozené ¢islo n = 22 +1? je kongruentni s 0, 1 nebo

2 (mod 4). O



Definice 1.1. Necht f # id je zobrazeni na mnoziné M. Rekneme, Ze f je
involuce (involutorni zobrazeni), jestlize f o f = id, tj. f(f(z)) = z pro kazdé

x e M.
Véta 1.2. KaZdé prvocislo p ve tvaru p = 4m + 1 je souctem ctvercii.

Diikaz. Dtkaz je zaloZzen na tfech involucich a jejich pevnych bodech. Necht je

p = 4m + 1 prvodislo. Uvazujme nyni mnozinu S definovanou zptisobem
S={(z,y,2) € 2’ | day + 2* = p, z,y>0}.

Tato mnozina je jisté neprazdnda a vzhledem k tomu, ze x,y > 0, také konecna.

Jelikoz p je prvocislo, je z # 0.

Nyni zavedeme prvni involuci f : S — S definovanou pfedpisem

f((l‘, Y, Z)) = (yv Z, _Z) . (3)

Lze snadno nahlédnout, ze takto definované zobrazeni je involuce na S, protoze

(y,l’,—Z) €Sa f(f((x,y,z))) = f((y7x7 _Z)) = (I,y,Z). Navic f nema na S
zadny pevny bod, jelikoz (x,y,0) ¢ S.

Déle definujme podmnoziny 7, U mnoziny S a podivejme se na chovani zob-

razeni f na prvcich téchto mnozin. Necht plati
T=A{(zx,y,2) € S| 2z>0}.

Pro kazdy prvek (x,y,z) € T plati, ze f((z,y,2)) = (y,z,—z) ¢ T, protoze
—z < 0, ale prvek (y,x,—z) € S. Zobrazeni f tedy zobrazuje mnozinu 7' na
mnozinu S \ 7" a naopak. Pak ale |S| = 2|T|.
Déle necht
U={(z,y,2) €S |z—y+2>0}.

Pro kazdy prvek (z,y,z) € U plati, ze f((x,y,2)) = (y,z,—2) ¢ U, protoze
y—x—z=—(x—y+2z) <0, aleprvek (y,xz,—z) € S. Déle necht z —y+ 2z = 0,
potom z =y —z ap=4zy + (y — x)? = (y + x)?, coZ je spor s predpokladem,
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ze p je prvocislo. Tedy © — y + z # 0. Zobrazeni f tedy zobrazuje mnozinu U na

mnozinu S \ U a naopak. Pak ale |S| = 2|U]|.

Porovnanim vysledkt dostavame |S| = 2|T| = 2|U|, z ¢ehoz vyplyva, ze

mnoziny 7" a U maji stejny pocet prvk.
Nyni zavedeme druhou involuci g : U — U definovanou predpisem

Ovéfime, ze zobrazeni g je spravné definované. Jelikoz (x,y, z) € U, pak

r—y+2>0,
y>0,

Az —y+2)y+ 2y — 2)? = day + 22,

a tedy g((x,y,2)) € S. Déle jelikoz (xr —y+ z) —y + (2y — 2) = = > 0, tak také
9((z,y,2)) € U.

Zobrazeni g je involuce, protoze

9(9((z,y,2))) = 9((x —y + 2,9,2y — 2))
=(r—y+z—y+2y—=29,2y—2y+2)

= (2,9,2)

Nakonec ukazme, ze ¢ ma na U pravé jeden pevny bod.

Plati, ze (z,v, 2) je pevny bod (tj. g((x,y, 2)) = (z,vy, 2)), pravé tehdy kdyz

r—y+z=ux,
Y=y,
20—z =z.

Snadno ové&iime, Ze toto je ekvivalentni s iy = 2. JelikoZ p = 4xy + 2? je prvocislo
ve tvaru 4m + 1, je jedinym bodem (z,y, z), pro ktery plati y = z, bod (m, 1, 1),

ktery je tedy jedinym pevnym bodem involuce g. Jestlize ma ale g na konecné
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mnoziné U pravé jeden pevny bod, pak mé& mnozina U lichy pocet prvki, a tim

padem ma lichy pocet prvkid i mnozina 7.

Tteti involuci h : T — T definujme predpisem

h((z,y,2)) = (y,z,2) . (5)

Snadno lze vidét, ze h((x,y,z)) € T a Ze h je involuce. Podle pfedchoziho ma
mnozina 7T lichy pocet prvki a je konecna. Pak méa ale involuce h alespon jeden
pevny bod (z,y, z) € T, pro ktery plati, Ze x = y. Z toho plyne, Ze p = (22)%+ 22,

a tedy p = 4m + 1 je souctem ctverci. O

Poznamka 1.1. Ve skutecnosti je az na poradi toto vyjadreni jediné. Diikaz tohoto

tvrzeni provedeme pozdéji.

Prvocisla tedy mizeme rozdélit do tfech tiid. Prvocislo p = 2, které je souctem
¢tvercd, tiida prvocisel ve tvaru 4m + 3, ktera nelze vyjadrit jako soucet ¢tverc,

a prvocisla ve tvaru 4m + 1, pro ktera toto vyjadreni existuje.

1.2 Slozena cisla

Lemma 1.3. Necht jsou pFirozend c¢isla m a n soucty ctverci. Pak je souctem

ctverci i jejich soucin mn.

Dikaz. Jelikoz jsou prirozena ¢isla m, n soucty dvou ¢tverci, lze je psat ve tvaru

m = x3 + y?, n = x3 + y3. Potom plati
mn = (27 + 7 ) (x5 + 3)
= (2122)" + (1192)* + (T12)* + (1172)° — 221Z21Y2 + 271 T2Y1 Yo

= (2133 — y12)” + (z1y2 + 1172)° .

Tedy mn = 2> + y?, kde * = |z109 — y1%2| a y = T1y2 + Y172, je souctem

¢tvercu. ]



Véta 1.3. Necht n = 22 + y? je soucet ¢tvercii a p je prvocislo ve tvaru 4m + 3.

Jestlize p | n, pak p | x a zdroven p | y.

Diikaz. Predpokladejme, ze plati opak. Tedy p | n a zaroven plati, Ze p 1 x nebo
p 1 y. Uvazujme napiiklad, Ze p nedéli z. Potom tedy = # 0 (mod p) a existuje T
takové, Ze 27 = 1 (mod p). Vynéasobenim obou stran rovnice ?+y* = 0 (mod p)
vyrazem T2 dostaneme 14 (Zy)* = 0 (mod p), coz je rovnice (Zy)* = —1 (mod p),
kterd podle Lemmatu 1.2 nemé pro p = 4m + 3 feSeni, coz je spor. Tedy p | x

(analogicky p | ). O

Dusledek 1.1. Necht prvocislo p = 4m + 3 je délitelem ¢isla n = 2 + y*. Pak

n
je také p* délitelem cisla n a &islo — Je opét souctem ctverci.
p

2 2
n T

Diikaz. Z piedchozi véty plyne p |z ap |y, a tedy — = (—) + (y) . O
p p p

Na zakladé predchozich vét miuzeme na zavér vyslovit hlavni vysledek této
casti, jimz je nutna a postacujici podminka pro vyjadieni prirozeného ¢isla jako

sou¢tu dvou ¢tvercu.

Véta 1.4. Prirozené cislo n je souctem dvou ctvercu, prave tehdy kdyz se v jeho

prvociselném rozkladu vyskytuji vsechny cleny tvaru 4m + 3 se sudou mocninou.

Diikaz. Kazdy prvociselny rozklad prirozeného ¢isla n > 2 lze psat ve tvaru

a B1

n:2ap(1xlpk ql ...qul’

kde p;, = 1 (mod 4) a ¢; = 3 (mod 4) jsou prvocisla a «, o, §; jsou nezaporna

cela cisla.

Cisla 1 = 124+ 02 a 2 = 12 + 12 jsou soucty ¢tvercti. Kazdy ¢len p; je podle
Véty 1.2 souctem ¢&tverci. Necht 5; = 2v; pro kazdé j € {1,...,1}, kde v; je
néjaké nezdporné celé ¢islo. Potom kazdy ¢len ¢f = 0% 4 ¢; je souctem ctverct.

Uzitim emmatu 1.3 dostavame jednu ¢ast tvrzeni.

10



Necht n = 22+y? je soudtem &tvercti a p = 4m~+3 je libovolny prvoéinitel ¢isla

2 2
n x
n. Podle Dissledku 1.1 tedy p? | n a éislo — = (—) + (?i) lze op&t vyjadiit
p p p
jako soucet Ctverci. Stejny postup je mozné opakovat pro vSechny dalsi pripadné
n
prvocinitele ¢isla — ve tvaru 4m + 3. O
p

11



2 Pocet zplisobti vyjadreni

V této kapitole se zamérme na pocet zpiisobu vyjadreni ¢isla jako souctu dvou
¢tverctl, neboli na podet viech neusporddanych dvojic (z,y) € N2, pro které plati
n = 22 +y2. Vidime napiiklad, Ze &slo 50 = 12 + 72 = 52 + 52 lze vyjadiit dvéma
zpusoby.

Pro dalsi ucely této ¢asti textu zavedeme nasledujici oznaceni.

sp(n) ... funkce, jejiz hodnotou je 1, pokud n = kz? pro nékteré x € N,
jinak si(n) =0

ra(n) ... pofet uspofddanych dvojic (z,y) € Z?* spliujicich n = 2% + y?

Ry(n) ... pocet neusporadanych dvojic (z,y) € NZ spliujicich n = 2 + y?

di(n) ... pocet vSech déliteli ¢isla n ve tvaru 4m + k

Jako motivaci pro nalezeni poc¢tu zpiisobu téchto reprezentaci uvazujme na-
sledujici situaci. Vezmeme nekoneény soucet ve tvaru (1+q+q*+¢° +¢'+--+)

a umocnime jej na druhou!. Tedy
2
<ZQ”2> =(l+q+q" +q" +q +-)
n>0
2 2 n
— Z g B+ — Za(n)q .

k>0,1>0 n>0

Potom koeficient a(n) u takto naznaceného soucinu je souctem poctu vSech
uspotradanych dvojic (z,y) € N3 splitujicich n = z? + y*. Posledni sumu miizeme

také vyjadrit jako

Z q(k2+l2) _ Zqsz + 22 q(k2+12)

k0,120 k>0 k>1>0
= Z sa(n)q" + 2 Z b(n)q",
n>0 n>0

Vsechny symboly ¥ a II v této kapitole jsou uZity pro formalni vyjadieni nekoneénjch
sou¢tu a soucini. VSechny rovnosti mezi témito vyjadfenimi jsou ve smyslu rovnosti koeficientti

u stejnych mocnin.

12



kde koeficient b(n) udéva pocet viech dvojic (x,y) € NZ, pro které plati z > y a
2?2 + y? = n. MiZzeme tedy prozatim vyjadiit Ry(n) jako

Ry(n) = sa(n) + b(n) (6)

2.1 Jacobiho véta o souc¢tu dvou ¢tvercu

Nyni se podivejme na funkci 79(n). Pouzitim naprosto stejné tvahy mizeme
psat

(Z q”z) = ra(n)g".

n>0

Vhodnou tpravou vyrazu na levé strané ziskdme pomeérné zajimavy vztah pro
vyjadfeni r9(n). Tento vztah je zndmy téz jako Jacobiho véta o souctu dvou
¢tverct, kterd je spolecné s dalsimi dusledky hlavnim tématem [3] a [4]. Pfed

vyslovenim této véty jesté ale uvedme identitu, kterou vyuzijeme v jejim dukazu.

Vé&ta 2.1. (Jacobiho trisoucinovd identita *)

n— — n— n nn2
[[+a A +a '@ A=) =D a'g

n>1

Dikaz. viz. [2] str. 333. O

Véta 2.2. (Jacobiho véta o souctu dvou ctverci)
Pocet vsech zpisobi vyjadrent prirozeného cislan ve tvaru souctu dvou ctverci
je roven ctyrnasobku rozdilu mezi poctem deélitelu cisla n ve tvaru 4m~+1 a poctem

deliteli n ve tvaru 4m + 3, tedy
ro(n) = 4(d1(n) — dg(n)) )

Diikaz. Dosadime-li do Jacobiho identity z pfedchozi véty a = —a?q a nésledné

q*> = ¢, dostaneme

(e 9]

[10 - a2 — a2 )1 = ) = 3 (~1)"a?g™

n>1 —o0

2volny preklad anglického nazvu Jacobi’s triple product identity
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Upravou levé strany a néaslednym vynasobenim obou stran ¢islem a ziskame

o0

(a—a ) [ - ) (1= a )1 = g") = D (1)a g5

n>1 —00

a dalsimi tipravami pravé strany a opétovnym uzitim Jacobiho identity prevedeme

na tvar
> n%4n > 2 > 2
Z(_l)na2n+1q T Z a4n+1q2n +n Z a4n—1q2n —n
—00 —00 —o0
i 2
— Z _ gt Z (a4q—1)n (q2)n
—00

_ H 1+a4 4n— 1 1+a 4q4n 3)(1_q4n)
n>1
—a H(1+a4q4n 3)(1+a 4q4n 1)(1_q4n)‘
n>1

Pro zjednoduseni oznac¢me

P, =(1+a'¢" )1 +a"q" )1 —¢"),
Q (1+a4 4n— 3)(1—|—CL_4 4n— 1)(1 _q4n).

Ziskali jsme tedy

(a—a_l)H(l—a2q")(1—a q") —aHP —a_IHQn. (7)
n>1 n>1 n>1
Derivaci levé strany podle a a naslednym dosazenim a = 1 dostaneme
2[Jr - ¢
n>1
a s vyuzitim vztahu pro derivaci soucinu

() - (M7

n_

14



zderivujeme také pravou stranu podle a. Tedy

@HP,Z)/ - HPn+a<H Pn>

n>1 n>1 n>1

|
—
<0
_I_
IS
—
—
=0
N
3

P,
n>1 n>1 n>1
_ Pn> | “n
(H < +a Pn)
n>1 n>1

a analogicky

n>1 n>1 n>1
_ -2 -1 Q?fl
=a H Qn —a H Qn ~
n>1 n>1 n>1 "
~(e) (=)
n>1 n>1 ©"
kde pro P, /P, a Q, /Q, plati

inl _ 4a3q4n71 B 4a75q4n73

Pn 1 + a4q4n—1 1 + a—4q4n—3 )

Q;L B 4a3q4n—3 4a—5q4n—1

@ T 14+ alqin=3 1+ a4gin-1"

Dosazenim a = 1 do derivace pravé strany vztahu (7) tak ziskdme
( ) / ( g g3
o[IP-aTI@n)  =Tuf1+4 ( — n_)
nS1 nS1 a=1 o1 1+ (]4 1 1+ q4 3
4n—3 dn—1
q q
T,|1-4 —
+ ( nz:l (1_'_q4n3 1+q4n1>>
4n—1 4n—3
q q
=27,11+4 — :
( + Z(1+q4n—1 1_|_q4n—3)>

n>1

kde

T,o= [ +a" M0 +¢" )1 g™

n>1

15



a celkové tedy dostavame

5 q4n—1 q4n—3

n>1 n>1

Nyni podélime obé strany posledni rovnosti vyrazem

[T+ -gy =Ja+aa -

n>1 n>1

= [[C+¢" D+ -¢m)

n>1

=[]+ —q¢")

n>1

=[]+ ¢ A+ ¢ )1 - ¢

n>1

=T,

a obdrzime vztah

n\ 2 n— n—
ML) vy (- )
1 + qn = 1 + q4n—1 1 + q4n—3

n>1

Vezmémé nyni opét Jacobiho identitu, dosadme a = —1 a dostaneme tak
n n2 n— n
(=gt =T =) (1 —¢™)
—00 n>1
_ H (1 _ q2n—1)2(1 _ q2n)2
- —_ q2n
n>1 1 q
1155
o _ 42n
n>1 1 q
=L
n>1 1 + qn

Nyni mtizeme psat

(o) 2 2
9 1_qn 4n—1 q4n—3
—1)g | = =1+4 -
<Z< )q > H(1+qn) + Z<1+q4n 1 1+q4n3

n>1

16



a polozime-li ¢ = —¢q, prepiSeme na

@q) —1+4Z(1_q4n ;- 13424;1) - (9)

n>1

S vyuzitim vztahu

=>4

>0

upravime ¢leny v zavorce na pravé strané na

4n—3
q ¢ 32( dn— 3) _ Z 1(4n—3)
s = =) 4q
_ _An-3
1 =g 1>0 >1
4n 1
4n 1 Zq

>1

Pro prehlednost dalsiho kroku, nahradme index n v sumé pismenem k a posloup-

nosti Gprav pravé strany (9) dostaneme

1+4Z(1_q4k 3 13241@ 1) _1+4Z<qu(4k 3) qu(4k—1))

k>1 k>1 >1 >1
— 14 42 (Z g+ _ Z ql(4k+3))
k>0 NI>1 I>1
— 144 Z ( k1) _ o (4k+3)> ‘
k>0,1>1

Pti blizsim pohledu na posledni sumu vidime, ze koeficient u ¢lenu ¢", n > 1, je
tvofen rozdilem souctu poctu déliteld ¢isla n tvaru 4m+1 a souc¢tu poctu déliteld

n tvaru 4m + 3. Tedy

(i q”2> =144 () — ds(m) )"

n>1

a porovnanim koeficient u stejnych mocnin dostavame tvrzeni. O

Pozndmka 2.1. Véta plati pro n > 1. Je-li n = 0, definujme ry(n) = 1.
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2.1.1 Dausledky Jacobiho véty

Dusledek 2.1. Prvocislo ve tvaru p = 4m + 1 lze aZ na potadi vyjddrit jedinym

zpusobem jako soucet druhych mocnin prirozenych cisel.

Diikaz. Prvocislo p = 4m + 1 mé pouze 2 trividlni délitele, 1 a p. Potom ale
di(p) = 2 a d3(p) = 0, a podle pfedchozi véty je tedy celkem 8 uspotrddanych
dvojic (z,y) € Z?, pro které plati 22 + y? = p. Jelikoz je p prvocislo, je z,y # 0
a |z| # |y|. Jsou to tedy dvojice (£x,+y) a (£y, £x) pro nékteré z,y € N. [

Véta 2.3. Necht n = 2°p{* - - -pz’“qfl . -qlﬂl je prirozené ¢islo a p; =1 (mod 4),
¢; =3 (mod 4) jsou riznd prvocisla. Je-li n soucet dvou ctvercd, pak plati

L ry(n) = ra(pi™ - - pi*)

2.r9(n) =4(or + 1) -+ (ap + 1)

Diikaz. Nejprve ukazme, 7Ze r9(2°w) = ro(w). Toto plyne okamzité z Véty 2.2,
jelikoz vynasobime-li kazdy délitel ¢isla w ¢islem 2%, neziskame zadny dalsi délitel

ve tvaru 4m + 1, respektive 4m + 3.

1. Jelikoz je m soucet ctvercii, pak podle Véty 1.4 je 8; sudé pro vSechna
je{l,...,1} a déliteli qu jsou 1,¢q5,47,. .. ,qu, z nichZ 52—” +1ljetvarudm+1a
% tvaru 4m + 3. Platnost ukédZeme matematickou indukci vzhledem k [.

Necht | = 1. Jelikoz vSechny délitelé p{* ---pp* jsou tvaru 4m + 1, pak pro

ag B

Pyt pRtgr " plati
a1 ar By _ o oy Bl
dy(py* - pRtat) = do(py™t - oY) 5 t1)
a1 o By __ aq ay Bl
ds(pi* - pprat) = di(pi™ - - - py, )(7> ,
a tedy

ag B

ra(pyt oot at) = Ada(pyt o pt) = (Pt D) -
Necht pro [ — 1 plati

ra(pS PR ) = (S P
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potom

By
dy (pS - - .pgkqfl .. .qlﬁl) =dy(po - .pgkqfl g

| =

_|_

—_
~_

IS8

+dy(pyt - pte gy

=D 7 N

dy(p - peeg gy = (S - P )

/\[\')

MI@\b N

+
—
N~—

_I_ dS(p?l . .pqulﬁl P q[ﬁi_ll
a tedy

7"2(p(1)‘1 .. pqulﬁl .. qigl) = 4d1<p(1)ll o p;:kqlﬁl .. qfiil)

Br—
= ry(pSt - .pgkqfl )

= 7ro(p" - pR*) -

2. Opét ukazeme platnost tvrzeni matematickou indukei vzhledem ke k. VSechny
délitelé p{t - - - pi* jsou tvaru 4m + 1 a déliteli p$* jsou 1, p;, p?, ..., p5.

Je-li k =1, pak dq(p]!) = (a1 + 1) a tedy
ra(pit) = 4(on +1).
Necht pro k& — 1 plati

ro(ptt - ptt) = 4l + 1) - (ap1 + 1),

potom
di(py" - pit) = di(pyt - p ) (on + 1)
=(ag+1)--(ar+1),
a tedy
ro(pit - oppt) =4(ag +1) - - (o + 1) .
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Véta 2.4. Necht n = 2°p{* -- pgkqlﬁ1 . ~qlﬁl je prirozené ¢islo a p; =1 (mod 4),
¢; =3 (mod 4) jsou riznd prvocisla. Pak pro pocet vsech zpisobu vyjddient ¢isla

n ve tvaru souctu dvou ctvercu plati
ro(n) =2 (1 — (=1)P - BHD) (qp + 1)+ (g + 1)

Dikaz. Je-li n soucet dvou c¢tverctl, dostaneme 2. ¢ast véty 2.3. Neni-li n soucet

dvou ¢tverci, je alesponi jedno f3; liché, a tedy ro(n) = 0. ]

Poznamka 2.2. Hodnota rs(n) nezalezi na hodnotach pi,...,pk,q1,-..,q, ale

pouze na jejich mocninach.

Vratme se nyni opét k funkci Ro(n) a pokusme se najit jeji zajimavéjsi vy-
jadfeni nez ve vztahu (6). Podivejme se, zdali existuje néjaké souvislost tohoto
vyjadieni s funkci ro(n).

Miuzeme psat

o) -(ome)-fme-

n>0 n>0
—4Za q—4251 )q" +1
n>0 n>0
_1—1—42 ) —s1(n )q”
n>1

—1—1—42 s2(n) + 2b(n) — s1(n))q" .

n>1

Podle véty 2.2 ale také plati

(Z q”z) =14 r(n)g",

n>1

a porovname-li koeficienty u stejnych mocnin, dostaneme pro n > 1
ra(n) = 4(s2(n) + 2b(n) — s1(n)) .
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Nyni vyuzijeme vztahu (6) a dosazenim a upravenim ziskdme

ra(n) + 4(s1(n) + s2(n))
2 :

Ry(n) = (10)

Podivame-li se na funkéni hodnoty funkci s1(n) a s3(n), zjistime, ze pron > 1
jsou bud obé nulové, nebo je-li s;(n) = 1, je sy(n) = 0, respektive naopak. Toto
plati, jelikoz kdyby platilo 22 = 2y? pro n&jaki z,y € N, pak 2] = V2, co? je
spor, jeliko# v/2 neni racionélni &islo. Soucet s;(n) + s2(n) je tedy 0 nebo 1.

Vztah (10) mizeme také napsat jako

_ di(n) — ds(n) + s1(n) + sa2(n)
5 ;

Ry(n)

a protoze Ry(n) je nezaporné celé Cislo, je di(n) — ds(n) + si(n) + sa2(n) sudé.

Potom tedy pro kazdé n > 1 plati

Ry(n) = [MW _ P"z(n)w |

. (1)

2.2 Nejmensi ¢isla s vlastnosti ro(n), Re(n)

Pro s > 1 ozna¢me N; = {n € N | r3(n) = s}. Potom podle Véty 2.3 je kazdy

prvek mnoziny N, ve tvaru

n — 2ap(1)l1 . pgkqfﬁl . qfﬁl ,

kde p; =1 (mod 4) a ¢; = 3 (mod 4) jsou rizna prvocisla a pro o, ..., oy plati,
zedlag+1)--- (o +1) =s.

Pokud 4 | s, jsou tyto mnoziny zfejmé nekonecné. Podivejme se nyni, jak
vypadaji jejich nejmensi prvky, jinymi slovy nejmensi ¢isla s vlastnosti ro(n) = s.

Podle Véty 2.3 pro kazdé n € N, plati ro(n) = ra2(pi™ - pp*). Uvazujme
déle, ze p1,...,pr je posloupnosti k prvnich prvocisel tvaru 4m + 1 a mnozina
A = {(ay,...,ax) € N* | a; > ... > .} je mnozina viech feSeni rovnice
4(a1+1) -+ (ap+1) = s. Potom nejmensi ¢islo s vlastnosti ro(n) = s je nejmensim
prvkem mnoziny {pi* ---p* | (aq,...,ap) € A}.

Obdobné pro s > 1 oznaéme M; = {n € N | Ry(n) = s}. S vyuzitim vztahu
(11) mzeme psat My = Ngg U Ngs_4.
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Piiklad 2.1. Najdéte nejmensi ¢islo n, pro které plati Rq(n) = 50.

Hledame tedy nejmensi prvek mnoziny N499UN3gs. Nejprve nalezneme vsechny

(a1,...,ap) € NF a; > ... > ay, pro které plati

Aoy + 1)+ (g + 1) = 400
Aoy + 1) (ap + 1) = 396

a pro posloupnost p1,..., pr prvnich k prvocisel tvaru 4m + 1 ur¢ime nejmensi z

cisel pi* - - - pp*.

9=11-3-3
=11-9
=33-3

100=5-5-2-2 (o, g, a3, ) = (4,4,1,1) 5.13%17-29
=25-2-2 (o1, o0, v3) = (24,1,1)
=10-5-2 (o, a9, c3) = (9,4,1)
=5-5-4 (a1, an, a3) = (4,4,3) 5.13%.17°
=502 (o, 00) = (49, 1)
=25-4 (a1, a0) = (24, 3)
=20-5 (o, ) = (19,4)
=10-10 (o, 9) = (9,9)
=100 (a1) = (99)
(a1
(a1
(
(a1

=99

Porovname-li v8echna éisla p{* - - pi*, vidime, Ze nejmensim z nich je ¢islo
51.13%.17- 29, a tedy nejmensim pfirozenym ¢islem, pro které plati Ry(n) = 50,
je 8800358 125.
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3 Nalezeni vyjadreni

V predchozich kapitolach jsme se zabyvali nutnymi a postacujicimi podmin-
kami, které ¢isla ve tvaru souc¢tu druhych mocnin spliuji, a po¢tem jejich rtiznych
reprezentaci. Vime tedy, ktera ¢isla lze vyjadrit, a kolika zptsoby. Nyni se nabizi

otazka, zdali existuje néjaky efektivni zptisob, kterym lze tato vyjadieni nalézt.

3.1 Euklidav algoritmus

Euklidtv algoritmus je algoritmus pro nalezeni nejvétsiho spolecného délitele
(NSD), ktery je popsan napi. v [5] na strané 11. Pro ucely této kapitoly zminime
pouze nékteré jeho vlastnosti, které vyuzijeme v ditkazu spravnosti jeho uziti k

nalezeni reprezentace prirozeného ¢isla jako souctu dvou ctvercti.

Necht rq > r;. Uvazujme nésledujici posloupnost rovnic, které popisuji Eukli-

dtv algoritmus,

To = @171 + T2 7"1>7’2>O,
1= Qor2 + 13 T >13 >0,
Th—2 = Qn-1Tn—1 1+ Tn Tn—1 > Tp > 07
Tn-1= QuTn rn = NSD(rg,71) .
Pak je posloupnost rq = a,r; = b,ry, -+ ,r, posloupnosti zbytkid Euklidova al-

goritmu s vychozimi hodnotami a a b.

Pro posloupnost {r;}{ plati vztah

To=a,
r = b,
T =19 — ¢i—1Ti-1 pro i > 2 (12)

a zpétnym dosazenim mutzeme kazdé r; vyjadrit jako linedrni kombinaci vstupnich
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hodnot a a b. Tedy ve tvaru
r; = S;a + tzb (13)

pro jista s; a t;.
Dosadime-li (13) do vztahu pro r; a porovname-li koeficienty u a a b, dosta-

neme stejné vztahy i pro posloupnosti {s;}y a {t;}5.

So — 1 to =0
S1 = 0 tl =1
S; = Si—2 — @i—15i—1 ti =12 — qi—1t;1 pro ¢ > 2

Pfi blizsim pohledu na posloupnost {#;}{ si mtizeme v§imnout nékterych vlast-
nosti.
1. Jelikoz je ¢; > 1 pro kazdé i € {1,...,n}, plati pro i > 1
t;

i1

<0

2. Je-li ¢4 > 2, pak je posloupnost {|t;|}§ rostouci. Jelikoz pro i > 1 maji

kazdé dva po sobé jdouci ¢leny opacna znaménka a |t;| > 0, pak plati
tiv1| = [tio1] + qilts (14)
a jelikoz |ta| = q1 > |t1], je pro kazdé i

tira| > |t

Plati-li pro vstupni hodnoty a a b, ze NSD(a, b) = 1. Pak lze kazdy zbytek r;
vyjadiit ve tvaru r; = f(qis1, - - -, qn), kde funkce f(qi,...,q,) je ve tvaru souctu
soucinu ¢ - - - ¢, a dale vSech soucint, které vzniknou z ¢, - - - ¢, vynechanim vsech
dvou po sobé jdoucich ¢lenti ¢;q; 11 a dale vynechanim vsech takovych ¢leni z takto
vzniklych soucini. V pripade€, ze n je sudé, je vynechani vSech po sobé jdoucich

¢lenti rovno 1. Napiiklad, f(q1,¢2, 3, 1) = (102431 + 162 + 1qa + q3qa + 1.

JelikoZ |t;11] = q|ti| + |ti—1] a je-li ¢ > 2, pak [t;| > |t;—1], a definujeme-
i th41 = tn1 — Gutn, je posloupnost {|¢;|}L., posloupnosti zbytki Euklidova
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algoritmu s vychozimi hodnotami [t,.1| a |t,|. Vidime, Ze pfi aplikaci algo-
ritmu s témito hodnotami je posloupnost {¢;} v obrdceném pofadi. Protoze

NSD(|tps1l, [tn]) = 1, je ro = flq1, - s qn) = f(qn, - q1) = |tnaa]-

3.2 Algoritmus nalezeni vyjadieni
Necht p je prvocislo tvaru 4k + 1. Algoritmus nalezeni reprezentace p jako

souctu dvou ¢tverci sestava z nasledujicich dvou krokii.

1. Nalezneme z takové, ze 22 = —1 (mod p).
2. Provedeme Euklidiv algoritmus s vychozimi hodnotami p a x. Prvni dva

zbytky mensi nez ,/p jsou hledané hodnoty.

Podle Lemmatu 1.2 vime, %e x, pro které je 2> = —1 (mod p), existuje. Po-

divejme se nyni na to, jakym zpiisobem jej miizeme nalézt.

Definice 3.1. Necht @ € Z a n € N. Rekneme, Ze a je kvadratickym zbytkem

modulo n, jestlize existuje k € N takové, ze k* = a (mod n).

Véta 3.1. (Eulerovo kritérium)
Necht p > 2 je prvoéislo, a € Z a NSD(a, p) = 1. Pak 2*> = a (mod p) md dvé
resent, pravé tehdy kdyz a?~Y/?2 = 1 (mod p), a Zddné tesend, prdvé tehdy kdyZ

aP~V/2 = —1 (mod p).

Dikaz. viz. [5] str. 101. O

Dusledek 3.1. Necht p > 2 je prvocislo, a € Z a NSD(a,p) = 1. Pak a neni
kvadratickyj zbytek modulo p, prdavé tehdy kdy? a?~Y/? = —1 (mod p).

Diikaz. Plyne primo z Definice 3.1 a Véty 3.1. ]

Pro nalezeni feseni rovnice 22 = —1 (mod p) pro p = 4m + 1 tedy nejprve

nalezneme ¢ € N, které neni kvadratickym zbytkem modulo p. Podle predchoziho
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disledku je ¢®™ = —1 (mod p). Za ¢ volime prvociselné hodnoty a testujeme

splnéni podminky, dokud jej nenalezneme. Za = pak bereme ¢™ (mod p).

Pred samotnym dikazem spravnosti tohoto algoritmu si vyzkousejme jeho

uziti na néjakém konkrétnim ptikladu.

Priklad 3.1. Najdéte vyjadieni prvocisla 1993 jako soucet ¢tvercu.

Cislo 1993 je ve tvaru 4m + 1, kde m = 498. Podle piedchoziho zjistime, Ze
5 neni kvadratickym zbytkem modulo 1993, a tedy x = 5% (mod 1993) = 834,

V1993 ~ 44.64.

zbytek

p=1993 | z =834 325
834 325 184

325 184 141

184 141 *43

141 43 *12

Podle tabulky jsou hledana ¢isla 43 a 12. Snadno
skutecné 432 + 122 = 1849 + 144 = 1993.

3.2.1 Dukaz spravnosti algoritmu

Dikaz. Uvazujme nejprve, Ze x je feSenim rovnice x

plati < p — x. Potom NSD(p, x)

2

=1ap > 2z

se mizeme presveédcit, ze

= —1 (mod p), pro které

z cehoz plyne ¢ > 2 a

ltni1| = p. Ze vztahu (13) také dostaneme t;b = r; (mod a), a tedy t,x = 1

(mod p). Vynésobime-li obé strany této rovnice x, dostaneme ¢, = —x (mod p).

Jelikoz [t,| < p, je t, bud —x, nebo p — x. Druhy pfipad neni mozny, jinak by

byla posloupnost {¢;} delsi nez {r;}. Tedy t,, = —z. Posloupnost {|t;|}, je tudiz

také posloupnosti zbytkl Euklidova algoritmu s vychozimi hodnotami p a x, a

tedy plati

[til = rpy1—i .
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Navic, jelikoz t; = 1, t, = —z a posloupnost {t;}7 méni s kazdym ¢lenem zna-

ménko, je n sudé.

Dosadme nyni rovnost |t;| = 7,41-; do vztahu (14) a dostaneme tak
Tn—i = Tn+2—i T ¢ilny1—i - (16)
Podle (12) plati také r; = r;_o — g;—17;—1 a polozime-li i = n + 2 — i, dostaneme
Tn—i = Tn42—i T Qn1—iTn41—i - (17)

Porovname-li rovnosti (16) a (17), vidime, Ze ¢; = ¢n41-;. Posloupnost {¢;}} je

tedy symetricka kolem svého stiedu.

Ze vztahu (13) také plyne, ze t;x = r; (mod p). Umocnénim obou stran rov-
nice ziskdme r? + t? = 0 (mod p), coZz mizeme pomoci (15) upravit a prepsat
na

2412, =0 (modp).
Specidlné pro ¢ = n/2 pak na
TZ/Q +Ti/2+1 =0 (mod p).
Nyni staci jen ukazat, Ze r, /o je prvni zbytek mensi nez ,/p. Potom
§ = Ti/z + 7"121/2+1 <2p,

a protoze p | s, dostaneme okamzité s = p.

Zbytek 1,/ mizeme vyjadtit pomoci funkce f jako 7,/ = f (Gn [2415 -5 Qn) B
s vyuZitim symetrie posloupnosti {¢;}7 dostavame

T721/2 = f(Q17 s 7qn/2)f(Q’rl/2+17 s 7Q71> )

kde kazdy ¢len tohoto soucinu je obsazen i v f(qi,...,q,) = p. Potom Ti/z <p,

a tedy plati
Tnj/2 < \/ﬁ
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JelikoZ je 7,/ > 75,241, potom je 7’721/2 + TZ/Q_H <2p.

Dale ukazeme, Ze pfedchozi zbytek r,/,_; je vétsi nez ,/p. Jako v pifedchozim
piipadé vyjadiime 7,,/2_1 pomoci funkce f jako 7,/2-1 = f(qn/2, Gnj2+1,-- -, qn) @
opét vyuzijeme symetrie {¢;}7. Tedy

7/1721/2—1 = f(Q17 <. 7Qn/2+1)f(qn/27 n/2415 - - - 7qn) .

Kazdy ¢len f(qi,... gn) = p je obsazen v predeslém soudinu, z ¢ehoz plyne, Ze
7"721/2—1 > p, a tedy
Tnj2-1 = \/1_7 .

Aplikujeme-li Euklidiv algoritmus s vychozimi hodnotami p a p — x, pak je
posloupnosti zbytkt p, p—x, x, . . ., kde dalsi ¢leny jsou stejné jako v posloupnosti
zbytkt Euklidova algoritmu s hodnotami p a x. Ziskame tedy stejné vyjadieni

¢isla p jako souctu dvou ¢tverci. O

Pozndamka 3.1. Dtkaz nevyzaduje nutnost prvociselnosti p, ale pouze existenci

feSeni rovnice 2 = —1 (mod p).

3.3 Pouziti algoritmu pro slozena cisla

Podivejme se nyni na existenci feseni rovnice z2 = —1 (mod n) pro libovolnné

prirozené cislo n.

Véta 3.2. Necht a,b a m > 0 jsou celd ¢isla a d = NSD(a, m). Pak rovnice
ar =b (mod m)

md teSent, pravé tehdy kdyz d | b. Jestlize d | b, pak ezistuje d Tesent.

Diikaz. viz. [5] str. 62. O
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Véta 3.3. (Cinskd véta o zbytcich)
Necht ny,...,n, jsou prirozend cisla, pro kterd plati NSD(n;,n;) = 1 pro
vSechna i # j. Necht ay,...,a, jsou libovolnd celd c¢isla. Pak existuje x, které je

resenim systému rovnic
r=a; (mod n;) i=1,...,r. (18)

Dikaz. viz. [5] str. 64. O

Necht n = ny - - -n,, NSD(n;,n;) = 1 pro vSechna ¢ # j. Pak lze snadno ovéfit

7ze x ve tvaru

T

T = Z aibii (mod n), (19)

i=1 i
kde pro kazdé b; plati

bi—=1 (modn),
je feSenim (18). Jelikoz NSD(n/n;,n;) = 1, pak podle Véty 3.2 pro kazdé i €
{1,...,r} takové feseni b; existuje. Jelikoz pro kazdé dvé feSeni x1, x5 systému (18)
plati 21 = x5 (mod n;) pro kazdé i, pak také 1 = x5 (mod n) a tedy  (mod n)

je jediné feseni systému (18).

Necht n = n; - - -n,, NSD(n;,n;) = 1 pro vSechna ¢ # j a necht pro vSechna n,
2

existuji feSeni a; rovnic s* = —1 (mod n;). Potom pro feSeni (19) systému x = q;
(mod n;) proi=1,...,r plati

[)32 = n1k1 —1 s

2> =nk, — 1,
a jelikoz pro kazdé i # j je NSD(n;,n;) = 1, plati

2 _
xr=ny---nk—1,

a tedy z je jednim fesenim rovnice 2> = —1 (mod n). Dalsi feseni dostaneme

FeSenim systému = = a; (mod n;) pro i = 1,...,r pro dalsi kombinace feSeni q;
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rovnic s> = —1 (mod n;). Takto ziskana Feseni jsou rtiznd, jinak by pro nékteré
n; platilo = a;, = a;, (mod n;), kde a;,,a;, jsou dvé riiznd fefeni s> = —1
(mod n;), coz neni mozné, jelikoz tato feSeni tvori dvé rtzné t¥idy kongruence

modulo n;.

Véta 3.4. Necht a je libovolné celé ¢islo, p > 2 je prvocislo a NSD(a,p) = 1. Pak
pron > 1 plati, Ze 2> = a (mod p) md resend, prdvé tehdy kdyz > = a (mod p")

md Tesent.

Diikaz. viz. [7] str. 67. O

Uvazujme, Ze x je feSenim rovnice > = —1 (mod p"), tedy z? = bp" — 1. Pak
pro Feseni rovnice y> = —1 (mod p"™) plati y = x + 2p™ (mod p"*™), kde z je
feSenim 222 = —b (mod p).

i = (x + zp")2

bp" — 14 2x2p" = (2zz + b)p" — 1

—1  (mod p™)

Ukazme, Ze p { 2x. Potom podle Véty 3.2 takové z exisutje. Z 22 = —1 (mod p")

plyne, Ze 2 = —1 (mod p), atedy  # 0 (mod p), neboli p t z, z cehoz dostavame
p1 2.

Podle ditkkazu Véty 3.4 uvedeného v [7] maji rovnice 22 = —1 (mod p) a
r? = —1 (mod p") stejny podet Feseni.

Véta 3.5. Necht f(x) je dany polynom s celociselnymi koeficienty. Pro prirozené
¢islo n oznaéme N(n) jako pocet vsech tesent rovnice f(x) =0 (mod n). Jestlize

n =mning a NSD(ny,ne) =1, pak N(n) = N(ny)N(ns).

Diikaz. viz. [5] str. 70. O

Necht n je pfirozené ¢islo. Nejprve pomoci vySe uvedenych vét rozhodneme,

zdali existuje néjaké jeho vyjadieni jako souctu dvou ctverci. Jestlize existuje,
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pak je n ve tvaru

2 2
n — 20<p?1 ”,pqulﬁl "'qlﬁl’

kde p; =1 (mod 4) a ¢; = 3 (mod 4) jsou rizna prvocisla. Dale oznac¢me

2p7t -k pro liché «
p et
pite Rt pro sudé o
a ¢ = n/p. Pak podle Véty 2.3 a (11) plati Ry(n) = Ry(p) a pro kazdé vyjadieni
x? 4 y? &isla p je (qz)? + (qy)? vyjadfenim éisla n.

oy p - SR . .
Pro kazdé m = ¥ nalezneme vSechna feseni rovnice s> = —1 (mod m), ktera

podle Lemmatu 1.2 a Vét 3.3 a 3.4 existuji. Pro vSechna feseni s < % aplikujeme
Euklidav algoritmus s vychozimi hodnotami m a s. Prvni dva zbytky mensi nez
Vv/m jsou fesenim x? 4+ y* = m, respektive (dgx)? + (dgy)? = n.

Podle [5] kapitoly 3.6 tvoii takto nalezena FeSeni vSechna vyjadieni n jako

souc¢tu Ctvercn.
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Zaveér

V tuvodni kapitole jsme ukazali, jak lze na zakladé prvociselného rozkladu
charakterizovat prirozena cisla ve tvaru souctu dvou ctvercti. Poté jsme shrnuli
dva zptsoby, kterymi lze urcit pocet dvou riiznych zptisobi vyjadieni téchto cisel.
V posledni kapitole této prace jsme se zabyvali existenci feseni rovnice 22 = —1
(mod n) pro libovolné pfirozené ¢islo n a vyuzitim téchto FeSeni a vlastnosti

Euklidova algoritmu pro nalezeni téchto reprezentaci.
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