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Uvod

Cilem této préce je Ctenaii predstavit dva rozdilné pristupy analyzy kate-
gorialnich dat, aplikovat oba pristupy na data a na zakladé vysledku je porov-
nat. Prvni pouzitou metodou bude zobecnény linedrni model, konkrétné model
logitu sousednich kategorii, tou druhou je analyza kompozi¢nich dat. Metody bu-
dou aplikovany na redlna data o nehodéach cyklistu a analyzy budou provadény
vyhradné s vyuzitim softwaru R.

V tvodni kapitole si predstavime zékladni poznatky pro pochopeni zobecné-
nych linearnich modelu, pripomeneme si klasicky linedrni model a nésledné uve-
deme, v cem spociva zobecnéni a popiseme princip metody maximalni vérohodno-
sti vyuzivané k odhadu parametru. V druhé kapitole bude predstaveno nékolik
ruznych logitovych modelu pro analyzu nominalnich a ordinalnich dat. V zavéru
této kapitoly bude také uveden jeden z alternativnich modelu pro analyzu or-
dindlnich dat a to model logitt sousednich kategorii (z anglického adjacent catego-
ries logit model), ktery bude v praktické ¢dsti pouzivan pro porovnani
s kompoziécnim modelem. Bude zde také uveden nazorny ptiklad pro aplikaci
ACL modelu. Ve tieti kapitole se podivame na teoretické zdklady analyzy kom-
pozic¢nich dat. Uvedeme si zde zakladni definice pro kompozi¢ni data, definujeme
si Aitchisonovu geometrii a logratio transformaci. V zédvéru této kapitoly si také
predstavime binarni sekvenc¢ni déleni, které ndm v praktické ¢asti umozni vhodné
vyjadreni soutadnic ziskanych z logratio transformace.

Ve ctvrté kapitole se dostavame k praktické ¢asti, kde si v ivodu predstavime
data, se kterymi jsme pracovali, a provedeme par grafickych znazornéni téchto
dat pro snazsi predstavu toho, co data znazornuji. Postupné prejdeme k vyjadieni
potiebnych modelu, které budou porovnavany, a vyjadiime si vztahy mezi jejich
parametry. V dalsi podkapitole provedeme s vyuzitim softwaru R odhady pa-
rametru téchto modelu, parametry interpretujeme a podivame se i na presnost
téchto odhadu. V nasledujici podkapitole modely obou pfistupt porovname, dale

budou obé metody aplikovany jesté na jiny datovy soubor a v zavéreénych dvou



podkapitolach odhadneme pro oba pristupy varianéni matici metodou maximalni

vérohodnosti.



1. Zobecnény linearni model

V kapitole 1.1. si pripomeneme podobu klasického linearnitho modelu, v 1.2.
si pak ukazeme, v ¢em spociva zobecnéni a jak vypadaji jednotlivé slozky zo-
becnéného modelu a na zavér se v kapitole 1.3. podivame na odhad parametru me-

todou maximalni vérohodnosti. K vypracovani této kapitoly bylo cerpano zejména

2 [1], 14, I8, 19

1.1. Klasicky linearni model

Pripomenme si nejdiive, jak vypada klasicky linearni model. V klasickém
linedrnim regresnim modelu hleddme souvislost mezi ndhodnymi vysvétlovanymi
velicinami Y7, Ys, ..., Y, a vysvétlujicimi nendhodnymi velicinami x4, xs, ..., x,, kde
z; = (T, Ti2, ..., Tip). Pedpoklddejme tedy, ze hodnoty zavislé proménné Y; se

skladaji ze systematické a nahodné slozky

E:50+Zﬁjxij+5ia izl,...,n €iNN(O,02).
J

Nahodn4 slozka mé v obyc¢ejném regresnim modelu normalni rozdéleni s nulovou
stiedni hodnotou, konstantnim rozptylem o2 a ndhodné slozky jsou nekorelované.

Diky tomu muzeme stfedni hodnotu vyjadrit jako

E(Y;) = Bo+ Zﬁjl’zj, 1=1,...,n.
j

Parametry modelu 8 = (o, A1, ..., 3,) odhadujeme pomoci metody nejmensich

Ctvercu.

1.2. Slozky zobecnéného linearniho modelu

Zobecnéni nam umozni poruSit nékteré z predpokladu klasického modelu
a uvazovat pro veliciny Y7, Ys, ..., Y, jiné nez normalni rozdéleni. Nahodna slozka
zobecnéného linedrniho modelu se sklada z vysvétlované proménné Y s nezavislymi
pozorovanimi (yi,...,y,) 2z prirozené rodiny exponencidlnich rozdéleni. Funkce

hustoty pravdépodobnosti této rodiny ma potom tvar

9



f(i; 0:) = a(0:)b(yi)exply:; Q(0:)].

Specialnim piipadem je nékolik dulezitych rozdéleni, véetné Poissonova, bino-
mického, ale také normalniho rozdéleni. Hodnota parametru 6; se muze pro ruzna
1 = 1,...,n liSit v zavislosti na hodnotach vysvétlujicich proménnych a a, b zde
predstavuji nezdporné funkce. Vyraz Q(0) se nazyvé prirozeny parametr.

Necht x;; vyjadiuje hodnotu j-tého prediktoru pro i-té pozorovani. Oznacme
7]2:25]37”, Zzl,,n
J

Systematicka slozka zobecnéného linedrniho modelu vyjadiuje linedrni vztah mezi
vektorem (71, ..., ) a vysvétlujicimi proménnymi. Linedrni kombinace vysvétluji-
cich proménnych se nazyva linedrni prediktor. Obvykle je jedno z x;; = 1 pro
vsechna i, odpovidajici koeficient v modelu predstavuje absolutni clen.

Treti slozkou modelu je tzv. linkova funkce, kterd propojuje systematickou
a nadhodnou slozku. Necht p; = E(Y;),i = 1,...,n. Model propojuje u; a n; podle
vztahu 7; = g(p;), kde linkova funkce ¢ je monoténni a diferencovatelnd. Odtud

muzeme vidét, ze g spojuje E(Y;) s vysvétlujicimi proménnymi pomoci vztahu
g(ul) :Zﬂjxiﬁ 1= 1,...,71.
J
V pripadé klasické regrese je linkovou funkei identita.

1.3. Odhad parametri metodou maximalni vérohodnosti

Principem metody maximalni vérohodnosti je najit odhad parametru 6 (popfi-
padé vektoru parametri), ktery maximalizuje pravdépodobnost, ze pozorované
hodnoty pochézeji z predpokladaného rozdéleni pravdépodobnosti.

Uvazujme ndhodny vybér Y7, ..., Y,,. Mame tedy n nezavislych stejné rozdéle-
nych ndhodnych veli¢in (i.i.d.) s hustotou f(y, @), kde 8 predstavuje vektor nezné-
mych parametru. Sdruzena hustota odpovidajici n realizacim yy, ..., 3, nahodné

veliciny Y pak ma tvar:

FWis s Un | 6) = H?:1 f(yi;0).
10



Hlavni myslenkou metody maximélni vérohodnosti je divat se na sdruzenou hus-
totu nikoliv jako na funkci y1, ..., y,, ale jako na funkci vektoru 6 pii pevné danych
hodnotéch yi, ..., y, a vybrat ze vSech moznych hodnot @ tak, ze vyse uvedeny
vyraz nabyva svého maxima. Za timto uc¢elem zavadime tzv. vérohodnostni funkci

ve tvaru

L(0 ‘ Y1, 7yn) = f(yla <oy Yn ‘ 9)7

coz je vyjadreni shodné se sdruzenou hustotou, kde ovSsem jako proménna vystu-
puje vektor nezndmych parametru #. Maximélné vérohodny odhad vektoru pa-
rametru @ znacime jako EMLE, a je to ¢iselny vektor, ktery maximalizuje funkci

vérohodnosti, tedy

OMLE = argmaXgco L(o | Y1, ‘“7yn)7

kde © predstavuje parametricky prostor, tedy prostor vSsech moznych hodnot
vektoru 6.

Mnohdy je lepsi maximalizovat logaritmus vérohodnostni funkce. V této préaci
budeme vSechny logaritmy brat jako ptirozené logaritmy. Tuto tzv. logaritmickou

vérohodnostni funkci pak muzeme uvést ve tvaru

10| Y1,y yn) = log L(O | Y1, ., yn) = log [T, f(vi;0) = S0 log f(yi; 6).

Je-li vérohodnostni funkce diferencovatelnd, lze najit maximélné vérohodny od-
had jako staciondrni bod funkce L nebo I. Resime tedy systém rovnic, kdy
polozime prvni derivace vérohodnostni funkce (jejiho logaritmu) podle parametru
rovny nule. Néasledné bychom méli také ovérit, zda nalezené feseni je opravdu ma-

ximum. Toho docilime naptiklad pomoci druhych derivaci.

11



2. Logitové modely pro multinominalni data

V této kapitole budou uvedeny ruzné modely, které vyuzivaji tzv. logitu, kde

logit pravdépodobnosti p chapeme jako

logit(p) = log (L)

I—p

V kapitole 2.1. si predstavime model pro nominalni data, ktery pro kazdy par
kategorii pouziva jiny logitovy model. V kapitole 2.2. se potom podivame na
model pro ordinalni data, ktery vyuziva logiti kumulativnich pravdépodobnosti.
V kapitole 2.3. pouzijeme pro tyto pravdépodobnosti jiné linkové funkce. V kapi-
tole 2.4. bude jesté predstaven jeden z alternativnich modelu pro ordinalni data
a to model pro logity sousednich kategorii (adjacent categories logit model — ACL
model). V zavérecné ¢asti druhé kapitoly si jesté uvedeme vzorovy priklad pro

uziti ACL modelu. K vypracovani této kapitoly bylo ¢erpano vyhradné z [1], [2].

2.1. Nominalni data: logitové modely s referencni kategorii

Necht Y je kategorickd proménna s J kategoriemi. Oznacme
mi(@) = P(Y = j | ). Musi platit }_ mj(x) = 1 Vz. Pocty vyskytu jed-
notlivych variant povazujeme za nahodny vektor s multinomickym rozdélenim
s pravdépodobnostmi {m (), ..., 7;(z) }. Pravdépodobnosti 7;(2) muzeme po dvo-
jicich porovnavat, napiiklad pro skupiny m; a mo muzeme vztah mezi nimi vyjadrit
jejich podilem m /79, ktery vyjadiuje Sanci kategorie 1 proti kategorii 2. Pocet
vsech dvojic, které muzeme porovnéavat, je roven (‘2]) S danym vybérem J — 1
dvojic se ty zbylé stavaji nadbyteénymi, coz vyplyva z nize uvedeného vztahu
(1).

Logitové modely paruji kazdou kategorii odpovédi s referencni kategorii, za
kterou je casto brana posledni kategorie nebo naptiklad ta, kterou povazujeme

za nejbéznéjsi, coz muze byt takova kategorie, jejiz pravdépodobnost je nejveétsi.

12



Model

7;(x)
7TJ(.’L')

log =a;+Bx, j=1,.,J-1,
popisuje efekt & na téchto J — 1 logitu. Efekty se lisi v zavislosti na tom, ktera
kategorie je zrovna parovana s referenc¢ni. Téchto J — 1 rovnic urcuje parametry

i pro logity ostatnich para kategorii, nebot plati

7Tb($) 7TJ(IL') 7TJ($).

tog 72 _ 1o Tel®) o, M) (1)

Odvod'me ted vzorec pro pravdépodobnosti zastoupeni jednotlivych skupin 7;(x)

Potfebujeme vyjadfit pravdépodobnost 7, (z). Vektor pravdépodobnosti (m (),
mo(x), ..., m;(x)) mizeme piepsat ve tvaru (m;(z)exp(oy + B12), ms(x) exp(ay +

B5x), ..., m5(x)). Odtud se dostdvame k nasledujicim tipravam

() (1 + Zgi exp(ay + ﬂ;lm)) =1,
1

J—1 '
1+ S explan +ﬁ;x>)

h=1

,(x) =
(

S takto vyjadienym 7;(2) uz muzeme piejit k findlnimu vzorci pro pravdépodobno-
sti m;(x)

expla,; + '
mi(x) = J?(J hi2) L oj=1,..,J—1.

1+ Y exp(ay, + B,x)
h=1

13



2.2. Ordinalni data: modely kumulativnich logitia

Modely, které berou v ivahu ordinalni povahu dat, maji fadu vyhod a zlepsuji
silu modelu. V této kapitole se podivame na nejpopularnéjsi modely pro ordinalni

data.

2.2.1. Kumulativni logity

Jeden zpusob, jak vyuzit ordinality kategorii, je s vyuzitim logiti kumula-

tivnich pravdépodobnosti
P(Y§j|$):7l'1<$>++ﬂ](m), j:1,7j—1
Kumulativni logity jsou definované jako

Py <jlz) _
L-PY <jlz)

logit[P(Y < j | x)] = log

g @t @)
7Tj+1($) + ...+ 7TJ<$>

Kazdy kumulativni logit vyuziva vSech J kategorii.

2.2.2. Model proporcionalnich sanci

Model, ktery vyuziva vSech kumulativnich logiti zaroven, ma tvar
logit[P(Y <j|z)]=a;+B82, j=1,...,J—1.

Kazdy kumulativni logit ma svij absolutni clen. Tyto ¢leny {«;} rostou s tim,
jak roste j, nebot pro pevné dané z roste s j také pravdépodobnost P(Y < j | z)
a logit je rostouci funkci této pravdépodobnosti. Tento model ma stejné parametry
B pro vSechny logity.

Model kumulativniho logitu uvedeny vyse spliuje vztah

logit[P(Y < j [ 21)] — logit[P(Y < j|zy)] =

P <jle)/PY >j13) _ g o
PV <i|z)/PY > 5 a) 0"

14
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Nazvéme podil P(Y < j | 1)/P(Y > j | 1) kumulativni Sanci, jejich pomer
potom nazyvame kumulativni pomér sanci. Sance, Ze pii = 2, nastane situace
ze skupiny < j, je exp|B'(x; — x5)]-krdt vétsf nez pii @ = x,. Logaritmus ku-
mulativniho poméru Sanci je proporcionalni ku vzdalenosti mezi £, a x,. Stejna
proporcionalita plati pro kazdy logit. V piipadé jednoho prediktoru je kumula-

tivni pomér sanci roven e”, pokud z; — zo = 1.

2.3. Ordinalni data: modely kumulativniho linku

Modely kumulativniho logitu vyuzivaji logitovy link. Stejné jako v piipadé
jednorozmeérného zobecnéného linearnitho modelu existuji i dalsi linkové funkce.
Necht G~ je linkova funkce, kterd je inverzi distribuéni funkci G néjaké spojité

nahodné veliciny. Model kumulativniho linku
GHP(Y <jlz)=0a;+ B2

vyjadiuje vztah mezi kumulativnimi pravdépodobnostmi a linearnim predikto-

rem. Logitovd linkova funkce G~'(u) = log[u/(1—wu)] je inverzi distribu¢ni funkce

1
logistického rozdéleni, kterou muzeme vyjadiit jako G(v) = =
e~V

2.4. Logity sousednich kategorii (ACL)

Modely pro ordinédlni data nemusi vyuzivat kumulativnich pravdépodobnosti.
Jednim z takovych alternativnich modelu je ACL. Logity sousednich kategorii

maji tvar

logit[P(Y =j|Y =j nebo YV =j+ 1) =log—2, j=1,..J—1.
Tj+1

Logity ACL maji souvislost s logity s referen¢ni kategorii. Logity s referencni

kategorii muzeme vyjadiit pomoci ACL jako

Ty T+l

my—
+log + ...+ log — =L, (2)

7‘(‘.
log —~ = log
T Tji+1 Tj+2 T

15



a naopak ACL muzeme vyjadrit pomoci logitu s referenéni kategorii:

" :logﬂ—logwﬁl, jg=1..,J—-1

Tj+1 w; 4w

log

Modely vyuzivajici logity sousednich kategorii mohou byt vyjadieny jako modely

logitu s referencni kategorii. Uvazujme naptiklad ACL model

o @)

o +fz, j=1,..,J-1,
Tj1() ’

se spole¢nym parametrem B. Priddanim (J — j) vyrazu se dostaneme k ekviva-

lentnimu modelu pro logit sousednich kategorii. Vyuzijeme zde vztahu (2).

() k=j Tk+1

T J—1 T J—1 , ,
10gﬂ:z d :];‘(Oék+ﬁ93):(Z'Olk>+(<]—j)ﬂ$=
=i+ By, j=1,..,J-1,

kde u; = (J — j)xz. ACL bere v potaz usporadani kategoril Y. Pokud bychom
napiiklad neuvazovali ordinalitu, tak dostaneme (J — 1) modelu, kde kazdy
z nich bude mit sviij rozdilny parametr ;. ACL nam pravé diky usporadani

v kategoriich umozni efekt popsat jednim parametrem namisto (J — 1).

2.5. Priklad: spokojenost v praci

Na zaver této kapitoly si jesté uvedeme ptiklad na tvorbu ACL modelu, je-
likoz prave tuto metodu budeme pii analyzovani dat pouzivat nejvice. Vyuzijeme
prikladu z kapitoly 7.4.2 z [l]. Tabulka 1 se zabyva vztahem mezi spokoje-
nosti afroameri¢anu (muz, zena) v préaci (Y) a jejich ptijmem. Pro zjednoduseni
pouzivame pro piijem skéry (1,2,3,4). Pro piijem x a pohlavi g (1 = Zeny, 0 =

muzi) uvazujme model

log(mj/mjy1) = aj + Bix + Bag,  j=1,2,3.

16



Tabulka 1: Spokojenost v praci

Spokojenost v praci
Pifjem Velmi Trochu Stredné Velmi
(dolary) nespokojeny spokojeny spokojeny spokojeny
Zena < 5000 11
5000 - 15 000 17
15 000 - 25 000
> 25000
Muz < 5000
5000 - 15 000
15 000 - 25 000
> 25000

Pohlavi

O OO~ OO N -
— O W N~ W W
© 3 Ut DN =~ o

S W =N OtW N

Tento model popisuje Sanci, ze ¢lovék bude velmi nespokojen oproti trochu
spokojen, trochu oproti stfedné spokojen a stfedné oproti velmi spokojen. Model

je také ekvivalentni s modelem logitu s referenc¢ni kategorii
log(ﬂj/ﬂ-‘l):a;+ﬁl(4_])m+52(4_j)gﬂ j:172a3

Vyuzijme ted softwaru R a knihovny VGAM. Nejdifve si vytvoiime datovou

mnozinu, nac¢teme potiebnou knihovnu a aplikujeme ACL model.

> gender = c(1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0)

> money = c(1, 2, 3, 4, 1, 2, 3, 4)

> A = matrix(c(1,3,11,2,2,3,17,3,0,1,8,5,0,2,4,2,1,1,2,1,0
+ ,3,5,1,0,0,7,3,0,1,9,6), nrow = 8, ncol = 4,

+ byrow = TRUE)

> data = data.frame(gender, money, A)

> colnames(data) = c(’gender’, ’money’, ’skl’, ’sk2’,

+ ’gk3’, ’sk4’)

> attach(data)

> library(VGAM)

> acm2 = vglm(cbind(skl, sk2, sk3, sk4) ~ money + gender,
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+ family=acat (reverse=TRUE, parallel=TRUE),data=data)

> summary (acm2)

Na obrazku 1 muzeme vidét odhady parametru vyse popsaného ACL modelu.

Obrazek 1: Odhady parametru

Coefficients:
Value 5td. Error

(Intercept):1 -0.550668 0.67945
(Intercept) :2 -0.655007 0.52527
(Intercept):3 2.025934 0.57581
money -0.388757 0.15465
gender 0.0448594 0.31444

Odhady parametru tedy jsou ﬁAl = —0,389 a B\z = 0,045. 51 < 0 znamena, ze
Sance nizsi pracovni spokojenosti klesa s tim, jak roste piijem, coz je ocekdvany
vysledek. Pomeér sanci exp(—0,389) = 0,68 nam uddvd, ze Sance vzdy té nizsi
z obou skupin spokojenosti klesne 0, 68 - krat, kdyz prejdeme do vyssi kategorie
prijmu. Pomér sanci pro druhy parametr exp(0,045) = 1,05 vyjadiuje, Ze Sance

nizsi pracovni spokojenosti je pro zeny nepatrné vétsi nez pro muze.
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3. Kompozi¢éni data

V této kapitole se seznamime se zaklady teorie kompozi¢nich dat. V ivodni
kapitole 3.1. budou uvedeny zakladni definice kompozi¢nich dat. V kapitole 3.2. se
podivame na Aitchisonovu geometrii, v kapitole 3.3. pak na logratio transformaci
a v zavérecné kapitole 3.4. si predstavime princip binarniho sekvenéniho déleni.
K vypracovani této kapitoly bylo ¢erpéno zejména z [3], [5], [0], [7].

Kompozicni data jsou specidlnim typem mnohorozmérnych dat, kde informaci
nenesou absolutni hodnoty, ale jejich podily. To znamend, ze davaji smysl jen
v tom pripadé, kdy jsou vazana k néjakému celku. Muze se tak jednat naptiklad
o data s procentualnimi podily, kde soucet vSech slozek je roven 100, nebo muzeme

brat data s proporcionalnimi podily na celku, kde je soucet slozek roven 1.

3.1. Zakladni definice kompozi¢nich dat

Definice 3.1. Kladny redlny vektor £ = (xy,...,xp) popisujici kvantitativné
casti néjakého celku nesouct vyhradné relativni informaci mezi slozkami se nazyvd

D-slozkovy kompozicni vektor.

Definice 3.2. Subkompozice x5 kompozice x je vektor (x;y, ..., T;s) urcujici vy-
brané slozky. Subindexy s = (i1, ...,15),1 < iy < ... < iy < D, oznacugi slozky

zahrnuté do subkompozice, nemusi jit nutné o s prvnich sloZek.

Definice 3.3. Uzdvér kompozice x = (x1,...,xp)" vzhledem ke konstantnimu

souctu k je vektor

/

k k
Clz) = | -2, 22

> T > Ti

=1 =1

Definice 3.4. Vektory z,y € Rf jsou kompozicné ekvivalentni, jestlize existuje
¢islo X € RT takové, Ze plati x = My FEkvivalentné lze psdt jako podminku na

uzavery C(z) = C(y).
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3.2. Aitchisonova geometrie

Pro vétsinu redlnych dat je jejich vybérovym prostorem redlny prostor s eu-
klidovskou geometrii, ta v§ak neni pro kompozi¢ni data vhodna. D-slozkové kom-
pozice prirozené indukuji jiny vybérovy prostor, kterym je D-slozkovy simplex

definovany jako

SP = {z = (z1,...,zp)sx; >0,i=1,...,D, i%’ = k}
i=1
Tento simplex S? je podmnozinou R”, kde D > 2. Pro D = 2 tak simplex tvoi{
usecku a pro D = 3 trojtihelnik. Kompozici tedy muzeme interpretovat jako bod
na tomto simplexu.

Protoze v praktické ¢asti pracujeme vyhradné s tiislozkovymi kompozicemi,
tak se ted podivame na to, jak je moiné je zobrazit. Pii praci s daty mizeme
tiislozkové kompozice graficky zobrazit s vyuzitim ternarniho diagramu. Za terné-
rni diagram povazujeme rovnostranny trojihelnik s vrcholy Xi, X5, X3. Kom-
pozice je v ném zobrazena jako bod a hodnoty jednotlivych slozek kompozice
jsou vyjadreny jako vzdalenosti tohoto bodu od jednotlivych stran. Uvazujme

napiiklad kompozici
a=(0,1,0,6,0,3).

Na nésledujicim obrazku vidime zobrazeni této kompozice v ternarnim diagramu.
Cervené usecky znazornuji vzdalenost bodu od jednotlivych stran, tyto vzdalenosti

jsou slozkami kompozice.
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Obrazek 2: Ternarni diagram pro tiislozkové kompozice

X4 Xy

Pro préaci s kompozi¢nimi daty je nutné na simplexu zavést vhodnou geome-
trii, Aitchisonovu geometrii, s operacemi, které poskytuji smysluplné informace
o kompozicich podobné jako v euklidovském prostoru. Zavedeme ted dvé operace
na simplexu, které jsou v D-dimenzionalnim redlném prostoru analogické scitani

vektoru a nasobeni vektoru skaldrem.

Definice 3.5. Perturbace kompozice x = C(zy,...,zp) € SP kompozici y =

C(y1,...,yp) € SP je kompozice x ®y € SP definovand vztahem

xdy=C(x1y1, ..., Tpyp)-

Definice 3.6. Mocninnd transformace x = C(x1,...,xp)" € SP é&islem o € R je

kompozice o ©® x € SP definovand vztahem
a0 =Cxf, ..., z3).
Perturbace a mocninna transformace splinuji nasledujici axiomy:

I. (SP,®) tvoif komutativn{ grupu, tj. pro libovolné kompozice z, y, z € SP

plati

(a) komutativita: x Dy =y D x,
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(b) asociativita: (x Py) Bz=2 D (y D 2),
(¢) neutralni prvek: n = C(1,...,1) a plati z &n =z,

d) inverze: x @z~ ' =n, kde z™' = C(a7?, ..., 25")";
1 D

II. pro libovolné kompozice z,y € S a o, B € R plati

(a) neutralni prvek: 1 © x =z,

(b) asociativita: « ©® (@ ) = (- ) O =,

(c) distributivita: (a+ 8) Oz = (a O x) ® (B O ),
)

(d) distributivita: « @ (2 +y) = (0 O ) ® (O y);

(SP,®,®) je tedy realnym vektorovym prostorem.

Nyni jesté definujeme skaldrni souc¢in, normu a vzdélenost na simplexu.

Definice 3.7. Aitchisoniiv skaldrni soucin kompozic x,y € SP definujeme vzta-

hem

1 &8 o
T.Y), = == log — log —.
Y9 5 5,

Definice 3.8. Aitchisonova norma kompozice x € SP je ddna jako

e, = VT, =5 523 (1o )

i=1j=1 b

Definice 3.9. Aitchisonovu vzddlenost kompozic x,y € SP definujeme vztahem

1 22 i vi\”
o) = e oyl =55 2 2 (log ™~ 1o )

i=1j=1 j Yj

kdezoy=xzd (—10y).

Prostor (SP, @, ®) spolu s operacemi uvedenymi vyse tvoif (D—1)-dimenzionaln{

euklidovsky vektorovy prostor, ktery nazyvame Aitchisonova geometrie na simplexu.
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3.2.1. Logratio transformace

Aitchisonova geometrie na simplexu méa vlastnosti euklidovské geometrie,
avSak az na vyjimky neni vhodna pro statistickou analyzu dat tohoto typu. Aby
bylo mozné vyuzit bézné statistické metody pro analyzu kompozic, byla navrzena
aditivni logratio (alr) a centrovand logratio (clr) transformace. Obé transformace
vsak maji své nedostatky. Alr transformace neni izometricka a nezachovava tak
vzdalenosti, clr transformace sice je izometricka, ale vede k singularni varian¢ni
matici. Tyto nezadouci vlastnosti tak vedly k zavedeni izometrické logratio (ilr)
transformace. Jejim vysledkem je redlny vektor, jehoz slozky jsou soutadnice
vzhledem k néjaké zvolené ortonormalni bazi.

Nyni se muzeme na jednotlivé transformace podivat podrobnéji. Pokud vyuzi-
jeme alr transformace pro D-slozkovou kompozici £ = (1, ..., zp) ze simplexu SP,
tak obdrzime (D — 1)-rozmérny redlny vektor

!/

= (o) = air(e) = (tog 2o 221 ).

Jak uz bylo uvedeno vyse, tato transformace vsak neni izometricka a nezachovava
tedy vzdalenosti, coz znamend, ze euklidovskd vzdalenost vypoctena z alr trans-
formovanych kompozic a Aitchisonova vzdalenost vypoctend z puvodnich kom-

pozic nejsou stejné. Uvazujme kompozicéni vektory
a=1(0,1,0,6,0,3),
b=(0,6,0,3,0,1),
a jejich alr transformace
alr(a) = (—1,099, 0, 683),
alr(b) = (1,792,1,099).

Ted vypocteme Aitchisonovu vzdalenost kompozic a a b a euklidovskou vzdélenost

jejich alr transformaci
d.(a,b) = 2,213,
d.(alr(a),alr(b)) = 2,919.
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Jak muzeme vidét, tak alr transformace opravdu nezachovava vzdalenost. Prici-
nou je, ze souradnice vypoctené alr transformaci jsou vyjadieny k bazi na sim-
plexu, ktera neni ortonormalni. Z tohoto duvodu byla navrzena clr transformace.

Zobrazenim D-slozkové kompozice ze simplexu S” do realného prostoru po-

moci clr transformace dostavame D-rozmérny vektor

I
T

w = (w,...,wp) = clr(z) = (log g(x),,..,log g(i)) ’

1/D

kde g(z) = (Hi’il xz> je geometricky prumér slozek kompozice. Clr transfor-
D

mace je sice izometrickd, problémem vsak je, ze pro jeji slozky plati > w; = 0.
i=1

Uvazujme opét kompozici

a=1(0,1,0,6,0,3),
a jeji clr transformaci

clr(a) = (—0,963,0,828,0,135).

Problém je hned vidét, nebot soucet slozek clr transformované kompozice je roven

0
—0,963 4+ 0,828 + 0,135 = 0.
Dopocitejme jesté clr transformaci kompozice b
clr(b) = (0,828,0, 135, —0, 963),
a ovefime konzistenci

d,(a,b) = 2,213,
d.(clr(a), clr(b)) = 2,213.

Muzeme vidét, ze clr transformace opravdu vzdalenosti zachovava.
Vsechny pozadované vlastnosti pro statistické zpracovani kompozic spliuje

ilr transformace, ktera je pro vybranou ortonormélni bazi definovana jako
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) y H;‘:l L

= (21,..,2p_1) =il = 1 , i=1,...,D—-1
z=(21,..,2p1) =ilr(z), =z i+1n’ Tt t
Definujme si vektor
l = (logxy,log xy, ..., log zp) .
Jednotlivé transformace tak muzeme vyjadiit jako
100---0-1
010---0-1
y=Ml, M= y
00 1 -1
I
_1 1 _1
'U):Mgl M2D><D: D D D
1 1 : 1
5 ~p " l-5p
—\Ji o 0

5 = Mgl, M:(ngl)XD _

2
VB V5 [

—1
D— - D-1 D

)

Odtud dostavame vztahy mezi logratio transformacemi, které muzeme vyjadfit

jako
z =Uw,
y =0Cz,
y=Fw,
kde

F = FM,M;' = M,M;",
U=UM,M;" = M;M;",
C:CM3M3_1 :MlMgl.
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Matice U, F jsou matice (D — 1) x D s plnou fadkovou hodnosti a UU" = Ip_,
z tehoz plyne, ze matice C = FU' je regularni a tak mizeme uvazovat jeji inverzi.
Pokud se podivame na vektory matice U, tak ty tvoii vektory ortogondlni baze
nadroviny wy +wy + -+ - +wp = 0a F = [Ip_y,—1p_4], kde 1p_; je vektor
jednicek dimenze D — 1. Timto se dostavame k dalsim vztahum, které muzeme

vyjadrit jako

w=Uz,
z2=C"y,
w=FTy.

3.3. Binarni sekvenc¢ni déleni

Nékteré specialni ortonormalni baze jsou spojeny s tzv. sekvenénim bindrnim
délenim kompozi¢niho vektoru. Tohle je prakticky zpusob, jak definovat orto-
normalni bazi a souradnice. Hlavni myslenka spoc¢iva v rozdéleni souboru slozek
kompozice do dvou skupin téchto slozek. Tyto dvé ziskané skupiny déle délime
a pokracujeme tak dlouho, az kazda skupina obsahuje pouze jednu slozku. Pocet
déleni nezbytnych k ziskani binarniho sekvenéniho déleni je D —1 a pfimo souvisi
s D — 1 vektory ortogonalni baze SP.

Existuje vice zpusobu, jak takové binarni sekvenéni déleni urcit. Tabulka 2

nam ukazuje jeden z nich.

Tabulka 2: Kéd urcujici sekvenéni binarni déleni 6-slozkové kompozice

Krok 7 29 23 x4 x5 g
+1 +1 -1 -1 +1 -1
+1 -1 0 0 -1 0
0O 41 0 0 -1 0
0 o -1 41 0 -1
0 0O +1 0 0 -1

Ol > W N~

Oznacme si hodnoty v tabulce jako k;;, kde 7 znaci krok a j skupinu. V kazdém

kroku déleni je skupina predchozi trovné rozdélena do dvou podskupin: v jedné
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skupiné jsou slozky oznacené +1 a v druhé skupiné slozky oznacené jako —1.
Oznaceni 0 znaci, ze tato slozka neni v tomhle kroku soucasti déleni.

Z tabulky tak muzeme vidét, ze v prvnim kroku déleni je skupina {1,2,5}
oddélena od {3,4,6}. V druhém kroku je potom skupina {1,2,5} rozdélena na
{1} a {2,5} a tak déle.

1-ty prvek ortonormalni baze spojeny se sekvenc¢nim binarnim délenim je dan
jako e; = Clexp(a;, a2, ..., a; p—1)], kde clr koeficienty a;; nabyvaji ruznych hod-
not v zavislosti na kédovani sekvencniho binarniho déleni, jejich urceni si nyni
ukézeme. Predpokladejme, ze v kroku ¢ je skupina o r + s slozkach rozdélena do
dvou skupin o r slozkach (kédovény pozitivné) a s slozkéch (kédovanych nega-
tivné). Pokud se znovu podivame na tabulku 2, tak napiiklad proi = 2, r = 1,

s = 2. Hodnoty a;; jsou potom

S

a;; =ay = ,/|——— pro k;; = +1,
/ * r(r+s) P /
r
Q5 = aA— = m pro kij = —]_,

Q5 = Ao = 0 pro kz’j = 0,

kde indexy odpovidaji pozitivnimu, negativnimu a nulovému kédovani.
Vyjadieni souradnic kompozice x s ohledem na ortonormalni bazi definovanou
binarnim sekvenénim délenim je

zi:logM 1=1,....D—1,

o)™

kde souciny J], a J]_ plati pro slozky kédované jako +1 a —1 v i-tém kroku

déleni.
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4. Prakticka cast

V 1vodni kapitole 4.1. si predstavime data a provedeme nékolik grafickych
znazornéni téchto dat; v kapitole 4.2. si vyjadifime modely pro oba pristupy
a uvedeme vztahy mezi parametry téchto modeli. V kapitole 4.3. nésledné prove-
deme odhady jednotlivych parametru a v kapitole 4.4. oba pristupy porovname.
V kapitole 4.5. se pak jesté podivame na vysledky po aplikaci uzitych metod na
jinych datech.

4.1. Predstaveni dat

Data, na kterych budou dfive predstavené metody aplikovany, se tykaji poc¢tu
hospitalizaci cyklisti v dusledku dopravnich nehod za 11 let, od roku 1999
do roku 2009, ve ¢tyfech vékovych skupindch. Datovy soubor je jesté rozdélen
do dvou tabulek v zavislosti na zpusobu hospitalizace, mame tedy zvlast tabulku
pro osetteni hlavy a tabulku hospitalizace, kde jsou udaje vSech hospitalizaci bez

ohledu na typ osetteni, viz tabulka 3.

Tabulka 3: Pocty hospitalizovanych cyklistu za obdobi 1999 — 2009 podle véku

Rok || Oaz 14 | 15 az 17 | 18 az 26 | 27+
1999 || 2087 596 1196 3454
2000 || 2138 530 1280 3991
2001 1676 470 1011 3678
2002 || 1589 042 1127 | 3866
2003 || 1719 504 1179 | 4286
2004 || 1583 507 1072 4147
2005 || 1490 500 948 3871
2006 || 1122 380 770 3269
2007 || 1063 414 751 3466
2008 || 1046 366 745 3511
2009 946 402 669 3749

Kvuli malému vékovému rozsahu a malym ¢etnostem druhé a treti skupiny byly
tyto skupiny spojeny do jedné. Ve vsech pripadech tedy budeme uvazovat tii
vékové skupiny cyklistu (0 az 14, 15 az 26, 27+).
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Tabulka 4: Pocty hospitalizovanych cyklistu za obdobi 1999 — 2009 pro tti
vekové skupiny

Rok || 0 az 14 | 15 az 26 | 27+
1999 || 2087 1792 3454
2000 || 2138 1810 3991
2001 1676 1481 3678
2002 1589 1669 3866
2003 1719 1683 4286
2004 || 1583 1579 4147
2005 1490 1448 3871
2006 1122 1150 3269
2007 || 1063 1165 3466
2008 1046 1101 3511
2009 946 1071 3749

Pro lepsi predstavu zastoupeni jednotlivych skupin a toho, jak se zastoupeni
vyvijela v jednotlivych letech, se ted podivdme na grafické zndzornéni zastoupeni
skupin pfti hospitalizaci a zastoupeni skupin pfi osetfeni hlavy.

Obrazek 3: Grafické znazornéni zastoupeni vékovych skupin

Zastoupeni skupin pFi oSetfeni hlavy Zastoupeni skupin pfi hospitalizaci

* 0-14 * 0-14
* 15.26 * 1526
27+ 27+
™~
o
. <
(=]

1999 2001 2003 2005 2007 2009 1999 2001 2003 2005 2007 2009

1.0

10

08
1
0.8
|

0.6
|
06
1

04

mira zastoupeni skupin
04

mira zastoupeni skupin

02
1

00

rok rok

Na prvni pohled muzeme vidét, ze zastoupeni jednotlivych vékovych skupin je
v obou pripadech velmi podobné. Z obou grafu je tak patrné, Zze zastoupeni

nejmladsi skupiny v ¢ase klesa, naopak zastoupeni té nejstarsi roste. Hlavnim
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duvodem muze byt, ze obecné dochézi ke starnuti celé populace a tedy zastou-
peni nejstarsi vékové skupiny v populaci je ¢im dal tim vétsi, naopak zastoupeni
nejmladsi skupiny klesa. Odrazi se to i v poctech nehod (a posléze oSetieni) jed-
notlivych skupin.

Miuzeme se podivat jesté na ternarni diagram, ktery jsme si diive predstavili
jako dobry graficky nastroj pro ttislozkova kompozi¢ni data. My vsak zatim kom-
pozice nemame a tak musime naSe data upravit. Zatim budeme pracovat s da-

tovym souborem hospitalizace. K prevedeni dat vyuzijeme tohoto vztahu

n;

- 7
fl_zni7
%

kde n; znaci pocet nehod v i-té skupiné a f; relativni podil ¢-té skupiny na celku.
Timto dostavame pro kazdy rok tiislozkovou kompozici s proporcionalnimi podily

na celku, kde soucet vSech slozek kompozice je roven 1.

Tabulka 5: Ttislozkové kompozice pro hospitalizace

Rok || 0az 14 | 15 az 26 | 27+
1999 || 0,285 0,244 | 0,471
2000 | 0,269 0,228 | 0,503
2001 || 0,245 0,217 | 0,538
2002 | 0,223 0,234 | 0,543
2003 || 0,224 0,219 | 0,557
2004 || 0,217 0,216 | 0,567
2005 | 0,219 0,213 | 0,569
2006 || 0,202 0,208 | 0,590
2007 || 0,187 0,205 | 0,609
2008 || 0,185 0,195 | 0,621
2009 || 0,164 0,186 | 0,650

Téchto 11 kompoziénich vektor ted uz mizeme graficky zndzornit pomoci ternarntho

diagramu.
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Obrézek 4: Ternarni diagram pro hospitalizace (jednotlivé roky barevné
odliseny)

X3

Pripomenme, ze kazda z kompozic je v grafu vyjadiena bodem, jehoz vzdéle-
nost od jednotlivych stran vyjadtuje velikosti jednotlivych slozek. V grafu muzeme
vidét, ze jednotlivé body jsou odliSeny barevné od tmaveé cervené po svétle zlutou.
Tmaveé cervend znaci rok 1999 a svétle zluta rok 2009. Z grafu tedy muzeme dobie
vidét, jak prave zastoupeni nejstarsi skupiny v ¢ase roste, nebot body se postupné
vzdaluji od strany x3.

Jesté se podivame na jeden zpusob, jak data graficky znézornit, a to vykresleni
soutadnic z1, 29, které ziskame po ilr transformaci kompozic, ¢imz dojde ke snizeni

dimenze o jedna. Tyto soutadnice dostaneme snadno s vyuzitim softwaru R:

> library(’robCompositions’)

> data = read.csv2(’nehody.csv’,header=TRUE)
> data = data.frame(datal,1:3],
+ apply(datal,4:5],1,sum), datal,6])

\4

names(data) = c(’rok’,’typ’,’skl’,’sk2’,’sk3’)

> dl1 = datal1:11,]
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> prav = prop.table(as.table(as.matrix(d1[,3:5])),1)

> irld=ilr(prav)

> colnames(irld)=c(’souradnicel’,’souradnice2’)

Tabulka 6: Soutradnice z1, 2o

Z1 22
0,143 | 0,464
0,187 | 0,559
0,270 | 0,643
0,383 | 0,594
0,364 | 0,661
0,392 | 0,683
0,378 | 0,695
0,447 | 0,739
0,520 | 0,771
0,515 | 0,820
0,613 | 0,886

Pokud na osu x vyneseme soutadnice z; a na

nasledny graf.

osu y soutadnice zo, dostaneme

Obrazek 5: Vykresleni soutadnic zq, 29
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Pouzivame zde stejného barevného kédovani jako u ternarniho diagramu. Muzeme
tedy vidét, jak v case obé soufadnice rostou. Na rust souradnice z; méa vliv
predevsim klesajici zastoupeni skupiny 1. Za rustem soufadnice z, pak stoji

predevsim rostouci zastoupeni skupiny 3.

4.2. Vyjadireni modela

Abychom mohli postupné pfejit k porovnani obou piistupu, tak si nejdiive
musime urcit konkrétni modely, které budeme porovnavat. Na jedné strané bu-
deme mit ACL model a oproti nému model pro souradnice ilr transformace defi-
nované bindrnim sekvenénim délenim.

Jako prvni si tedy uvedeme model ACL. Jak jsme si difve ukézali, tento
model porovnava vzdy sousedni kategorie. Uvazujeme 2 modely, kdy v prvnim
z nich budeme modelovat logaritmus podilu pravdépodobnosti 1. a 2. skupiny
a v druhém modelu pak logaritmus podilu pravdépodobnosti 2. a 3. skupiny.

Oba modely tedy muzeme vyjadrit jako

kde x vyjadiuje jednotlivé roky. Jesté nez prejdeme k druhému piistupu, tak si zde
uvedeme interpretaci parametru ;. Az totiz prejdeme k odhadu parametru, tak
tento samotny odhad ndm toho bez potiebné interpretace moc nefekne. Uvazujme

tedy dvé rovnice pro dva po sobé jdouci roky.

log m(z) = oy + [,
7T2($)
m(r+1)
IOg m = o + Bl(ﬂ? + 1)

Obé rovnice od sebe odec¢teme a po tpravé se dostaneme az k interpretaci [3;
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mi(z+1)/m(z+1)
T R mE
m(x + 1) /me(z + 1) _ 5
™ (z)/m(x) '

e tedy vyjadiuje zménu v podilu m; /7o, konkrétné kolikrat se tento podil zméni
v nasledujicim roce oproti predchozimu. Interpretace parametru Sy je podobna
s tim rozdilem, ze se vztahuje k podilu my /3.

Nyni muzeme piejit k druhému pristupu, kde budeme modelovat soutadnice
21, zo ziskané z ilr transformace puvodnich kompozic. Tyto soufadnice budeme
chtit vyjadrit ve tvaru s vyuzitim zastoupeni jednotlivych skupin 7y, o, 73, ¢ehoz
docilime pomoci binarniho sekvencniho déleni. Postupné déleni skupin je uvedené

v nasledujici tabulce.

Tabulka 7: Kéd urcujici sekvenéni binarni déleni tiislozkové kompozice

hospitalizaci

Krok x1 xo 23
1 +1 -1 -1
2 0 +1 -1

V prvnim kroku délenfi je tedy oddélena skupina {1} od skupin {2,3}. V druhém
kroku se pak jesté osamostatni skupiny 2 a 3. Zaméime se ted na prvni krok

déleni, pro ktery plati, ze

Hodnoty a, a a_ pak jsou

ﬁoﬁ

Y r('r+s)
s(r+ )

7,,



Soufadnici z; muzeme vyjadrit v ndsledujicim tvaru

1 ™1
21 = log flog m — flog (mom3)2 = log
7T27T3 \/_ 3 \/7T27T3

kde hodnoty 7y, w5 a 3 ndm v kompoziénim pristupu neptredstavuji pravdépodobnosti,
ale jednotlivé slozky kompozic.
Piejdéme ted ke druhému kroku déleni, abychom dostali i vyjadieni pro dru-

hou soutadnici. Pro druhy krok plati

A pro hodnoty a; a a_

- S \/T
N\ r(r+s) ’

B r
~\ s(r+s) 2

Soutadnici 2o vyjadiime ve tvaru

(Wg)\/g \/T 9
29 = log = =4/ 5 log—.
(m3)V 2 2 T3

Soutadnice ziskané timto binarnim délenim jesté primo neodpovidaji tém ziskanym

= N

z ilr transformace v softwaru R, lisi se vSak pouze ve znaménku. Vynasobime-li
soutradnice ziskané délenim hodnotou —1, tak ziskdame stejné souradnice jako
po ilr transformaci. Dostavame se tedy k vyjadieni 2 modelu. Pro pripomenuti

a prehlednost uvadim na pravé strané také odpovidajici ACL modely

2
Aoy s st o DG ate
29 = — 1lo WQ(x)—oz*—l—ﬁ*x +—> lo <)—0z + Box
2T N @ T T By T

Uz na prvni pohled muzeme vidét spojitost mezi druhymi modely, které se lisi
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Wi

pouze o konstantu — %, kterou si oznac¢ime jako co. Hodnotu — pritomnou

v prvnim kompoziénim modelu si oznac¢ime jako c;.
Nez prejdeme k odhadum jednotlivych parametri, tak si jesté vyjadiime
vztahy mezi parametry. Za¢neme zde druhymi modely, kde je vyjadieni na prvni

pohled patrné, a to

Q
Qo = _27
Co
/8*
Br= 2.
Co

vvvvvv

Upravami

:2logﬂ+logﬂz—+—x:
T2 UE] C1 C1

207 2067

C1 C1

P, _ 200 26

—2041+2@1!E+—+ +
C2 C2 (&1 &1

=201 + 2017 + g + Pox =

x.

Odtud uz muzeme vidét, ze

! Qo

C1 262 ’

* *

f=EL_ 2

C1 202



Pro piehlednost jsou dfive odvozené vztahy mezi parametry uvedeny v nasledujici

tabulce.

Tabulka 8: Vztahy mezi parametry ACL modelu a kompozi¢nitho modelu

o] ol ol
=%, %
C1 202 Cy
gL B 5
ﬁl = - 52 =
C1 262 (&)

4.3. Odhady parametra

V této casti provedeme s vyuzitim softwaru R odhady jednotlivych parametru

drive uvedenych modelt. Za¢néme prvnim z ACL modelu

m(z)
& a(2)

= + fix.

Po odhadu se dostavame k rovnici

log ™) _ 53 176 — 0, 027
()

Odhady obou parametru jsou vyznamné nenulové a smérodatné odchylky téchto

odhadu jsou

s(ay) = 7,239,
s(B1) = 0, 004.

Driive jsme si uvedli interpretaci parametru 5 v ACL modelu, tak se podivame,

co nam zde parametr 5, tika

eft = 70027 = 0,974,
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Hodnota 0,974 znamend, ze podil 71 /7 v ¢ase mirné klesa a to asi 0 2,5 % za
rok, zastoupeni druhé skupiny oproti prvni se tedy v ¢ase vyznamné zvysuje.
Prejdéme k druhému ACL modelu, ktery jsme si diive uvedli v tomto tvaru

ke

Po odhadu parametru se pak dostdvame k rovnici

= Qg + ﬁgl’.

log m2(z)

= 98,502 — 0,050z.
m3(x)

Oba odhady jsou i v tomto ptripadé vyznamné nenulové se smérodatnymi odchyl-

kami

—

s(agz) = 6,053,
s(f2) = 0,003,

Také zde se podivame na interpretaci odhadnutého parametru Sy
e = 70050 — () 952,

Podil my/m3 v ¢ase také mirné klesd a to asi o 5% za rok. To, ze oba podily
se v Case zmensSuji, odpovida tomu, co bylo vidét uz na obrazku 3, kde jsme si
fekli, ze zastoupeni nejmladsi skupiny klesa na tkor skupiny nejstarsi (prostiedni
skupina zustava témeét beze zmény). Pokud tedy dochézi k zmensovani nejmladsi
skupiny pfi témér neménnych hodnotach skupiny prostiedni, tak vlastné dochazi
k zmensovdni podilu 7 /me. To samé plati i pro podily ms/73, nebot dochdzi
k rustu zastoupeni nejstarsi skupiny pri stejnych hodnotach zastoupeni prostiedni
skupiny.

Pfejdeme ted’ ke kompoziénim modelim. Zaéneme prvnim modelem, ktery je

mi ()

Z1=C log
mo(x)T3()

= aj + fiz.

Po odhadnuti parametru dostaneme rovnici
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o= elog ) g9 5144 0,041

o (x)mws(2)
Oba parametry jsou vyznamné nenulové. Smérodatné odchylky odhadu jsou

s(ad) = 7,507,
s(B7) = 0,004.

Co se tyce druhého kompoziéniho modelu, tak ten jsme si diive vyjadrili jako

()

29 = Co logm = aj + B
3

Odhadnuté parametry jsou

7T2(.§C)
Wg(l’)

Oba parametry jsou i v tomto piipadé vyznamné nenulové a smérodatné odchylky

2y = co log = —69,644 + 0,035z.

odhadu jsou

s(a3) = 5,967,
s(33) = 0,003.

Pro ptehlednost si jesté uvedeme vsechny odhady i s jejich presnosti pohro-

madé.

ACL1: log m@) _ 53,176(7,239) — 0, 0272(0, 004)

7T2($)
ACL2: log m2() = 98, 502(6,053) — 0,050x(0, 003)
m3()
. 1 ()
KOMP1: z; = ¢ log = —82,514(7,507) + 0,041x(0,004)
mo(z)ms()

KOMP2: 2, = ¢ log “Ex; — —69,644(5,967) + 0, 0352(0, 003)
T3\ T

Vsechny uvedené smérodatné odchylky jsou zaokrouhleny na 3 desetinnd mista,

v nasledujici kapitole vsak budeme pocitat s nezaokrouhlenymi hodnotami.
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4.4. Porovnani modelu

V této kapitole budeme chtit oba modely porovnat v zavislosti na presnosti
odhadu parametru . K tomu vyuzijeme vztahy mezi parametry uvedené v ta-
bulce 8. Zacnéme porovnanim modeli ACL1 a KOMP1

™(®) _ 3 176 0,027z,
()

Mm@ g9 5144 0,041

log

21 = ¢ log
7o (2)73(2)

Pripomenme si jesté, jak muzeme parametr 3, vyjadrit pomoci parametru z kom-

pozic¢nich modelu 5] a 5

BB

Io 6_1_ 2%,

A v nasledujici tabulce si ukazme bodové odhady parametru B\l, B\g a jejich od-

povidajicich vyjadfeni.

Tabulka 9: Bodové odhady parametru

B =—0,0265 | B = —0,0496
bi_ B —0,0258 | 22 = —0,0496
C1 202 Co

—
*

i _ P ), ty néasledné

Cilem bude vypocitat rozptyly pro ﬁAl a jeho vyjadreni < 5
C1 Co

porovnat a rozhodnout, ktery piistup podava presnéjsi odhady.
Rozptyl pro ﬁAl vypocitame snadno pouhym umocnénim smérodatné odchylky

na druhou

var(By) = s*(By) = 1,306 - 107>

Vypocet rozptylu pro vyjadieni (61 — 52 ) je o néco slozitéjsi a vyuzijeme pii
a1 C2

ném znamého vztahu pro pocitani s rozptyly
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var(aX + bY') = var(aX) + var(bY’) + 2cov(aX,bY’) =
a*var(X) + b*var(Y) + 2ab cov(X,Y).

S vyuzitim tohoto vztahu se tedy dostavame k néslednému vypoctu, ve kterém

miuzeme kovarianci zanedbat, nebot jde o parametry dvou rozdilnych modelt

o S T
C1 202

1
3__ [— 1_ /=
- (7) + o () -

:W(ﬁ— 52) = 2,548 -107°.

C1 262

Pokud porovname oba vypoctené rozptyly, vidime, ze hodnota rozptylu ziskana
z ACL modelu je témér dvakrat tak mensi oproti hodnoté rozptylu ziskané kom-
pozi¢nim pristupem.

Piejdéme k druhym modelim ACL2 a KOMP2

log %) _ 98 502 0,050z,
m3(x)

2 = ¢y log fg; — 69,644 + 0,035z
3

A pripomenme si jesté vztah mezi parametry

_B

02'

B

Vypocet rozptylu fs je opét snadny

var(Bs) = s2(Bs) = 0,913 - 1075,
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Vypocet rozptylu pro vyjadieni bude v tomto ptipadé také snadny

A(ﬁ—> — T (55) = =g (55) = 1o (55) = 277 (55) —

T

=1,774-1075.

o= =

I pro pripad druhych modeli se ndm dostalo podobného vysledku, a to, ze rozptyl

pro ACL model je témér dvakrat tak mensi nez rozptyl pro kompozicéni pristup.

4.5. Data pro osetieni hlavy

Doposud jsme pracovali jen s daty tykajicimi se celkového poctu hospitali-
zovanych. Nami analyzovana datova mnozina vsSak obsahuje i informace o za-
stoupeni skupin pouze pti oSetfeni hlavy. V této kapitole tedy aplikujeme oba
pristupy na nova data a podivame se, zda se vysledky néjak lisi. Vzhledem
k podobnému zastoupeni skupin, které je vidét na obrazku 3, se vsak da ocekavat,
ze dostaneme podobné vysledky jako v predchozim pripadé.

Vse potfebné mame pripravené a muzeme piejit rovnou k odhadu parametru.
Pro ACL modely dostavame tyto odhady

()

ACL1: log

= 52,892 — 0, 026z,

7T2(£C)
()

ACL2: log = 121,799 — 0,061z,

m3(x)
Pro kompoziéni modely se pak dostaneme k nasledujicim odhadim

KOMPI: 2, = ¢;log —2®) 89 849 10, 045,

() m3(x)

KOMP2: 2, = ¢, log :ﬁ ; — 86,309 + 0, 0432
3

Co se tyce interpretace parametru 5 pro modely ACL1 a ACL2, tak se dostavame
k velmi podobnym vysledktim jako v piedchozim piipadé, nebot hodnoty

P = 0,974,
e = 0,941,
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jsou témeér stejné jako v piipadé dat pro hospitalizace. I zde oba podily m /7o
a my/m3 v case klesaji. Prvni podil zhruba o 2,5 % za rok a druhy podil zhruba
0 6 % za rok.

Nyni opét vypocitame rozptyly a porovname je. Pro ACL1 a KOMP1 dosta-
neme tyto rozptyly

var(By) = 2,490 - 1073,

c1 2cy

(B B\ 33— 1
var (ﬁ _ &> = Svar (5;) + 5var (5;) — 4,828 - 1075,
A pro druhé modely ACL2 a KOMP2 dostavame rozptyly

var(Bs) = 1,842 - 1072,

var <@> = 20ar(B}) = 2,738 - 1075
Co
Pro prvni modely dostavame stejny vysledek jako v predchozim ptipadé, a to,
ze ACL modely davaji témér dvakrat tak presné odhady. Pro druhé modely je
rozdil v presnosti o néco mensi, ACL2 model je v tomto piipadé zhruba 1,5-krat

presnéjsi.

4.6. Odhad varianc¢ni matice ACL modelu

Vratme se k ptivodnim dattim celkové hospitalizace. Rozptyly odhadt jednotli-
vych parametru pomoci vlastnosti maximalné vérohodného odhadu, pro ktery

plati
VOmie —6) S N(0,I7Y).

Tato vlastnost ndm iikd, ze maximéalné vérohodny odhad parametru @ ma asympto-
ticky normalni rozdéleni, je asymptoticky nevychyleny a varianéni matice je rovna

I-!. Matice I zde predstavuje Fisherovu informaéni matici, pro jejiz prvky plati
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2

0
10);;, =—-E|——=—1og f(Y;0)].
Abychom mohli urcit Fisherovu informaéni matici, tak nejdiive musime dostat
vérohodnostni funkei pro nas pripad. Uvazujme tedy jiz diive predstavené ACL

modely

T
log e ay + Bz,
o

T
log 22yt Box.
3

Data pochazi z multinomického rozdéleni a pravdépodobnostni funkci mame tedy

v tomto tvaru
3
Yi __ Y1,..Y2,_ Y3
CHWZ‘ = Cr{'my*m3?,
i=1

kde

n!

3
— EErare—— n = 7.
A Y

Pravdépodobnostni funkci jesté upravime

+
Cr¥iab2 s — O m . T2 e y1+y2+ys3
T Ty Tyt = — —_ UE] )

T2 Uk

a zlogaritmujeme

s T
log C + ¥ log Ly (y1 + yg)log—2 + nlogms.
T2 3

= . T T o ; - .
Cemu jsou rovny log — a log — vime z tvaru modeli. Nevime vSak, ¢emu se
2 3

rovna m3. Vyuzijeme toho, ze m3 = 1 —m — m2 a po nékolika krocich se dostaneme

k vhodnému vyjadieni 73

Lzeaﬁ-ﬁﬁ

)

1—71'1-71'2
T ! 2

_—_—-sa - eY—_——— e

1—71'1—7'['2 7T21—7T1—7TQ
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A dosadime do nasledujiciho vyrazu

1 ™ i) ]_—71'1—77'2

— — = :1:
]_—7'('1—7'('2 ]_—7T1—7T2 1—7T1—’7T2 ]_—71'1—7'('2
— ; — etazt+(Bitpe)z _ paatfor

1 — 1 — 79

Odtud se uz snadno dostaneme k vyjadieni log s

1
1—7'('1—71'2

log(1 — 7 — mo) = log 3 = — log(1 + ectaz+(Bitho)z 4 pootfazy

=1+ ec1taz+(B1+p2)z + €a2+ﬂ2$’

Dosadime do logaritmické vérohodnostni funkce pro jedno pozorovani
log C+y1(ay + B17) + (y1 + y2) (a2 + Box) — nlog (1 + eutort(frtho)T 4 e”‘wﬂ),

a vyjadrime celkovou logaritmickou vérohodnostni funkci

11
> log C + yri(ar + Brxi) + (yui + yai) (a2 + Baz;) —
i=1

n;log (1 4 ecrtoatGrifa)z | coatfari)

S takto vyjadrenou logaritmickou vérohodnostni funkci uz muzeme priejit

k vypoctu Fisherovy informaé¢ni matice. Oznacme

a; = ay + as + Bz + Paxy,
bi = as + Bax;,
ci =a;+ b =a + 209 + Sz, + 2807,

a vypocteme Fisherovu informaéni matici

- e%i 4 e%i 5 i - @i (e®i 4 ei) = wjeti
Y1+ e%i + ebi)2 (1 + e%i + ebi)2 Y(1+ e + ebi)2 Y(14 e% + ebi)2
> e + ebi 5 z;e%i > z; (e + i)
n; n; n;
/I\ . L(1+eai +ebi)2 L(1+€ai +ebi)2 1(1+eai +eb’i)2
- > :c%(eai + e%) x?eai

ng (11 e + ebi)2 n,; (14 e% 1 eb0)2
22 (e®i +ebi)

Sng—tr—

(1 + e +ebi)2
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Matice je symetrickd, proto staci doplnit horni trojuihelnik. Po dosazeni odhadu

parametru a inverzi této matice dostavame varianéni matici ACL modelu

ag 52,573 —26,332 —2,624 - 1072 1,314 -102
— a | _ 36,492 1,314-1072 —1,821 - 1072
B 1,310-10~° —6, 560 - 106
B 9,090 - 107

Muzeme vidét, ze pii “ru¢nim” vypoctu varianéni matice dostavame témeér shodné
rozptyly, jako ty, které jsme ziskali odhadem v softwaru R, ktery pro odhad pa-

rametru ACL modelu také vyuziva metody maximélni vérohodnosti

var(By) = 1,306 - 1075 = 1,310 107 ,

~

var(By) = 0,913 - 1075 = 0,909 - 1075

4.7. Odhad varianéni matice kompozi¢cniho modelu

Ptejdéme ke kompoziénimu piistupu, modely mame v nam jiz znamém tvaru

¢1log = ap + Bz,

Ty
\/T2T3

U
calog — = a5 + fiu,
3

kde

Cy = — —.

Urcime si pravdépodobnostni funkci

Y1

n 5 ty2 2

T Up) U fyo+ L 4ys

Cri'nd?ny® = C (\/_) (— g2 2
ToT3 3

a zlogaritmujeme ji
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m

£/ T27T3

Opét se dostavame k problému, jak vyjadiit w3. Vime, ze

T
log C + v, log +(y71+y2)log7r—2+nlog7r3.
3

1 * *
P _ 65(a2+62m)’
1—m —my

, , g . T , c 1w, . o
ale zatim nevime, cemu je rovno 1— Upravime VyJadrenl nasich modelu
— T — Ty

2

log —— = Z(aj + fia),

T3

T
log = = L (a3 + f32),
73

obé rovnice secteme a dostaneme se k vyrazu

7'('2 T
L. 2= 2(a} + Bia) + L(ag + Bia) =

_Cl

log
ToTg T3

m * * * *
=log — = é(al + ﬁlx) + giQ (a2 + 52@
UE]

Ted uz muzeme dosadit do nasledujictho vyrazu

1 T o _]_—71'1—7'('2_1_

1—71'1—7'('2 ].—7T1—7T2 1—7T1—7T2 1—71'1—7'('2

__ L sl g
1-— T — To )

a vyjadiit log s
: — 14 errCiHOID o (05 4050) o (eG405)

1-— T — T9
log(1 — m — mg) = logmg = —log(1 + eer (14T 55 (a5 H05) | o o; (g +B5e)

Dosadime do logaritmické vérohodnostni funkce pro jedno pozorovani

Y1
log C + (o} + Biz) + 22 (ab + fiz) —

2

nlog

Y

(1 L @i+ (a4 5) +eé(a§+5§$)>
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a vyjadrime celkovou logaritmickou vérohodnostni funkci

11 Y1i .
Zjl log C + L (af + Bia;) + 22 (0 + Bia) —

n; lOg (1 + 6$(a9{+6ffﬁi)+%(a§+ﬁ§xi) + @é(o‘§+6§xi)> .

Nyni muzeme vypocitat Fisherovu informacni matici. Ozna¢me

a; = (af + Bizi) + 57 (a5 + B5wy),
c; = a; + bz

Fisherovu informaé¢ni matici pak mame ve tvaru

e%i + e n; e%i — e%i z;(e®i + eCi) n; T;e% — e

> > >
(14 e%i + ebi)2 2¢1en (14 e%i + ebi)2 c? (1+e% +ebi)2 2cico (1 + e®i + ebi)2
> ng €% + e+ debi ni zjei —efi b n; @;(e%i 4 e 4 4ebi)
4c3 (14 e% + ebi)? 2cica (1 + e%i 4 ebi)2 4¢3 (14 e% +ebi)2
ng m?(e“ﬂi + e%) n; x? e®i _ eCi
c? (1+e% +ebi)2 2cica (1 + e%i + ebi)2

n; ac?(e'li + €% 4 4ebi)
4¢3 (1+e% +ebi)2

=

Po inverzi a dosazeni odhadu parametru dostavame variancni matici

var

P “ruc¢nim”

aj 23,568 —4,662 —1,176-1072  2,327-1072
as | 18,235 2,327-107% —9,101 - 1073
gl 5,873-107% —1,162 - 107°
B 4,542 - 107

vypoctu variancéni matice dostavame velmi rozdilné hodnoty roz-

ptyli oproti tém ziskanym softwarem R. Duvodem je, ze zatimco zde jsme vyuzili

metody maximélni vérohodnosti vyuzivajici multinomického rozdéleni, tak v soft-

waru R se parametry odhadovaly metodou nejmensich ¢tverct, kterd vychézi

z jiného predpokladu na rozdéleni

ar(57) = 1,403 - 107 # 5,873 - 107 ,
Tar(B3) = 8,868 - 1076 # 4,542 . 1075
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Vzhledem k tomu, Ze jsme timto zpusobem dostali rozdilné rozptyly, tak se
vratime k tabulce 8, kde mame vyjadieny vztahy mezi parametry a rozptyly

prepocitame a porovname. Rozptyly pro ACL modely zustdavaji témeér stejné

var(B) = 1,310 - 1072,

~

var(By) = 0,909 - 1075

Rozptyly pro kompoziéni modely prepocitame pomoci nam znamych vztahu

- x % 3/\ o 1/\ o~
(ﬁ .- ) = Swar (Bi) + guar (B5) - v3eou(87, 83) = 1,310 1077,

=v
C1 202 2
*

var <@> = 20ar(B3) = 0,908 - 107°.

C2

Muzeme vidét, ze pro ACL model i kompozi¢éni pristup zde dostavame témér

shodné rozptyly.
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Zaver

Ve své praci jsem se snazil o nastudovani a pochopeni dvou ruznych zptisobu
analyzy kategorialnich dat, a to zobecnéného linearniho modelu a v posledni dobé
velmi oblibeného kompoziéniho piistupu. To vse za ucelem nasledné aplikace
téchto metod na realna data o nehodach cyklistu. Hlavnim cilem prace pak bylo
tyto metody na zakladé dosazenych vysledku porovnat.

Uvodnf ti kapitoly byly vénovany polozeni teoretickych zakladu jednotlivych
metod pro analyzu kategoridlnich dat. Seznamili jsme se s klasickym a zobecné-
nym linearnim modelem, vcetné metody maximalni vérohodnosti, pouzivané pro
odhad parametru. Déale bylo uvedeno nékolik ruznych typu logitovych modelu pro
multinomindlni data. Jednim z predstavenych modelu byl model logitu sousednich
kategorii (ACL), ktery v praktické ¢dsti slouzil jako jeden z modelu pro porovnéni.
Z tohoto duvodu byl uveden i vzorovy piiklad véetné kodu ze softwaru R, aby
¢tenai mél nazornou ukazku, jak tento model funguje. V zavéru teoretické casti
byly uvedeny zaklady pro pochopeni kompozi¢niho piistupu analyzy dat. Praveé
s kompoziénim modelem byl ACL model porovnavan.

Stézejni ¢tvrta kapitola byla vénovana praktickému ptikladu. V jejim dvodu
bylo potteba urcit podobu modelu, které budou porovnavany. Na jedné strané
jsme méli dva ACL modely a oproti nim piislusné kompoziéni modely. Po vyjadre-
ni vztahu mezi jednotlivymi parametry a jejich nasledném odhadu s vyuzitim
softwaru R, jsme presli az k vypoctu rozptylu odhadu parametru. Vypoctené roz-
ptyly ukazovaly, ze lepsi vysledky podava ACL model, coz mé celkem piekvapilo,
protoze jsem ocekaval, ze obé metody budou podavat zhruba stejné dobré vysled-
ky. Oba pristupy jsme pak aplikovali jesté na jiny datovy soubor, dosli jsme vsak
velmi podobnym vysledkum. V zavéreénych podkapitolach praktické ¢asti jsme
jesté “rucné” odhadli varian¢ni matice obou pristupu.

Vérim, ze prace povede Ctenare k zamysleni a zakladnimu pochopeni principu
préace s kategorialnimi daty. Studium jednotlivych metod a predevsim pak jejich

aplikace na redalnd data pro mé byly jednoznacéné prinosem.
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