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ABSTRAKT

Numerické simulace tepelnych procesli jsou zalozeny na znalosti geometrie, materialo-
vych vlastnosti, pocatecnich a okrajovych podminek. Masivnimu pouzivani téchto simu-
laci v hutnim primyslu (napfiklad pro simulaci tepelného zpracovani oceli) brani nezna-
most presnych okrajovych podminek, které na rozdil od ostatnich vstupnich parametri
obvykle neni snadné urcit. Protoze pro vétsinu netrividlnich procesii neexistuji dostate¢né
presné empirické vztahy, je nutné okrajové podminky ziskavat experimentalni cestou.
Okrajové podminky nejde méfit primo. Proto jsou misto nich zaznamenavany podpo-
vrchové teploty, které jsou pomoci inverzni Glohy vedeni tepla prepocitany na hledané
okrajové podminky.

Tato dizertaCni prace se zaméruje na dva typy inverznich dloh, které jsou stavajicimi
metodami Spatné fesitelné.

Prvnim typem jsou ulohy, ve kterych dochézi k prudkym (téméf skokovym) na-
rastim /poklesim hodnoty okrajové podminky. Pro tento typ Gloh jsou v praci navrzeny
a srovnavany dva nové pristupy.

Druhym typem ulohy je nestacionarné nehomogenni chlazeni. Pro tento pripad jsou
vyvinuty tfi nové metody, které jsou aplikovany na pfipad vodniho chlazeni svislého
povrchu hlinikového vzorku. Zakladni vlastnosti popisovaného pripadu je nehomogenita
chlazeni. Cast povrchu je intenzivné chlazena stékajici vodou na rozdil od druhé &asti
povrchu, ktery je chlazen jen s malou intenzitou, protoze je od pfimého kontaktu s
vodou chranén parni vrstvou (Leidenfrostilv efekt). RozloZeni téchto dvou &asti je navic
nestacionarni (v pribéhu experimentu se méni).

Nové vyvinuté metody jsou vzajemné porovnavany.

KLICOVA SLOVA

Inverzni Gloha vedeni tepla, 2D inverzni tloha, sekvencni pFistup



ABSTRACT

Numerical simulations of thermal processes are based on known geometry, material pro-
perties, initial and boundaries conditions. The massive use of these simulations in the
metallurgical industry (for example for simulation of heat treatment of steel) is limited
by the knowledge of precise boundary conditions, which are not easy to determine in
compare to other input parameters. Empirical formulas are not sufficiently accurate for
most non-trivial processes. Therefore, it is necessary to obtain the boundary conditions
by experimental way. Boundary conditions can not be measured directly. The boun-
dary conditions are determined by solving inverse heat conduction problem based on the
measured temperature records.

This doctoral thesis focuses on two types of the inverse heat conduction problems, which
are poorly solved by existing methods.

The first type are tasks that contains sharp increase/decrease in the values of the boun-
dary conditions. Two new approaches are proposed and compared in this thesis for this
type of tasks.

The second type are tasks with non-stationary and non-homogeneous cooling. Three new
methods were developed for this case. They are applied for the case of water cooling of
vertical aluminum sample. The base characteristics of the current task is inhomogeneous
cooling. One part of the surface is cooled intensively by flowing water in contrast to the
other part of surface which is cooled only with low intensity since it is protected from
direct contact with water by the vapor layer (Leidenfrost effect). The positions of these
two part of surface are not stationary (they change during the experiment).

The newly developed methods are compared to each other.

KEYWORDS

Inverse heat conduction problem, 2D inverse task, sequential approach
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Uvod

V dnesni dobé se stava praxi, ze se vliv chlazeni, kaleni a jinych tepelnych procesii
na vzniklé struktury, zbytkové napéti v materidlu, predikuje pomoci numerickych
simulaci. K simulacim je zapotiebi znat geometrie, materialové vlastnosti, pocatecni
a okrajové podminky.

Geometrie jsou vétsinou dané zadanim problému. Materidlové vlastnosti jsou
k nalezeni v databazich nebo jsou stanoveny mérenim. Pocateéni podminkou je
¢asto homogenni rozlozeni teploty v materidlu.

Problémem ziistavaji okrajové podminky. Pro jednoduché pripady, jako jsou ob-
tékani rovinné stény nebo valce, existuji presné empirické vztahy popisujici okrajové
podminky na zakladé rozmérti, geometrie, rychlosti a vlastnostech kapaliny. Pro slo-
ziteéjsi pripady, které jsou bézné v primyslovych aplikacich, jsou empirické vztahy
znacné zjednodusené, nepresné nebo casto viibec neexistuji. Okrajové podminky se
tak ziskavaji experimentalni cestou.

Experimenty jsou navrhovany tak, aby co nejvérnéji reprodukovaly realné poca-
tecni a okrajové podminky. Z praktickych divodu je snaha pracovat se zjednoduse-
nymi a zmensenymi vzorky oproti realné situaci. To je vhodné i pro vyhodnoceni
experimentli pomoci inverzni tlohy, zejména z pohledu omezeni dimenze modelu.

Pripady, kdy muze byt redlna situace vérohodné nahrazena jednorozmérnym mo-
delem s malou zménou materidlovych vlastnosti v pribéhu experimentu, mérenymi
teplotami blizko povrchu atd., jsou vétsinou dobre Tesitelné stavajicimi ,klasickymi*
inverznimi metodami. Podstatné komplikovanéjsimi pripady je naptiklad situace,
kdy geometrie chlazeného télesa neni mozné zjednodusit, nebo pokud dany typ chla-
zeni prirozené zpusobuje intenzivni vedeni tepla ve vice dimenzich.

Pravé témito tlohami, pro které klasické inverzni metody nejdou pouzit nebo

nedosahuji dobrych vysledki, se zabyva tato dizertacni prace.

Cile dizertacni prace

Cilem prace je vyvinou, otestovat a porovnat nové vypocetni metody pro dva typy
inverznich tloh:
1. Prudce se ménici okrajové podminky
e Metoda vyuzivajici dvoufazové feseni

o Metoda zaloZena na sekven¢énim pristupu



2. Nestacionarné nehomogenni chlazeni vysoce tepelné vodivych materiala
o Metoda posouvani hranic
o Metoda aproximace feseni parametrickou funkci

e Iteracni metoda



Prima dloha vedeni tepla

Vedeni tepla télesem s konstantnimi materidlovymi vlastnostmi je popsano diferen-
cialni rovnici (1.1):
0, 0T 0 . 0T 0 . 0T oT

kde, k je soucinitel tepelné vodivosti, ¢ vnitini tepelny zdroj vztazeny na jed-
notkovy objem, p hustota, ¢ mérna tepelna kapacita, t je cas a T'(x,y, ) je teplotni
pole v kartézskych soutadnicich x,y, 2.

Rovnice vedeni tepla v prostoru je parcialni diferencidlni rovnici parabolického
typu (pro ulohy nestacionarniho typu). Specidlni pripady této tlohy jsou fesitelné
analyticky metodou separace proménnych, Greenovy funkce, ... [1]. Ulohy se sloZi-
téjsi geometrii, okrajovymi podminkami nebo zejména nekonstantnimi materialo-
vymi vlastnostmi jsou feseny numerickymi metodami. Nejcastéji pouzivand je me-
toda konecnych diferenci [24], metoda kone¢nych objemt [3] a metoda konecnych
elementu [4]. Jedna se o tzv. sitové metody, jejich spole¢nym znakem je rozdéleni
(diskretizace) vypocetni oblasti pomoci sité na elementy/objemy. Ptvodni diferen-
cialni rovnice je diskretizovana, derivace jsou nahrazeny prislusnymi diferencemi a
splnéni takto pozménéné rovnice je pozadovano v kazdém elementu sité. Vznikla
soustava n rovnic, kde n je pocet elementi, je fesena béznym zptisobem. Vzhledem
k tomu, Ze inverzni tlohy vedeni tepla ke svému Teseni ¢asto vyzaduji tisice pfimych
vypocti vedeni tepla, je na vypocetni narocnost piimé tlohy kladeny velky diraz.

Tato dizertacni prace je zaméfena na pripady, kdy je tepelna zavislost materi-
alovych vlastnosti (k,p) nezanedbatelna. Vznikajici soustavy rovnic jsou nelinearni
a k jejich Teseni se vyhodné pouziva iterac¢ni pristup. Relativné efektivni a presna
metoda pro tento typ tloh je implicitni metoda konecnych objemi s pfidanymi itera-
cemi v kazdém casovém kroku tak, aby bylo mozné postihnout zmény materialovych
vlastnosti [5].

Vyrazného snizeni vypocetni narocnosti je mozné dosahnout vhodnou volbou
samotné tlohy (vzorku a experimentédlnich podminek). Zasadni je redukovat pocet

potfebnych dimenzi ve vypoctu, pokud je to mozné.



Inverzni tlohy vedeni tepla

2.1 | Inverzni uloha

Ulohu oznadujeme jako inverzni, pokud je cilem stanoveni nékteré z p¥i¢in pozoro-
vanych dusledki. Opaénym pripadem je primé tloha, pti které jsou znamé pric¢iny
a hledaji se jejich dusledky. Pro pripad inverznich iloh vedeni tepla, zkracené IHCP
(Inverse Heat Conduction Problem), jsou priciny:

o pocatecni podminky (rozloZeni teplot)

e okrajové podminky

o materidlové vlastnosti

Dtsledkem je vyvoj teploty v cCase.

Typickou aplikaci IHCP je stanoveni okrajovych podminek za predpokladu zna-
mych materidlovych vlastnosti, pocatecni teploty a mérenych teplot v nékolika bo-

dech télesa.

2.2 | Méreni teplot béhem experimentt

Méreni teplot muze byt provedeno kontaktné (napf. termoclanky, odporové tep-
loméry) nebo bezkontaktné (napt. pyrometry, infrascannery, termokamery). Z kon-
taktnich zptisobti méreni jsou presnéjsi odporové teplomeéry, které vsak nejsou vhodné
pro velké rozsahy teplot. Pro tyto aplikace se dominantné pouzivaji termoclanky. [6],
71, 18], [9]

Pro vyhodnocovani okrajové podminky pomoci inverzni tlohy je nejlepsi mit
zaznam teplot co nejblize zkoumanému povrchu, v idealnim piipadé mit primo po-
vrchové teploty. To je ovsem z nékolika divodl nerealizovatelné:

o Umlisténi ¢idla na chlazeny povrch by zna¢né zménilo proudéni kolem povrchu

a v disledku i intenzitu chlazeni.
o Termoclanek umistény na povrchu funguje jako zebro a neméri skutecnou tep-

lotu povrchu.
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o Umisténi na povrchu, nebo i tésné pod nim, neni ¢asto mozné z divodu mecha-
nického namahéni (naptiklad povrch pracovniho vélce ve valcovacim procesu).
BézZné se termoclanky umistuji pod povrch. Vliv vzdalenosti od povrchu je patrny
ze vztahu t = (cL?)/a, ktery udava cas t, za ktery se tepelny impulz na jedné
strané homogenni stény projevi 50% zménou teploty na strané druhé (50% z celkové
zmény, ke které v daném bodé dojde), ¢ je konstanta. Podstatné je, ze zavislost
na tloustce stény L je kvadraticka. Zminény vztah priblizné plati i pro pripad stény
dané tloustky, kde L znaé¢i pouze vzdélenost teplotniho senzoru od povrchu [10].

Na druhou stranu umisténi termoclanku extrémné blizko pod povrch opét prinasi
komplikace v podobé naruseni teplotniho pole otvorem pro termoclanek [11], [12].
teplotniho pole instalovanym termoclankem.

Zasadni vyhodou bezkontaktniho méreni je, zZe se méri primo povrchova teplota,
ktera navic neni zkreslena pritomnosti méreni. Pouziti bezkontaktni métici techniky
je vsak omezeno mnozstvim jinych podminek, z nichz k nejzasadnéjsim patii:

e Vyzaduji pfimy vyhled na méfeny povrch.

o Mezi senzorem a povrchem nesmi byt vodni tiist, para, ...

o Emisivita méreného povrchu musi byt dostatecné vysoka, homogenni a znama.

V ptipadé vodniho chlazeni neni mozné mérit teploty primo v chladici zéné, pro-
toze je vyhled stinény vodnim paprskem, parou, pripadné je povrch mokry. I pro jiné
typy chlazeni je méreni ¢asto komplikovano fyzickou konfiguraci chladicich zafizeni,
které mohou bezkontaktnimu meéreni stinit. V praxi se ¢asto méri povrchové teploty
v urcité vzdalenosti za chladici sekci, tj. po urcitém case, béhem kterého se vzorek
dostane z chladici sekce k méteni. Takto ziskand data pak trpi podobnym zkreslenim
jako zaznamy ziskané z termoclankt ulozenych daleko od povrchu.

Zajisténi priteplivého prostfedi mezi méricim zafizenim a povrchem neni vzdy
jednoduché a ¢asto je nutné ho fesit zvétsenim vzdalenosti (¢asu) mezi chlazenim a
mérenim.

Vsechny bezkontaktni mérici systémy jsou zavislé na emisivité meéreného povrchu.
Materialy s malou emisivitou, jako je naptiklad hlinik, jsou témér nemétitelné (bez
provedeni povrchovych tiprav). Problematické jsou i materidly, jejichz emisivita se
béhem experimentu vyrazné méni jak z divodu zmény teploty, tak i z divodu zmény

povrchu zptisobené napriklad oxidaci.

2.3 | Metody reseni inverznich uloh vedeni tepla

Inverzni tlohy vedeni tepla se daji rozdélit podle typu feseni do dvou skupin - na

odhady parametri a odhady funkei [13]. Toto rozdéleni neni sice zcela korektni,
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protoze pri odhadech funkei se pouzivaji aproximace konecnym poctem parametri a
je mozné ji povazovat za parametrické odhady, ale i pfes to se tohoto rozdéleni bude
v této praci drzet, protoze je jiz zavedené [13] a pomérné dobfe rozdéluje inverzni
ulohy podle slozitosti. Za parametrické odhady povazujeme ptipady, kdy se stanovuji
jednotky (vyjimeéné az desitky) parametri. Zatimco o hleddni funkce hovorime v
pripadé, Ze je feSeni aproximovano pomoci stovek az tisicti parametri.

Ulohy hledéni funkef jsou vétinou oznadované jako ,Ill-posed“ tedy $patné pod-
minéné tlohy. Konkrétné pro inverzni tlohy vedeni tepla to znamend, Ze i maléd
zména vstupnich parametru (zméfenych teplot) muze zpusobit extrémni zménu fe-
Seni (hustoty tepelnych toku) [14].

V této kapitole jsou uvedeny bézné pouzivané deterministické metody Teseni
inverznich tloh, tj. celo-doménova metoda a sekvenéni Beckova metoda. Pro za-
jimavost je tvodem uveden i Stolzuv algoritmus. Dale je uvedena problematika
regularizace a metoda zaloZena na pouziti numerického filtru.

Pouziti metod umélé inteligence pro vypocet inverznich tloh vedeni tepla bylo
v devadesatych letech minulého stoleti studovano v Laboratori prenosu tepla a prou-
déni (soucast FSI, VUT Brno) [15], [16], [17], [18], [19], [20]. V této kapitole jsou
popsany neuronové sité (dale jen NS) a genetické algoritmy (GA).

Obé metody jsou inspirované biologickymi predlohami. Jejich zaklady byly po-
lozeny v 70. letech (Holland 1975 [21]) s rozvojem vykonu vypocetni techniky.

2.3.1 | Stolztv algoritmus

Stolziv algoritmus je sekvenéni metoda pouzivajici pouze jeden doptedny krok a
data z jednoho teplotniho senzoru. Jde o nejstarsi metodu, kterd je vhodna pouze
pro jednoduché geometrie, linearni tlohy a ,dlouhé“ casové kroky. Délka casovych
krokn musi byt dostatecna, aby se zmény okrajovych podminek stihly dostatecné
projevit v mérenych datech. Zkracovani ¢asovych kroku vede k nestabilité ilohy [22].

Metoda je odvozena z Duhamelova principu [23], podle kterého lze pro linearni
ulohy vyjadrit teploty v materialu s jednoduchou geometrii pomoci linearni kombi-
nace hustot tepelnych tokt na povrchu vynasobenych tepelnymi odezvami na impulz

jednotkové hustoty tepelného toku v daném misté a case, viz rovnice 2.1:

M

n=1
kde T}, je teplota v casovém kroku M, Ty je pocatecni teplota, ¢, hustota te-
pelného toku na povrchu v ¢asovém kroku n, ®; teplotni odezva v i-tém kroku na

jednotkovou hustotu tepelného toku, ktery nastal v prvnim casovém kroku [14].
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2.3.2 | Celo-doménova metoda

Metoda stanovuje cely prubéh okrajové podminky najednou s vyuzitim celého za-
znamu teplot. Vychazi téz z Duhamelova principu, ktery mtze byt maticové zapsany

vztahem 2.2. V rozepsané formé viz rovnice 2.3.

T=Xi+T (2.2)
T Ad Ad T
=7 T e (2.3)
T3 A(I)N—l A(I)N_g ce A(I)() qn TO

kde T je vektor teplot v daném bodé materidlu v ekvidistantnich ¢asovych kro-
cich T; = 1At. Vektor q udava hustoty tepelnych toku na povrchu v odpovidajicich
casech (g; je hustota tepelného toku v casovém intervalu (T(i — 1), 7T;). Matice X je
spodni trojuhelnikova matice obsahujici citlivostni koeficienty a posledni vektor T
zachycuje pocatecni teplotu.

Z uvedené rovnice se vyjadii vektor ¢ a vznikla soustava rovnic se vytesi. Na-
rocnost vypoctu je pritom silné zavisla na poc¢tu neznamych. K vypoctu mize byt
pouzita inverzni matice, jejiz vypocetni narocnost je imérna tfeti mocniné poctu ne-
znamych [24]. Pokud je to mozné, pak je hledana okrajova podminka aproximovana
rychle se ménici okrajové podminky) je mozné pouzit naptiklad nahrazeni po ¢astech
linearni funkei.

Metoda je omezena na linedrni lohy a vhodna je pouze pro jednoduché a kratké
tilohy. Ulohy s velkym poctem nezndmych jsou nefesitelné z diivodu extrémni vy-

pocetni narocnosti.

2.3.3 | Sekven¢éni Beckova metoda

Metoda je zalozena na sekvenénim (postupném) vypoctu hustoty tepelnych toku.
K vypoctu hustoty tepelného toku v m-tém casovém kroku g, se pouziva zmérenych
teplot v nasledujicich r casovych krocich. Tyto kroky se oznacuji, jako dopredné
kroky. V nejjednodussi varianté se predpoklada, ze hustota tepelného toku je po dobu

r dopfednych kroku konstantni, viz (2.4).

Griei = Gu,proi=1,...r (2.4)
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Druhou variantou je predpoklddat linearni pribéh, viz (2.5).

vt = g + (G — Gu—1),proi =1, ...,r (2.5)

Jinymi slovy metoda stanovuje hustotu tepelného toku, ktera by musela ptisobit
po dobu r ¢asovych krokt tak, aby se minimalizoval rozdil mezi tepelnou odezvou

a zméfenymi teplotami (ve smyslu metody nejmensich ¢tvercti) (2.6).

S = Yayi-1 — Trrgic1)? (2.6)

i=1

Obecné je mozné tuto minimalizac¢ni tlohu Fesit vSsemi béznymi metodami, jako
jsou napiiklad metoda sdruzenych gradientu [25], Nean-Melderova metoda [26], ale
téz heuristickymi metodami jako jsou Monte Carlo [27], Simulované zihani [28].
Pro linearni typ tlohy je mozné ze vzorce (2.6) odvodit pfimo vztah (2.7) pro vy-
pocet hustoty tepelného toku gy (viz [14]) za pfedpokladu konstantniho pribéhu
v dopfednych krocich:

. S (Yarrin — Targicaldn = o = 0)®;
= = 2.7
w T @ 27
kde ®; jsou koeficienty citlivosti definované vztahem (2.8).
oT;
o (2.9

Predchozi vztah se casto pouziva i v nelinearnich pripadech, kdy se predpoklada,
ze na dostatecné malém casovém intervalu (tar;tar4ry je mozné relativné presné

realnou tlohu aproximovat tlohou linearni [5].

2.3.4 | Regularizace

Vétsina vyse popsanych metod pouziva ke svému chodu minimalizaci rozdilt vy-
poctenych a mérenych teplot. Rozsifeni minimalizovaného vyrazu o ¢leny obsahujici
hustotu poc¢itaného tepelného toku se nazyva regularizaci. Smyslem této metody je
omezeni sumu v TeSeni a celkové zlepseni stability vypoctu. Standartni zapis regu-

lariza¢nich ¢lent je popsan vyrazem 2.9 [14].

r r—1 r—2
a[Wy Z 412\4+i_1 +W Z(QM—H' — Qi) W Z(QM““ — 200 Qi) s
i=1 i=1 i=1 (29)
kde a, Wy, W1, Ws, ... jsou nezaporné koeficienty. Dale plati, ze Y. W; = 1. Spe-
cidlni pripady, kdy je pouze jeden nenulovy koeficient W; > 0, se oznacuji nazvy

regularizace nultého fadu (pro ¢ = 0), prvniho fadu (i = 1), druhého tadu (i = 2),
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. [29]. Je zfejmé, Ze regularizacni ¢len bude nulovy pro specialni piipady hustoty

tepelnych toku - viz vyraz 2.10.

q(t) = { Cy, i=1 (2.10)
Co+Cit, i=2

Pokud spravné reseni (hustoty tepelnych tokt) neni prislusného typu (konstanta,
linedrni prubéh, ... ), pak pri pouziti regularizace dochézi vzdy ke zkresleni vy-
sledki. Pri volbé o — 0, se efekt regularizace viibec neprojevi. V opacném pripadé
kdy o — oo je Teseni prehlazené do podoby odpovidajici pouzitému rfadu regulari-
zace. Esencidlni pro kvalitu vysledki je proto volba konstanty a. Ta se nejcastéji
urcuje rucné metodou ,,pokus-omyl“. V praxi se obcas vyuziva rtiznych kritérii, napii-
klad oo = ®? pro regularizaci nultého fadu [14], které vSak nezarucuji dobré vysledky.
Piipadné je mozné pouzit postup, ktery uvadi Woodbury [30]. Celo-doménovou me-
todu s regularizaci lze zapsat v maticovém tvaru 2.11 jako minimalizaci souctu

¢tvercu [14].

S =Y -T)'(Y-T)+aWy(Hoq)" Hyg+W1(H1q)" Hig+Ws(Hyq)" Hyg+...]; (2.11)

Kde _
(] e
Y?’L _T’I’L Qn
] ; 1 -2 1 0 0]
-1 1 0 0
o 1 -2 1
0 -1 1
0
H, = 0| :Hy = ;
1 -2 1
-1 1
O ... ... 0 O ' 00
- - 10 0
Resenf je pak vyjadiené vztahem 2.12.
G=[X"X +a(Wol + Wi H H, + WoHI Hy + )] 7' XT(Y — Ty1); (2.12)

I presto, ze metoda regularizace jde stejné tak jako v celo-doménové metodé
pouzit i v metodach sekvenénich (naptiklad v metodé odhadu funkce), neni jeji po-

uziti prilis casté. Je to patrné z toho duvodu, ze u sekvencnich metod je mozné
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vypocet stabilizovat pomoci pouziti doprednych krokta. Pouziti dalsi metody regula-
rizace (pridavnych regularizacnich ¢lent) se zdd byt nadbytecné. Pouziti regularizace
v sekvenéni metodé miize byt v urcitych ptipadech vyhodné:
o Je mozné pouzit méné doprednych kroku (kratsi dopredny ¢as), ¢imz je mozné
usetTit vypocetni cas.
o Mize byt pouzita regularizace vyssich radi.
e Regularizace mize tlumit kmitani spoc¢teného reseni vici predpocitané funkci

(napriklad odhadu feseni z predchozi iterace vypoctu).

2.3.5 | Metoda numerického filtru

Extrémné vypocetné nendroénou metodou (opét s omezenim pro linedrni tlohy) je
pouziti digitalniho filtru. Filtr je tvoreny koeficienty f; viz rovnice 2.13, které jsou
odvozeny podobnym zpusobem jako v pripadé sekvencéni Beckové metodé odhadu

funkce.

_ 94
=5
kde r je pocet dopfednych kroki [14]. Konkrétni hustota tepelného toku gy

fi—r

(2.13)

v casovém kroku M je vyjadiena, jako linearni kombinace zméfenych teplot od

pocatku méreni Y; do ¢asového kroku M + r — 1, tedy Yy 4,—1. Viz rovnice 2.14

M+r—1
=Y, fu-i(Yi—To); (2.14)

i=1
pricemz plati, ze f; — 0, pro ¢ > N, kde N je relativné malé ¢islo. Proto je
mozné zminény filtr priblizné nahradit zjednodusenym filtrem, ktery se sklada pouze
z hodnot fi_,, ..., fo,..., fn. [14]
Vysledna metoda s takto zkracenym filtrem je sice vypocetné efektivni, ale jeji
pouziti je omezeno pouze na tlohy bez zmény materidlovych vlastnosti v prubéhu

vypoctu.

2.3.6 | Uméla neuronova sit

Za pocatek neuronovych siti se da povazovat rok 1943, kdy McCulloch a Pitts poprvé
popsali jednoduchy model neuronu. Téz poukazali na to, Ze spojenim dostateéného
mnozstvi neurontt obdrzime sit, ktera je schopna reprezentovat témeér libovolnou
funkci. [31] Neuronova sit je mnozina vykonnych prvki (neurontd) pospojovanych
vazbami. Zakladni funkci NS je realizovat zobrazeni vstupu X na vystup Y, kde X
a Y jsou nejcastéji vektory délky N a M. Pred tim, nez je NS schopna vykonavat

svoji funkci, predchazi faze uceni. Bézné probiha uceni tzv. ,s ucitelem®, to je pripad



KAPITOLA 2. INVERZNI ULOHY VEDENIi TEPLA 18

kdy se NS uci na testovaci mnoziné zadani, pro néz jsou znama spravna reseni. NS
musi byt po nauceni schopna vyhodnotit i vstupy, které nebyly soucasti testovaci
mnoziny, protoze testovaci mnozina je vzdy mensi nez mnozina vsech pripustnych

vstupi. [32]

Model neuronu

Jako trivialni model neuronu se casto pouziva tzv. percepton. Kazdy percepton
ma svij potencial spocteny jako vazeny soucet vSech budicich signalt. Pokud je
potencial vétsi nez urcéita mez, pak je neuron exitovan a jeho vystup nabyva hodnoty
1. V opacném pripadé je inhibitovan s vystupem 0. Toto chovani popisuje rovnice
2.16.

y(x) = Sgn(zn: wiz; —V); (2.15)

i=1
kde x; jsou vstupy, w; vahy a 1 je prahova hodnota. Pricemz Sgn znac¢i funkci

definovanou vztahem 2.16, ktera zde plni tlohu tzv. aktivaéni funkce.

0, <0
y(w) = (2.16)
1, >0

vvvvvv

vevs

1
—= S = ——----—:1

kde z je potencidl neuronu a A je strmost sigmoidu.

(2.17)

Vyuziti neuronovych siti pro inverzni dlohy vedeni tepla

Neuronové sité se daji pro inverzni ilohy vedeni tepla pouzit vice zptisoby. Vzhledem
k narocnosti uceni rozsdhlych neuronovych siti jsou pouzivané zejména ve formé
numerickych filtri a odhadu parametru [17], [33]. Pouziti NS celo-doménové je sice
mozné [34], ale pro rozsahlé tlohy je silné neefektivni. Dalsim piikladem pouziti NS
je v kombinaci s jinou metodou, kde NS slouzi pouze pro rychly vypocet primé tlohy

vedeni tepla [35].

Pouziti ve formé filtru

V jednorozmérném pripadé s jednim tepelnym c¢idlem do NS postupné vstupuji

posloupnosti zmérenych teplot, z kterych jsou stanovovany tepelné toky. Konkrétné
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hustota tepelného toku ¢, je vyjadiena jako funkce zmétenych teplot Y, nyy-oey Yar—n,

viz rovnice 2.18.

(jM = f(YM—N1>YM—N1+1> "'>YM—1>YM>YM + 17 "'>YM+N2—1>YM+N2) (218)

kde Ny, N jsou mala kladna ¢isla. Struktura se tak podoba numerickym filtram.
Na rozdil od predchozi kapitoly nejsou koeficienty filtru stanoveny deterministickym
vypoctem. Vlastnosti filtru se dana NS ,nauci“ pomoci testovaci mnoziny, ktera se
sklada z dvojic zadani — feseni. Tato mnozina muze byt sestavena na zakladé mnoziny
jednoduchych zadani primé tlohy (hustot tepelnych toki), které jsou primou tlohou

feseny (vysledkem je prubéh teplot).

Odhady parametri

Zajimavé pouziti NS publikoval Deng [35], ktery pouziva dvé rizné neuronové sité.
Jednodussi sit (mirné modifikovand Hopfieldova NS! [36], [37]), kterd fesi pfimou
mnoziny tloh pro druhou NS pak s vyhodou vyuziva urychleného primého vypoctu
diky prvni NS.

2.3.7 | Genetické algoritmy

Genetické algoritmy jsou inspirované evolucni teorii (Lamarck 1801, Darwin 1859)
a vyuzivaji paralely s genetikou [39]. Prvni pouziti pro optimalizaci pod nézvem
genetické algoritmy nastalo az v roce 1975 [21].

Zéakladni myslenkou GA je vytvoreni populace jedincu, kde DNA kazdého je-
dince kdéduje urcité feseni daného problému. Pocatecni populace (¢asto nahodnd)
je pak vylepsovana pomoci tzv. genetickych operatorti, jako jsou: kiizeni, mutace a
ohodnoceni [40]. Tyto zdkladni operdtory je mozné doplnit operatorem ,smrt* [39],
pripadné o své vlastni operatory ,manipulace” a ,sefazeni“ cilené konstruované pro

inverzni tlohy vedeni tepla v mé predchozi préci [41].

GA pro reseni inverznich iloh vedeni tepla

GA mutzou i pro rozsahlé tlohy davat kvalitativné podobné vysledky, jako sekvenéni
Becktv algoritmus. Vzhledem k relativni efektivité tohoto algoritmu, vsak neni prav-
dépodobné, ze by GA mohl poskytnout vyhodu v podobé méné naro¢ného vypoctu.

Smysl pouziti GA, tak spociva hlavné ve specialnich aplikacich, kde klasické metody

!Hopfieldova NS je tvoiena pouze jednou vrstvou neuronti, kde je kaZdy neuron napojen na

vsechny ostatni, pricemz spojeni jsou oboustranné se stejnou vahou.
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nedavaji dostatecné presna reseni nebo se z jiného divodu nedaji pouzit. Jednou z
téchto aplikaci je pripad hledani intenzivniho tepelného toku, ktery byl aplikovan
po extrémné kratkou dobu. Presto, Ze se v literatute objevuji clanky, které dokladaji
uspeésné pouziti GA celo-doménové [20], nejsou GA vhodné pro stanovovani velkého
poctu parametri najednou [41]. Clanky popisujici tento p¥istup jsou vétsinou apliko-
vané na jednoduché tlohy s malym poc¢tem nezndmych parametru (fadové do 100),
pri¢emz jejich piimé rozsiteni na redlné lohy (s desetitisici parametry) neni mozné.
Pro rozsahlé dlohy je vhodné pouzivat GA v sekvencni formé [41]. Jinym atypickym
pouzitim je kombinace s neuronovymi sitémi, kde je GA pouzito ke zlepseni (zrych-
leni i zpfesnéni) algoritmu zpétné propagace (zdkladniho algoritmu pro uc¢eni NS).
42



Prudce se ménici okrajové

podminky

Predpokladejme casové zavislou tlohu s relativné dlouhym zaznamem dat, kterou je
potfebné vyhodnotit v celém casovém intervalu. Kromé pozvolné se ménicich okra-
jovych podminek se v tloze vyskytuje i omezené mnozstvi extrémné prudkych zmén
viz 3.1. V pribéhu experimentu dale dochazi k vyznamnym zménam materidlovych

vlastnosti vlivem zmény teplot.

HTCA

_J A ¢t

Obr. 3.1: Priklad pozvolné se ménici okrajové podminky (soucinitele prestupu tepla (Heat

Transfer Coefficient)) se dvéma extrémnimi zménami

V nasledujicich kapitolach budou probrany problémy béznych zptsobu feseni

této ulohy a dvé nové navrzena reseni:

o Dvoufazové feseni — V prvni fazi se vyresi loha ,,béznym® zptisobem. Ve druhé
fazi se provede korekce problematickych tseku jejich prepocitanim jinou me-
todou.

e Sekvenc¢ni sub-doménovy pristup, ktery pouziva celo-doménového pristupu

sekvenénim zpusobem na subdoménach.

A4

3.1 | Problémy pri reseni klasickymi metodami

Délka tlohy a proménlivost okrajovych podminek znemoznuje fesit ilohu stanove-
nim parametra jednoduché funkce, kterou by se popsal priabéh okrajovych podmi-

nek. Obecné je potfeba pouzit nékterou z metod odhadu funkce. Ulohu zdroveri nenf
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mozné Tesit efektivné jednokrokové kviili jeji délce, viz podkapitoly celo-doménovy
pristup (2.3.2) a regulace (2.3.4). Ze sekvencnich metod pak muzeme vyradit ty,
které nejsou schopny postihnout vyvoj materidlovych vlastnosti. Za vhodnou me-
todu se da povazovat sekvencni Beckova metoda, jejiz dobra funkénost mimo ex-
trémni zmény v okrajovych podminkach je ovéfena v LPTP [5]. K jak velkému
zkresleni vysledku dochéazi, v oblastech s prudkou zménou okrajové podminky, bude

ilustrovano na testovacich tlohéach.

3.1.1 | Testovaci ulohy

Vzhledem k tomu, zZe vSechny metody, které budou na testovaci tlohy aplikovany
dosahuji dobrych vysledki pro pozvolné zmény okrajovych podminek, tak je mozné
testovaci tlohu omezit pouze na casti s prudkymi zménami okrajové podminky a
jejich blizké okoli.

Pro testy jsou nejcastéji pouzity nésledujici typy okrajové podminky (viz 3.2):

o Diraciv impulz

o Trojuhelnikovy pribéh

e Obdélnikovy prabéh

o Lichobéznikovy prubéh

100 @
80
~ @ Diractv impulz (1)
£
=~ 60
E -@- Obdelnik (3)
o 40 < -Trojuhelnik (5)
Werooer Wevever L4
+ <+ Lichob&#nik (8)
20 : e b,
. s seer QR s O e e e e G,
Lo . A, o,
B P LR
0 @ @ ® a @ @ @ @ ‘Q @
60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
Casové kroky (p¥i frekvenci f = 300 Hz) [-]

Obr. 3.2: Priklad testovacich okrajovych podminek

Fiktivni experiment

Zvolené okrajové podminky Q(t) se aplikuji na povrch fiktivniho vzorku. Vysledkem
primé tlohy vedeni tepla je teplotni pole vzorku v zavislosti na case T(X,t), kde
X je libovolny bod vzorku a t je ¢as. Ve zvolenych bodech Xi, X, ... (fiktivnich
termoclancich) se vyjadii prubéh teplot T (t) = T(Xy,t), To(t) = T(Xa, t), ...
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Do takto fiktivné zmérenych teplot 17,75, ... se ptida sum, ktery odpovida béz-
nému sumu pii métreni teplot. Z praktickych experimentt byl zvolen Sum s normal-
nim rozdélenim N (0, 0?) s parametrem o = 0.25.

Vysledné zaznamy teploty v hloubce 0,7 mm pod povrchem jsou vyneseny v
grafu 3.3.

=—Diraclv impulz (1)

==0bdelnik (3)

=—Trojuhelnik (5)

—=Lichobéznik (8)

60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
Casové kroky (pFi frekvenci f = 300 Hz) [-]

Obr. 3.3: Zaznamy teplot pro testovaci okrajové podminky

ResSeni sekvenéni Beckovou metodou

Pomér mezi presnosti a stabilitou vypoctu sekvencéni Beckovy metody je dan vhod-

nou volbou poctu doprednych krokt N [43]. Pro nazornost byly pouzity tii rizné

hodnoty:
e Ny1 = 3 je zvoleno na hranici stability vypoctu
e Ni2=6
e Nys=12.

Testovaci tlohy byly feseny postupné pro vsechny t¥i volby poctu doprednych
krokt. Vysledky pro diractv impulz a lichobéznikovy prabéh jsou srovnany s pres-
nymi fesenimi v grafech 3.4 a 3.5. K vypoctiim byly pouzity teplotné zavislé mate-

ridlové vlastnosti.

Reseni celo-doménovou metodou s regularizaci

Reseni testovaci tlohy celo-doménovou metodou je silné zavislé na sumu ve vstupnich
datech.

Pro nizkou droven Ssumu (normélni rozdéleni s parametrem o = 0,02) je mozné
ulohu tesit bez pouziti regularizace, zatimco pro vétsi Sum (normalni rozdéleni s pa-
rametrem o = 0, 2) je jiz regularizace nevyhnutelnd. Srovnani reseni bez regularizaci

pro stejnou testovaci tlohu se dvéma trovnémi sumu je v grafu 3.6.
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Obr. 3.4: Srovnani vysledkt sekvenéni Beckovy metody
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Obr. 3.5: Srovnani vysledkt sekvenéni Beckovy metody

Pri vyhodnocovani experimentii, které typové odpovidaji popisované problema-
tice, jsou v LPTP bézné pouzivany teploty mérené termoclanky, které mivaji cha-
rakter sSumu s priblizné normalnim rozdéleni s parametrem o = 0,2. Pouziti celo-
doménové metody na tulohy, které jsou reseny v této kapitole, je tak témeér vzdy
spojeno s regularizaci nebo s filtrovanim dat pred samotnym inverznim vypoctem.
Reseni testovaci tilohy s riiznou trovni regularizace je v grafu 3.7 spoleéné s idedlnim
feSenim (zadanim) této tlohy.

Z grafu 3.7 je patrné, Ze vhodnou volbou parametri regularizace (v tomto pripadé
a = 1071) je moZné dosdhnout relativné dobrého feseni, které neni p¥ili§ zkreslené
a zaroven dostatecné potlacuje sum.

Jak bylo psano v kapitole 2.3.2, tak jednou z nevyhod celo-doménové metody
je, ze se ve vypoctu nezohlednuji tepelné zavislé materialové vlastnosti. Vliv to-
hoto zjednoduseni je zndzornén v grafech 3.8 a 3.9, které ilustruji inverzni vypo-
¢et celo-doménovou metodou. Zvolena testovaci tiloha pouziva stejny model vzorku

jako predchozi testovaci tlohy. Okrajova podminka je zvolena tak, aby model prosel
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Obr. 3.6: Vysledky celo-doménové metody bez regularizace pro dvé irovné Sumu ve vstup-

nich datech
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Obr. 3.7: Srovnani feSeni pro ruznou miru regularizace (podle hodnoty koeficientu «a) s

presnym Tesenim a Fesenim bez regularizace

v pritbéhu vypoctu velkym rozsahem teplot, a tim i velkou zménou tepelné zavislych
materidlovych vlastnosti. Tvar zvolené okrajové podminky a zkreslené reseni celo-
doménové metody je vyneseno v grafu 3.8. V souladu s predpokladem se zkresleni
celo-doménového vypoctu zvétsuje se zvétsujicim se rozdilem pocatecni a aktualni
teploty, respektive se zvétsujicim se ¢asem. Pro uplnost jsou v grafu 3.9 vyznaceny
vstupni data inverzni tlohy (teploty) v porovnani s teplotami, které je mozné dopo-
¢itat primou tlohou na zakladé vysledku tlohy inverzni. Pro zadani i vysledek jsou
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uvedeny vzdy dva zaznamy teplot. Podpovrchova teplota v misté teplotniho ¢idla a

teplota nechlazeného povrchu.
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Obr. 3.8: Zkresleni okrajové podminky vlivem nezohlednéni zmény materidlovych vlast-

nosti béhem vypoctu
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Obr. 3.9: Zkresleni teplot simulovanych na zakladé zkreslené okrajové podminky

Problematiku feseni tohoto typu tloh celo-doménovou metodou mtizeme shrnout

takto:

o Je potfebné pouzit regularizaci.
o Nejde pouzit na dlouhé zaznamy z divodu vypocetni naroc¢nosti.
e Nejde pouzit pti zméné teploty ve velkém rozsahu, protoze metoda pouziva

konstantni materidlové vlastnosti.
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3.2 | Dvoufazové reseni

Stejnéd problematika byla podobnym pfistupem fesena na VUT (LPTP 2002) [44].
K teseni byla tehdy pouzita sekvencni Beckova metoda, ktera byla v kritickych
mistech nahrazena optimalizaci parametru funkce HTC (soucinitele prestupu tepla)
znamého tvaru. Metoda dévala dobré vysledky za predpokladu, Ze typ (tvar) hledané
funkce je neménny a znamy. Popsany pristup, avsak s jinou metodou pro druhou fazi
(bez pozadavku na znamy typ funkce), byl testovan v ramci této dizertacéni prace
a na zaver je srovnan s ostatnimi pristupy.

V prvni fazi se pouzije vypocetné efektivni metoda, schopna pracovat s tepelné
zavislymi materidlovymi vlastnostmi. Z vyhodnocenych okrajovych podminek se vy-
berou kritickd mista s prudkymi zménami okrajovych podminek, které se prepocitaji
v druhé fazi jinou metodou. Diky tomu, zZe se v druhé fazi prepocitavaji jen kratké
useky zaznamu, je mozné pouzit Sirsi nabidku vypocetnich metod. Neni nutné, aby
zvolena metoda byla vypocetné nenarocna. V nékterych pripadech je mozné diky
kratkému casovému useku predpokladat, ze se materialové vlastnosti prilis neméni

a model aproximovat jako model linearni.

3.2.1 | Popis realizace

Pro demonstraci tohoto pristupu byla zvolena testovaci tiloha kombinujici pozvolné
se ménici okrajovou podminku tvaru sinusové funkce a jednu prudkou zménu obdél-
nikového tvaru. Model vzorku ztstal stejny jako v predchozich tlohach. Vzdalenost
teplotniho senzoru od chlazeného povrchu je 1 mm a frekvence vstupnich dat je
300 Hz. Pro realizaci prvni faze vypoctu byla pouzita sekvencni Beckova metoda.
Pocet doptfednych krokt byl stanoven na 10, respektive na dopredny cas 0,033 s.
Na zakladé tohoto TFeseni jsou stanoveny tseky vypoctu, které maji byt prepocitany
v druhé fazi. Konkrétné jsou vybrany intervaly, na kterych feseni prvni faze prekra-
¢uje stanovenou limitni hodnotu. Limitni hodnota pro uvedeny ptiklad byla zvolena
jako polovina maxima tohoto feseni. Nalezené intervaly musi byt déle rozsiteny mi-
nimalné o pocet doprednych kroki tak, aby pokryvaly celou oblast, kde je vypocet
prvni faze zkresleny prudkou zménou hledaného feseni. Pro ptipad zvolené testovaci
ulohy byl interval rozsiten o dvojnasobek poc¢tu doprednych krokt N f na kazdou

stranu!. Ukdzka prvni faze FeSeni testovaci tilohy je v grafu 3.10, kde je téZ vynesen

'Pro nezndmy typ hledané okrajové podminky neni mozné po prvni fizi vypoétu uréit optimalni
délku intervalu pro fazi druhou. Vhodnost této volby se vSak da ovérit zpétné po dokonceni vypoctu
druhé faze, podle toho na jakém intervalu se shoduje vypocet prvni a druhé faze vypoctu. Pokud
se Teseni na krajich intervalu neshoduji, tak byl pouzit prilis maly interval a feseni druhé faze by
mélo byt prepocitano pro vétsi interval.
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zvoleny limit a rozsifeny interval pro druhou fazi vypoctu.
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Obr. 3.10: Vysledky prvni faze vypoctu s vyznacenym intervalem pro druhou fazi vypoctu

Vybrané intervaly jsou v druhé fazi feseny celo-doménovou metodou, kterou je
mozné pouzit diky kratké délce fesenych tiseki. Ke stabilizaci vypoctu je opét po-
uzita "slaba" regularizace. Tj. regularizace s malou hodnotou parametru « tak, aby
regularizace prilisS neovliviiovala pribéh reseni, zvlasté pak maximalni vypoctené
hodnoty. Dtsledkem této volby je Sum v Teseni, ktery je ve srovnani s Sumem z
prvni faze mnohonéasobné vétsi. Na druhou stranu je tento sum stale prijatelny ve
srovnani s vysledky druhé faze potazmo se zadanim. Popsana feseni obou fazi ve
srovnani se zadanim jsou v grafu 3.11. V uvedeném grafu je ddle uvedeno vyhlazené

feSeni, které je mozné ziskat bez toho, aniz bychom rozosttili pribéh reseni v okoli

jeho maxima.
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Obr. 3.11: Srovnani reSeni obou fazi se zadanim
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3.2.2 | Shrnuti

Dvoufazové reseni je jednoduché a efektivni reseni pro pripady, kdy v dlouhém za-
znamu plynule se ménici okrajové podminky je omezeny pocet izolovanych prudkych
zmén. Pricemz intervaly pro vyhodnoceni v druhé fazi by mély byt relativné kratké
a nesmi v nich dochazet k velkym zménam materialovych vlastnosti pii pouziti celo-
doménové metody pro druhou fazi vypoctu. Metoda neni vhodna v pripadé, ze ¢asové

intervaly pro druhou fazi feseni jsou prilis dlouhé (poctem vzorki) a nedélitelné.

3.3 | Sub-doménova metoda

Hlavni myslenkou je pouziti celo-doménové metody sekvenénim zptisobem. Tj. hod-
nota okrajové podminky v ¢asovém kroku M je stanovena celo-doménovou metodou
na zakladé zmérenych teplot v N f budoucich krocich. Jde o extrémni piipad pou-
ziti sub-doménové metody, kterou v nedavné dobé (rok 2015) vyvijela V. Hfibova
v ramci své diplomové prace pod vedenim M. Pohanky, ktery je zaroven skolitelem
specialistou této prace [45]. Zminéna metoda vypocetni doménu (cely zdznam tep-
lot v ¢ase) rozdéli do mensich sub-domén s mirnym prekryvem. Na sub-doménéach
pak probiha vypocet celo-doménového typu. Dizertacni prace se bude zabyvat ex-
trémnim pripadem, kdy kazda subdoména je dlouhd N f hodnot a z toho Nf — 1
je prekryv. V kazdém casovém kroku se tak pouzije pouze jedna spoctend hodnota

tepelného toku.

3.3.1 | Popis metody

Uloha je FeSena sekvenénim zptsobem od zafatku do konce. Hledanou okrajovou
podminkou je tepelny tok @; proi =1,...,N — Nf, kde N je pocet ¢asovych krokiu
celé ulohy a N f délka sub-domény (pocet dopfednych casovych kroki). V kazdém
kroku M se stanovi okrajova podminka () v ¢asovych krocich M, M + 1,.... M +
N f — 1, z téchto hodnot se vybere pouze prvni z nich, tj. Q.

Vhodnou délku sub-domén N f je mozné stanovit stejnym zptsobem, jako u sek-
vencni Beckovy metody, na zakladé teplotni odezvy na okrajovou podminky typu
Diractv impulz. Prilis mala hodnota zptisobi, ze samotna hodnota (), je obsazena
ve vstupnich datech s tak malou citlivosti, Ze se dil¢i TeSeni kazdé sub-domény stane
nestabilnim. Ze stejného divodu jsou méné stabilni a presné hodnoty ke konci sub-
domény.

Na rozdil od sekven¢ni Beckovy metody, kde je okrajova podminka v N f do-
prednych krocich nahrazena jednou hledanou hodnotou @, (nebo smérnici primky),

nejsou v sub-doménové metodé tepelné toky Qar, Qars1, -, @rrnp—1 sSpoctené v rameci
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jedné sub-domény striktné svazany. Z tohoto divodu nedochazi k prehlazeni dil¢ich
vysledki, ani pro volbu velkého poc¢tu doprednych krokt N f. Zaroven to znamena,
ze v diléich Tesenich neni potlacovan sum, ktery je pro bézné praktické tlohy nepfi-
jatelné vysoky. Ukéazka TeSeni inverzni tlohy do kroku M — 1 a dil¢iho feseni pro
krok @y je v grafu 3.12. K potlac¢eni Sumu, se pouzije vhodny typ regularizace. Pro
ilustraci je uvedeno reseni stejného prikladu, jako je v grafu 3.12, ale nyni s pouzitim

regularizace prvniho radu, viz graf 3.13.
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Obr. 3.12: Ukéazka feSeni sub-doménovou metodou do kroku M — 1 (M = 120) a navazu-
jictho dil¢itho Teseni pro c¢asové kroky M az M + N f — 1.
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Obr. 3.13: Ukazka resSeni s regularizaci prvniho fadu do kroku M —1 a navazujiciho dil¢iho
feseni M + Nf — 1.

Pouzivani regularizace ma samoziejmeé své negativni dusledky, které jsou ilustro-

vany v grafu 3.14. Tento graf zobrazuje dil¢i Teseni v pribéhu reseni stejné tulohy
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jako v pfedchozim grafu (3.13).
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Obr. 3.14: Ukazka TeSeni s regularizaci prvniho fadu a dil¢ich feseni.

Prvnim negativnim dtsledkem regularizace, na ktery se zamérime, je viditelné
zkresleni konct dil¢ich feseni. Zptsobeno je to tim, Ze pouzita regularizace tlumi de-
rivaci feseni se stejnou silou na celé sub-doméné, zatimco citlivost stanoveni hodnot
Qi ke konci sub-domény vyrazné klesa, viz graf 3.15. Regularizace ma proto ke konci
sub-domény dominantni vliv a prevazi nad hledanym fesenim. Popsané zkresleni je
mozné vyrazné potlac¢it ipravou regularizacni matice tak, aby obsahovala vahy, které
budou vétsi na zacatku zaznamu a mensi ke konci. Vhodnou volbou jsou vahy kopi-
rujici citlivost vypoctu hodnot @);, viz graf 3.15. Nastinéna vazena regularizace neni
v této praci déle feSena, protoze k realizaci popsané sub-doménové metody, ktera
pouziva pouze prvni hodnotu ze sub-domény neni potieba, aby byl dil¢i vypocet
presny i na konci sub-domény.

Druhym diisledkem regularizace, ktery neni z grafu 3.13 tplné zfejmy, je chovani
prvnich dvou (respektive tii, podle typu regularizace) vypoctenych hodnot kazdé
sub-domény. Problematika je zachycena v grafu 3.16, ktery kromé zadani (plna ¢ara)
znazornuje prvnich pét stanovenych hodnot pro kazdou sub-doménu. Prvni hodnoty
(tj. stanovené TeSeni celé inverzni tlohy) jsou prolozeny plnou ¢arou. Dalsi jsou
oznaceny znackami v poradi: kolecko, kiizek, trojihelnik a ¢tverec. Na uvedeném
prikladu je vidét, ze se zacatky (prvni dvé hodnoty) diléich feSeni dvou po sobé
jdoucich sub-domén prilis neshoduji. Naopak treti az pata hodnota jiz vykazuje
dobrou shodu.

Pri¢ina je opét v regularizaci. Konkrétné pro regularizaci prvniho radu se kazda

hodnota @Q); vyskytuje ve dvou vyrazech, kromé prvni a posledni hodnoty. Proto je
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Obr. 3.15: Soucet koeficientt, které ovliviiuji vypocet hodnot Q4 v rdmci jedné sub-

domény. Respektive citlivost Qas4+; na vstupni data.
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Obr. 3.16: Prvnich pét hodnot z kazdé subdomény

prvni hodnota sub-domény tlumena vyrazné jinak, nez zbytek hodnot. Véetné hod-
noty druhé z predchozi sub-domény, ktera by jinak méla byt témér stejna. V pripadé
regularizace druhého radu jsou timto zptsobem ovlivnény prvni dvé hodnoty. Zkres-
leni hodnoty nésledujici je pak zptsobeno vynucenou navaznosti na predchazejici
silné zkreslenou hodnotu.

Resenim je rozsfiit regularizacni matici a s ni i celou citlivostni matici o dvé
hodnoty (pro regularizaci druhého tadu) predchazejici prvni vypoctené hodnoté
sub-domény. Koeficienty na prvnich dvou tadcich citlivostni matice a pravé strané
soustavy jsou nastaveny tak, aby Teseni prvnich dvou tepelnych toka odpovidalo fe-
senim z predchozich dvou sub-domén. Regularizace tak zaruci, ze zacatek kazdé sub-

domény bude ve smyslu regularizace navazovat na vypocet predchozi sub-domény.
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Vliv této modifikace je patrny ze srovnani grafa 3.17 a 3.16, které zobrazuji Teseni

stejné tulohy.
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Obr. 3.17: Reseni s rozsifenou regularizaci na jednu hodnotu z predchozi sub-domény.

Vzhledem k tomu, zZe princip i vlastnosti sub-doménové metody jsou velmi po-
dobné sekvencéni Beckové metodé, ktera ma nékolik rtiznych variant s mirné odlis-
nymi vlastnostmi, tak je nedostatecné pouzivat pro srovnani pouze jednu variantu.
V nasledujici podkapitole je proto sub-doménova metoda srovnavana s dalsimi sek-

vencénimi metodami.

3.3.2 | Srovnani s riznymi modifikacemi sekvencnich metod

V této kapitole bude srovnavana sub-doménova metoda se ¢tyimi variantami sek-
venéni metody:
o Zakladni metoda - konstanta: okrajova podminka se nahrazuje konstantou a
vypocet predpoklada linearni chovani tdlohy
o Zakladni metoda - linearni: okrajova podminka se nahrazuje linedrni funkei a
vypocet predpoklada linearni chovani tdlohy
o Optimalizace - konstanta: vypocet je proveden jako optimalizace hodnoty kon-
stantni funkce tak, aby se minimalizoval rozdil spo¢tenych a zadanych teplot
o Optimalizace - linearni: vypocet je proveden jako optimalizace smérnice line-
arni funkce tak, aby se minimalizoval rozdil spoctenych a zadanych teplot
Pro ilustraci jsou v grafu 3.18 srovnany reseni vSech ¢ty uvedenych variant sek-
venéni metody v porovnani se sub-doménovou metodou a zaddnim. Poznamenejme,
ze smyslem tohoto porovnani neni srovnavat presnost uvedenych metod, ale pouze
poukazat na rozdilny typ zkresleni, kterého se metody dopoustéji. Za timto ticelem
také nejsou parametry metod nastaveny optimalné, protoze by rozdily mezi zkresle-

nimi byly Spatné pozorovatelné.
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Za povsimnuti stoji, ze se v tomto prikladu Teseni zakladnich metod a metod
vyuzivajicich optimalizaci velmi dobre shoduji. To je mozné pfi splnéni dvou pod-
minek:

e Béhem vypoc¢tu nedochézi v ramci N f dopfednych krokt k zdsadnim zménam

materidlovych vlastnosti, tj. iloha se chova témér linearné.

e V ramci optimaliza¢ni metody byly zvoleny rovnomérné vahy pro vyhodnoceni

odchylky vypoctenych a zmérenych teplot. Tato volba se sice nabizi, ale neni

jedinou moznou.
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Obr. 3.18: Porovnani feSeni sub-doménové metody s dalsimi sekven¢nimi metodami.

Zameéime se nyni pouze na srovnani sub-doménové metody se zakladni sekvencéni
Beckovou metodou z grafu 3.18. V hrubych rysech jsou obé uvedena reseni stejné
presnd, respektive podobnou mérou zkreslena. Rozdilny je tvar zkresleni, ktery vy-
plyva z ruznych metod stabilizace vypoctu. Beckova metoda (verze s konstantni
predikci) je zkreslena vyrazné nesymetricky a na uvedeném prikladu nema tendenci
prekmitavat spravné reseni. Zatimco sub-doménova metoda se chova témeér symet-
ricky a to dokonce i s prekmitnutimi na zac¢atku a konci kazdé prudsi zmény okrajové
podminky. Velikost a typ prekmitii je dan volbou regularizace. V prikladu je pouzita
regularizace druhého radu, kterd omezuje druhou derivaci feseni. Zjednodusené fe-
¢eno se v grafu reseni nemtize objevit ostry prechod mezi dvéma vyrazné odlisSnymi
smérnicemi. Disledkem jsou pravé pozorované prekmity.

Co se symetric¢nosti tyka, tak jde o velmi podstatnou vlastnost. Pro¢ tomu tak
je a k ¢emu je mozné této vlastnosti vyuzit je popsano v nasledujici podkapitole.

Mirné odlisné vlastnosti nez zakladni Beckova metoda s predikci konstantniho
pribéhu, ma varianta s pritbéhem linearnim. V grafu jsou patrné dva rozdily:

1. ReSeni varianty s konstantou vypada, jako by bylo na ¢asové ose mirné posu-

nuté doleva.
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2. Varianta s linearni funkci ma vétsi tendence kmitat. Konkrétné prekmitava
maximalni hodnotu a néasledné po poklesu okrajové podminky klesa do zapor-
nych hodnot.

Prvni pozorovana skutecnost je ¢astecné zptisobena tim, ze metoda pouzivajici

konstantni funkci nema pfimou vazbu na predchozi vypoétenou hodnotu (na rozdil
od verze s linedrni funkei, ktera z predchozi hodnoty vychézi). Stanovené hodnoty

téchto funkci, tak snaze "rychleji" reaguji na vyvoj zmérenych teplot v case.

3.3.3 | Tolerance skoku

V realnych tlohach se casto vyskytuji extrémné prudké zmény okrajové podminky.
Zakladnim problémem je, jak tyto opravnéné zmény odlisit od sSumu, ktery se téz vy-
znacuje extrémnimi zménami ve spoctenych pribézich okrajové podminky. V praxi
pouzivané metody tento problém nedokazi fesit a jejich pouziti je vzdy kompromisem
mezi redukei Sumu a mirou zkresleni prudkych zmén v feseni. Tato problematika byla
¢astecné Tesena v ramci mé predchozi prace [41], ve které byla testovana sekvencni
verze genetického algoritmu pro feseni inverznich tloh vedeni tepla s riznymi typy
regularizaci. Na problematiku omezeného poctu extrémné prudkych zmén okrajové
podminky byla v praci testovana metoda oznacena jako "tolerance skoku".

V praxi jde o to, ze v urc¢itém casovém kroku se cilené vynecha jeden regulari-
zacni ¢len. V daném bodé, pak neni vyzadovana ,spojitost” (pro pripad regularizace
prvniho fadu). Predpokladem pro pouziti této metody je ovSsem znalost poctu a
polohy skoki, které maji byt tolerovany. V predeslé praci bylo predpokladano, ze
pocet skokt je znamy, respektive, ze jsme schopni urcit interval, ve kterém lezi prave
jeden skok. Jeho konkrétni poloha se pak mize urcit predrazenim bézného vypoctu
bez tolerance skokti. Tolerance skoku se pak provede v bodé, pro ktery je gradient
feseni v daném intervalu nejvétsi.

V této praci je testovan stejny princip tolerance skoku navazany na sub-doménovou
metodu, kterd je diky svym vlastnostem vhodnéjsi nez drive testovany geneticky al-
goritmus.

Pro tcely detekce ¢asového kroku, ve kterém ma dojit ke skoku, byly v této praci
vyzkouseny dvé metody: sekvencni Beckova (konstanta) a sub-doménova.

V pripadé prudkych déji obé metody podéavaji prehlazené vysledky. Zajimavé
ovsem je, ze kazda metoda vysledky zkresluje jinym zptisobem, jak jiz bylo zminéno
v predchozi podkapitole, viz graf 3.18. Pro urceni bodi, ve kterych se budou tolero-
vat skoky jsou podstatné prvni derivace nalezenych feseni, které jsou pro uvedeny
priklad vyneseny v grafu 3.19. V témze grafu jsou kromé derivaci (numerickych)

vyneseny i polohy skokovych zmén zadani této testovaci tlohy.
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Obr. 3.19: Prvni derivace piehlazeného FeSeni sub-doménové a Beckovy metody. Cercho-

vanou ¢arou jsou oznaceny skuteéné polohy skokové zmény v zadani.

Na uvedeném prikladu je demonstrovano, ze i silné prehlazené reseni sub-doménovou
metodou respektuje polohy nejvétsich zmén v zadani (idedlnim feseni). Prvni deri-
vace nabyva svych extrémt v bodech, kde i prvni derivace spravného reseni nabyva
svych extrémi. Na rozdil od toho silné prehlazena sekvencéni Beckova metoda ma
své extrémy v prvni derivaci mirné posunuté ,doleva“ od spravné polohy. Mira to-
hoto posunuti je navic zavisla i na mite zkresleni celého feseni. Tento efekt je patrny
z grafu 3.20, ktery opét zachycuje prvni derivace feseni stejné tlohy s tim rozdilem,
ze je pouzita sekvencni Beckova metoda s mensim poctem doprednych kroku (feSeni
je tedy méné zkreslené, ale obsahuje vétsi Sum).

N
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Obr. 3.20: Prvni derivace feSeni sub-doménové a Beckovy metody. Cerchovanou ¢arou jsou

oznaceny skutecné polohy skokové zmény v zadani.

V uvedeného grafu 3.20 se jiz trend posouvani maxima a minima prvni derivace

,doleva“ zcela vytratil. I presto neni sekvencni Beckova metoda vhodna pro detekci
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skoku a to hned ze dvou duvodi:
o Dodrzovani podminky malého prehlazeni neni ticelné a pro realné tilohy bez zna-
losti spravného teseni je téz tézko kontrolovatelné.
e Pro malé prehlazeni se u sekvencni Beckovy metody objevuje novy problém
s Sumem v prvni derivaci, ktery miize detekované body nahodné posunovat v
okoli optima.
V dalsim textu bude pro detekci bodi vhodnych pro toleranci skoku pouzivana
vyhradné sub-doménova metoda.
Poté, co jsou nalezeny body pro toleranci skoku, je mozné provést samotny vy-
pocet, ve kterém budou tyto body oprostény od regularizace. Vysledek modelové
tlohy s obdélnikovym pribéhem okrajové podminky je v grafu 3.21. Pro srovnani

je v grafu i zadani a bézné reseni sub-doménovou metodou.
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Obr. 3.21: Reseni testovaci tlohy obdélnikového tvaru pomoci metody tolerance skoku.

Princip tolerance ,skoku* byl v predchozim textu vysvétlen na jednoduchém
prikladu obdélnikového priubéhu okrajové podminky, ktery je slozeny ze skokového
nartstu a posléze poklesu hodnoty okrajové podminky. V praxi existuje mnoho
prikladi velmi prudce se ménicich okrajovych podminek, které vsak nejsou primo
skokové (,nespojité“). Potfebna modifikace bude vysvétlena na modelovém piikladu
lichobéznikového pribéhu okrajové podminky, ktery se sklada ze strmé rostouci,
konstantni a strmé klesajici funkce. Jednotlivé ¢asti jsou od sebe oddéleny ¢tyfmi
body, ve kterych dochézi ke zméné smérnice. Pro feseni této tlohy proto stac¢i pouzit
regularizaci druhého radu, ve které se bude tolerovat zména smeérnice pravé v téchto
¢tyrech bodech.

K detekei téchto bodu muze poslouzit druhd derivace (numerickd) prehlazeného
feSeni. Spolecné se zadanim a Fesenim sub-doménovou metodou je vynesena v grafu

3.22. Svislé cerchované cary oznacuji body, ve kterych dochazi ke zméné smérnice v
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zadani. Z grafu 3.22 je zejmé, Ze pro druhé derivace jiz neplati, ze by extrémy v pre-
hlazeném fteseni piimo korespondovaly s extrémy v zadani. I presto lze nalezenych

extrému druhé derivace vyuzit, protoze se nachéazeji v blizkosti hledanych bodi.
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Obr. 3.22: Druhé derivace ptrehlazeného feseni testovaci tlohy.

Zaméime se nejprve na prvni dvojici zlomu (nédbéh), které jsou v uvedeném
prikladu dostatecné daleko od druhé dvojice zlomu (poklesu), aby bylo mozné jejich
polohu Tesit samostatné. Cilem je nalezeni dvojice casovych kroku, ve kterych se
bude tolerovat zména smérnice tak, aby vypoctena okrajova podminka co nejlépe
odpovidala realité. Spravna okrajova podminka je ovsem obecné neznama. K urceni
polohy téchto bodt je vhodné pouzit optimalizaci, ktera minimalizuje bud rezidua
(soucet ¢tvercu rozdila zmétrenych a vypocitanych teplot) nebo soucet ¢tvercu druhé
derivace TeSeni vyjma tolerovanych extrémui. Vzhledem k tomu, Ze soucet c¢tverct
druhé derivace FeSeni je pfesné to, co je potlacovano regularizaci druhého fadu (s
pouzitim tolerance skoku), tak bude v dal$im textu tento soucet oznacovan jako
'regularizacni penalizace".

Lepsi je druhd metoda. V blizkosti spravného feseni ma relativné vétsi rozsah a
dava priblizné spravné vysledky, na rozdil od residui, které v okoli spravného reseni
nemaji dostatecny rozsah a jsou silnéji ovliviiovany nahodnym sumem ve zmétrenych
datech. Priklad, kdy se lokalni minimum residui neschoduje se spravnym resenim je
v grafu 3.23. Graf zobrazuje residua v logaritmickém méritku pro kombinace poloh
tolerovanych zlomt okrajové podminky. Pro srovnani je uveden stejny graf zobrazu-
jici regularizacni penalizaci 3.24. Lokalni minimum je v obou grafech zakrouzkovano.
Pozice spravného Teseni je vyznacend kiizkem.

V obou grafech, ale obzvlast v 3.24, je vidét nékolik spole¢nych vlastnosti:

o Nejvétsi hodnoty ucelovych funkcei jsou pro pripad, kdy se body pro relaxaci

prekryvaji (v grafech jsou na diagonédle), protoze se tak provede tolerace pouze
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Obr. 3.23: Hodnoty rezidui v blizkosti optima. Kolecky oznacuji nalezend lokalni minima.
Kiizky znac¢i skuteé¢né polohy zlomt.
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Obr. 3.24: Hodnoty regularizac¢nich penalizaci v blizkosti optima. Kolecky oznacuji nale-

zend lokalni minima. K¥izky znaci skute¢né polohy zlom.

jednoho zlomu namisto dvou.

o Naopak nejnizsi hodnoty jsou koncentrovany podél vedlejsi diagonaly. Zvlaste
pak pro pripad regularizac¢nich penalizaci jsou vyrazné preferovany symetricky
rozlozené body zlomu vuci jejich spravné poloze.

Vzhledem k tomu, zZe se tento text zabyva problematikou prudkych zmén, tak

je bézné, ze mezi zacatkem a koncem prudkého nartstu hodnoty, se nachazi pouze
maly pocet Casovych kroku (jednotky az desitky). Je tedy z praktického pohledu

mozné pri optimalizaci polohy zacatku a konce nabéhu postupovat diskrétné po
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nejmensich moznych krocich (jeden ¢asovy krok). Zaroven je z grafu 3.24 ziejmé, ze
se musi pouzit optimalizacni metoda, kterda umozni v jednom kroku provést posun
v obou smérech zaroven. Prikladem mize byt bod [54,47], z kterého se d4 minima
[53, 48] dosdahnout pouze diagonalnim krokem, protoze vsechny ostatni sméry vedou
k navyseni tcelové funkce.

Graf 3.25 je prikladem, jak se v pribéhu optimalizace posouvaji body zlomu

a tim i TeSeni postupné konverguje k findlnimu Teseni.
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Obr. 3.25: Posouvani bodt "zlomu" v prubéhu optimalizace.

Dalsim krokem k Teseni realnych tloh je pripad, kdy prudky nartist a pokles
okrajové podminky navazuje tak tésné po sobé, zZe se vysledna okrajova podminka
svym tvarem podoba trojuhelniku. Tento ptipad je sice vypocetné narocnéjsi nez
predchozi varianta, ale princip TeSeni zlistava stejny. Pouze se misto optimalizace
dvou nezndmych parametru (poloh dvou tolerovanych zmén), provede optimalizace
s tfemi neznanimi parametry zaroven. Za teseni inverzni ulohy se pak miuze vzit
feseni s tolerovanou zménou smérnice ve tfech nalezenych bodech.

Pokud je pozadovana vétsi presnost a zaroven nalezené tii body nejsou primo
sousedni, tak je mozné pokracovat v hledani podrobnéjsiho feseni. Prostiedni bod se
rozdvoji na dva a provede se dodatecna optimalizaci vsech ¢tyl bodu zaroven. Opti-
malizace tohoto rozsahu je obecné vypocetné narocna, ale pro tento konkrétni pripad
to neplati, protoze je pocatecni bod nastaven v bezprostiedni blizkosti hledaného
reseni.

Popsany pristup k vypoctu neni samostatnou vypocetni metodou. Jde pouze o
modifikaci libovolné vypocetni metody, ktera pro stabilizaci vypoctu pouziva regu-
larizaci. Hlavnim smyslem této modifikace je umoznit v inverznich vypoctech pouzit
jinak tézko postihnutelné vlastnosti reSeni, jako jsou napriklad priblizny tvar okra-

jové podminky nebo znalost presného casu zacatku nebo vyrazné zmény v okrajové
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podmince. Pokud je feseni zcela neznamého tvaru, pak tuto modifikaci neni mozné
pouzit. Pro modelové tlohy dosahuje modifikace velmi dobrych vysledki, viz graf
protoze zalezi predevsim na konkrétni resené tiloze a priblizné znalosti feseni.
Podstatnym faktem je, ze uvadéna modifikace nemtze vysledky "pokazit z glo-
balniho pohledu", protoze celkové odebrané teplo za dany casovy interval zustava
neménné. Pouze jeho rozlozeni v Case, které byva pro vétsinu metod rozmazané, se

koncentruje do nékolika prudsich naristu/poklest (respektive zmén smérnice).

3.3.4 | Shrnuti

Vlastnosti sub-doménové metody se nejvice podobaji sekvencni metodé s optimali-
zaci linearni funkce. Sub-doménova metoda vsak navic poskytuje presnéjsi predikci
okrajové podminky v N f doprednych krocich. Této predikce je mozné pouzit pro
dalsi modifikace vypocetni metody.

Pripadné modifikace pouzité regularizace (respektive regularizacnich ¢lentt), pak
umoznuje zakladni vlastnosti metody dale modifikovat. Jako napiiklad vyse popsana

"tolerance skoku".

3.3.5 | Tepelné toky ve sméru pohybu

Uvodem této kapitoly (3) byla poloZena otézka, jak velké chyby se dopustime za-
nedbanim tepelného toku ve sméru pohybu v pripadé téles, které se pohybuji pod
statickym chlazenim.

V mnoha praktickych aplikacich se setkavame se situaci, kdy se testovaci vzo-
rek pohybuje vuci statické chladici nebo topné sekci (respektive statické okrajové
podmince, kterd je ve sméru pohybu nehomogenni). Vlivem toho dochézi k nerov-
nomérnému rozlozeni teplot ve sméru pohybu, které zpiisobi tepelné toky v tomto
sméru.

Aby bylo mozné v modelu postihnout vedeni ve sméru pohybu, tak je nutné
model rozsirit na alespon dvourozmeérny a prepocitat citlivostni koeficienty tak, aby
kromeé na case byly zavislé i na pozici ¢asti vzorku, na kterou ptisobi okrajova pod-
minka?. Koeficient 6(t, x) nyni odpovida teplotni odezvé v misté teplotniho senzoru
a Case t na jednotkovy tepelny tok aplikovany na ¢ast povrchu odpovidajici sou-

fadnici z. Ve vypoctech se funkce 6(t, x) opét pouziva v diskretizované podobé, tj.

2Pii feseni jednorozmérné tlohy celo-doménovou metodou znaéi citlivostni koeficienty Theta(t)
pozorovanou zménu teplot v misté teplotniho c¢idla, kterd je dasledkem jednotkového tepelného
toku homogenné aplikovaného na chlazeném povrchu v ¢ase t = 0. V numerickych vypoctech je
funkce diskretizovana vektorem hodnot.
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jako matice © jejichz radky odpovidaji c¢asovym kroktim ¢t = 0,1, ..., Nt a sloupce
odpovidaji polohdm elementti vypocetni sité.

Vznikla matice obsahuje citlivostni koeficienty pro rtzné body povrchu a jejich
prubéhy v Case, ale neni ve tvaru potfebném pro vypocet inverzni tlohy. K prevodu
na tento tvar se pouzije predpoklad, ze konkrétni tvar a velikost okrajové podminky
se pri prechodu pres vzorek neméni. Napiiklad stejnd hodnota tepelného toku @)
je postupné aplikovana na kazdou c¢ast chlazeného povrchu pouze v riznych casech
podle toho, s jakou rychlosti se okrajova podminka pohybuje po povrchu vzorku.
Pro zjednoduseni budeme uvazovat takovou volbu rychlosti a velikosti elementt, ze
se okrajova podminka bude pohybovat pravé jeden element (délky Dzx) za Casovy
krok Dt.

Zména teploty zpusobena tepelnym tokem Sitky jednoho elementu, kterou mi-
zeme pozorovat v misté teplotniho senzoru, je souc¢tem dil¢ich citlivostnich koefici-
enti. V nasem zjednoduseném pripadé se bere z kazdého sloupce matice © prave
jedna hodnota s odpovidajicim ¢asem (z odpovidajiciho radku), podle toho pred
jakou dobou tepelny tok pres dané misto prosel. Vybrané prvky proto lezi na diago-
nalach. Zacinaji vzdy prvnim sloupcem v ¢ase (fadku) podle poctu ¢asovych kroki,
pred kterymi piisobil na kraj vzorku a konci v prvnim radku sloupce, ktery odpovida
aktualni poloze tepelného toku. Schématicky je situace zakreslena na obrazku 3.26,

kde D; oznacuje soucty vyznacenych diagondal. Konkrétné:

t+k

Dy = (Orir—isra),

i=1
kde t je pocet elementti od okraje vzorku do polohy teplotniho ¢idla.

Vyc¢islené soucty diagonal je nyni mozné pouzit béznym zpusobem pro sestaveni
soustavy rovnic, jejichz feSenim ziskame hledanou okrajovou podminku. Citlivostni
matice v rovnici 3.1 je opét diagondalni, pricemz hodnoty D_,, jsou zanedbatelné
malé pro urc¢ité malé ¢islo n. Hodnota n zalezi na nékolika faktorech, predevsim na

vodivosti materialu, rychlosti posuvu a vzdalenosti teplotniho senzoru od povrchu.

'Dy D, -+ --- D_y|
T
D, Dy D nix a1 1
. . a2 T
: : * =| (3.1)
' Dy qN Tn
_DN DN_1 e D1 DO ]

Za povsimnuti stoji, ze rozsiteni modelu o tepelné toky ve sméru pohybu témeér
nezvysilo vypocetni naro¢nost vzniklé soustavy rovnic. Oproti tomu naroc¢nost vy-

poctu citlivostnich koeficientti vzrostla hned dvojim zplisobem:
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Obr. 3.26: Soucty diagonal v dvourozmérné matici THETA

o Primé tlohy jsou pocitany jako dvourozmérné vedeni tepla na misto jednoroz-
mérného

« Je nutné stanovit citlivostni koeficienty pro rtizné polohy okrajové podminky

Pro tlohy s vétsim poctem casovych kroki opét plati, Zze vypocetni narocnost je
dominantné déna fesenim soustavy rovnic 3.1, nikoliv pripravou této soustavy.

Drtive, nez se budeme zabyvat srovnavanim vysledkt inverznich tloh s a bez ve-
deni ve sméru pohybu, tak je vhodné se podivat, jaky vliv ma pohyb okrajové pod-
minky a jeho zahrnuti do modelu na rozlozeni teplot. Srovnavani bude provedeno na
prikladu kovové desky béznych parametri a rozméri, jakych se v LPTP béZzné pou-
ziva pro experimentalni stanoveni okrajové podminky pro vodni vysokotlaké trysky.
Deska je z austenitické oceli tloustky 25 mm a teplota je méfena pod povrchem
(0,7 mm od chlazeného povrchu). Deska se pohybuje rychlosti 0,5 m/s. Jako testo-
vaci okrajova podminka je zvolen rovnomérné rozloZeny tepelny tok Q = 3-107 W/m?

na intervalu délky 5 mm. Prevedeno na cas je kazdy bod povrchu vystaven nenulové
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okrajové podmince po dobu 0,01 s. Ke srovnani byly pouzity dva pristupy:

o Bez tepelného toku ve sméru pohybu - ktery aproximuje zadani tlohy na jed-
norozmeérné vedeni tepla. Na cely chlazeny studovany povrch je po dobu 0.01 s
aplikovan tepelny tok 3 - 107 W/m?

e S tepelnym tokem ve sméru pohybu - tloha je dvourozmérna a okrajova pod-
minka se po povrchu posouvéa zminovanou rychlosti 0,5 m/s

Ke srovnani jsou pouzity podpovrchové teploty (0,7 mm od studovaného po-

vrchu). Pribéhy téchto teplot jsou pro oba piistupy vyneseny v grafu 3.27, z kte-
rého je patrné, ze oba pristupy davaji pro zvolené (redlné pouzivané) parametry
témer stejné vysledky. Konkrétni rozdil je vidét v grafu 3.28, kde je vynesen rozdil

stanovenych podpovrchovych teplot.
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Obr. 3.27: Srovnani vypoctenych teplot pro jednorozmérny a dvourozmérny model (nere-
zové deska)

Z predchozich grafu (3.27, 3.28) plyne, ze rozdil teplot spoétenych primou lohou
vedeni tepla neni velky. V dalsim ovérime, jaky vliv ma vedeni ve sméru pohybu na
vysledky inverzni tlohy. K tomuto srovnani poslouzi stejny ptiklad jako pro primou
tlohu. Konkrétné jako vstupni data se pouziji vysledky dvourozmérné varianty pii-
mého vypoctu se zohlednénim vedeni tepla ve sméru pohybu. Inverzni tloha vedeni
tepla je pak opét fesena ve dvou variantach - s a bez uvazovani posuvu okrajové pod-
minky. Vysledky, nalezené okrajové podminky obou metod, jsou vyneseny v grafu
3.29, kde je opét vidét dobra shoda obou metod.

Dil¢im zavérem je, Ze pro zvolené parametry (typické pro méfeni na ocelové
desce) muze byt vedeni tepla ve sméru pohybu zanedbéno. Pro jiné parametry vsak
miize byt vliv vedeni tepla ve sméru pohybu podstatny. Jako priklad mtzeme pouzit

stejnou 1lohu, ale s hlinikovou deskou, teplotou snimanou 1 mm pod povrchem a



KAPITOLA 3. PRUDCE SE MENICI OKRAJOVE PODMINKY 45

0.10

0.08

C

o
o
)

0.04

0.02

0.00
0.00 0.20 0.40 . 0.80 1.00 1.20

-0.02

Rozdil teplot AT [°C]

Obr. 3.28: Teplotni rozdil pro jednorozmérny a dvourozmérny model pro austenitickou
ocel (Thp — Tap)
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Obr. 3.29: Srovnani vysledkti inverzni tlohy pro jednorozmérny a dvourozmeérny model

(austeniticka deska)

rychlosti posuvu 0,1 m/s. Rozdil ve vypoctenych teplotiach piimé tlohy (graf 3.30)
se tak vyrazné zvetsi. Zvetsi se také rozdily vysledki inverzni tlohy (graf 3.31), kde
je jednorozmeérné reseni oproti dvourozmérnému znacné zkreslené.

Je ztejmé, ze vliv popsaného vedeni ve sméru pohybu je zavisly na nékolika
parametrech; hlavné na tepelné vodivosti materialu a rychlosti posuvu a dale pak
na vzdalenosti teplotniho senzoru od povrchu, geometrii a tvaru okrajové podminky.

Pri¢emz pro vétsinu experimentu, pii kterych je pouzit ocelovy (austeniticky)

vzorek, ktery se pohybuje pod vodnimi tryskami rychlosti vétsi neZ 0, 1ms~!, je
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Obr. 3.30: Srovnani vypoctenych teplot pro jednorozmérny a dvourozmérny model (hlini-
kova deska)
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Obr. 3.31: Srovnani vysledkti inverzni tlohy pro jednorozmérny a dvourozmeérny model
(hlinikova deska)

mozné vliv vedeni tepla ve sméru pohybu zanedbat.



Nestacionarné nehomogenni
chlazeni vysoce tepelné vodivych

materialu

Uvazujme chlazeni svislé plochy s relativné vysokou poc¢atecni teplotou (nad Leiden-
frostovou teplotou pro tento typ chlazeni). Cilem je stanovit okrajovou podminku
na chlazeném povrchu. Chlazeni je realizovano pomoci plochého paprsku vody, ktery
dopadé na horni okraj svislé plochy. Poté, co se proud dotkne povrchu, po ném volné
stéka smérem dolt. Okrajovou podminku je potieba stanovit nejen jako funkei tep-
loty, protoze je téz zavisla na vertikalni vzdalenosti od mista dopadu paprsku. K
dispozici je N zaznamu teplot z podpovrchovych teplotnich senzort, které jsou roz-

mistény v riuznych vyskach. Situace je zobrazena na schématu 4.1.
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Termoclanky é
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—
(92
|

T Stékajici voda

Obr. 4.1: Prurez chlazenym vzorkem

V této kapitole bude ¢asto zminovany Leidenfrostuv (LF) efekt, ktery se tyka
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varu kapaliny pii kontaktu s horkym povrchem. Je-li teplota povrchu dostateéna
(vétsi nez Leidenfrostova teplota), pak se mezi povrchem a kapalinou vytvori souvisla
parni vrstva, kterd brani primému kontaktu kapaliny s povrchem. Pritomnost této
parni vrstvy funguje jako tepelnd izolace a vyrazné zpomaluje prenos tepla mezi
povrchem a kapalinou.

Dale se v nasledujicim textu casto objevuje pojem "LF hranice', kterym se ro-
zumi rozhrani mezi ¢asti povrchu s teplotou mensi nez LF teplota a ¢asti povrchu s
teplotou vétsi nez LF teplota.

4.1 | Testovaci uloha

Testovaci tloha byla zvolena tak, aby byla podobna vyse popsané realné tloze.
Zustava tak zachovan specificky charakter chlazeni silné ovlivnény Leidenfrostovym
efektem s tim rozdilem, Ze pro tuto testovaci tilohu zname spravné reseni. Povrch
je rozdélen do 10 oblasti, kazda s jednim teplotnim senzorem. Prvni dvé oblasti
jsou nechlazené. TTeti a ¢tvrta oblast je intenzivné chlazend i za vysokych teploty.
Okrajové podminky pro zbylé oblasti maji trojuhelnikové priubéhy v zavislosti na
povrchové teploté. Navzajem se lisi pouze velikosti maxima tepelného toku, ktera ve
sméru doli po povrchu vzorku rovnomérné klesaji. Okrajové podminky v zavislosti
na teploté jsou vyneseny v grafu 4.2.
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Obr. 4.2: Okrajové podminky testovaci tilohy

Vyse popsané okrajové podminky byly pouzity pro simulovani chlazeni hliniko-
vého vzorku. Ve stanovenych mistech vzorku, byly odecteny pribéhy teplot, které
simuluji méteni podpovrchovych teplot béhem experimentu. Do zdznamt teplot byl
dale pridan sum simulujici realné méteni teplot. Takto upravené zaznamy jsou vy-

neseny v grafu 4.3.
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Obr. 4.3: Teplotni pribéhy v mistech teplotnich senzoru

A4

4.2 | Problémy pri reseni klasickymi metodami

Pri feseni je potfebné rozlisit minimélné dvé oblasti s vyrazné odliSnym rezimem
chlazeni. ,Dopadovou zénu“, kde se voda dostava do kontaktu s povrchem, a zbytek
chlazeného povrchu, kde voda volné stéka. Okrajova podminka v druhé oblasti je
silné zavisla na povrchové teploté. Leidenfrostuv efekt, ktery je obecné popisovan pro
povrch zanofeny ve vodé [48], je v tomto piipadé vyrazné posilen tim, ze zde chybi
pritlacné sily, které by tekouci vodu tlacily proti vznikajici parni vrstvé. Tepelny
tok @ je pro teploty T' > Tpp zanedbatelny v porovnani s tepelnym tokem pro
T < Trr, kde Trr je Leidenfrostova teplota. Na rozdil od toho v dopadové oblasti
je Tpr posunuta do vysokych teplot (¢asto vyssich nez je pocatecni teplota vzorku,
takze LF efekt neni viibec v dopadové oblasti pozorovan). Typicky prubéh hustoty

tepelného toku v zéavislosti na povrchové teploté je na obr. 4.4.
Q Q

T Tie T

Obr. 4.4: Typicky prubéh hustoty tepelného toku v zavislosti na teploté. Vlevo pro dopa-
dovou oblast a vpravo pro zbytek chlazeného povrchu

Popsané diametralné odlisné chovani vede k tomu, Ze se po zacatku experimentu
vytvori podchlazend oblast v dopadové zéné, viz graf 4.5 (vlevo). Tato oblast se

nadale rozsifuje smérem doli diky vedeni tepla uvnitt materialu. Teprve poté, co je
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povrchova teplota v ur¢itém bodé snizena kondukei, zacne vyrazné chlazeni konvekei

z povrchu, viz graf 4.5 (vpravo).
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450 450
400 400
1350 r1350
1300 1300
1250 1250
1200 r 7200
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Obr. 4.5: Typické rozlozeni teplot uvniti vzorku 1,5 s (vlevo) a 6,5 s (vpravo) po zacatku
experimentu. Vzorek je chlazeny vodnim paprskem, ktery dopada na pravou stranu 70 mm

od horni hrany, ostatni strany jsou izolovany.

K vypoctu je zapotiebi dvourozmérny model, ktery je schopen postihnout tepelné
toky, jak do hloubky materialu, tak i ve vertikalnim smeéru. Okrajovou podminku
je mozné aproximovat pomoci souboru N funkeci hustot tepelnych toka v zavislosti
na case, viz obr. 4.6. Pti této aproximaci vyvstava otazka, jaké hodnoty okrajovych
podminek pouzivat na hranicich mezi oblastmi, pro které budou funkce konstruo-
vany. Nejjednodussim Fesenim je ponechat na hranicich sousednich funkci nespojité
body. Propracovanéjsim pristupem je hodnoty interpolovat naptiklad linearni funkei.
Tvar okrajovych podminek v ¢ase t pro obé metody je znazornén na obr. 4.7.

Obé metody by byly dobfe pouzitelné, pokud by se okrajové podminky ve verti-
kalnim sméru ménily pozvolna. To ovSem viibec neplati v rozebirané tloze. Zde je
pribéh okrajové podminky téméi skokovy (viz obr. 4.4) a navic se pozice skokové
zmény neustile pohybuje v case.

Teoreticky by mélo jit problém potlacit zvétsovanim poctu aproximujicich funkei
N. To s sebou vsak prinasi i adekvatni navyseni poctu teplotnich ¢idel. V praxi
je mozné pouzit pouze omezeny pocet ¢idel, protoze pritomnost kazdého z nich
zpusobuje mirné zkresleni teplotniho pole [12].
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Obr. 4.6: Rozvrzeni povrchu do kontrolnich oblasti
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Obr. 4.7: Pouzit{ konstantniho (vlevo) a linedrniho (vpravo) priubéhu okrajové podminky

mezi vyhodnocenymi hodnotami @); pro termoclanky v pozicich y;

4.2.1 | Zakladni reseni

Testovaci uloha byla fesena sekvencéni metodou. V kazdém kroku jsou optimalizo-
vany hodnoty konstantnich priubéhi okrajovych podminek po dobu N f doprednych
kroki. Optimalizace pro vsechny teplotni ¢idla probiha zaroven, takze je umoznéno
vzajemné ovliviiovani pravé optimalizovanych okrajovych podminek prostiednictvim
dvourozmérného modelu.

V grafu 4.8 je srovnani pribéht zadanych podpovrchovych teplot s pribéhy
teplot, které odpovidaji nalezenému reseni okrajovych podminek. I pfes tuto dobrou
shodu zadanych a spoctenych teplot se stanovené okrajové podminky znac¢né odlisuji,

viz graf 4.9.
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Obr. 4.8: Srovnani podpovrchovych teplot - zadanych (plné ¢ary) s vypoctenymi (éarko-
vané)
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Obr. 4.9: Srovnani zakladniho Feseni (¢arkované kiivky) se zadanim (plné kiivky)

4.3 | Metoda posouvani hranic

K nejvétsim nepresnostem zakladniho feSeni dochézi v situaci, kdy se LF hranice
nachazi blizko stfedu kontrolni oblasti. V tom pripadé je spoctena hodnota nejen
zkreslend, ale je i chybné aplikovana na nejvétsi ¢ast kontrolni oblasti. Vznikla chyba
je vyrazné mensi ve chvili, kdy se LF hranice nachézi na rozhrani oblasti dvou funkei.
Protoze se vsak LF hranice pohybuje, je nutné, aby se pohybovaly i hranice mezi ob-

lastmi vypocitanych funkeci. Tento princip je ilustrovan na obr. 4.10. Obrazek vlevo
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znazornuje situaci, kdy na ¢ast povrchu ptsobi dvé odlisné hustoty tepelnych toki
bez plynulého prechodu mezi sebou. Rozhrani mezi nimi nelezi na hranici kontrolnich
oblasti, a tak dochézi ke zkresleni vypoctenych hodnot Q;(t), které jsou aplikovany
na celou kontrolni oblast. Obrazek uprostied znazornuje reseni této situace pomoci
posunuté hranice kontrolnich oblasti. Celkovy pohled na posouvajici se hranice do-
kresluje obrazek vpravo, ktery znazornuje rozlozeni hranic poté, co se LF hranice

presune pres i-ty termoclanek. [49]

fh—:'['_’ ___________________ e [ —H]

A L
— ¢ —Qu(t) —¢ T — Quy(t) —¢ Q1)

= _ Ml T
—eE Q) [TTTeE Q@ | —eE=20
~eE Qud)  -eE QuO| -+ Qub

;:CD: _______________ /_-\_j;_‘_ —— /_\:;:

Obr. 4.10: Princip posouvani hranic

Samostatnym problémem zustava stanoveni rychlosti (respektive polohy) s jakou
se LF hranice pohybuje. Zaznam polohy v ¢ase je mozné ziskavat:

e pfimo z méfeni pomoci obrazové analyzy videozdznamu

o stanovit pomoci postupné minimalizace rezidui teplot z inverzniho vypoctu

nebo jinych charakteristickych projevu ve spoctenych tepelnych tocich

4.3.1 | Realizace

Stézejnim faktorem pro realizaci posuvu hranic je znalost polohy LF hranice v pri-
béhu vypoctu. Pokud by byla tato poloha pfedem znama s dostatecnou presnosti
(napriklad ze zminované obrazové analyzy), pak by realizace této metody byla trivi-
alni. Hledani polohy LF hranice z videozaznamu realného experimentu je jiz pomérné
vzdalené od tématu této dizertacni prace, a proto se jim dale v této praci zabyvat
nebudeme. Pro nazornost je pouze uvedend fotografie realného vzorku, na které je
vidét, Ze se smacend a nesmacena cast povrchu da rozlisit pohledem, viz obr. 4.11.

V nasledujici ¢asti se budeme zabyvat variantou, kdy pohyb rozhrani mezi sméa-
¢enou a nesmacenou ¢asti desky nebyl zaznamenan a je nezbytné jeho polohu ziskat
vypocetni cestou pouze z namérenych dat (zdznamu teplot).

Z teplotnich zdznamu je mozné stanovit ¢asy, kdy byla LF hranice nejblize kon-
krétnimu teplotnimu ¢idlu. Béhem TeSeni popsané testovaci ilohy tak existuje pouze
8 bodu (teplotnich ¢idel), ve kterych je mozné stanovit ¢as prichodu LF hranice.

Mezi témito body se predpokladd, ze se hranice pohybuje konstantni rychlosti.
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Obr. 4.11: Fotografie stékajici vody, kterd diky nerovnomérnému rozlozeni teplot a LF

efektu, smaci pouze horni ¢ast hlinikové desky

Uloha je FeSena po &dstech, které budou v ndsledujicim textu oznacovény jako
segmenty. Kazdy segment je urcen casovym intervalem, po ktery pres oblast mezi
dvéma sousednimi termoclanky prechazi LF hranice. Protoze je rychlost LF hranice
pred zacatkem vypoctu neznama, tak jsou neznamé i délky jednotlivych segmentii
a délka prvniho segmentu musi byt odhadnuta.

Vypocet inverzni tlohy v ramci jednoho segmentu probiha béznym zptisobem,
ktery byl popsan jako zakladni varianta Teseni této tlohy 4.2.1 s tim rozdilem, ze
se béhem vypoc¢tu LF hranice pohybuje mezi dvémi sousednimi oblastmi. Rychlost
posunu vy je konstantni a je nastavena podle odhadnuté casové délky segmentu
(ts = d/vpr, kde d je vzdélenost sousednich teplotnich ¢idel). Na konci kazdého seg-
mentu jsou srovnavany zaznamy teplot zmérenych a simulovanych. Obecné jsou tyto
rozdily malé, protoze minimalizace téchto rozdili je primo cilem inverzni ilohy, ktera
probihala na daném segmentu. Presto muzeme pozorovat rozdil pravé na jednom
teplotnim zaznamu (na pozici teplotniho ¢idla, ke kterému se v pribéhu vypoctu
blizi LF hranice), viz obr. 4.12. Diivodem je to, zZe teplota v této oblasti je pred pfe-
chodem LF dominantné ovliviiovana vedenim tepla uvnitt vzorku do oblasti, které
jsou jiz intenzivné chlazené. Pokles teploty je zavisly nejen na teploté v intenzivné
chlazené c¢asti vzorku, ale predevsim na vzdalenosti LF hranice od méreného mista.

Pokud je pocéatecni rychlost (v r) nastavena na pfilis malou hodnotu, tak simu-
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Obr. 4.12: Rozchézejici se zmérené a vypoctené teploty pro ¢idlo nejbliz LF hranici v di-
sledku nerealné vysoké rychlosti posuvu LF hranice. Carkované kiivky jsou "zméfené" tep-

loty. PIné krivky jsou vypoctené inverzni tlohou.

lovany teplotni zdznam neni dostatecné (tak jako v realité) ovlivnény vedenim tepla
v materialu. V ramci inverzni tlohy na daném segmentu je situace chybné vyte-
sena nastavenim nerealné vysokych hodnot tepelného toku na povrchu sledovaného
teplotniho ¢idla. Negativni dusledky jsou popsany v kapitole 4.2.1).

V opac¢ném piipadé (viz 4.12), kde rychlost (vir) je nastavena na vysokou hod-
notu (vétsi nez je realnd hodnota), je simulovany zéznam teplot ovliviiovan odvodem
tepla v materidlu diive (a s vétsi intenzitou) nez je realné. Dusledkem je rychlejsi
pokles teplot oproti zmérenym datim, ktery inverzni tloha nemuze odstranit, pro-
toze by to znamenalo pouzit zaporny tepelny tok (ohfev), ktery je z pochopitelnych
dtvodi pri feseni této tlohy zakizan. Koneénym dtsledkem je, Ze se simulovany a
meéreny zaznam teplot na konci segmentu vyrazné lisi.

Pro automatickou korekci rychlosti vpp v rdmci jednotlivych segmentii byla vy-
vinuta metoda, kterd popsany rozdil na konci segmentu vyuziva. Metoda funguje
iteracné, kde kazda iterace zahrnuje vypocet inverzni tilohy na daném segmentu. V
prvni iteraci se pouzije odhadnutd hodnota vy, kterda musi byt pro spravnou funkci
metody vzdy nadhodnocena. Na konci kazdé iterace je stanoveny casovy rozdil mezi
casem konce segmentu a casem, kdy zaznam zmérenych teplot dosdhne stejné tep-
loty, jako je na konci segmentu simulovand teplota. Pokud je casovy rozdil vétsi
nez zvolend mez (napiiklad jeden casovy krok), tak se vypocet segmentu opakuje v
nasledujici iteraci s upravenou rychlosti.

Vypocetni metoda byla aplikovana na stejnou testovaci tilohu, ktera byla pouzita
v predchozi podkapitole. Stanovené okrajové podminky jsou srovnany se zadanim v
grafu 4.13.

Vyrazné jednodussim pristupem pro urceni prubéhu LF hranice po povrchu
vzorku je hledani extrémti v prvnich nebo druhych derivacich teplotnich zdznamut
[51]. Z povahy popsané tlohy vyplyvd, ze k nejprudsimu poklesu povrchové teploty

(minimum prvni derivace) dochazi tésné poté, co pres dané misto projde LF hranice.
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Obr. 4.13: Srovnani feSeni pomoci metody posouvani hranic (¢arkované kiivky) se zaddnim

(plné krivky)

Respektive k nejvétsimu narustu rychlosti poklesu teplot (minimum druhé derivace
teploty) dochazi ve chvili, kdy LF hranice prechazi pres dany povrch. Tyto poklesy
teplot je mozné priblizné zachytit v mérenych podpovrchovych teplotach s mirnym
posunem v case. Prakticky postup je nasledujici: Teplotni zdznamy se prefiltruji,
aby se zredukoval Sum v datech, ktery by se jinak numerickym derivovanim zvyraz-
nil. Filtrované zdznamy teplot se zderivuji a naleznou se jejich minima (respektive
casy, ve kterych derivace nabyvaji svych minim). Na zakladé nalezenych ¢asu a zna-
mych vertikdlnich poloh teplotnich senzorii se stanovi pribéh LF hranice béhem
experimentu (predpoklada se konstantni rychlost mezi stanovenymi Casy).

Z teorie je zfejmé, ze pro stanoveni polohy LF hranice by méla byt pouzita druha

derivace. V praxi je vSak nékolik diivodil, pro¢ mize byt lepsi pouzit derivaci prvni:

1. Druhé derivace teploty je mnohem vyraznéji zatiZena Sumem ze zmérenych
dat, ktery muze zkreslit polohu nalezenych extrémii.

2. Casové rozestupy mezi detekovanymi prichody LF hranice pfes sousedni tep-
lotni senzory jsou priblizné stejné pro obé metody.

3. Optimalizace ¢asového posunu nalezenych bodi je stejné nevyhnutelna, pro-
toze ani pouziti druhé derivace neodstrani casovy posun mezi detekovanymi
casy a realitou, ktery je zpusoben zpozdénim podpovrchovych teplot oproti
povrchovym teplotam.

Ze srovnani takto odvozeného pribéhu LF hranice (derivace teplotnich zdznami)

s predchozi variantou (prubézna optimalizace polohy LF hranice podle koncovych
teplot) plyne, ze obé varianty davaji priblizné stejné rychlosti posuvu LF hranice

ve vsech vypocetnich oblastech testovaciho vzorku. Rozdilné jsou pouze absolutni
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casy, ve kterych dochazi k prechodu LF hranice ptes teplotni ¢idla. Pro metody
vyuzivajici derivace teplotnich zaznamu je nutné najit vhodny posun stanovenych
casu pomoci dodatecné optimalizace.

4.4 | Aproximace reseni parametrickou funkci

Vyse popsand metoda stanovuje hustotu tepelného toku v zavislosti na c¢ase a teprve
posléze jsou vysledky prepocitany na funkce povrchové teploty. Nabizi se pouzit
takovou metodu, ktera bude okrajové podminky v zavislosti na povrchové teploté
pocitat primo. Jednou z realizaci je zvoleni vhodné parametrické funkce teploty a
polohy, které budou tvarové odpovidat redlné okrajové podmince. Uloha se pak miize
resit jako optimalizace parametri, respektive minimalizace odchylek mezi mérenymi
a vypoctenymi teplotami. Protoze je provadéno velké mnozstvi piimych vypoctu,
které jsou casové narocné, je vhodné vypocet urychlit. Jeden ze zptisobu je pouziti
hrubé vypocetni sité a dlouhych casovych krokiu, které se ke konci optimalizace

zjemni.

4.4.1 | Realizace

Metoda byla aplikovana na testovaci ulohu, ktera je popsana v tvodu této kapi-
toly (5). ReSeni bylo hleddno v podobé parametrickych funkei. Pro kazdou z osmi
vyskovych trovni byla pouzita jedna parametricka funkce stejného typu nezavisla
na ostatnich. Kazda funkce je popsana pomoci 4 parametru (71, 72, Q1, Q2), viz
graf 4.14.

Tepelny tok [Wm™]

Povrchova teplota T [°C]

Obr. 4.14: Schéma parametrizace

Optimalizace hledanych parametra byla realizovana pomoci tzv. simplexové me-
tody (Nelder-Meadova metoda [50]). Pocatecni simplex muze byt vytvoren na za-
kladé aproximace priblizného feseni jiné vypocetni metody. Pro tcely testovaci tlohy

byl pocatecni simplex zvolen tak, aby parametrické funkce byly v blizkosti spravného
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feseni a jejich tvar priblizné odpovidal hledanému feseni. Pocatecni stav simplexu
(respektive funkei okrajovych podminek, které kéduje) je vyneseny v grafu 4.15.
Krivky pro jednotlivé vyskové drovné (8 trovni) ani vrcholy simplexu (33 vrcholi)
nejsou v grafu barevné rozliseny, protoze celkovy pocet zobrazenych krivek je prilis
velky 8 % 33 = 264 a jejich vzajemné rozliSovani neni smyslem tohoto grafu. Pro

srovnani je v grafu vyneseno i spravné reseni (¢arkované krivky).
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Obr. 4.15: Pocatecni stav simplexu: Cerné ¢arkované krivky jsou spravné feseni. Sedé

kiivky jsou pocatecni stav simplexu

Prabéh optimalizace béhem iteraci dobre popisuji dva parametry, které jsou
pravé v zavislosti na iteracich vyneseny v grafu 4.16.
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Obr. 4.16: Na hlavni ose je prubéh rezidui béhem iteraci vypoctu (tuéné ¢erné body). Na

vedlejsi (pravé) ose je vyvoj velikosti simplexu (Sedé teckovand kiivka)

Prvnim ukazatelem je suma rezidui, tj. soucet absolutnich hodnot odchylek zada-

nych a vypocétenych teplot. Pro graf s rezidui je charakteristické, Ze jde o nerostouci
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funkci s danym nenulovym minimem, které je ovSem obecné nezndmé. Minimalni
hodnota je dana nepfesnosti zvolené aproximace a nedokonalostmi modelu.

Druhym ukazatelem je primérna relativni vzdalenost vrcholt simplexu od jeho
vané vrcholy simplexu) mohou mit diametralné odlisny rozsah hodnot. Pro kazdy
typ parametru je proto zavedeno méritko, pomoci kterého se parametry prevadi na
relativni hodnoty priblizné stejnych rozsahti. Takto spoctena primérnd vzdéalenost
vrcholl simplexu popisuje celkovou velikost simplexu, kterda se v pribéhu vypoctu
muze zvétsovat i zmensovat. Priblizné plati, ze simplex je relativné velky (respektive
se zvétsuje) pokud je simplex od lokdlniho minima tcelové funkce daleko. Naopak
se simplex zmensuje v blizkosti lokalnitho minima.

Praktickym problémem, ktery je vidét v grafu 4.16, je predcasna degenerace
simplexu. V grafu jsou tato mista oznacena svislou ¢erchovanou c¢arou. Pouzitym
feSenim je resetovani simplexu v misté, kde doslo k jeho degeneraci. Jako kritérium
pro resetovani simplexu byla zvolena jeho velikost. Protoze se velikost simplexu,
ktery by jesté nemél byt povazovan za degenerovany, postupné zmensuje, tak je
vhodné, aby se téz mez, pri které dojde k resetovani, postupné zmensovala. Napriklad
pri feSeni testovaci tlohy se zvolend mez pri kazdém resetovani zmensila na polovinu.

Dalsi prubéh (stav v iteraci 500, 1000, 2000) a finalni Feseni (iterace 4000) jsou
vyneseny v grafu 4.17. Ve vsech pripadech jsou pro srovnani vyneseny spravné reseni

(¢arkované krivky).
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Obr. 4.17: Postupny vyvoj fefeni v iteraci 500, 1000, 2000, 4000: Cerné ¢arkované kiivky

jsou spravné Teseni. Sedé kiiky jsou nalezené feseni.

Metoda je schopna najit relativné presné reseni za predpokladu, Ze jsou vhodné

zvolené parametrické funkce. K tispésnému reseni je proto nutné znalost tvaru hle-
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danych okrajovych podminek. Zaroven musi byt zvolené aproximace jednoduché
(z pohledu poctu parametri), protoze navysovani poCtu parametri zna¢né zpoma-
luje konvergenci ke spravnému reseni a narusta tak potiebny pocet iteraci a tim i
vypocetni cas. Pro ilustraci uvedme, ze pomérné jednoduchd testovaci tiloha byla

aproximovana pomoci 32 parametrii a vypocet potieboval radové 4000 iteraci.

4.5 | Iteracni metoda

Metoda vypoctu je iteracni, pricemz v kazdé iteraci probéhne cely vypocet 2D in-
verzni tlohy. Na chlazeném povrchu se opét predpokladé rozdéleni do N zén prislus-
nych k teplotnim senzorim. V prvni iteraci je proveden priblizny vypocet pomoci 2D
sekvencni Beckovy metody, ktera je popsana na zacatku této kapitoly. Spocteny jsou
hustoty tepelnych tokt, jako funkce ¢asu pro N rtznych vyskovych trovni. Vysledky
jsou prevedeny do tvaru funkci v zavislosti na teploté povrchu.

Ptvodni rozdéleni povrchu do N zon ,aktivnich“ je nadale rozsiteno o N + 1
novych zén ,pasivnich®, které vzniknou na ptvodnich hranicich, viz obr. 4.18.

Tepelné toky v pasivnich zéndch jsou dény vysledky z predchozi iterace (ve
formatu funkei teploty), zatimco v aktivnich zénach jsou nadale hustoty tepelnych
tokll stanovovany inverznim vypoctem. Celkova plocha pasivnich zoén se postupné

béhem iteraci zvétsuje na tkor aktivnich zén.

Aktivni zény

Pasivni zony

Obr. 4.18: Pridani pasivnich z6n mezi kontrolni oblasti

Pro zvyseni stability metody se v pasivnich zénéach iterace j + 1 pouziji rela-
xované hodnoty namisto vysledki z aktivnich zon iterace j, tj. pouzité hodnoty
jsou vazenym prumérem nové stanovenych hodnot a hodnot pouzitych v predchozi

iteraci, viz rovnice 4.1.

Qpasivni,j—l—l =T* Qpasivni,j + (1 - T) * Qaktivni,j (41)
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4.5.1 | Realizace

Metoda byla opét aplikovana na testovaci tlohu, viz tloha v kapitole 5. Prvni ite-
race vypoctu odpovida béznému reseni se vSemi vyse popsanymi nepresnostmi, viz
kapitola 4.2 a konkrétné feseni na obrazku 4.9.

Pro dalsi iterace se jiz pouziva systém aktivnich zo6n (kde se okrajovd podminka
pravé optimalizuje) a z6n pasivnich (kde se pouzivaji hodnoty okrajovych podmi-
nek z predchozi iterace). Podil aktivnich zon v nasledujicich iteracich byl pro tento
priklad zvolen nésledovné: 50%,40%, 30%, 20%, 10%, 5%, 5%, 5%, .... Pro stabilizaci
vypoctu mezi jednotlivymi iteracemi je na dil¢i feseni aplikovano filtrovani a rela-
xace. Pro snizeni poc¢tu potfebnych iteraci a tim i zrychleni celého vypoctu je mozné
pouzit relaxaci rizné "sily" v pribéhu iteraci. Na zacatku iteraci je vhodné pouzit
slabsi relaxaci, kterd umoznuje vétsi zmény okrajovych podminek mezi iteracemi.
Ke konci vypoctu je naopak vyhodné pouzit silnou relaxaci, aby se mohlo reseni
ustalit.

V tomto prikladu byla pouzita relaxace s linearné nartstajici hodnotou parame-
tru r, viz rovnice 4.1. Z r = 0,5 nar = 0,8.

Vysledné feseni po triceti iteracich je v grafu 4.19 srovnano se spravnym resenim
testovaci ulohy.
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Obr. 4.19: Srovnéani prubézného Feseni po 30 iteracich (¢arkované kiivky) se zadanim (plné
kiivky)

Pro ilustraci vyvoje feseni v prubéhu iteraci je v grafu 4.20 vyneseno feseni Qg
v iteracich 1, 5, 10, 15, 20, 25 a 30.
Popsana metoda je schopna vylepsit zakladni feseni a prinést tak presnéjsi vy-

sledky. Jeji praktické pouzivani je ovsem komplikované zejména z téchto diuvodu:
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Obr. 4.20: Postupné zmény teseni v prubéhu 30 iteraci

Metoda nemusi zlepsit celé feseni. Misty mize dojit k témér ndhodnému zkres-
leni (zhorSeni), viz. kmitajici hodnoty v pravé honi ¢asti grafu 4.19.

Neda se obecné stanovit pravidlo, kolik iteraci je potfebnych pro konkrétni
vypocet. Jedno z mala pouzitelnych voditek je sestavit testovaci tlohu po-
dobnych vlastnosti, na které je mozné pocet potiebnych iteraci odhadnout a
otestovat.

Obdobné je nutné konkrétnimu typu uloh prizptusobit parametry relaxace a
nastavit pozvolnou zménu zastoupeni aktivnich a pasivnich oblasti.

Kazda iterace vypoctu je radoveé stejné slozita, jako zakladni vypocet prezen-
tovany v uvodu této kapitoly. Pro [ iteraci, je tak tato metoda I krat casové
naroc¢néjsi, nez metoda zakladni. Pro uvedeny priklad bylo I = 30. Pro redlné

ulohy by mélo byt pouzito vice iteraci, aby se zarucila konvergence k Teseni i

pri mirné odlisném chovani realné tlohy.

4.6 | Porovnani vyvinutych metod

V ramci této dizertacni prace byly vyvinuty tii metody ("Posuv hranic"," Aproximace

funkci", "Itera¢ni metoda') pro feSeni tlohy popsané v této kapitole (5). K vza-

jemnému srovnavani téchto metod je dale pouzita ¢tvrtd metoda, oznacena jako

"zékladni TeSeni". Pfed samotnym srovnanim vyvinutych metod je nutné si uvédo-

mit, ze dosazené vysledky jednotlivych metod na testovacich tlohéch jsou z velké

casti dany vlastnostmi a parametry testované ulohy samotné. Praktické zkuSenosti

s odladovanim popsanych metod ukazaly, Ze i volba, zda zadéani (a tim i hledand te-

seni) bude ve tvaru funkei tepelnych toki nebo soucinitel prestupu tepla, ma velky
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vliv na kvalitu jednotlivych Teseni. Nalezena feSeni testovaci ilohy jsou srovnany v
grafech 4.21 a 4.22.

Prvni graf (4.21) reprezentuje vysledky pro dopadovou oblast (tfeti teplotni sen-
zor). Okrajova podminka testovaci tlohy je v této oblasti zvolena tak, ze ma vysokou
hodnotu i pro vysoké teploty. Neni zde proto podstatny fenomén posouvani LF hra-
nice a nejlepsich vysledk dosahuje zakladni feseni. Obdobné presného vysledku
dosahuje metoda posuvu hranic. Méné presna je pak itera¢ni metoda, ktera sice ko-
piruje spravny trend, ale je zatiZena ndhodnymi oscilacemi a aproximacni metoda,

ktera se od spravného teseni z porovnavanych metod odliSuje nejvice.
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Obr. 4.21: Srovnéni vysledku vyvinutych metod na testovaci tloze (dopadova oblast)

Druhy graf (4.22) reprezentuje vysledky mimo dopadovou oblast (sedmy teplotni
senzor odshora). V tomto ptipadé je jiz vidét vliv posouvajici se LF hranice, ktery
silné zkresluje zakladni reseni. Nejlépe v tomto pripadé vychéazi iteracni metoda,
ktera spravné reseni vérné kopiruje a to i v kritickém bodé kolem teploty 300 °C
(LF teplota). Reseni pomoci aproximace, stejné jako v predchozim pifpadé feseni v
dopadové oblasti, priblizné vystihuje trend spravného reseni, ale konkrétni polohy
vyznamnych bodu (maximum a LF teplota 300 °C) nejsou nalezeny presné.

Relativné spatné téz vychazi metoda posuvu hranic a to predevsim v okoli LF
teploty (300 °C). Tento vysledek je z velké ¢asti ovlivnény volbou testovaci tlohy,
protoze metoda posouvani hranic potrebuje pro svoji funkci prudky predél mezi
okrajovou podminkou pod/nad LF teplotou. Optimalni tvar okrajové podminky
pro metodu posouvani hranic je témér nulova hodnota tepelného toku pro teploty
nad LF teplotou se skokovou zménou na maximalni hodnotu pro teploty pod LF
teplotou. Testovaci tiloha samoziejmé nemiize byt volena podle preferenci nékteré z
vypocetnich metod, ale soucasné neni mozné vyloucit, Ze se popsany tvar okrajové

podminky v praxi vyskytuje.
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Obr. 4.22: Srovnéni vysledku vyvinutych metod na testovaci tiloze (mimo dopadovou ob-

last)

Vypocetni metody je mozné srovnavat podle dalsich kritérii, jako jsou napriklad

idealni podminky pro jejich pouziti, vypocetni naroc¢nost a narocnost implementace.

Prvni tabulka srovnava idealni podminky pro jednotlivé vypocetni metody.

Metoda

Idealni podminky pouziti

Zakladni reSeni

Posuv hranic

Aproximace funkci

Iteracni metoda

Malé vzdalenosti mezi sousednimi teplotnimi senzory.

Skokova zména tepelného toku mezi pripady s povrchovou
teplotou nad a pod LF teplotou. Idealné nulovy tepelny
tok pro povrchové teploty nad LF teplotou.

Jednoduchy tvar okrajové podminky z pohledu slozitosti

aproximujici funkce a potiebného poc¢tu parametri.

Malé rozdily v hledanych sousednich okrajovych podmin-
kach.

Vypocetni narocnost je v nasledujici tabulce uvedena relativné vici vypocetni

narocnosti zakladni metody. Uvedené hodnoty jsou priblizné a plati pro tlohy ob-

dobnych parametri, jako méa zvolend testovaci iloha. Metoda s aproximaci reseni

sice nepouziva inverzni vypocet v klasickém smyslu, ale jeho naroc¢nost je prepoci-

tana pres pocet primych vypoc¢ti v porovnani se zakladni metodou.
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Metoda

Vypocetni narocnost

Zakladni reSeni

Posuv hranic

Aproximace funkci

Iteracni metoda

Metoda

1

1-10, pro polohu LF hranice stanovenou dopfedu na za-
kladé derivaci teplot

5-20, pro automatickou detekci polohy LF hranice
10-1000

10-100

Problemati¢nost pouziti (Naro¢nost implementace)

Zakladni reSeni

Posuv hranic

Aproximace funkci

Iteracni metoda

Je nutné zpétné kontrolovat, zda je pribéh LF hranice
spravneé casové posunut tak, aby odpovidal realité. Pro kon-
trolu neni jednoznac¢né kritérium, které by udavalo jak po-

znat spravné vysledky.

1) Je nutnd znalost tvaru reseni.

2) Musi se zvolit vhodnd aproximace.

3) Pred samotnym vypoctem je nutné provést priblizné re-
seni, aby se mohl nastavit startovaci bod dostatecné blizko

spravného teseni.

Je nutné nastavit vhodnou miru relaxace a postup zmény
aktivnich a pasivnich zén. Spatné nastaveni muze kromé
zkresleni vysledkii a zna¢ného zpomaleni konvergence re-

seni, zpusobit i to, ze feSeni bude divergovat.

Poslednim srovnavanym kritériem je obecnost metod. Nejméné obecnou metodou

je posuv hranic. Tato metoda byla vyvinuta pro vyhodnocovani konkrétniho typu

experiment, viz ivod kapitoly 5. Ke svému chodu potfebuje jasné rozhrani, mezi

velkou a témeér nulovou intenzitou chlazeni. Pro variantu s automatickou detekei je

potfebné znat i pribliznou rychlost, smér a pocatek pohybu této LF hranice. Zbylé

dvé metody jsou obecnéjsi, protoze nejsou striktné omezeny na jednu pohybujici

se hranici, nevyzaduji extrémni rozdil okrajové podminky pred a za hranici. Ome-

zeni pro metodu aproximace funkci je slozitost hledaného feseni z pohledu slozitosti
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aproximujicich funkei (respektive poc¢tu neznamych parametri).



Zaver

Tato dizertacni prace je rozdélena do dvou ¢asti. Prvni ¢ast je teoreticka a obsahuje
popis bézné pouzivanych metod pro feSeni inverznich tiloh vedeni tepla. Pro kazdou
metodu je struc¢né popsany princip, na kterém funguje a jeji zakladni vlastnosti.

Druhé cast se zabyva konkrétnim navrhem metod pro TeSeni inverznich tloh
vedeni tepla pro dva rtzné specifické typy tloh. Pro feseni téchto tloh bylo v ramci
této dizertacni prace navrzeno a otestovano celkem pét metod a nékolik modifikaci
(dvé pro "prudce se ménici okrajové podminky" a t¥i pro "nestacionarné nehomogenni
chlazeni vysoce tepelné vodivych materiali").

Ani pro jeden ze studovanych typt tloh neni mozné v porovnavanych metodach
najit jednu obecné nejlepsi. Diivodem je to, Ze i v pomérné konkrétné specifikovanych
ulohach, kterymi se zabyva tato prace, je stdle velka variabilita. Volba nejvhodnéjsi
metody je tak stale zavisla na dalsich vlastnostech zadané tlohy. Konkrétni struc¢na

klasifikace vyvinutych metod je v nasledujicim textu.

Prudce se ménici okrajové podminky

Nové vyvinuté metody ma smysl pouzivat za predpokladu, ze v fesenych tlohach do-
chazi k prudkym zménam okrajové podminky. Za prudké zmény se v tomto pripadé
dé povazovat zejména narust z nulové (témér nulové) hodnoty okrajové podminky
na hodnotu blizkou maximalni (v rdmci dané ulohy) v case kratsim, nez by byl
dopredny cas prii pouziti sekvencéni metody.

Druhym predpokladem je, Ze je presnéjsi feseni pozadovano. V praxi je mnoho
aplikaci, ve kterych rozostfeni nalezeného treseni nevadi, protoze se pro dalsi primé
vypocty pouzivaji napiiklad primérné hodnoty. Na tomto misté je dobré si uve-
domit, ze rozdil mezi "zékladnim" a "zpfesnénym' fesenim je (v pripadé tepelnych
tokl) pouze rozlozeni okrajové podminky v case. Integral tepelnych toku v case
(celkové odvedené teplo) by mélo byt pro vSechny uvazované metody stejny. Mirné
komplikovanéjsi situace je v pripadé, ze je okrajova podminka hledana ve formé

HTC (souéinitelu prestupu tepla), kdy do hry vstupuji povrchové teploty.
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Dvoufazové reseni: Metoda je vhodna pro dlouhé tlohy s omezenym poctem
navzajem izolovanych prudkych zmén v okrajové podmince. V zavislosti na pouzité
metodé druhé faze mize byt pouzitelnost metody omezena na kratké iseky s prud-
kymi zménami (poctem ¢asovych elementii) a malou zménu materidlovych vlastnosti
v ramci jednotlivych intervali fesenych druhou fazi metody. Tato omezeni plati pro
testovany pripad, kdy se v druhé fazi pouzije celo-doménova metoda.

Za predpokladu splnéni vyse uvedenych podminek mize byt dvoufazové reseni
velmi efektivni a pfitom jednoduchou metodou, jak vylepsit feSeni inverznich tloh
s dlouhymi teplotnimi zdznamy. Pfipadnd manudlni kontrola nalezenych teseni je
zjednodusena tim, ze vSechny 'kritické" ¢asti okrajové podminky jsou nalezeny v
ramci vypoctu dvoufazové metody a nalezené feseni druhé faze mize byt na téchto
intervalech srovnavano s vysledky faze prvni. Relativné jednoducha je i implemen-

tace.

Sekvencni sub-doménova metoda: Zakladni varianta sub-doménové metody
mé podobné vlastnosti jako sekvenéni metoda s optimalizaci linearni funkce. Lep-
sich vlastnosti dosahuje za predpokladu dobrého naladéni parametri na zadany typ
doménova metoda kromé poctu doprednych krokia témér vzdy potiebuje nastavit
parametr/y pro regularizaci. Hlavnimi vyhodami této metody jsou:
o Predikce okrajové podminky v rdmci sub-domény (Nf doprednych krok)
o "Symetrické" chovani reseni na "symetricky" tvar hledané okrajové podminky
(napriklad obdélnikovy tvar okrajové podminky viz graf 3.18).
e Moznost diky predchozim dvéma vlastnostem snadno metodu modifikovat pro

konkrétni tcely. Napriklad popsanad modifikace "tolerance skoku'.

Sumarizace: Pokud zadana tloha splnuje vSechna omezeni pro pouziti dvoufa-
zového Teseni a zaroven neni nékterého predem zndmého typu (napiiklad s predem
znamym obdélnikovym tvarem prubéhu prudkych zmén v okrajové podmince), tak
je vyhodné pouzit dvoufazové feseni. V ostatnich pripadech je vhodnéjsi pouzit sub-

doménovou metodu.

Nestacionarné nehomogenni chlazeni vysoce tepelné vodi-
vych materiala
Pro tento typ ulohy byly vyvinuty/testovany tii metody "Posuv hranic', "Aproxi-

mace funkei' a "Iteraéni metoda'. Jejich vlastnosti jsou srovnavany v kapitole 4.6.

Porovnéani dosazenych vysledki na testovaci tloze je v grafech 4.21, 4.22.
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Ve strucnosti je mozné tict, zZe vsechny tii navrzené metody jsou schopny dosah-
nout relativné presného feseni (ve srovnani se zakladnim feSenim) za predpokladu,
ze jsou splnény podminky pro jejich pouziti.

Pokud je pfedem znamy tvar feseni zadané tlohy a je mozné toto Teseni aproxi-
movat dostateéné malym poctem parametri, pak je vyhodné pouzit metodu "apro-
ximace funkci'. Metoda je implementacné nejjednodussi a jeji naladéni neni slozité.
Véaznymi nevyhodami mtzou byt vysokd vypocetni narocnost (v zavislosti na zvo-
lené aproximaci) a neprili§ vysoké presnost.

Nejméné vypocetné narocnou metodou z trojice uvedenych je "posuv hranic".
Metoda je vsSak striktné omezena na pripad, kdy po povrchu prechazi jasné roz-
hrani mezi vysokou a témeér nulovou hodnotou okrajové podminky. Na rozdil od
zbylych dvou metod, které je mozné pouzit obecnéji i pro jiné typy nestacionarné
nehomogenniho chlazeni.

Posledni z vyvinutych metod, je metoda "iterac¢ni", ktera na zvolené testovaci
uloze dosahovala nejpresnéjsiho rfeseni. Metodu je mozné obecné aplikovat na Sirokou
skalu uloh. Stézejni je spravné naladéni metody, které zahrnuje volbu vyvoje poméru
aktivnich /pasivnich zén a vyvoj miry relaxace. Nevhodné nastaveni muze zpusobit

pomalou konvergenci, zkresleni nebo i divergenci reseni.
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