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Základní epidemiologické modely infekčních nemocí 

Abstrakt 

Tato diplomová práce se zabývá m a t e m a t i c k ý m i modely v epidemiologii, konkrét
ně nej jednoduššími modely SI a SIS, rozšířené o model SIR. P r v n í část práce je 
ve zkratce věnována zák ladn ím p o z n a t k ů m z modern í teorie epidemií. Následně je 
předs taven samotný m a t e m a t i c k ý apa rá t , použ i tý pro popis modelů a jejich analy
tického, resp. diskrétního, řešení. Ve t ř e t í část i se již přejde k v y b r a n ý m m o d e l ů m 
jednoduchých epidemií , sahajících od modelu SI, přes model SIS až po nejznámější 
model SIR. V diplomové práci jsou využi ty nejen modelové př ík lady s uměle vy
tvořenými parametry, ale t aké reá lná data konkrétních epidemií infekčních nemocí 
z historie. V obou př ípadech je vývoj epidemie implementován a zobrazen pomocí 
programu M A T L A B . 

Klíčová slova: epidemie; epidemiologie; diferenciální rovnice; diskrétní řešení; zá
kladní reprodukční číslo; model SI; model SIS; model SIR 

Elementary epidemiological models of infectious 
diseases 

Abstract 

This diploma thesis deals with mathematical models in epidemiology, specifically wi
th the simplest SI and SIS models, extended by the SIR model. The first part of the 
work briefly covers basic knowledge from modern theories of epidemics. Subsequent
ly, the mathematical apparatus used to describe the models and their analytical or 
discrete solutions is introduced. The thi rd part turns to selected models of simple 
epidemics, ranging from the SI model, through the SIS model, to the most famous 
SIR model. The thesis utilizes not only model examples wi th artificially created 
parameters but also real data from specific historical infectious disease epidemics. 
In both cases, the development of epidemics is implemented and displayed using 
M A T L A B . 

Keywords: epidemics; epidemiology; differential equation; discrete solution; basic 
reproduction number; model SI; model SIS; model SIR 
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Seznam zkratek 

M množ ina reálných čísel 
C množ ina komplexních čísel 
$t(z) reá lná část komplexního čísla z 
^s(z) imaginárn í část komplexního čísla z 
t nezávisle p roměnná , čas 
x, x(t) závisle p roměnná , funkce 
g, G skalární funkce 
S, S (i) skupina náchylných jedinců, resp. jejich počet v čase t 
I, I(t) skupina infikovaných jedinců, resp. jejich počet v čase t 
R, R(t) skupina ods t raněných jedinců, resp. jejich počet v čase t 
N celková (konstantní ) velikost populace 
/3 mí ra šíření infekce 
b rychlost šíření infekce 
7, r rychlost uzdravení , resp. ú m r t í 
p p rahová hodnota 
5 rychlost př í růs tku , resp. ú b y t k u populace 
TZ0 základní reprodukční číslo 
IZQ základní reprodukční číslo l ineárního modelu 
Si, li, Ri d iskrétní řešení v čase U 
r časový krok 
W1 a r i tmet ický vektorový prostor dimenze n nad R 
x, f vektorová funkce 
A (reálná) matice 
E jednotková matice 
det(A) determinant matice A 
A, Xi v las tn í čísla matice 
v, Vj v las tn í vektory matice 
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Úvod 

Nemoci sužují společnost již od p o č á t k u věků a od p o č á t k u věků zapříčinily smrt 
nezanedbate lné část i populace. Např íč histori í bychom mohli zmíni t morovou epi
demii ze 14. stolet í nesoucí název černá smrt, nebo t aké černý mor, k t e rá byla 
příčinou smrti zhruba t ře t iny tehdejší evropské populace. V novodobější historii byl 
velkým milníkem rok 1918, kdy epidemie španělské chřipky způsobi la smrt přibl ižně 
50 milionů lidí, což bylo více, než kolik padlo b ě h e m první světové války (přibližně 
15 milionů m r t v ý c h ) . V současné době populaci sužují infekční choroby způsobe
né virem H I V (AIDS) a koronavirem (v posledních letech onemocnění COVID-19) , 
ak tuá ln í t aké začíná být dříve prakticky vymýcený černý kašel. 

Zpočá tku se vůbec netuši lo, p roč a kde se různá onemocnění , mory, epidemie 
berou. Historie epidemiologie, vědy, k t e rá se zabývá studiem výskytu , šíření, příčin 
a kontrolou nemocí však sahá již tisíce let zpět , kdy např ík lad řecký lékař Hippo-
kra tés (460 - 370 př. n. 1.) přispěl k vývoji prvních záznamů o epidemiologických 
pozorováních a je tak někdy považován za zakladatele epidemiologie. Později to byla 
právě černá smrt, k t e rá př ispěla ke vzniku díla O Moru, napsaného a r a b s k ý m léka
řem Ibn al-Khat ib (1313 - 1374), k te ré popisuje přenos infekčních nemocí tě lesným 
kontaktem. V 16. stolet í pak i talský lékař Girolamo Fracastoro byl svého času p rvn ím 
vědcem, jež zdůrazňoval důležitost osobní hygieny a čistého pros t ředí . Za jednoho 
z prvních modern ích epidemiologů je považován anglický lékař John Snow (1813 -
1858), jehož největší zás luhou bylo pozas tavení postupu epidemie cholery v Soho. 
Jeho metodika v ý p o č t u rizikového faktoru se stala zák ladem analyt ické epidemi
ologie. Dalšími osobnosti modern í epidemiologie, k teř í k je j ímu rozvoji významně 
přispěli jsou Anderson Gray McKendr ick a W i l l i a m Ogilvy Kermack, k teř í společně 
ve 20. letech 20. stolet í formulovali jednu z prvních teorií šíření infekčních nemocí 
a popsali j i pomocí modelu nesoucí název Kermackův-McKendr ickův model. 

Výše popsané osobnosti nejsou jediné, k te ré přispěly k vývoji epidemiologie. 
Mnoho dalších vědců a lékařů sehrálo v p r ů b ě h u s ta le t í t aké velmi důleži tou ro
l i . V současné době se epidemiologie stala klíčovým nás t ro jem pro řešení globálních 
hrozeb, mezi nej aktuálnějš í pa t ř í pandemie C O V I D - 1 9 . Oproti s tarověku však mo
derní technologie a pokročilé s tat is t ické metody umožňují rychlý vývoj epidemio
logických znalostí . Známe nejen původce infekčních onemocnění , ale navíc použi té 
ma temat i cké a p a r á t y dokáží přibližně namodelovat p r ů b ě h vývoje daného onemoc
nění. Ty to simulace p r ů b ě h u onemocnění umožňuj í částečně regulovat jejich šíření 
a h lavně př ipravi t populaci na dopady epidemií. Díky t ě m t o tzv. epidemiologickým 
m o d e l ů m je t aké snazší odhalit s amotné příčiny jejich šíření. J e d n í m z důvodů , proč 
se tyto nemoci sledují, je mimo j iné i možnost v budoucnosti předejí t , nebo alespoň 
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omezit jejich další šíření např íč lidstvem. 
Ačkoliv díky vědě je již spoustu věcí známých, viry se neus tá le mění a mutuj í . 

proto i s a m o t n á onemocnění se mění . Bohužel neexistuje jeden univerzální model, 
k terý by se mohl aplikovat na všechny infekční choroby v jakémkoliv čase. Z tohoto 
důvodu existuje mnoho ma tema t i ckých modelů , k te ré se využívají podle charakteru 
infekce. 

Tato diplomová práce si klade za cíl přiblížit ma tema t i cké základy epidemiolo
gických modelů , jejich použi t í a v ý z n a m v oblasti veřejného zdraví . V následujících 
kapi tolách bude předs taven základní koncept epidemiologických modelů , vhodný 
ma tema t i cký apa rá t k jejich popisu i řešení a v neposlední ř adě také vybrané mo
dely (odlišující se vs tupn ími parametry) včetně i lus t ra t ivních př íkladů. Konkré tně 
se blíže budeme zabývat nej j ednodušš ími modely SI a SIS včetně jejich modifikací. 
Popíšeme jejich analy t ická řešení a sestroj íme i jejich diskré tní varianty, vše doplně
né o grafickou ilustraci p r ů b ě h u nemoci v čase. Nakonec bude pozornost věnována 
nejznámějšímu a p ravděpodobně nej rozšírenej Šímu modelu SIR, k te rý budeme řešit 
numericky a popíšeme pomocí něj něk te ré historicky doložené epidemie. 

10 



1 Teorie epidemií 

Moderní teorie epidemií využívá při m a t e m a t i c k é m popisu šíření infekčních cho
rob tzv. kompartmentové modely, vycházející z principu Kermackova-McKendric-
kova modelu [11], později označovaného jako model SIR. Jeho ús t ředn í myšlenkou 
je, že společnost je rozdělena do několika skupin, tzv. kompartmentů. Počet těchto 
skupin vychází z kladených p ředpok ladů a zásadně určuje složitost celého modelu. 
V souladu s [11] v t é t o práci však budeme uvažovat pouze následující t ř i základní 
skupiny: 

• Susceptible (ohrožení, náchylní jedinci). J e d n á se o část populace, k t e rá je 
zdravá, ale náchylná k nemoci, tedy je p ravděpodobné , že se v p r ů b ě h u času 
nakazí . Počet jed inců v t é t o skupině v čase t bude vyjadřovat funkce S(t). 

• Infected (nakažení, infekční jedinci). Skupina zahrnující pouze infikované je
dince, k teř í jsou infekční a při kontaktu s jedincem z předešlé skupiny ho 
nakazí . Počet jed inců v t é t o skupině v čase t bude vyjadřovat funkce I(t). 

• Removed (odebraní, vyléčení, zemřelí jedinci). Čás t populace, k t e r á již nákazu 
proděla la a již není infekční. Do t é t o skupiny tedy zahrnujeme jedince, k teř í se 
vyléčili, ale také jedince, k teř í na nákazu zemřeli. Z důvodu zachování autono
mie populace nerozlišujeme mezi t ěmi to dvěma možnos tmi v celé práci . Počet 
jedinců v t é to skupině v čase t bude vyjadřovat funkce R(t). 

Abychom tedy mohli modelovat jakoukoliv nemoc, musíme být schopni popsat 
každého jedince populace a zařadi t ho do některé ze zmíněných skupin. Je cel
kem jasné , že každý jedinec se v d a n é m čase může nacházet právě v jedné z výše 
uvedených skupin a jejich velikost se bude s časem měni t . I přes toto diskré tní po
jet í uvažujeme změny p o č t u jed inců v jednot l ivých skupinách za spoji té. Pro lepší 
názornost a z jednodušení s tudovaných modelů uvažujeme v celé práci následující 
p ř e d p o k l a d y pro š í řen í nemoci: 

• Nemoc se šíří kontaktem infikovaného jedince s ohroženým jedincem. 

• Infekce nemá latentní období, tedy vývoj začíná bezpros t ředně po kontaktu 
s nakaženým. 

• Zkoumaný vzorek populace je homogenní, tedy každý jedinec ze skupiny ná
chylných je stejně ohrožený, každý infekční jedinec je stejně infekční a prav
děpodobnos t se tkání dvou jedinců z populace je stejná. 
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• Populace je konstantní, tedy neuvažujeme narození nových jedinců, ani úmr t í , 
tj. p la t í 

S(ť) + I(ť) + R(t) = N, (1.1) 

kde TV značí velikost populace. 

Rovnice (1.1) n á m říká, že součet všech jedinců v jednot l ivých kompartmentech 
v d a n é m čase t je stále kons tan tn í a je roven celkovému p o č t u jed inců v populaci. 
Změny p o č t ů jed inců za jednotku času v jednot l ivých skupinách, tj. časové derivace 
příslušných funkcí, jsou popsány na základě teorie McKendr icka a Kermacka [11] 
následující soustavou diferenciálních rovnic 

S' = -PSI, (1.2) 

/' = psi-^I, (1.3) 

R' = 7 J . (1.4) 

Význam p a r a m e t r ů ve výše uvedeném modelu popíšeme v následujících sekcích. 

P o z n á m k a 1. Soustava (1.2)-(1.4) představuje tzv. model SIR, jehož zkrácený název 
je odvozen právě od skupin zařazených do modelu. V této práci se pak ještě blíže 
seznámíme s modely SI a SIS. 

1 . 1 Modelování parametrů/rychlostí přechodu 

Př i modelování p r ů b ě h u epidemií je důležité sledovat, jak se d a n á epidemie chová. 
J inými slovy, abychom dokázali sestavit diferenciální rovnice daného modelu, je po
t ř e b a urči t , j a k ý m způsobem a jak rychle se nemoc přenáš í a jak rychle se následně 
nemocný jedinec uzdraví . Tato skutečnost je do rovnic zavedena právě pomocí růz
ných p a r a m e t r ů (koeficientů), k teré popisují změnu v jednot l ivých kompartmentech. 
Jmenovi tě v práci budeme uvažovat následující dva níže specifikované koeficienty, 
n icméně ve složitějších modelech jsou zahrnuty ješ tě další parametry. Tyto veličiny 
nejsou obecně bezrozměrné , jejich rozměrem je p řevrácená hodnota časové jednotky, 
kterou v t é t o práci uvažujeme odpovídaj ící délce 1 dne. 

1.1.1 Parametr šíření infekce 
Rychlost n á r ů s t u infekce v populaci je ve skutečnost i závislá na mnoha faktorech, 
jako je velikost a struktura populace, p ravděpodobnos t kontaktu s infikovaným, 
rychlost šíření infekce, s amotný imuni tn í sys tém jedince. Pro popis t é to skutečnost i 
používáme kladný parametr (koeficient) šíření infekce, k te rý označíme fi. J e d n á se 
o součin re la t ivní četnost i vzájemných k o n t a k t ů v populaci b ě h e m časového intervalu 
a p ravděpodobnos t i nákazy při kontaktu infikovaného jedince a ohroženého jedince, 
viz [2]. 
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1.1.2 Rychlost uzdravování/úmrtí 
Kladný parametr vyjadřující rychlost uzdravování , resp. rychlost ú m r t í , značíme 7. 

Jeho převrácená hodnota, tedy ^, značí p r ů m ě r n o u dobu nemoci (ve dnech), tj. dobu, 
za jakou se infikovaný jedinec uzdraví , resp. zemře. 

1.2 Počáteční podmínky 

Nejen pro po t ř eby t é t o práce je vhodné zavést smysluplné počá tečn í podmínky, 
které reflektují př i rozené nas tavení modelu a do j is té míry rozhodují o vývoji epide
mie. 

Jednoduchou úvahou, aby infekce měla vůbec potenciá l se šířit, tak je zapo t řeb í 
mít v populaci alespoň jednoho infekčního jedince a alespoň jednoho náchylného je
dince. Vzhledem ke spojitosti modelu a omezené populaci, tyto počá tečn í p o d m í n k y 
přepíšeme jako 

5(0) = S0, 0 < S0 < N a 1(0) = / „ , 0 < I0 < N. (1.5) 

V prakt ických úlohách jsou počá tečn í data obvykle So ~ N a I0 ~ 0. Navíc z před
pokladu pro kons t an tn í velikost populace vyplývá 

S0 = N-I0, resp., I0 = N - S0. 

Dále v úlohách, kde jsou zastoupeny všechny t ř i skupiny, p ř edpok ládáme spolu 
s (1.5), že počá tečn í poče t odebraných jedinců je nulový, tj. 

R(Q) = RQ = o, 

a p la t í S0 + J 0 + RQ = N. 

1.3 Základní reprodukční číslo 

Než př i s toupíme k definici základního reprodukčního čísla, zaměř íme se na klíčo
vý aspekt celé epidemie, k te rý popisuje časová derivace p o č t u infekčních jedinců. 
Z diferenciální rovnice (1.3) jsou zřejmé následující implikace: 

• Je-li S > % =>• ľ > 0, tj. epidemie roste. 

• Je-li S < % =>• ľ < 0, tj. epidemie klesá. 

• Je-li S = % =>• ľ = 0, v tomto p ř ípadě hovoříme o tzv. prahovém efektu, 
kte rý vzájemně vymezuje od sebe situace, kdy epidemie roste a kdy zase klesá. 
Symbolem 

P = j (1.6) 

pak značíme tzv. prahovou hodnotu. 
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Vztáhneme-l i nyní výše uvedené úvahy k počá tečn ímu času t — 0, definujeme 
základní reprodukční číslo jako 

K0 = ^ = (1.7) 
7 P 

které závisí na počá tečních p o d m í n k á c h a parametrech modelu. Toto číslo je klíčo
v ý m ukazatelem, k te rý n á m v závislosti na vs tupních hodno tách pomůže predikovat 
prvotn í p r ů b ě h epidemie, tedy zda infekce propukne, nebo vymizí. S t ručně můžeme 
konstatovat, že 

• Je-li IZo > 1 =>- I'(0) > 0, tj. infekce propukne. 

• Je-li TZQ < 1 =>- I'(0) < 0, tj. infekce nepropukne. 

J inými slovy, základní reprodukční číslo n á m popisuje průměrný počet případů, 
na které jedna infekční osoba danou nemoc přenese. Je tedy zřejmé, že cílem epidemi
ologů je snížit hodnotu základního reprodukčního čísla, aby 1Z0 < 1, což dokáže vést 
k úspěšnému omezení šíření infekční choroby. Tohoto je docíleno různými opat ření 
mi, jako je např ík lad nařízení ka ran t ény infikovaných jedinců, čímž dojde k omezení 
p o č t u kon tak tů , nošení roušek a respi rá torů , k teré znesnadní přenos kapénkových 
infekcí, či vakcinace. 

Pro lepší názornos t v následující Tabulce 1.1 uvádíme rozmezí hodnot základ
ního reprodukčního čísla TZQ pro něk te rá z n á m á infekční onemocnění . Hodnoty jsou 
seřazeny vzes tupně . 

Tabulka 1.1: Odhady hodnot základního reprodukčního čísla některých onemocnění , 
viz [13] 

nemoc K0 

ebola 1,5-2,5 
španělská chř ipka 2-3 

H I V , S A R S 2-5 
dě tská obrna 5-7 

neštovice 5-7 
spalničky 12-18 
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2 Matematický aparát 

V t é t o kapitole p ředs tav íme m a t e m a t i c k ý apa rá t a základní teorii pro soustavy di
ferenciálních rovnic, k teré n á m popisují uvažované modely epidemií . Budeme také 
diskutovat možnos t , jak nalézt jejich analyt ické řešení ve speciálních př ípadech. Na
konec výklad rozšíříme o koncept numerického řešení aplikovatelného v obecných 
př ípadech, tj. komplikovanějších modelech. Př í s lušnou lá tku lze dohledat např . v l i 
t e r a t u ř e [3], [9] a [12]. 

Definice 1. Soustavou obyčejných diferenciálních rovnic 1. řádu budeme rozumět 
systém n rovnic (n > 2) tvaru 

x\ = fl(t,Xi, X2, • • •, xn), 

x'2 = f2 {t , X\, X2, • • • , Xn). 

Xn fn(t,Xi,X2,---,Xnj 

stručněji zapsaný ve vektorové podobě 

x' = f(t,x), (2.1) 

kde vektorová funkce x = (xi, x2, • • •, xn) zobrazuje otevřený neprázdný interval 
J CR do W"1 a vektorová funkce f = ( / i , / 2 , - • •, fn) definována na otevřené ne
prázdné množině Q C M x W1 zobrazuje Q doW1. 

Řešením soustavy (2.1) na intervalu J nazýváme každou vektorovou funkci 
ip{t) = (ipi(ť), ifi2(ť),..., (fin(t)) definovanou na intervalu J takovou, že existují de
rivace všech jejích složek </?í(ŕ), 1 < i < n na J, [t, (p(ť)] G Q pro všechna t E J 
a platí 

<p' = f{t,<p{t)), t e.J. 

P o z n á m k a 2. Maximální řešení soustavy (2.1) je takové řešení cp definované na in
tervalu J, které již nelze prodloužit, tj. je-li xj) řešení soustavy (2.1) definované na in
tervalu J i , J C J\ a xj){t) = (f(ť) pro každé t G J, pak J — J\. Jinými slovy řešení 
definované na maximálním intervalu J, tj. které není restrikcí řešení definovaného 
na intervalu J\ na interval J C J\ ^ J, se nazývá maximální řešení. Množinu všech 
maximálních řešení soustavy (2.1) nazýváme obecným řešením soustavy (2.1). 

S ohledem na aplikace v epidemických modelech nezávisle p r o m ě n n á t bude 
představovat čas a stěžejním úkolem pro nás bude řešit tzv. počá tečn í (Cauchyovu) 
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úlohu — nalézt pro bod [ŕo,«Co] e Q řešení ip soustavy (2.1) definované na nějakém 
intervalu J e l obsahujícím bod to, W° k te rý bude splněna tzv. počá tečn í p o d m í n k a 
<p(to) = Xo, psáno po složkách (pi(to) = XQÍ, 1 < i < n. Ve s tudovaných modelech 
počá teční p o d m í n k u budou charakterizovat poč ty jedinců v přís lušných skupinách 
v čase t 0 = 0. 

Z pohledu matemat i cké analýzy se nyní zaměř íme na to, za j akých podmínek mů
žeme prokáza t existenci řešení počá tečn í úlohy, resp. kdy je řešení dokonce určeno 
jednoznačně . Základní odpovědi n á m poskytnou tzv. exis tenční věty, k teré lze v růz
né p o d o b ě dohledat snad v každé l i te ra tuře věnované fundamentá ln í teorii (soustav) 
obyčejných diferenciálních rovnic. Tř i níže formulované věty, uvedené bez důkazu, 
byly p řevza ty z [3]. 

V ě t a 1 (Peano). Nechť Q c R x K n je otevřená neprázdná množina a nechť vektorová 
funkce f : Q —> M.n v (2.1) je spojitá na Q. Pak pro každé [to, x o] G Q existuje n > 0 
a vektorová funkce cp : (to — K, to + n) x K n —> Rn tak, že pro všechna t G (to — n, to + n) 
je [t, <p(t)] E Q a platí 

f'(t) = /(*> VÍ*)) P™ t e (t0- K, t0 + K), (f(t0) = X0, 

tj. počáteční úloha má alespoň jedno řešení 

Peanova existenční vě ta (Věta 1) bohužel nezaručuje jednoznačnos t řešení sou
stavy (2.1) s p ředepsanou počá tečn í podmínkou , a to ani lokálně. Lze to t iž na jed
noduchém příkladě (viz [3]), splňujícím předpok lady Věty 1, ukáza t , že na libovolně 
ma lém o tevřeném intervalu obsahujícím bod to mohou existovat dvě různá řešení 
(dokonce i nekonečně mnoho) soustavy (2.1) vyhovující dané počá tečn í podmínce . 

Abychom mohli hovořit o jednoznačnos t i řešení diferenciální rovnice, resp. jejich 
soustav, je t ř e b a rozšířit p ředpok lady na funkci / : Q —> Rn vystupuj ící v (2.1). 
K tomuto účelu zavedeme normu 

||flf(í)||oo = max sup \gi(t)\, 
l<i<n ť e [ a b ] 

definovanou pro funkce g = (g\,..., gn) se spoj i tými složkami gi na uzavřeném 
intervalu [a, b]. 

V ě t a 2 (Picard, Lindelóf). Nechť n > 0 a nechť 

1 = (t0 - 2K, t0 + 2K) x ( x 0 i - 2K, X0I + 2/c) x • • • x (x0n - 2/c, x0n + 2/c). 

Nechť x = (x\,X2, • • • ,xn) a f = ( / i , / 2 , . . . , / „ ) . Předpokládejme, že v (2.1) je 
zobrazení f spojité v množině X (tj. spojité v každé složce f i, 1 < i < n). Dále 
předpokládejme, že existuje L > 0 takové, že pro všechna (t,X\), (t, X2) G X platí 

| | / ( í , x i ) - / (* , ac2)||oo < L\\xi - x2\\oo; 

tj. funkce f je (stejně) lipschitzovská v proměnné x pro všechna t G (to — 2K, to + 2n). 
Potom platí: 
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• Existuje řešení (f (t) rovnice (2.1) na otevřeném intervalu J obsahujícím t0  

takové, že platí (f (to) = Xo (tj. řešení vyhovuje počáteční podmínce). 

• Jestliže řešení cp splňují podmínku <Pi(to) — xo, i — 1,2, existu
je okolí bodu to, na kterém tato řešení splývají, tj. řešení je určeno lokálně 
jednoznačně. 

P o z n á m k a 3. K ověření podmínky z Věty 2, že vektorová funkce f je lipschitzovská 
vzhledem k proměnné x je postačující dokázat, že funkce f(t, x) = f(t, x\,..., xn) 
má ohraničené parciální derivace, tj. existuje M > 0 tak, že 

^(t * <M, i,j = l,...,n, 

pro všechna (t, x) z množiny X zavedené ve Větě 2. 

Př i konstrukci max imá ln ího řešení používáme techniku spojování dílčích řešení 
s již p rokázanou existencí. Lokálně tak m á m e vždy zaručeno splnění p ředpok ladů 
Věty 2 a nemůže tedy nastat situace, že takto vzniklé max imá ln í řešení se v nějakém 
bodě větví na různá řešení. Tuto situaci blíže specifikuje následující věta . 

V ě t a 3. Necht Q C t x l " je otevřená neprázdná množina a necht funkce f v (2.1) 
je spojitá v Q a lokálně lipschitzovská vzhledem k x. Potom 

• existuje otevřený interval J obsahující bod to a na něm definované maximální 
řešení cp soustavy (2.1) takové, že platí cp(to) = x0 (tj. toto maximální řešení 
vyhovuje počáteční podmínce), 

• toto maximální řešení je určeno jednoznačně. 

P o z n á m k a 4. Poznamenejme s odvoláním na Kapitolu 3, že studované epidemic
ké modely jsou popsány pomocí soustav nelineárních diferenciálních rovnic 1. řá
du, jejichž pravé strany nezávisí na časové proměnné t. V tomto případě hovoříme 
o tzv. autonomních systémech a otázky existence a jednoznačnosti (maximálních) 
řešení se nám formálně zjednoduší. 

Máme-li již zaručenu existenci a jednoznačnos t řešení v d a n é m konkré tn ím mo
delu, zbývá n á m tak pouze zásadní úkol, a to nalézt řešení přís lušné soustavy dife
renciálních rovnic. Analy t icky postupovat můžeme pouze ve speciálních př ípadech. 
S ohledem na uvažované epidemiologické modely, popíšeme postup v situaci, kdy lze 
soustavu separovat na oddělené rovnice pro jednot l ivé složky řešení. D r u h ý m pro
b lémem bude tzv. l ineární sys tém, kdy uvažujeme úlohu s kons tan tn ími koeficienty. 

V os ta tn ích př ípadech vzhledem k náročnos t i celé problematiky se budeme tak 
spoléhat na numerický postup, kdy budeme schopni nalézt pouze přibližné řešení 
našeho modelu. Jednot l ivé p ř ípady si rozebereme v následujících sekcích. 
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2.1 Rovnice se separovanými proměnnými 

V některých speciálních př ípadech (např. Sekce 3.1 a 3.2 ) lze sys tém diferenciálních 
rovnic separovat na jednot l ivé skalární rovnice tvaru 

x'i(t) = fi(t,Xi), 

kde pravá strana je obecně nel ineární v p roměnné Xi, avšak lze zapsat ve tvaru 
součinu funkcí odlišných a rgumen tů . Formálně tak řešíme počá tečn í úlohu 

x' = g(t) • h(x), x(t0) = x0. 

kde g a h jsou spoji té funkce na přís lušných intervalech, obsahujících bod t0, resp. 
XQ. Výše uvedená rovnice se nazývá diferenciální rovnicí se separovanými proměn
nými, kterou řešíme metodou separace proměnných . Postupujeme následně. Nejprve 
v původn í rovnici separujeme p roměnné í a i n a jednot l ivé strany rovnice a pak 
integrujeme podle časové p roměnné přes interval [to,t], tj. 

í T?r-\di= í 9 ^ d l 

Jt0 h{x) J t 0 

Následně po substituci na levé s t raně dostaneme 

ľx dx ŕ -x * 

Jxo K x ) Jt0 

vedoucí formálně k rovnosti 

H(x) = G(t)-G(t0) + H(x0), 

kde G a, H jsou pr imi t ivní funkce k př ís lušným in teg randům. Řešení diferenciální 
rovnice x(t) zapsané ve výše uvedeném tvaru nazýváme řešením v tzv. implicit
n ím tvaru. Pokud se n á m poda ř í z tohoto tvaru vyjádři t x = x(t), z ískáme řešení 
v tzv. expl ic i tním tvaru. Zopakujeme-li výše uvedený postup pro každou složku 
Xi(t), sestroj íme nakonec vektorovou funkci x(t) j akož to řešení původn ího sys tému 
diferenciálních rovnic. 

Jak již bylo zmíněno dříve, ve vybraných modelech epidemií (viz Kapi to la 3) 
se se tkáme s př ípady, kdy pravá strana nezávisí na časové p roměnné , tj. g(t) = k, 
kde k G M \ { 0 } . Je-li navíc počá tečn í p o d m í n k a p ředepsána v čase t0 = 0, postup 
pomocí metody separace proměnných v tomto př ípadě modifikujeme následně 

r dx ŕ -s ^ 
T7^= 3Ít)dt => H{x) = kt + H(x0) 

a p ř ípadně pak analogicky vyjádř íme řešení x = x(t) př ís lušné Cauchyho úlohy 
v expl ici tním tvaru. 

Nicméně, při použi t í metody separace proměnných je t ř eba být obezřetný. Má-li 
funkce h nulové body, není tot iž pak zřejmé, zdali jsme t ímto formálním postupem 
získali všechna řešení, viz [3]. Nicméně v analyzovaných epidemických modelech, 
kdy požadujeme, aby jednot l ivé složky řešení byly k ladné a současně shora ost ře 
omezené celkovou kons t an tn í velikostí populace, tato situace nenastane, viz K a p i 
tola 3. Proto o tázku nalezení všech řešení pro obecný p ř ípad diferenciální rovnice 
se separovanými p roměnnými nebudeme již dále diskutovat. 
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2.2 Lineární systém 

V té to sekci p ředs tav íme několik základních teoret ických výsledků pro lineární sys
t é m obyčejných diferenciálních rovnic prvn ího řádu . Konkré tně se zaměř íme na stu
dium p ř ípadu pro f(t, x) = Ax v (2.1), kde A G R n x n (čtvercová matice velkosti n, 
jejímiž prvky jsou reá lná čísla), tj. 

/ « 1 1 « 1 2 ' ' ' « l r a \ 

« 2 1 « 2 2 ' ' ' « 2 n 

\ «ral « n 2 ' ' ' « n n J 

Získáme tak soustavu 
x' = Ax, (2.2) 

kterou nazýváme homogenn ím sys témem lineárních diferenciálních rovnic (prvního 
řádu) s kons tan tn ími koeficienty. 

N a úvod si p ř ipomeneme několik po jmů z lineární algebry, k teré v t é to parti i 
využijeme. Pro detailnější výklad t é t o lá tky odkazujeme č tenáře na [16]. 

Definice 2. Symbolem E G M.nxn označme jednotkovou matici. Je-li A G Rnxn, 
nazýváme polynom - P a ( A ) = det(A — AE) charakteristickým polynomem matice A. 
Kořeny - P a ( A ) se nazývají vlastní čísla matice A a rovnice P\(X) = 0 je charakteris
tická rovnice příslušná k A. 

Je-li A G C vlastní číslo matice A, nazýváme každý nenulový vektor v vyhovující 
rovnici Av = Av vlastním vektorem matice A příslušným k vlastnímu číslu A. 

Aplikací Věty 2 (resp. Věty 3) na uvažovaný l ineární sys tém snadno zodpovíme 
o tázky existence (maximálního) řešení a jeho jednoznačnos t i pro počá tečn í úlohu, 
které shrneme v následujícím tvrzení . 

T v r z e n í 1. Uvažujme soustavu (2.2) s počáteční podmínkou x (to) = Xo pro [to, Xo] G 
M x M™. Potom existuje právě jedno maximální řešení x soustavy (2.2) vyhovující 
podmínce x(to) = Xo- Toto řešení je definované na celém K . 

V dalš ím popíšeme základní vlastnosti řešení soustavy (2.2). Konkré tně půjde 
o linearitu řešení (vycházející z principu superpozice) a popis množiny všech těchto 
řešení. Níže uvedené věty byly p řevza ty z [12]. 

V ě t a 4. Necht X\(t) a X2(t) jsou dvě řešení soustavy (2.2) a c G M., pak také 
X\(t) + X2(t) a cx\(t) jsou řešením soustavy (2.2). Tedy množina všech řešení sou
stavy (2.2) tvoří vektorový prostor, jehož dimenze je n. Jakoukoli bázi tohoto prostoru 
nazýváme fundamentálním systémem soustavy (2.2). 

V ě t a 5. Necht X\(t),..., xn(t) je fundamentální systém soustavy (2.2), pak každé 
řešení soustavy (2.2) lze zapsat ve tvaru 

x(t) = ciXi(ť) H h cnxn(t), c i , . . . , cn G M . 
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Shrneme-li poznatky z Tvrzení 1 a reprezentace libovolného řešení soustavy (2.2) 
z Věty 5, nalézt řešení počá tečn í úlohy z n a m e n á urči t hodnoty c\,... ,cn pro n á m 
již známý fundamentá ln í sys tém c c i ( r ) , . . . , xn(t). Tento problém je tak vždy jedno
značně řešitelný. 

Nyní už zbývá pouze zodpovědět o tázku, jak nalézt nějaký fundamentá ln í sys tém 
soustavy (2.2). Ve speciálním př ípadě , přesněji, když se n á m p o d a ř í nají t n l ineárně 
nezávislých vlas tních vektorů k př ís lušným v las tn ím číslům matice A, využijeme 
ke konstrukci fundamentá ln ího sys tému následující věty, viz [12]. 

V ě t a 6. Nechť A i , . . . , A„ jsou vlastní čísla matice A (mohou být i stejná) a v i , . . . , v„ 
jsou k nim příslušné vlastní vektory. Jsou-li tyto vektory lineárně nezávislé, pak 
vektorové funkce 

x i ( í ) = v i e

A l ť , x2(t) = v 2 e A 2 ť , . . . , xn(t) = v „ e A " ť 

tvoří fundamentální systém soustavy (2.2). 

Snadno nah lédneme, že předpoklad nezávislosti v las tních vektorů ve Větě 6 je 
zejména splněn, přísluší-li tyto vektory k různým v las tn ím číslům matice A. Navíc 
jelikož vlas tn í číslo matice A může bý t obecně komplexní číslo, z ískáme tak dle 
Věty 6 v obecném př ípadě fundamentá ln í sys tém komplexních funkcí. Využijeme-li 
však p o z n a t k ů z kořenového rozkladu po lynomů s reálnými koeficienty a Eulerova 
vzorce, lze komplexní sys tém reprezentovat pouze reálnými vektorovými funkcemi, 
viz níže uvedená poznámka . 

P o z n á m k a 5. Necht A G C \ M je vlastní číslo matice A G M.nxn, jemuž přísluší 
vlastní vektor v , pak má soustava (2.2) dvojici řešení 

x1 = ve A ť , x2 = ve A ť 

(pruh značí komplexně sdružené číslo, u vektoru je toto míněno po složkách). Aplikací 
Věty 4 následně získáme dvojici reálných řešení 

* i = = B (ve A í ) , X l = = 3 (ve A í ) , 

kde 3?(-); resp. značí reálnou, resp. imaginární, část příslušného komplexního 
argumentu (tj. čísla nebo vektoru). 

Výše uvedený postup konstrukce fundamentá ln ího sys tému je možné použí t pou
ze v př ípadě , kdy je možné vytvoř i t bázi prostoru M™ z vlastních vektorů. V opačném 
př ípadě , kdy je p o t ř e b a doplnit nezávislou soustavu vlastních vektorů , je situace na
lezení fundamentá ln ího sys tému p o d s t a t n ě komplikovanější. Tato situace nas tává , 
je-li a lgebraická násobnos t něk te rého čísla větší než jeho geometr ická násobnos t . 
Postup v tomto komplikovanějším př ípadě nebudeme dále rozebíra t , neboť ve stu
dovaných modelech na něj nenaraz íme. Zvídavého č tenáře n icméně můžeme odkáza t 
na [3]. 
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2.3 Numerické řešení 

V předchozích sekcích jsme si ukázali , jak lze ve vybraných speciálních př ípadech 
nalézt analyt ické řešení soustavy diferenciálních rovnic. V obecném př ípadě se však 
musíme spolehnout na numerické metody, k teré vycházejí z diskretizace proměnných . 

Př ib l ižná řešení nalezená pomocí numerických p o s t u p ů se nekonst ruuj í to t iž jako 
spoji té funkce, ale generuje se při nich posloupnost hodnot na konečné množině uzlů 
z p ř e d e m zvoleného intervalu [0, T] , kde T > 0 značí koncový čas simulace. Pro pře
hlednost zápisu budeme p ředpok láda t , že tyto uzly jsou rozloženy ekvid is tan tně 
s krokem r > 0, tj. 

0 = t 0 < h < t2 • • • < tm = T, ti+i =U + T, i = 0 , . . . , m - 1, 

kde m značí celkový počet kroků. V př ípadě skalárního problému 

x' = f(t,x), x(0) = x*, (2.3) 

se tak pomocí numerické metody generuje posloupnost číselných hodnot 

XQ X , Xi, 3?2, . . . , Xm. 

aproximujících hodnoty přesného řešení 

x(0), x (č i ) , x(t2), ... , x(tm). 

Numerické metody pro řešení obyčejných diferenciálních rovnic, resp. počá teč
ních úloh, můžeme klasifikovat dle různých aspektů , např . na metody jednokrokové 
a vícekrokové či metody explici tní a implicitní . Nej jednodušší metodou, kterou před
s tavíme v t é t o práci a budeme j i využívat pro řešení modelových úloh, je Eulerova 
metoda. Tato metoda spadá do t ř ídy explicitních jednokrokových metod, pro něž 
je př íznačné, že hodnotu Xj+i lze vypoč í t a t z jediné předešlé hodnoty Xi pomocí 
rekurentn ího vzorce. 

Odvození příslušné metody provedeme v několika krocích. Nejprve zapíšeme di
ferenciální rovnici (2.3) vyčíslenou v bodě í j . Následně pak na pravé s t r aně té to 
rovnice využijeme aproximace Xi ~ x(ti), resp. f(U,Xi) ~ f{U,x(ti)), a na levé 
s t raně rovnice vyjádř íme derivaci pomocí diferenčního podí lu 

k terý předs tavuje tzv. dopřednou diferenci, pro detailnější popis viz [4]. T í m t o po
stupem tak získáme diferenční rovnici 

T 

kterou lze přepsa t do explici tního ( rekurentního) tvaru 

xi+i = Xi + rf(ti,Xi), i = 0,...,m-l 
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s počá tečn í podmínkou XQ = x*. Toto numerické schéma nazýváme explici tní Eule-
rovou metodou. 

Důleži tou o tázkou je, zdali pro řešení z ískaná pomocí výše odvozené Eulerovy 
metody, m á m e zaručeno, že se zmenšující se délkou kroku r budou přibližné hodnoty 
řešení blíže p řesnému řešení vyčíslenému v příslušných bodech. Tato vlastnost se 
nazývá konvergence metody a budeme si j i ilustrovat na j ednoduché modelové úloze 

x' = t • x, x(0) = 1. 

Aplikací metody separace p roměnných snadno urč íme přesné řešení t é t o diferenciální 
rovnice, tj. 

ŕ d x ŕ , . . ŕ , , £ 
/ — — tát => ln(x) = — ^ x(t) = e 2 . 

Ji x Jo 2 
Současně pomocí Eulerovy metody spoč í táme př ibl ižná řešení s různou délkou kro
ku. Výsledky zapíšeme do Tabulky 2.1, resp. graficky znázorn íme v Obrázku 2.1. 
O kvalitě numerických řešení bude vypovída t chyba vyčíslená v daných uzlech, j i 
nými slovy absolu tn í hodnota rozdílu mezi př ibl ižnou a přesnou hodnotou v uzlu 
ŕj, tj. \XÍ — x{ti)\. Z Obrázku 2.1 je pa t rné , že tato chyba je ú m ě r n á délce kroku r 
a roste s časem t. Přesněji z Tabulky 2.1 lze vypozorovat (viz hodnoty v násobcích 
0,4), že zmenšíme-li délku kroku na polovinu původn í délky, tak se ve s te jném po
měru zmenší i přís lušné absolutn í chyby. V tomto př ípadě pak ř íkáme, že numer ická 
metoda je metodou prvn ího řádu . 

Tabulka 2.1: Př ib l ižná řešení pro různou délku kroku Eulerovy metody. 

T = 0,4 r = 0,2 r = 0,1 
ti x(ti) \xi x{ti^ 1 \xi x{ti^ 1 \Xi x{ti^ | 

0,0 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000 
0,1 1,0050 0,0050 
0,2 1,0202 0,0202 0,0102 
0,3 1,0460 0,0158 
0,4 1,0833 0,0833 0,0435 0,0222 
0,5 1,1331 0,0296 
0,6 1,1972 0,0740 0,0385 
0,7 1,2776 0,0494 
0,8 1,3771 0,2171 0,1191 0,0629 
0,9 1,4993 0,0798 
1,0 1,6487 0,1855 0,1016 

1,1 1,8313 0,1294 
1,2 2,0544 0,5232 0,3033 0,1654 
1,3 2,3280 0,2123 
1,4 2,6645 0,4931 0,2737 
1,5 3,0802 0,3548 
1,6 3,5966 1,3305 0,8173 0,4624 
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Obrázek 2.1: Porovnání přesného řešení a přibl ižných řešení s různou délku kroku 

N a modelové úloze jsme si demonstrovali, že Eulerova metoda je metodou první
ho řádu , tedy i metodou konvergentní . Pro podložení tohoto tvrzení o vlastnostech 
Eulerovy metody v obecném př ípadě uvedeme s t ručné teoretické pozadí (bez důka
zů) z odvozování t é t o metody. N a Eulerovu metodu můžeme tot iž z geometrického 
pojet í nahlížet tak, že hodnotu x(ti+i) = x(ŕj + t ) aproximujeme pomocí tečny 
sestrojené pro funkci x(t) v bodě ti, tj. 

x ( t i + 1 ) « X(ti) + Tx'(ti) = X(ti) + T f (ti, Xi) 

pro dos ta tečně hladkou funkci x(t), tj. má-li v okolí bodu ti spojitou druhou deri
vaci. Použijeme-li tento předpis v jednom kroku metody za p ředpok ladu , že m á m e 
k dispozici přesné řešení z předešlého uzlu ( X J = x(čj)), dopus t íme se chyby, k t e rá je 
ú m ě r n á faktoru r 2 . Tato skutečnost je p ř ímím důsledkem věty o Taylorově polynomu 
s Lagrangeovým tvarem zbytku, viz [8]. 

Jelikož počet kroků v d a n é m intervalu [0,T] je m = T/r, je tedy veličina 
| X J — x(ti)\ ú m ě r n á m • r 2 čili r 1 . J inými slovy Eulerova metoda je metoda prv
ního ř á d u přesnost i a pro získání relevantních výsledků vyžaduje velmi k r á t k ý krok. 
O t á z k u volby kroku metody zde dále diskutovat nebudeme a v úlohách (viz Sekce 3) 
bude délka kroku volena s ohledem na př i rozená omezení jednot l ivých složek řešení. 
Pro detailnější popis celé problematiky odkazujeme č tenáře např . na [4]. 

V dalš ím předs tav íme, jak by se Eulerova metoda modifikovala pro p ř ípad auto
nomní soustavy diferenciálních rovnic (psáno po složkách, kde horn í index v závorce 
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značí iteraci) 

x(i)) 

(2-4) 

r(i+i) _ r ( i ) _ | _ f / r w r ( 0 r (Ah 
x n x n ~ i Jny^l iJj2 i • • • i^n ) • 

pro i = 0 , . . . , m — 1, kde hodnoty xj 0 ' 1 , j = 1 , . . . , n , jsou dány počá tečn í podmínkou . 
Vlastnosti Eulerovy metody (jako ř ád konvergence) ze skalárního p ř ípadu zůstávají 
pro soustavu diferenciálních rovnic samozřejmě zachovány. Tento koncept nume
rického řešení pomocí explicitní Eulerovy metody je v i lustrat ivních i prakt ických 
úlohách z Kapi to ly 3 implementován v programu M A T L A B . 

Závěrem poznamenejme, že existuje mnoho dalších a zejména efektivnějších nu
merických metod pro řešení soustav diferenciálních rovnic typu (2.1). Tato nume
rická schémata mají sice různou formu, ale v základě jsou jen vys tavěna na sofis
t ikovanějším principu diskretizace závisle p roměnných , než tomu bylo u Eulerovy 
metody. Z hlediska uživatele tak můžeme využít širokou paletu numerických řešičů 
vestavěných jako funkce programu M A T L A B , viz [5]. 
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3 Vybrané modely jednoduchých epidemií 

V následující kapitole budou předs taveny a právě pomocí diferenciálních rovnic po
psány některé modely popisující vývoje j ednoduchých epidemií [10]. Nejprve se za
měř íme na modely SI a SIS (a jejich modifikace), urč íme analy t ická řešení, popíšeme 
jejich vlastnosti a sestrojíme příslušné diskré tní modely včetně numerických řešení. 
U složitějšího modelu SIR si pak p ředs tav íme právě pouze numer ická řešení. Závě
rem p ř idáme t ř i simulace p r ů b ě h u epidemií na základě historických dat. 

V závislosti na p o č t u a kvalitě vs tupních p a r a m e t r ů se mění jednot l ivé rovni
ce u konkrétních modelů . Nicméně s ohledem na determinis t ický p ř í s tup , kdy se 
vyhýbáme n á h o d n ý m jevům, stejné počá tečn í p o d m í n k y budou dávat stále stejné 
výs tupy bez ohledu na to, kolikrát budeme daný sys tém řešit. 

J edn ím z nej jednodušších epidemiologických mode lů je model SI. Jeho jednoduchost 
je zároveň vykoupena omezenost í ve svém použi t í . Poskytuje však základní před
stavu o tom, jak se nákaza šíří mezi jedinci. Model SI p ředpokládá , že původně 
náchylný jedinec po prodě lané infekci zůs tává infikován po celou dobu a n e m á mož
nost se zotavit, nebo zemří t , tj. p řesunout se do skupiny odebraných jedinců. Každý 
jedinec se tak v d a n é m čase nachází bud ve skupině náchylných, nebo nakažených 
jedinců. 

Př ís lušný model je tedy využi telný např ík lad při popisu infekce oparu. T í m se 
člověk nakazí poprvé a nás ledně stále v sobě nosí virus způsobující opar, tedy je 
stále nakažen . V tomto př ípadě se neuvažují žádné další přechody (jako je zotavení 
nebo smrt), resp. populačn í skupina odebraných jedinců, což je právě to, co tento 
model činí velmi j e d n o d u c h ý m modelem a lze jej popsat pomocí soustavy dvou 
diferenciálních rovnic 

splňujících p o d m í n k u na kons tan tn í populaci S(t) + I(t) = N, neboť S' (t) + ľ (t) = 0 
v l ibovolném časovém okamžiku. Pro přehlednost p ř ipomeňme , že parametr (3 značí 
míru šíření infekce, přesněji člen člen (3SI vyjadřuje počet nově nakažených jedinců 
za jednotku času. 

Nejprve se zaměř íme na o tázky existence a jednoznačnos t i řešení tohoto modelu. 
Nechť fi(S,í) = —(3SI, resp. f2(S,í) = (3SI, značí jednot l ivé pravé strany (3.1), 

3.1 Model SI 

S' 

ľ 

-psi 
psi, 
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resp. (3.2). Zřejmě funkce fi a f2 jsou spoji té a pla t í 

9 5 1 ' dl P ' 9 5 9 5 ' 9 J 9 7 ' 

Ze spojitosti výše uvedených parciálních derivací snadno plyne jejich omezenost na l i 
bovolné omezené množině v M? (resp. M 3 ) , a tak m á m e zaručenu p o d m í n k u lipschi-
tzovskosti funkce / = (fi, f2) vzhledem k p r o m ě n n ý m [S,I]. P ř edpok lady Věty 2 
(resp. Věty 3) jsou tedy splněny a lze tvrdit , že pro každou počá tečn í p o d m í n k u m á 
úloha (tj. model SI) jediné (maximální) řešení. 

V dalším, nebude-li řečeno jinak, již budeme uvažovat pouze (smysluplné) počá
teční p o d m í n k y tvaru 

5(0) = SQ, 0 < 5 o < 7 V , 1(0) = I0 = N - S 0 (3.3) 

Ještě než př i s toup íme k hledání analyt ického řešení, si popíšeme některé kva
l i ta t ivní vlastnosti t ěch to řešení, přesněji půjde o jejich pozi t ivi tu (nezápornost ) 
a omezenost. 

N a úvod poznamenejme, že řešení modelu SI, tj. funkce S(t) a I(t) musí bý t 
spoji té, neboť jsou diferencovatelné, viz příslušné parciální derivace pravých stran 
soustavy rovnic. Snadno nah lédneme, že S (i) = 0 a I(ť) = N, resp. S (ť) = N 
a I(t) = 0, jsou dvojice řešení pro počá tečn í p o d m í n k u s 5o = 0, resp. 5o = N. 
Uvažujme nyní 5o > 0 (a 5o < N). Z platnosti Věty 2 a spojitosti funkce S(t) 
víme, že nemůže nastat situace, kdy S(ť) = 0 v nějakém čase ť > 0, neboť by 
to znamenalo, že v okolí bodu ť se řešení úlohy větví (jako d ruhé řešení m á m e 
tot iž kons t an tn í nulu), což je ale spor s jednoznačnos t í řešení. Analogickou úvahou 
získáme, že I(t) > 0 pro Jo > 0 (a Jo < N). Př í s lušná omezenost těchto funkcí pak 
plyne z j ednoduchého vztahu 

0 < S(t) < S(t) + I(t) = N, 0 < I(t) < S(t) + I(t) = N. 

N a základě pozit ivi ty funkcí S (i), I(ť) a definice modelu SI můžeme tvrdit , že tyto 
funkce jsou ryze mono tónn í na [0, +oo), přesněji S (i) je klesající a I(ť) je rostoucí 
funkcí v čase t. Navíc ze spojitosti, ryzí monotonie a omezenosti t ěch to funkcí plyne 
existence konečných limit 

l im S(t) = G [0,5 0 ) , l im / ( ŕ ) = J ^ e (I0,N]. 
t—¥00 t—¥CO 

Shrneme-li celkově výše uvedené, pomocí modelu SI a počátečních podmínek (3.3) 
popisujeme vždy situaci, kdy infekce p roběhne a v l imi tn ím př ípadě nabývá kon
s t an tn í hodnoty p o č t u nakažených 1^. 

Nyní p ř i s toup íme k hledání analyt ického řešení, k teré verifikuje výše uvedené 
poznatky. Snadno nah lédneme, že model (3.1)—(3.2) je t r iviálně splněn pro dvojici 
kons tan tn ích řešení I(t) = 0 a I(ť) = N, resp. S (ť) = N a S (ť) = 0. Budeme-li 
však hledat řešení J (í) , resp. S (ť) jejichž hodnoty leží ostře mezi O a i V a vyhovují 
počá tečn ím p o d m í n k á m (3.3), je postup následující. 
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V níže uvedených krocích pos tupně budeme upravovat druhou rovnici (3.2). Prv
n ím krokem té to úp ravy bude substituce S = N — I, kdy po dosazení získáme rovnici 

I' = /3{N-I)I, 

resp. 

0. 
(N - 1)1 

Následně využijeme vztahu ľ — % a integrujeme podle časové p roměnné přes in
terval [0,í], tj. 

-du (3ds. 
h0 (N-u)u J o 

Nyní rozložíme integrand na levé s t raně rovnice na parciá lní zlomky, vyčíslíme hod
noty integrálů a uprav íme , tj. 

1 

Ň 
In \N — u\ + ln \u 

" ,'N-u 
ln 

,'N \ , (N 

K _ x 

0t 

-f3Nt 

-f3Nt 

-f3Nt. 

Dále pomocí inverzní funkce získáme 

N 

N 
7 

a nakonec vyjádř íme funkci I(t) jako 

/(*) = 

-j3Nt 

N 
1 e -/3ATÍ + 1 

l ) e-?m + 1' 
(3.4) 

P o d o b n ý m způsobem, kdy vycházíme z rovnice (3.1), urč íme i druhou funkci 
z modelu SI, tedy skupinu populace, k t e r á je danou nemocí ohrožena, S(t). Popří 
padě můžeme využí t i vztahu S(t) = N — I(t) a známého řešení (3.4). V obou 
př ípadech tak získáme funkci S (i) tvaru 

S(t) 
N 

g - l ) e?m + 1 
(3.5) 

27 



3.1.1 Analýza průběhu epidemie 
S ohledem na již p rokázanou pozi t ivi tu a monotonii funkcí (3.1)-(3.2) pro počá
teční p o d m í n k y (3.3) se v dalš ím zaměř íme na jejich l imity pro t —> oo. Snadným 
v ý p o č t e m dostaneme 

T V 

l im I(t) = l im — ^ = N, 
t—¥CO ( g - l ) e-f»» + 1 

Sa 

N 
l im S (i) = l im 

ť^oo ť^oo I N_ _ ^ \ ej3Nt i l 
So / 

což dokládá skutečnost , že se každý jedinec v p r ů b ě h u epidemie nakazí . 
Pojďme si nyní na konkré tn ím modelovém př ík ladu ukáza t p r ů b ě h infekce po

mocí modelu SI. Je vhodné podotknout, že dané počá tečn í p o d m í n k y a parametr (5 
jsou pro názornos t výsledků vytvořené uměle. 

P ř í k l a d 1. Uvažujme model SI s velikostí populace N = 1000 a počátečním počtem 
nakažených jedinců IQ = 1. Hodnota koeficientu šíření nákazy je (5 = 0,003 d e n - 1 . 

Z Obrázku 3.1 k P ř ík l adu 1 je pa t rné , že v l imi tn ím př ípadě je hodnota funkce 
I(ť) rovna N, tedy celé sledované populaci, za t ímco l imi ta funkce S(t) je nulová, 
což koresponduje se skutečnost í , že daný model neuvažuje uzdravení jed inců a funk
ce I(ť) je rostoucí , resp. funkce S(t) je klesající, po celou dobu p r ů b ě h u epidemie. 
Přesněji grafem funkce I(t), resp. S (t), je tzv. logistická křivka. S t anda rdn ími ma
temat i ckými postupy zjistíme, že tato kř ivka m á inflexní bod, tj. nulovou druhou 
derivaci přís lušné funkce, v čase 

t 
In ( g - 1 

/3N 
(3.6) 

Dosadíme-li (3.6) do předpisů (3.4) a (3.5), zjistíme, že souřadnice inflexních b o d ů 
obou křivek jsou stejné, a to 

In í f - 1 

/3N 

N 
~2 

jak dokládaj í t aké p růběhy funkcí na Obrázku 3.1. 
Oproti tomu na Obrázku 3.2 můžeme sledovat vývoj p o č t u nových p ř ípadů v jed

notl ivých skupinách za den, k te ré udávají derivace funkcí I(t) a S(t), přesněji 

I'(t) 
g _ 1) e-pm + i 2 ' S'(t) = -I'(t). 

Graf funkce I'(t) nazýváme epidemickou křivkou, jejíž globální maximum m á sou
řadnice 

(3N 
;P(N-I0)I0 
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Obrázek 3.1: Logistické kř ivky modelu SI (Př íklad 1) 

Snadno nah lédneme, že inflexní bod příslušné logistické kř ivky a ex t r ém epidemic
ké křivky sdílí stejné časové souřadnice, tj. nastávaj í ve s te jném časovém okamži
ku (3.6). 

Pro zaj ímavost na Obrázku 3.3 je znázorněno, jak se změní kř ivka p o č t u naka
žených jedinců I(t), pokud se změní parametr (3. Můžeme si vš imnout , že s rostoucí 
hodnotou roste poče t nakažených rychleji, a tedy i s a m o t n á nemoc dosáhne svého vr
cholu dříve. Pro samotný p r ů b ě h je samozřejmě v obecném př ípadě také rozhodující 
počet nakažených jedinců na p o č á t k u a velikost celkové populace. 

3.1.2 Diskrétní řešení modelu SI 
Spoji té (nejen epidemiologické) modely je možné tzv. diskretizovat, tedy převést 
je od spoj i tého pojet í , kdy je model popsán diferenciálními rovnicemi, k modelu 
pro diskrétní časové kroky (např. hodiny, části dne, atd.) definovanému pomocí 
diferenčních rovnic. Tento diskrétní p ř í s tup n á m usnadňuje sledování vývoje nemoci 
hlavně v př ípadech, kdy je h ledání analyt ického řešení příliš komplikované. Přes tože 
známe analyt ická řešení modelu SI v textu níže p ředs tav íme jeho diskretizaci. 

Použijeme-li značení ze Sekce 2.3, kde položíme x\ = S a x<i = I, resp. 
fi(S,í) = —(3SI a f2(S,I) = (3SI, dostaneme z (2.4) následující soustavu dife
renčních rovnic 

Si+i = Si- rfiSJi, (3.7) 

= Ii + TfiSili, (3.8) 

29 



u -300 
> 

° -600 

-900 0 1 2 3 4 5 
čas (dny) 

Obrázek 3.2: Epidemická kř ivka modelu SI (Př íklad 1) 
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Obrázek 3.3: P r ů b ě h infekce (funkce I(ť)) dle modelu SI pro různé hodnoty (3 (po
čáteční p o d m í n k y z Př ík l adu 1) 
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kde r > O značí časový př í růs tek (tj. d iskrétní změnu času d í ) . Stejně jako pro spoji té 
modely, i v tomto d iskré tn ím př ípadě uvažujeme stejné počá tečn í p o d m í n k y So a Jo 
z (3.3) a požadujeme v každém diskré tn ím kroku zachování kons t an tn í populace. 
Tato p o d m í n k a je však implici tně splněna, neboť pla t í 

Si+1 + J í + i = Si- rPSJi + Jj + rPSJi = Si + k = . . . = S0 + J 0 = N. 

Abychom získali smysluplná (tj. k ladná) řešení soustavy (3.7)-(3.8), je t ř eba 
vhodně zvolit délku časového kroku r . Pro názornější p ředs t avu si nyní přís lušné 
diferenční rovnice uprav íme v y t k n u t í m společných činitelů na pravé s t raně , tj. 

Si+1 = SÍ(1-T(3IÍ), 

= IÍ(1 + TI3SÍ). 

Předpokládáme- l i , že Si a Jj jsou k ladná , tak J j + i bude také kladné a pro zaručení 
k ladné hodnoty Sj+i musí platit 

1 - rf3Ii > 0, 

z čehož vyplývá p o d m í n k a 
T<w: 

Jelikož současně Jj < N, tak diskrétní řešení modelu SI budou kladná , omezíme-li 
časový krok podmínkou 

r < . (3.9) 

N a níže uvedeném modelovém příkladě uvedeme vlastnosti d iskré tního modelu, 
resp. jeho řešení. 

P ř í k l a d 2. Uvažujme diskrétní model SI s velikostí populace N = 1000 a počátečním 
počtem nakažených jedinců J 0 = 1. Hodnota koeficientu šíření nákazy je (3 = 0, 003 
d e n - 1 a časový krok volíme v délce 1 hodiny, tj r = ^ . 

Podívejme se nyní na p r ů b ě h infekce z P ř ík ladu 2. N a Obrázku 3.4 můžeme 
sledovat porovnán í vývoje infekce pro diskrétní a analyt ický p ř í s tup v modelu SI. 
Vzhledem k tomu, že volba kroku je re lat ivně malá , chyba diskré tního modelu není 
příliš velká. N a dalš ím Obrázku 3.5 je názorně ukázáno , jak vypadaj í d iskrétní řešení 
pro příliš velké časové kroky r . V př ípadě , kdy se dokonce poruš í p o d m í n k a (3.9), 
je vidět , že můžeme dostat i z ápo rná (fyzikálně nepř ípus tná ) řešení. 

3.2 Model SIS 

Dalš ím j e d n o d u c h ý m epidemiologickým modelem je model SIS, k t e rý je velmi po
dobný modelu SI, ale již pracuje s variantou, že infikovaný jedinec se uzdraví , avšak 
stále je ohrožený danou nemocí . Z n a m e n á to tedy, že nemoc není smrte lná , nicmé
ně zároveň si proti ní jedinec nevytvář í celoživotní imunitu. Mez i choroby, jejichž 
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Obrázek 3.4: Porovnán í analyt ického a diskré tního řešení modelu SI (Př ík lad 2) 

Obrázek 3.5: Porovnání diskrétních řešení modelu SI pro různé hodnoty r (počáteční 
p o d m í n k y z Př ík ladu 2) 
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p růběh by mohl být pomocí tohoto modelu sledován, pa t ř í např ík lad mykóza. Tato 
onemocnění jsou léčitelná ať už pomocí antibiotik, či j iných léčiv, ale lidé se mohou 
opakovaně nakazit. 

V modelu SIS stejně jako u modelu SI p ředpok ládáme , že velikost populace je 
kons tan tn í a každý jedinec p a t ř í bud do skupiny náchylných nebo infekčních jedinců, 
tj. S(t) +I(ť) = N. Jelikož se ale infikovaný jedinec může později v rá t i t mezi zdravé 
(a tedy opět náchylné jedince), diferenciální rovnice popisující tento model jsou 
odlišné od těch pro model SI a maj í tvar 

S' = -PSI + II, (3.10) 

/' = psi-^I, (3.11) 

kde koeficient 7 vypovídá o rychlosti uzdravení jedince, resp. člen 7 J vyjadřuje poče t 
nově uzdravených jedinců za jednotku času. 

S odvoláním na postup aplikovaný v modelu SI je zřejmé, že k prokázání exis
tence jednoznačného (maximálního) řešení pro každou počá tečn í podmínku , pos tač í 
ukáza t , že parciá lní derivace funkcí reprezentujících pravou stranu soustavy (3.10)-
(3.11), tj. 

fi(S, i) = -psi + 7/, h(S, I) = psi - 7/, 

jsou spoji té , resp. omezené, na libovolné omezené množině v M 2 (resp. M 3 ) . Tyto 
vlastnosti ověříme s n a d n ý m výpoč tem, viz níže, 

dS 1 ' 81 ^ + 7 ' d s dS1 dl dl' 
Poznamenejme opět , že spojitost těchto parciálních derivací n á m implikuje spojitost 
funkcí S (i) a I(ť). 

Analogickými úvahami jako v Sekci 3.1 lze ukáza t , že za p ředpok ladu smyslupl
ných počátečních p o d m í n e k (3.3) jsou řešení modelu SIS k l adná a omezená. Přesněji 
z nulových b o d ů pravých stran (3.10) a (3.11) snadno urč íme, že model SIS m á dvo
j ic i kons tan tn ích řešení 

S(t) = j , I(t) = N - j a S(t) = N, l(t) = 0, 

odpovídající počá tečn ím p o d m í n k á m stejných hodnot (přirozeně zde N > 7//?). Na 
základě p rokázané jednoznačnos t i řešení, v íme, že pokud vyjdeme z j iné počá tečn í 
p o d m í n k y (S0 7̂  j/P a S0 7̂  N), nelze dosáhnou t těch to kons tan tn ích řešení v ko
nečném čase, tj. řešení odpovídaj ící r ůzným počá tečn ím p o d m í n k á m se nemohou 
pro t ína t . Bude-l i tedy S0 > j/P, m á m e zaručeno, že S (i) > 0, pro tože musí platit 
S (i) > j/P- Dále, bude-li 0 < So < j/P, m á m e naopak zaručeno, že S (i) < j/P 
a také S'(t) > 0. Proto, je-li 5o > 0, pak S(t) > 0 pro t > 0, neboť funkce S(ť) je 
rostoucí. Zopakujeme-li p o d o b n é kroky pro funkci I(t) s počá tečn í hodnotou Jo > 0, 
vzhledem k nulovému kons t an tn ímu řešení obdrž íme I(t) > 0. 

Dokonce lze opět p rokáza t , že řešení modelu SIS jsou mono tónn í funkce. Oproti 
modelu SI je však n u t n é diskutovat jednot l ivé p ř ípady v závislosti na parametrech 
modelu SIS, tj. hodno t ách P, 7, N a So, resp. Jo (vždy uvažujeme 0 < 5o < N). 
S ohledem na definici základního reprodukčního čísla (1.7) rozlišíme v modelu SIS ná
sledující situace 
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(SIS-a) 

(SIS-b) 

(SIS-c) 

(SIS-d) 

(SIS-e) 

ž < So < N (nákaza propukne) 

^ = SQ < N (nákaza je kons tan tn í ) 

So < ? < N (nákaza klesá) 

So < = N (nákaza klesá) 

SQ < N < (nákaza klesá) 

Detailnější rozbor pro jednot l ivé situace zde provádět nebudeme a spokojíme se s na
lezením analyt ických řešení, k te ré zachyt í výše uvedené př ípady. Následně ze zna
lostí předpisů těch to řešení lze pak snadno popsat vlastnosti (jako např . monotonii) 
funkcí S (i) a I(ť) v jednot l ivých scénářích. 

P ř i h ledání analyt ického řešení vyjdeme opě t z d ruhé rovnice (3.11) a použijeme 
substituci S = N—I, dostaneme tak rovnici 

resp. 

/' = / ( / 3 7 V - 7 - / 3 / ) , 

ľ 
1. I(/3N - 7 - / 3 / ) 

Následnou integrací podle časové p roměnné přes interval [0,í] z ískáme 

I o u(f3N - 7 - / 3 u ) 
dít lás. (3.12) 

Nyní provedeme rozklad integrandu na levé s t raně rovnice (3.12) na parciá lní zlomky. 
Nejprve budeme uvažovat situace, kdy (3N — 7 7̂  0, tj. p roza t ím nepř ipouš t íme 
př ípad (SIS-d). Po vyčíslení hodnot integrálů a úpravě můžeme psá t 

/37V-7 
ln |« | 

1 

/37V-7 
ln |/3JV - 7 - /3«| 

ln 
/37V - 7 - /3« 

11 

ln 
/ 3 7 V - 7 

~P - l n 
(3N - 7 

/o 
/3N--7 

ln I ln /3N--7 
Io 

Io 

-p 

-p 

p 

{-PN + i)t 

{-PN + i)t 

{-PN + i)t. 

Výše uvedené úp ravy mají smysl pro fiSo—j ^ 0, tj. za p ředpokladu , že neuvažujeme 
kons tan tn í p ř ípad (SIS-b). Následně pomocí inverzní funkce získáme 

/3JV-7 
I P 

g J V - 7 

/o 

-(/3AT-7)í (3.13) 
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Nyní pro ods t r aněn í absolu tn í hodnoty je t ř e b a provést diskuzi vzhledem k jej ímu 
argumentu. Snadno nah lédneme ve všech př ípadech (SIS-a), (SIS-c) a (SIS-e) je 
argument k ladný a lze psá t 

Nyní již pouze vyjádř íme neznámou funkci I(t) jako 

N — -
m = x - ^ ^ (3-14) 

A e - ( / 3 J v - 7 ) í + ! 

Analogickým postupem, kdy vycházíme z rovnice (3.10), vyjádř íme druhou funk
ci z modelu SIS, tedy skupinu náchylných jedinců, S(t). D r u h á možnost vyjádření 
t é t o funkce vychází ze vztahu S(t) = N—I(t) a známého řešení (3.14). V obou 
př ípadech tak dojdeme k funkci S(t) definované jako 

1_s£L T /e 

S (t) = iit* ; r - (3-15) 
N-S0 ^ 

Grafem funkcí I(t) a S (t) v p ř ípadech (SIS-a), (SIS-c) a (SIS-e) je tak opět logistická 
křivka, k t e rá je p o s u n u t á v porovnán í s grafy příslušných řešení modelu SI. 

P o z n á m k a 6. Snadno nahlédneme, že funkce (3.14) a (3.15) popisují také i kon
stantní případ (SIS-b), kdy platí (3S0 — 7 = 0 . Dokonce, položíme-li 7 = 0 ; tak 
dostaneme speciální případ situace (SIS-a), který odpovídá přesně modelu SI. 

Nyní se v rá t íme k situaci (SIS-d), kterou jsme ve výše uvedeném postupu neu
važovali. V př ípadě (3N — 7 = 0 rovnici (3.12) přepíšeme do tvaru 

1 1 
2du = j — (3ds. 

Po integraci a drobných úpravách pak dostaneme 

w - rrk? <3-16> 
resp. 

V tomto p ř ípadě řešení (3.16)—(3.17) jsou l ineární lomené funkce, jejichž grafem je 
hyperbola. 
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3.2.1 Analýza průběhu epidemie 
O b d o b n ě jako v př ípadě modelu SI se zaměř íme na chování řešení v l imitních časech 
pro t —> oo. Nejprve budeme uvažovat situace (SIS-a), (SIS-b) a (SIS-c). V těchto 
př ípadech pla t í 

N — -

/« , = l im 7 ( í ) = l im ̂  & =N~l--
\ / o ' 

Soo = l im SYť) = l im „ a — = —, 
V - S o ^ ^ ^ 

což dokládá skutečnost , že v populaci vždy zůs tane část jedinců, k teř í nebudou 
nakaženi infekcí. 

N a druhou stranu v př ípadě (SIS-e) jsou l imity řešení následující 

N ~ í 
Zoo = hm J (ŕ) = hm ——^ = 0, ' ^ ^ ( — ž _ l) e-(/3A ľ-7)í -|- 1 

^oo = l im S (t) = l im - J = TV. 
V - 5 0

 T ^ 

což ilustruje fakt, že infekce v populaci odezní. 
Ukažme si nyní na modelových datech, jak by vypadala konkré tn í simulace prů

běhu infekce na základě modelu SIS v různých př ípadech. 

P ř í k l a d 3. Uvažujme model SIS s velikostí populace N = 500 a počátečním počtem 
nakažených jedinců I0 — 1. Hodnota koeficientu šíření nákazy je (3 = 0,003 d e n - 1 

a rychlost uzdravení je 7 = 0, 06 d e n - 1 . 

N a Obrázku 3.6 je vidět , že p r ů b ě h funkcí S(t) a I(ť) pro model SIS z Př ík l adu 3 
je velmi p o d o b n ý p r ů b ě h u jako v př ípadě modelu SI, neboť modelová data P ř ík l adu 3 
představuj í situaci (SIS-a), kdy epidemie propukne a p roběhne v populaci. Jak již 
bylo zmíněno výše, grafem těchto funkcí jsou opět logistické křivky, jejichž inflexní 
body mají stejné časové souřadnice. Nicméně tyto inflexní body neleží na hladině y , 
neboť v tomto př ípadě / q o 7̂  N, resp. S^ 7̂  0, tj. v nekonečném čase nenastane 
situace, že by došlo k nakažení celé populace. Celou situaci pak dokresluje epide
mická kř ivka na Obrázku 3.7, zobrazující vývoj p o č t u nových p ř ípadů v jednot l ivých 
skupinách za den. 

P ř í k l a d 4. Uvažujme model SIS s velikostí populace N = 200 a počátečním počtem 
nakažených jedinců J 0 = 50. Hodnota koeficientu šíření nákazy je (3 = 0, 003 d e n - 1 

a rychlost uzdravení je 7 = 0, 7 d e n - 1 . 

N a Obrázku 3.8 si můžeme vš imnout , že p r ů b ě h epidemie z Př ík ladu 4 je zce
la odlišný od předchozí varianty, neboť modelová data předs tavuj í situaci (SIS-e). 
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Obrázek 3.6: Logistické kř ivky modelu SIS (Př íklad 3) 

200 

-200 

0 2 4 6 8 10 
čas (dny) 

Obrázek 3.7: Epidemická kř ivka modelu SIS (Př ík lad 3) 
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Obrázek 3.8: Logistické kř ivky modelu SIS (Př íklad 3) 

V tomto př ípadě se logistické kř ivky funkcí S(t) a I(t) neprotnou a infekce m á 
tendenci nepropuknout a zcela zaniknout. 

Závěrem doplňme (již bez př ík ladu) ješ tě p r ů b ě h nemoci v p ř ípadě (SIS-d), 
tj. pro (3N — 7 = 0 . L imi tn í hodnoty řešení pro tuto variantu pak jsou 

/« , = l im I(t) = l im J ° = 0 , 

ť^oo ť^oo 1 + (jl0t 

q q(.s f3N(N - S0)t + S0 

Soo = hm S{t) = hm Q—— = N, 

což odpov ídá situaci, že infekce v populaci neprepukne a vymizí . 

3.2.2 Diskrétní řešení modelu SIS 
Stejně jako v p ř ípadě modelu SI i zde p ředs tav íme diskretizaci modelu SIS, přes
tože známe jeho analy t ická řešení. To tožným postupem jako u diskré tního modelu 
SI obdrž íme z (2.4) následující soustavu diferenčních rovnic 

Si+l = S1 + T(-PSJ1 + 1I1), (3.18) 

= h + TipSili-^Ii), (3.19) 

s časovým krokem r a smysluplnými počá tečn ími p o d m í n k a m i So a Jo z (3.3). Se
č ten ím rovnic (3.18)—(3.19) snadno zjistíme, že i d iskrétní model v každém časovém 
kroku splňuje p o d m í n k u kons tan tn í populace. 
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Ohledně o tázky pozit ivity diskrétních řešení (3.18) a (3.19) se odvoláme na člá
nek [1], kde za níže uvedených p ředpok ladů 

r < a r < 
7 (3N 

(3.20) 

je dokázáno, že diskré tní řešení jsou k ladná pro všechny smysluplné počá tečn í pod
mínky. P ř í p a d (SIS-a) ilustrujeme na následujícím modelovém příkladě. 

P ř í k l a d 5. Uvažujme diskrétní model SIS s velikostí populace N = 500 a počátečním 
počtem nakažených jedinců Jo = 1. Hodnota koeficientu šíření nákazy je (3 = 0, 003 
d e n - 1 , hodnota rychlosti uzdravení je 7 = 0,06 d e n - 1 a časový krok volíme v délce 
6 hodin, tj T — I. 
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Obrázek 3.9: Porovnání analyt ického a diskré tního modelu SIS (Př íklad 5) 

N a Obrázku 3.9 porovnáváme vývoje infekce simulované pomocí diskrétních 
a analyt ický řešení modelu SIS z Př ík ladu 5. Snadno ověříme, že zvolený časový 
krok vyhovuje podmínce (3.20), a tak diskrétní řešení jsou p ř ípus tná . Jejich kvali tu 
lze pak zlepšit volbou kra t š ího časového kroku. 

3.3 Modifikace modelů SI a SIS 

V následující sekci p ředs tav íme dvě různé modifikace již zavedených modelů , jme
novitě půjde o začlenění v i tá ln í dynamiky do sys tému a jeho linearizaci. 
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3.3.1 Model SI s vitálni dynamikou 
V Kapitole 1 jsme předpokládal i , že neuvažujeme tzv. vi tá ln i dynamiku. Přesněji 
do modelů jsme nezahrnuli, že do zkoumané populace se rodí noví jedinci a zároveň 
někteř í umíraj í . 

Nyní se zaměř íme na model SI a nově budeme p ředpok láda t nenulové hodnoty 
úmr tnos t i , resp. p ř í růs tku , populace. Pro zachování kons tan tn í velikosti populace 
tyto rychlosti ú b y t k u a p ř í růs tku populace musí být stejné a budeme je znači t 5 > 0. 
Zakomponujeme-li tento nový p ředpok lad do modelu SI, kdy noví jedinci se rodí 
do skupiny náchylných jedinců (člen 5N), ale ú m r t n o s t je v obou skupinách (členy 
5S a 51, tj. ú m r t n o s t nesouvisí bezpros t ředně s infekcí), z ískáme tak namís to rovnic 
(3.1)-(3.2) soustavu 

S' = -PSI + ÔN-ÔS, 

ľ = psi-51, 

kterou subs t i tuc í I = N — S p řevedeme na tvar 

S' = -PSI + 51, (3.21) 

/' = psi-51. (3.22) 

P o z n á m k a 7. Vzhledem ke tvaru rovnic (3.21)-(3.21) je zřejmé, že model SI s vi
tální dynamikou se za předpokladu stejné rychlosti přírůstku a úmrtnosti populace 
chová stejně jako model SIS bez vitální dynamiky. Koeficient 5 v podstatě přejímá 
roli koeficientu 7 , jinými slovy přesun jedinců ze skupin u modelu SIS je do jisté 
míry analogický míře přírůstku a úmrtnosti v případě modelu SI s vitální dynamikou. 
Řešení obou modelů jsou tak identická, položíme 5 = 7 a ostatní parametry zůstanou 
stejné. 

N a níže uvedeném modelovém př íkladě po rovnáme model SI bez vi tá lní dynami
ky a s vi tá lní dynamikou. Pro po t ř eby vhodného porovnán í obou modeluje koeficient 
5 zvolen tak, aby epidemie propukla. 

P ř í k l a d 6. Uvažujme model SI s velikostí populace N = 500 a počátečním počtem 
nakažených jedinců IQ = 1. Hodnota koeficientu šíření nákazy je P = 0,003 d e n - 1 . 
Uvažujme dále model SI s vitální dynamikou o stejných parametrech s rychlostí 
porodnosti/úmrtnosti 5 = 0, 06 d e n - 1 . 

N a Obrázku 3.10 můžeme pozorovat d robné rozdíly v p r ů b ě h u epidemií mo
delovaných pomocí mode lů z P ř ík l adu 6. Přerušované křivky reprezentuj í model 
SI bez vi tá lní dynamiky, za t ímco plné kř ivky předs tavuj í model SI s vi tá lní dynami
kou. Funkce S(t) a I(t) maj í to tožný p r ů b ě h jako v př ípadě modelu SIS pro variantu 
(SIS-a), v tomto př ípadě tak díky t rva lému př í růs tku ve skupině náchylných jedinců 
nikdy nestane situace, že se kř ivka S(t) bude l imitně blížit k 0, resp. kř ivka I(t) 
k N. Ve skutečnost i zde nastane S^ = | a / 0 0 = A ^ — | . 

Přís lušné epidemické kř ivky pro oba modely jsou dále vykresleny v Obrázku 3.11, 
ze k te rých je pa t rné , že při stejných vs tupních parametrech model SI s vi tá lní dyna
mikou m á lehce mírnější p růběh , dochází tot iž k brzdění epidemie vlivem populační 
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Obrázek 3.10: Porovnání analyt ických řešení modelu SI a modelu SI s vi tá lní dyna
mikou (Př íklad 6) 
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Obrázek 3.11: Porovnán í epidemických křivek modelu SI a modelu SI s vi tá lní dy
namikou (Př ík lad 6) 
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obměny ve skupinách. Navíc bude-li dos ta tečně velká obměna jedinců ve skupinách 
díky p o r o d n o s t i / ú m r t n o s t i , můžeme se dostat i k s i tuacím, že ve výsledku epidemie 
zanikne a nepropukne, viz p ř ípady (SIS-c), (SIS-d) a (SIS-e). 

3.3.2 Lineární model SIS 
Dalš ím p ř í s t u p e m k modifikaci je tzv. linearizace nel ineárního modelu, kterou si blí
že p ředs tav íme na modelu SIS. Důvod tohoto p ř í s tupu je prostý, neboť pro line
ární sys témy diferenciálních rovnic je z n á m o mnohem více teoret ických výsledků 
než v p ř ípadě jejich nel ineárních variant, viz Sekce 2.2. Tato skutečnost je nicmé
ně kompenzována u rč i tým zjednodušením předpokladů . Oproti původn ímu modelu 
SIS zde budeme předpok láda t , že počet nakažených jedinců je př ímo úměrný p o č t u 
zdravých lidí. Naopak předpoklad , že počet uzdravených jedinců je př ímo úměrný 
p o č t u infikovaných osob, zůs tává zachován. Pro detailnější zavedení tohoto modelu 
odkazujeme č tenáře na knihu [7]. 

Pro odlišení p a r a m e t r ů l ineárního modelu SIS od původn ího modelu SIS označí
me koeficientem b > 0 rychlost šíření infekce a koeficientem r > 0 rychlost uzdravení . 
Výslednou soustavu diferenciálních rovnic pro lineární model lze pak zapsat jako 

S' = -bS + rl, (3.23) 

/' = bS-rl, (3.24) 

doplněnou o smysluplnou počá tečn í p o d m í n k u (3.3). Sečtením rovnic (3.23)-(3.24) 
zjistíme, že je opět sp lněna p o d m í n k a kons tan tn í populace v každém časovém oka
mžiku. 

P o z n á m k a 8. Poznamenejme na tomto místě, že parametr b značí v lineárním 
modelu opravdu rychlost šíření infekce, zatímco parametr (3 představuje pouze míru 
infekce a neodpovídá tak skutečné rychlosti šíření infekce. 

Existence a jednoznačnos t řešení l ineárního modelu SIS plyne z Tvrzení 1. V tom
to p ř ípadě nebudeme provádět rozbor v las tnos t í řešení sys tému před jejich analy
t ickým výpoč tem, ale odvodíme jejich vlastnosti právě na základě znalosti jejich 
funkčních předpisů. P ř i hledání analyt ických řešení postupujeme následně. 

Výše uvedené diferenciální rovnice (3.23)-(3.24) zapíšeme v mat icovém tvaru, 
představující homogenní sys tém obyčejných diferenciálních rovnic, tj. 

'-b r 'S 
ľ _ b —r I 

Následně na základě postupu ze Sekce 2.2 nalezneme vlas tn í čísla matice t é t o sou
stavy jako řešení charakter is t ické rovnice 

(6 + A)(r + A) -br = 0 

\{\ + b + r) = 0, 

tj. A i = 0 a A2 = — (b + r) < 0. Př ís lušné vlas tn í vektory pak mají tvar 

r 1 
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Aplikací Věty 5, resp. Věty 6, získáme předpis obecného řešení 

~S~ 
I 

resp. 

C i 

S(t) 

I(t) 

ew + C2 

-(b+r)t 

dr + C2e-(b+r)t, 

db - C2e~{b+r)t. 

Z počá tečn í p o d m í n k y (3.3) pak plyne, že 

S0 
cir + c2, 

Cxb-C2, 

tj- Ci — ̂  a C2 

řešení z ískáme 

T Nb 

S(t) 

I(t) 

So — "^tt • Po dosazení těch to hodnot do obecného r+b 

rN_ bS0 - rl0 c _ ( b + r ) t 

b + r b + r 
bN bS0 - rl0 -(b+r)t 

b + r b + r 

(3.25) 

(3.26) 

P ře sná řešení S (t) a I(t) jsou tedy souč tem kons tan tn í funkce a exponenciální složky, 
představující ú t l u m v čase. 

Snadno nah lédneme, že o tázka vývoje epidemie závisí na z n a m é n k u konstanty 
vystupuj ící u exponenciálních členů v (3.25) a (3.26). Přesněji nás bude zaj ímat 
hodnota rozdílu bSo — r IQ. Označíme-li to t iž symbolem 

~ bS0 

základní reprodukční číslo l ineárního modelu SIS, pak m á jeho hodnota analogický 
v ý z n a m jako v modelu SIS (tj. pro IZQ > 1 se infekce bude šířit, atd.). 

Ohledně l imitních s t avů l ineárního modelu SIS dostaneme pro všechny varianty 
p růběhu epidemie tyto hodnoty 

Soo = l im S(t) 
t—¥00 

= l im 
t—>oo 

Jx> = l im I(t) 
t—¥00 

= l im 
ť—¥00 

r N bSo — r IQ 

+ b + r 
bN bS0 - r J 0 

-(b+r)t 

-(b+r)t 

b + r 

rN 
b + r' 
bN 

b + r' 

které tak ve skutečnost i předs tavuj í kons tan tn í řešení l ineárního modelu SIS, 
tj. S(t) = Soo a I(ť) = JQO . Dále je zřejmé, že pro libovolnou smysluplnou počá
teční p o d m í n k u (3.3) jsou řešení (3.25) a (3.26) k l adná a omezená. Bude-l i tot iž 
So > rN/{b + r ) , pak lze psá t 

(6 + r ) S 0 > r ( S 0 + J 0 ) , resp. bS0 > r J 0 , 
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což značí, že TZQ > 1, resp. S (t) klesá, ale z jednoznačnos t i řešení víme, že musí 
platit S(t) > rN/(b + r) > 0. Naopak pro 0 < S0 < rN/(b + r ) , p la t í JŽ0 < 1, 
resp. S(t) roste, tzn. S(t) > So > 0. O b d o b n ý m postupem pro Jo > bN/(b + r), 
resp. 0 < Jo < bN/(b + r ) , dostaneme, že I(t) klesá a p la t í I(t) > bN/{b + r ) , resp. 
I(t) roste a p la t í I(t) > Jo > 0. Nakonec omezenost obou řešení plyne ze vztahu 
S(t) + /(*) = JV. 

V dalš ím opět p ředs tav íme diskré tní řešení l ineárního modelu SIS. Uži t ím expli
citní Eulerovy metody ze Sekce 2.3 přepíšeme rovnice (3.23)-(3.24) do diskrétního 
tvaru 

Si+i = Si + r(-bSi + rIi), 

Ii+i = Ii + T(bSi-rIi), 

kde pro zaručení stability v ý p o č t u pomocí tohoto schématu požadujeme, 
aby r < 2 / ( 6 + r ) . Tato p o d m í n k a vychází z p o d m í n ě n é stability explicitní E u 
lerovy metody ve vztahu k t lumící složce řešení, pod robný výklad nalezneme 
např . v [4]. Navíc, abychom získali k l adná diskrétní řešení, musí bý t splněny pod
mínky (pro i — 0 ,1 , . . . ) 

Si + r(-bSi + rh) > 0, U + ribSi - rh) > 0, 

Si + r(-bSi + rN- r Si) > 0, h + r(bN - bh - rh) > 0, 

(1 - r(b + r))Si + rrN > 0, (1 - r(b + r))h + rbN > 0, 

Zřejmě výše uvedené p la t í např ík lad pro 

r < l / ( 6 + r ) , (3.27) 

nicméně ne tv rd íme , že je toto max imáln í omezení délky kroku, k teré zaručí k ladná 
diskrétní řešení. Nakonec ješ tě p ř ipomeňme , že použ i t á numer ická metoda n á m opět 
zachovává v každém kroku kons tan tn í populaci. 

Výše uvedené poznatky budeme ilustrovat na následujícím modelovém příkla
dě. Pro po t ř eby vzájemného porovnán í p r ů b ě h ů epidemie popsané pomocí modelu 
SIS a jeho l ineární verze zvolíme parametry obou mode lů tak, aby splňovaly rovnost 
svých l imitních s tavů, tj. 

7 _ rN 7 _ bN 
(3 b + r (3 b + r 

Položíme-li r = 7 , neboť mají stejný význam, pak n u t n ě b = (3N — r. 

P ř í k l a d 7. Uvažujme model SIS s velikostí populace N = 1000 a počátečním počtem 
nakažených jedinců J 0 = 1. Hodnota koeficientu šíření nákazy je (3 = 0,006 d e n - 1 

a rychlost uzdravení je 7 = 0, 6 d e n - 1 . Uvažujme dále lineární model SIS se stejnou 
populací a počáteční podmínkou. Hodnota rychlosti šíření nákazy je b = 5,4 d e n - 1 

a rychlost uzdravení je r = 0, 6 d e n - 1 . Pro diskrétní model je zvolena délka kroku 
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Obrázek 3.12: Porovnání analyt ického a d iskré tního řešení l ineárního modelu 
SIS (Př íklad 7) 
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Obrázek 3.13: Porovnání analyt ických řešení modelu SIS a jeho l ineárni varianty 
(Př íklad 7) 
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N a Obrázku 3.12 je zachycen vývoj infekce popsané pomocí diskrétních cl cl II cl -

lytický řešení l ineárního modelu SIS z P ř ík ladu 7. Zvolený časový krok vyhovuje 
podmínce (3.27), a tak diskré tní řešení odpovídaj í sku tečnému chování. Chybu dis
kré tn ího p r ů b ě h u oproti analyt ickému lze opět pot lač i t volbou kra t š ího časového 
kroku. Dále na Obrázku 3.13 jsou vzájemně po rovnána analy t ická řešení modelu 
SIS a l ineárního modelu SIS z P ř ík l adu 7. Přes tože oba modely mají stejné počá teč
ní p o d m í n k y a jejich l imitní stavy jsou si rovny, na p rvn í pohled je zřejmé, že l ineární 
model SIS m á rychlejší p r ů b ě h epidemie. 

3.4 Model SIR 

Poslední model, k te rý zde p ředs tav íme je model SIR popsaný v Kapitole 1. Uvažu
jeme zde t ř i populačn í skupiny, jejichž dynamika je p o p s á n a soustavou rovnic 

S' = -PSI, (3.28) 

/' = psi-^I, (3.29) 

R' = 7 J , (3.30) 

kde první rovnice m á stejný v ý z n a m jako v modelu SI, a d r u h á jako v modelu SIS. 
Clen 7 / v poslední rovnici pak popisuje př í růs tek odebraných jedinců za jednotku ča
su. Z povahy situace odebran í jedinci tak mohou předs tavovat skupinu uzdravených 
osob se získanou doživotní imunitou, popř . zemřelých osob na dané onemocnění . 
Popis pomocí modelu SIR je tak typický např ík lad pro spalničky a neštovice. Model 
lze však využí t i na některé chřipkové epidemie v rámci roku, kdy vyléčený jedinec 
získává celoživotní imunitu proti d a n é m u typu viru . Úskal ím tohoto modelu je však 
fakt, že viry neus tá le mutuj í , proto se chřipkou nakaz íme b ě h e m života opakovaně. 

Analogicky jako u všech předchozích modelů v modelu SIR předepisujeme smys
luplné počá tečn í podmínky , k teré jsou tvaru 

5(0) = S0 > 0, 1(0) = J 0 > 0, R(0) = R0 > 0, S0 + I0 + R0 = N. (3.31) 

Dalš ím opět již s t a n d a r d n í m postupem prokážeme, že model SIR m á pro každou 
počá teční p o d m í n k u (3.31) právě jedno (maximální) řešení. Označme 

h(S, I, R) = -PSI, f2(S, I, R) = PSI - 7 / , MS, I, R) = il, 

pak příslušné parciá lní derivace podle všech p roměnných maj í tvar 

dh 
dS 
dh 
dS 
dh 
dS 

a jsou tedy spoji té , resp. omezené, na libovolné omezené množině v M 2 (resp. M 3 ) . 
M á m e tedy splněny p ředpok lady existenčních vět z Kapi to ly 1. 

-PI, 

PI, 

0, 

di - l j b ' 
dh 
dl 
dh 
dl 

p s - 1 , 

1: 

dh 
dR 
dh 
dR 

0. 

d_h=Q 

dR • 
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Následně ukážeme, že jednot l ivé složky řešení modelu SIR jsou kladné (nezá
porné) funkce. Nejprve zmíníme dvě speciální řešení. Z tvaru pravé strany soustavy 
rovnic modelu SIR je hned p a t r n é kons t an tn í řešení 

S(t) = S0, / ( í ) = 0, R(t) = N-S0, 

které neodpovídá smysluplné počá tečn í podmínce . Další speciální řešení (opět ne
odpovídající uvažované počá tečn í podmínce) nalezneme, položíme-li S (i) = 0, 
pak tot iž ľ(t) = — 7 / a p ř ímou aplikací metody separace proměnných získáme, 
že I(t) = J o e - 7 ' . Následně pak integrací poslední rovnice v modelu SIR a využi t ím 
vztahu So + Io + Ro = N z ískáme R(t) = N — J o e - 7 ' . Použijeme-li stejné argumenty 
jako v předešlých Sekcích 3.1-3.2, tj. nemožnost i dosáhnou t kons tan tn ích nulových 
řešení v konečném čase, dojdeme k závěru, že musí platit S(t) > 0 a I(ť) > 0, je-li 
So > 0 a Io > 0. Současně t í m získáme, že S(t) je klesající pro všechna t. Z poslední 
rovnice sys tému dále dostaneme R'(t) > 0. Jelikož funkce R(t) je tedy rostoucí , p la t í 
R(t) > 0, je-li RQ > 0. Nakonec ze vztahu S (i) + I(t) + R(t) = N plyne omezenost 
všech t ř í složek řešení. 

Vyšetření monotonie funkce I(t) je však již del ikátní záležitost , neboť závisí 
na p r ů b ě h u funkce S(ť). Nejprve předpokláde jme, že parametry modelu SIR a počá
teční p o d m í n k y (3.31) n á m zaručí , že 1Z0 > 1, tj. epidemie propukne. V následujícím 
uvažujme funkci I v závislosti na hodno tách S, pak lze psá t 

d J _ V(f)_ _ PSI - -ji _ 71(3- S  
áŠ ~ Š7^) ~ -PSI ~ Š ' 

Snadno nah lédneme, že I{S) nabývá své ex t rémní (maximální) hodnoty 
pro S = j/P, neboť d r u h á derivace je záporná , viz 

d2I t_ 

¥š ~ ~JS~Ž < ' 

Toto je v souladu s úvahami ze Sekce 1.3. Abychom zjistili hodnotu tohoto maxima 
postupujeme následně. Jelikož ^ | = můžeme psá t 

/-(.)= (JL- l) f f«). 

Následnou integrací 

dostaneme po úpravě 

/(*) - J 0 = j HS(t)) - j \n(S0) - S(t) + So, 

resp. 

1 { t ) = jln {^-)-S(t) + S0 + Io. 
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Nyní vyčíslíme funkci I(t) pro S(t) — a získáme tak číslo představuj ící max imáln í 
množs tv í nakažených b ě h e m p r ů b ě h u celé epidemie, tj. 

' f]n(-L.}-l) + S0 + I0. 
,BdX p V V ^ o 

Pro úplnos t doplňme, že v př ípadě TZo < 1 epidemie neprepukne, a tak musí platit 

Nyní se zaměř íme na chování jednot l ivých složek řešení v l imi tn ím př ípadě 
t —> oo. Jelikož funkce S(t) a R(t) jsou ryze mono tónn í a omezené pro smysluplné 
počá teční p o d m í n k y (3.31), existují jejich konečné limity 

l im S(t) = Soo, l im R(t) = Roo 
t—¥00 t—¥00 

a díky platnosti zachování kons tan tn í populace také l imita 

l im I{t) = N — l im S(t) - l im R(t) = N - S^ - R^. 
t—¥00 t—¥00 t—¥00 

Z existence t ěch to konečných limit a ze t ř e t í rovnice modelu SIR pak plyne 

l im R'(t) = 0, resp. l im I{t) = 0 
ť—¥00 t—¥00 

a Soo = N — i?oo, kde hodnota Roo je tzv. rozsah infekce, jež udává celkové množs tv í 
osob, k teř í infekci prodělal i , tj. jak velkou část populace již infekce zasáhla . 

Jelikož analy t ická řešení modelu SIR nejsou z n á m a v expl ic i tním uzavřeném 
tvaru, viz práce [6], budeme řešit tento model numericky. Aplikací metody (2.4) 
převedeme spoji tý sys tém (3.28)-(3.30) na diskrétní tvar 

Si+1 = Si-TfiSili, (3.32) 

Ii+l = Ii + riPSJi-^Ii), (3.33) 

Ri+1 = Ri + r-yli. (3.34) 

se smysluplnou počá tečn í p o d m í n k o u (3.31). Předpokládáme- l i , že Si a li jsou klad
ná, tak k zachování p o d m í n k y pozit ivi ty i pro ij+i a Si+i musí platit 

1 - T(3IÍ > 0 a 1 - T 7 + T(3SÍ > 0. 

Obě p o d m í n k y jsou splněny, když časový krok splňuje (viz [1]) 

r - m i n { ? ^ v } - ( 3 - 3 5 ) 

N a následujícím modelovém př íkladě budeme ilustrovat, jak se mění p r ů b ě h epi
demie v závislosti na hodno tách p a r a m e t r ů P a 7. Počá tečn í p o d m í n k y jsou zvoleny 
tak, aby základní reprodukční číslo IZo > 1, tj. epidemie propukla. 

P ř í k l a d 8. Uvažujme model SIR s velikostí populace N = 500 a počátečními 
stavy skupin Jo = 10 a RQ = 0. Hodnota koeficientu šíření nákazy je volena 
(5 G {0, 015; 0,025} d e n - 1 a koeficientu rychlosti uzdravení/úmrtnosti 7 G {0, 3; 0,6} 
d e n - 1 . Délka časového kroku v diskrétním modelu je r = ^ g , tj. 5 min. 
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Obrázek 3.14: P r ů b ě h epidemie podle modelu SIR (Př íklad 8 ) , hodnoty p a r a m e t r ů 
(3 a 7 shora dolů v jednot l ivých obrázcích: (3 = 0,025, 7 = 0, 6; (3 = 0, 015, 7 = 0, 6; 
/3 = 0,015, 7 = 0,3 
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Obrázek 3.15: Fázový por t r é t řešení modelu SIR (Př íklad 8) 

N a Obrázku 3.14 můžeme sledovat t ř i různé př ípady, ilustrující odlišnosti prů
běhu epidemie, změní-li se vždy jeden z koeficientů /3 a 7 a d ruhý zůs tane zachován. 
Z obrázku je tak p a t r n é , že rostoucí hodnota koeficientu /3 způsobí rychlejší a vý
raznější n á s t u p a tak i p r ů b ě h celé epidemie, za t ímco koeficient 7 tuto epidemii 
zpomaluje, tj. čím vyšší je hodnota 7 , t í m mírnější je p r ů b ě h celé epidemie. Tato 
pozorování tak koresponduj í s v ý z n a m e m těchto koeficientů. Pro lepší názornos t zob
razujeme také na Obrázku 3.15 fázové po r t r é ty těch to řešení v rovině SI, ze k te rých 
lze snadno identifikovat hodnoty / m a x , tj. maxima p o č t u nakažených jedinců. Ja
ko poslední modelový př íklad uvedeme situaci, kdy parametry modelu implikují 
IZo < 1, tj. epidemie nepropukne, viz Obrázek 3.16. 

P ř í k l a d 9. Uvažujme model SIR s velikostí populace N = 500 a počátečními stavy 
skupin IQ = 100 a R0 = 0. Hodnota koeficientu šíření nákazy je (3 = 0,0012 d e n - 1 

a koeficientu rychlosti uzdravení/úmrtnosti 7 = 0, 5 d e n - 1 . Délka časového kroku 
v diskrétním modelu je r = ^éô, tj. 5 min . 

3.5 Modelování epidemií z historie 

V té to sekci si ukážeme konkré tn í př ík lady z historie, a sice morové epidemie v an
glické vesnici E y a m a indickém měs tě Bombaj a chřipkovou epidemii na londýnské 
chlapecké in te rná tn í škole. U všech t řech př ík ladů vycházíme z reálných dat a všech
ny epidemie jsou popsány pomocí modelu SIR, neboť vzhledem k povaze infekcí není 
s ohledem na monotonii funkce I(t) vhodné zvolit modely SI, resp. SIS. 

50 



O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
čas (dny) 

Obrázek 3.16: Řešení modelu SIR pro IZo < 1 (Př ík lad 9) 

3.5.1 Propuknutí moru ve vesnici Eyam (1665-1666) 
Tento silně a l t ruis t ický př íběh se odehrá l ve vesnici E y a m v Ang l i i v letech 1665-
-1666, jež se uzavřela, když by l mor objeven, aby se zabráni lo jeho šíření do sou
sedních oblast í . Vesničané byl i úspěšní při kontrole šíření do dalších vesnic a byl 
dochován na svou dobu poměrně p o d r o b n ý záznam p r ů b ě h u epidemie, do jejíhož 
konce přežilo pouze 83 z původních 350 obyvatel. 

Celá epidemie měla několik (infekčních) vrcholů v p r ů b ě h u těchto dvou let. V dal
ším se zaměř íme pouze na její poslední část datovanou k 18. červnu 1666, kdy popu
lace vesnice čí tala už jen 261 obyvatel. Detai lní m a t e m a t i c k ý popis celé událos t i lze 
nalézt v publikaci [17], ze k teré čerpáme parametry modelu SIR pro její věrohodný 
popis. Z doložených úda jů můžeme sestavit p r ů b ě h p o č t u jed inců v jednot l ivých 
skupinách, viz Tabulka 3.1, kde je zachováno původn í měření v intervalech o délce 
1 5 | dne. 

S odvoláním na studii p ředpok ládáme , že období infekce pro lidský mor je okolo 
11 dní , přesněji inkubační doba je max imá lně 6 dn í a délka nemoci je 5 | dne. Tedy 
hodnota rychlosti, kterou se přesouvají jedinci ze skupiny nakažených do skupiny 
odebraných (zemřelých), je tak přibližně Konkré tně budeme volit 7 = 0,089677 
d e n - 1 . Dále pro odhad prahové hodnoty využijeme dos tupné informace o p o č t u 
přeživších a t aké max imá ln í hodnotu p o č t u nakažených jedinců v p r ů b ě h u epidemie, 
ze k terých dostaneme odhad p = 159. Nakonec ze vztahu (1.6) urč íme parametr (3. 
Poznamenejme ješ tě , že původn í hodnoty p a r a m e t r ů P a 7 jsou uvedeny na měsíční 
bázi (31 dní) v [17] a zde je uvažujeme p řepoč tené na denní bázi. 

Nyní již m á m e dos tupné všechny informace, abychom mohli provést porovnání 
determinis t ického modelu s danými daty. Pro přehlednost parametry modelu SIR 
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Tabulka 3.1: Populace v jednot l ivých skupinách ke koncovým d a t ů m přís lušných 
period. 

rok 1666 t S(t) I(t) R(t) 
18. června 0,0 254 7 0 

3./4. července 15,5 235 14,5 11,5 
19. července 31,0 201 22 38 
3./4. srpna 46,5 153,5 29 78,5 

19. srpna 62,0 121 20 120 
3./4. září 77,5 108 8 145 

19. září 93,0 97 8 156 
19. ří jna 124,0 83 0 178 

uvádíme znovu v př íkladě níže. 

P ř í k l a d 10 (mor ve vesnici Eyam). Uvažujme model SIR s velikostí populace N=261 
a počátečním počtem nakažených jedinců Jo = 7. Hodnoty koeficientů šíření nákazy 
a rychlosti úmrtí jsou (3 — 5, 64 • 10~ 4 d e n - 1 a 7 = 0, 089677 d e n - 1 . 

N a Obrázku 3.17 můžeme vidět , že hodnoty určené na základě modelu SIR jsou 
ve velmi dobré shodě s pozorovanými daty. V tomto p ř ípadě tak lze říci, že použi tý 
determinis t ický model věrohodně simuluje p r o p u k n u t í takovéto nemoci. 

Obrázek 3.17: Předpovědi na základě modelu SIR v porovnán í s daty z morové 
epidemie ve vesnici E y a m z roku 1666 (časový krok r = 1/24) 
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3.5.2 Epidemie moru v Bombaji (1905-1906) 
Ve d r u h é m př ípadě se opět budeme věnovat morové epidemii, t en tok rá t e popíšeme 
epidemii z pře lomu let 1905 a 1906. Morová epidemie, z n á m á také pod pojmem dý-
mějový mor, byla součást í celosvětové morové epidemie, k t e rá vypukla již v polovině 
19. stolet í v Číně a rozšířila se do celé Asie i Evropy. Vysoká vlhkost zapříč iněná 
monzuny byla živnou půdou pro hlodavce. Spolu se špa tnými hygienickými podmín
kami té doby a pře l idněním tak měla Bombaj dokonalé p o d m í n k y pro p ropuknu t í 
epidemie, k t e rá trvala již od roku 1898 téměř dvacet let. Důsledkem tohoto moru 
byly tisíce mr tvých a další obyvatelé měs to opustili , viz [15]. 

P ů v o d c e m dýmějového moru jsou bakterie, jejichž přenašečem jsou infikované 
blechy. T y se nakazí skrz hlodavce, pro které tato bakterie není nebezpečná . M o r je 
přenosný i z člověka na člověka, a to bud p ř í m ý m kontaktem s post iženou tkán í , nebo 
v p ř ípadě plicní formy kapénkovou infekcí. Velkým his tor ickým př ínosem byl vývoj 
vakcíny proti moru, za k t e r ý m stál lékař Waldemar Mordecai Hafikine, k te rý vyvinul 
t aké vakcínu proti choleře. 

Z dos tupných úda jů ot iš těných v tehdejších novinách je známo , že větš ina obět í , 
k teré onemocněly, zemřela, tj. poče t ú m r t í za den se přibližně rovná p o č t u ode
braných jedinců za stejnou jednotku času, áR/át. Poznamenejme opět , že původní 
data repor tovaná v [18] jsou uvedena na týdenn í bázi (od 17. prosince 1905 do 15. 
července 1906) a my zde uvažujeme jejich denní přepočty. 

N a základě výše uvedeného charakteru p r ů b ě h u epidemie lze snadno usuzovat, 
že hodnota parametru 7 bude velmi blízko h o d n o t ě 1. V tomto př ípadě budeme 
konkré tně uvažovat 7 = 1,067857 d e n - . Nicméně s tanovení počá tečních podmínek 
5(0), 1(0) a parametru (3 již není tak tr iviální a musí reflektovat celkový počet 
obyvatel Bombaje, čítající v d a n é m období okolo 780 tisíc obyvatel. Dané hodnoty 
p a r a m e t r ů modelu SIR bez důkladnějš ího vysvětlení budou převza ty z [18], kde je 
také uveden detailnější rozbor jejich volby. 

P ř í k l a d 11 (mor v Bombaji) . Uvažujme model SIR s velikostí populace N = 780030 
a počátečním počtem nakažených jedinců J 0 = 5. Hodnoty koeficientů šíření nákazy 
a rychlosti úmrtí jsou f3 — 1,44 • 1 0 - 6 d e n - 1 a 7 = 1,067857 d e n - 1 . 

Pro porovnán í teoret ického p r ů b ě h u p o č t u denních p ř í růs tků (v kategorii odebra
ných jedinců) s referenčními daty použijeme vztah áR/át = 7/(ŕ). Získané výsledky 
uvádíme na Obrázku 3.18, ze k te rého je pa t rné , že takto kal ibrovaný model SIR 
relat ivně dobře vystihuje p r ů b ě h t é t o epidemie. 

3.5.3 Epidemie chřipky v anglické internátní škole (1978) 
V pos ledním př íběhu popíšeme vypuknu t í a nás ledný p r ů b ě h epidemie chřipky 
v chlapecké in te rná tn í škole, jež se udá l a v severní A n g l i i v roce 1978 a kterou 
způsobil jeden nakažený žák. O p ř ípadu původně informovali anonymní au toř i v po
známce v časopise British Medical Journal 4. b řezna 1978. 

Chř ipka je virové onemocnění přenášené k a p é n k a m i vzdušnou cestou, tedy na
příklad kaš láním, kýchaním. A b y se jedinec nakazil, musí virovou částici vdechnout. 
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Obrázek 3.18: Teoretický p r ů b ě h p o č t u denních ú m r t í na základě modelu SIR v po
rovnání s referenčními daty z morové epidemie v Bombaji z let 1905-1906 (časový 
krok r = 1/24) 

Př i nakažení virem chřipky si jedinec buduje imunitu vůči viru. V některých př ípa
dech trvalou, v někte rých pouze dočasnou. 

Celá epidemie trvala od 22. ledna do 4. února a onemocnělo při ní 512 žáků 
z celkového p o č t u 763 žáků. Nebyla žádná ú m r t í a všichni nakažení chlapci uzdravili . 
Denní poč ty nakažených jedinců jsou uvedeny v Tabulce 3.2. 

Tabulka 3.2: Poč ty nakažených chlapců v jednot l ivých dnech. 

rok 1978 21.1. 22.1. 23.1. 24.1. 25.1. 26.1. 27.1. 28.1. 
t 0 1 2 3 4 5 6 7 

lit) 1 3 7 25 75 227 296 258 

rok 1978 29.1. 30.1. 31.1. 1.2. 2.2. 3.2. 4.2. 
t 8 9 10 11 12 13 14 

lit) 236 192 126 71 28 11 7 

Pro simulaci byly použi ty parametry (modelu SIR) p řevza té z knihy [14], kde je 
provedena detai lní kalibrace modelu uvádějící prahovou hodnotu p = 202. 

P ř í k l a d 12 (chřipka ve škole). Uvažujme model SIR s velikostí populace N = 763 
a počátečním počtem nakažených jedinců IQ — 1. Hodnoty koeficientů šíření nákazy 
a rychlosti zotavení jsou (3 = 2,18 • 10~ 3 d e n - 1 a 7 = 0,44 d e n - 1 . 

N a Obrázku 3.19 vykreslujeme poč ty jed inců v jednot l ivých skupinách mode
lu SIR a v př ípadě nakažených jedinců také uvádíme srovnání s dos tupnými daty 
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z Tabulky 3.2. V tomto př ípadě opět můžeme tvrdit , že hodnoty určené na zákla
dě aplikovaného determinis t ického modelu jsou ve velmi dobré shodě s udávanými 
poč ty nakažených jedinců. 

Obrázek 3.19: Teoretické p růběhy vývoje chřipkového onemocnění na anglické škole 
na základě modelu SIR v porovnání s referenčními daty p o č t u nakažených chlapců 
(časový krok r = 1/24) 
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Závěr 

V té to diplomové práci jsme nejprve s t ručně představi l i epidemiologii a její historii, 
dále základní poznatky z epidemiologie. Následně byl uveden m a t e m a t i c k ý a p a r á t 
a s n ím způsoby řešení soustav diferenciálních rovnic, k te ré se v epidemiologii vy
skytují . Po té jsme se přesunul i k s a m o t n ý m epidemiologickým mode lům, z nichž 
jsme vybral i ty základní , k te ré mohou být v epidemiologii a nás ledném sta t is t ickém 
zpracování využity. U těchto mode lů jsme ukázal i i některé jejich modifikace. Nejsou 
to však zdaleka všechny modely, mezi další pa t ř í např ík lad model SIRS, SEIR, SE-
IRS, S L I A R . Vždy se j e d n á o možné modifikace modelu SIR, kdy k již zavedeným 
skup inám populace (náchylní, infekční a odebraní ) p ř idáváme další kompartmenty, 
jako je např ík lad inkubační doba nemoci, můžeme zde zahrnovat vi tá ln í dynamiku 
(tak jak jsme si ukázal i u modelu SI), nebo také bereme ohled na vakcinaci. Jednou 
ze zaj ímavost í mimo j iné je, že tyto epidemiologické modely mohou nají t své využi t í 
t aké v dalších odvětvích vědy a výzkumu, jako např ík lad při sledování šíření ohně, 
invaze rostlin do neobsazeného prostoru či dynamiky pot rav inového řetězce. 

N a druhou stranu je vhodné zmíni t , že epidemiologie a epidemiologické mode
ly mají svá úskalí a omezení. Snaha epidemiologů je co nejpřesněji vymodelovat 
a predikovat p r ů b ě h dané epidemie. Jak jsme si ukázal i , toto se děje na základě 
urči tých vs tupních dat. Jak se ale tato data získají? Samozřejmě z již probíhající 
epidemie. Tedy data se k epidemiologům dostávají s u rč i tým zpožděním, což může 
vést k nepřesnos tem v predikcích. Se zpožděným ziskem dat souvisí i mutace virů. 
Ve skutečnost i , každý vir neus tá le mutuje a vzniká tak nový. Tedy než se zjistí 
p růběh nemoci, může se s tá t , že původn í vir trochu změní své vlastnosti a chování. 
V tu chvíli již predikce není ak tuá ln í a přesná . Data je tedy n u t n é neus tá le kontro
lovat, analyzovat a aktualizovat. V neposlední řadě se také může s tá t , že výsledky 
budou naprosto, nebo alespoň t éměř přesné, ale dojde k chybě v jejich pochopení 
a interpretaci. 

A b y tedy byla zachována co nej vyšší přesnost v predikci vývoje epidemie, je t ř eba 
neus tá lého výzkumu, časté aktualizace dat, eventuálně změna modelu v závislosti 
na změně chování infekce. To vše se neobejde bez odborn íků ve svém oboru. I přes 
tato omezení, t roufám si říci, že epidemiologie je pro náš svět již neodmyslitelnou 
součást í a není pochyb o jej ím pozi t ivním přínosu. 

56 



Reference 

[1] L . J .S . Al len : Some discrete-time SI, SIR, and SIS epidemic models, Mathema
tical Biosciences 124 (1994), pp. 83-105. 

[2] F . Brauer, P. van den Driessche, J . Wu: Mathematical Epidemiology, Springer, 
Heidelberg, 2008. 

[3] M . Brzezina, J . Veselý: Obyčejné (lineární) diferenciální rovnice a jejich sys
témy, Technická univerzita v Liberci , Liberec, 2012. 

[4] J . C. Butcher: Numerical Methods for Ordinary Differential Equations, Wiley, 
Chichester, 2003. 

[5] A . Gilat : MATLAB: An Introduction with Applications, John Wi ley & Sons, 
Inc., Hoboken, 2004. 

[6] T . Harko, F .S . Lobo, M . K . Mak: Exact analytical solutions of the Susceptible-
-Infected-Recovered (SIR) epidemic model and of the SIR model with equal death 
and birth rates, Appl ied Mathematics and Computation 236 (2014), pp. 184-
194. 

[7] R . L . Herman: A first course in differential equations for scientists and engineers, 
University of Nor th Carolina Wilmington, 2018. 

[8] V . Jarn ík : Diferenciální počet I., Academia, Praha, 1974. 

[9] J . Kalas, M . R á b : Obyčejné diferenciální rovnice, Masarykova univerzita v Brně, 
Brno, 2001. 

[10] J . Kalas, Z. Pospíšil: Spojité modely v biologii, Masarykova univerzita v Brně, 
Brno, 2001. 

[11] W . O . Kermack, A . G . McKendr ick: A contribution to the mathematical theory 
of epidemics, Proceedings of the Royal Society of London. Series A 115 (1927), 
pp. 700-721. 

[12] J . Kuběn : Obyčejné diferenciální rovnice, Vydavatels tví univerzity Palackého, 
Olomouc, 1995. 

57 



[13] M . Macauley: Infectious Disease Modeling. Dos tupné online: 
https://www.math.clemson.edu/ macaule/classes/si 5_math4500/slides/ 
s l5_math4500_sir .pdf 

[14] J . D . Murray: Mathematical Biology: I. An Introduction, Springer-Verlag, Ber
l in, 2002. 

[15] N . Nooreyezdan: How the 1896 Bombay Plague Changed Mumbai Forever. 
Dos tupné online: https://www.atlasobscura.com/articles/how-bombay-plague-
-changed-mumbai 

[16] M . Plešinger: Výpisky z lineární algebry očima nematematika, Karol inum, Pra
ha, 2023. 

[17] G . F . Raggett: Modeling the Eyam Plague, Bul le t in of the Institute of Mathe
matics and its Applications 18 (1982), pp. 221-226. 

[18] S. Rojas: Observing the epidemiological SIR model on COVID-19 pandemic 
data, Revista Mexičana de Física E 18 (2021), pp. 35-43. 

58 

https://www.math.clemson.edu/
https://www.atlasobscura.com/articles/how-bombay-plague-

