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Zakladni epidemiologické modely infek¢nich nemoci

Abstrakt

Tato diplomova prace se zabyva matematickymi modely v epidemiologii, konkrét-
né nejjednodussimi modely SI a SIS, rozsitené o model SIR. Prvni ¢ast préace je
ve zkratce vénovana zakladnim poznatkim z moderni teorie epidemii. Nasledné je
predstaven samotny matematicky aparat, pouzity pro popis modell a jejich analy-
tického, resp. diskrétniho, reseni. Ve tfeti Casti se jiz prejde k vybranym modeltim
jednoduchych epidemii, sahajicich od modelu SI, pres model SIS az po nejznameé;jsi
model SIR. V diplomové praci jsou vyuzity nejen modelové priklady s uméle vy-
tvorenymi parametry, ale také realna data konkrétnich epidemii infek¢nich nemoci
z historie. V obou pripadech je vyvoj epidemie implementovan a zobrazen pomoci
programu MATLAB.

Klicova slova: epidemie; epidemiologie; diferencidlni rovnice; diskrétni feseni; za-
kladni reprodukéni ¢islo; model SI; model SIS; model SIR

Elementary epidemiological models of infectious
diseases

Abstract

This diploma thesis deals with mathematical models in epidemiology, specifically wi-
th the simplest SI and SIS models, extended by the SIR model. The first part of the
work briefly covers basic knowledge from modern theories of epidemics. Subsequent-
ly, the mathematical apparatus used to describe the models and their analytical or
discrete solutions is introduced. The third part turns to selected models of simple
epidemics, ranging from the SI model, through the SIS model, to the most famous
SIR model. The thesis utilizes not only model examples with artificially created
parameters but also real data from specific historical infectious disease epidemics.
In both cases, the development of epidemics is implemented and displayed using
MATLAB.

Keywords: epidemics; epidemiology; differential equation; discrete solution; basic
reproduction number; model SI; model SIS; model SIR
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realna cast komplexniho cisla z

imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z

nezavisle proménné, cas

zéavisle proménna, funkce

skalarni funkce

skupina nachylnych jedinci, resp. jejich pocet v Case t
skupina infikovanych jedinci, resp. jejich pocet v Case t
skupina odstranénych jedinct, resp. jejich pocet v case t
celkova (konstantni) velikost populace

mira siteni infekce

rychlost siteni infekce

rychlost uzdraveni, resp. tmrti

prahova hodnota

rychlost prirastku, resp. ubytku populace

zékladni reprodukéni ¢islo

zékladni reprodukéni ¢islo linedrniho modelu
diskrétni Teseni v case t;
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aritmeticky vektorovy prostor dimenze n nad R
vektorova funkce

(redlnd) matice

jednotkova matice

determinant matice A

vlastni ¢isla matice

vlastni vektory matice



Uvod

sV

Nemoci suzuji spole¢nost jiz od poc¢atku veki a od pocatku véki zapricinily smrt
nezanedbatelné casti populace. Napric¢ historii bychom mohli zminit morovou epi-
demii ze 14. stoleti nesouci nazev cernd smrt, nebo také cerny mor, kterd byla
pri¢inou smrti zhruba tretiny tehdejsi evropské populace. V novodobé;jsi historii byl
velkym milnikem rok 1918, kdy epidemie spanélské chiipky zptisobila smrt ptiblizné
50 miliona lidi, coz bylo vice, nez kolik padlo béhem prvni svétové valky (priblizné
15 miliont mrtvych). V soucasné dobé populaci suzuji infekéni choroby zpusobe-
né virem HIV (AIDS) a koronavirem (v poslednich letech onemocnéni COVID-19),
aktualni také zacina byt drive prakticky vymyceny c¢erny kasel.

Zpocatku se viibec netusilo, pro¢ a kde se rizna onemocnéni, mory, epidemie
berou. Historie epidemiologie, védy, kterd se zabyva studiem vyskytu, sifeni, pric¢in
a kontrolou nemoci vsak saha jiz tisice let zpét, kdy napriklad tecky lékar Hippo-
kratés (460 — 370 pr. n. 1.) pfispél k vyvoji prvnich zdznamu o epidemiologickych
pozorovanich a je tak nékdy povazovan za zakladatele epidemiologie. Pozdéji to byla
praveé cerna smrt, ktera prispéla ke vzniku dila O Moru, napsaného arabskym léka-
fem Ibn al-Khatib (1313 — 1374), které popisuje prenos infekénich nemoci télesnym
kontaktem. V 16. stoleti pak italsky lékai Girolamo Fracastoro byl svého ¢asu prvnim
védcem, jez zduraznoval dilezitost osobni hygieny a ¢istého prostiedi. Za jednoho
z prvnich modernich epidemiologi je povazovan anglicky lékar John Snow (1813 —
1858), jehoz nejvétsi zasluhou bylo pozastaveni postupu epidemie cholery v Soho.
Jeho metodika vypoctu rizikového faktoru se stala zédkladem analytické epidemi-
ologie. Dalsimi osobnosti moderni epidemiologie, ktefi k jejimu rozvoji vyznamné
prispéli jsou Anderson Gray McKendrick a William Ogilvy Kermack, kteri spolecné
ve 20. letech 20. stoleti formulovali jednu z prvnich teorii siteni infekénich nemoci
a popsali ji pomoci modelu nesouci nazev Kermackuv-McKendrickiiv model.

Vyse popsané osobnosti nejsou jediné, které prispély k vyvoji epidemiologie.
Mnoho dalsich védct a lékartu sehrdlo v prubéhu staleti také velmi dilezitou ro-
li. V soucasné dobé se epidemiologie stala klicovym néstrojem pro feseni globéalnich
hrozeb, mezi nejaktualnéjsi patii pandemie COVID-19. Oproti starovéku vsak mo-
derni technologie a pokrocilé statistické metody umoznuji rychly vyvoj epidemio-
logickych znalosti. Zndme nejen ptvodce infekénich onemocnéni, ale navic pouzité
matematické aparaty dokazi priblizné namodelovat prubéh vyvoje daného onemoc-
néni. Tyto simulace priibéhu onemocnéni umoznuji ¢astecné regulovat jejich siteni
a hlavné pripravit populaci na dopady epidemii. Diky témto tzv. epidemiologickym
modeltim je také snazsi odhalit samotné priciny jejich siteni. Jednim z dtvodi, proc
se tyto nemoci sleduji, je mimo jiné i moznost v budoucnosti predejit, nebo alespon



omezit jejich dalsi sifeni napti¢ lidstvem.

Ackoliv diky védeé je jiz spoustu véci znamych, viry se neustale méni a mutuji,
proto i samotna onemocnéni se méni. Bohuzel neexistuje jeden univerzalni model,
ktery by se mohl aplikovat na vSechny infekéni choroby v jakémkoliv ¢ase. Z tohoto
divodu existuje mnoho matematickych modelt, které se vyuzivaji podle charakteru
infekce.

Tato diplomova prace si klade za cil priblizit matematické zaklady epidemiolo-
gickych modeld, jejich pouziti a vyznam v oblasti vefejného zdravi. V nésledujicich
kapitolach bude predstaven zakladni koncept epidemiologickych modeli, vhodny
matematicky aparat k jejich popisu i feSeni a v neposledni fadé také vybrané mo-
dely (odlisujici se vstupnimi parametry) véetné ilustrativnich prikladia. Konkrétné
se blize budeme zabyvat nejjednodussimi modely SI a SIS vcetné jejich modifikaci.
Popiseme jejich analyticka feseni a sestrojime i jejich diskrétni varianty, vse doplné-
né o grafickou ilustraci pribéhu nemoci v ¢ase. Nakonec bude pozornost vénovana
nejznaméjsimu a pravdépodobné nejrozsitenéjsimu modelu SIR, ktery budeme resit
numericky a popiseme pomoci néj nékteré historicky dolozené epidemie.
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1 Teorie epidemii

Moderni teorie epidemii vyuziva ptri matematickém popisu siteni infekénich cho-
rob tzv. kompartmentové modely, vychazejici z principu Kermackova-McKendric-
kova modelu [11], pozdéji oznacovaného jako model SIR. Jeho tstiedni myslenkou
je, ze spolecnost je rozdélena do nékolika skupin, tzv. kompartmentu. Pocet téchto
skupin vychéazi z kladenych predpokladl a zasadné urcuje slozitost celého modelu.
V souladu s [11] v této praci vSak budeme uvazovat pouze nasledujici tii zakladni
skupiny:

o Susceptible (ohroZent, ndchylni jedinci). Jedna se o ¢ast populace, kterd je
zdravéa, ale nachylna k nemoci, tedy je pravdépodobné, Ze se v prubéhu casu
nakazi. Pocet jedinct v této skupiné v case t bude vyjadiovat funkce S(%).

o Infected (nakaZent, infekcéni jedinci). Skupina zahrnujici pouze infikované je-
dince, kteri jsou infekéni a pii kontaktu s jedincem z predeslé skupiny ho
nakazi. Pocet jedincu v této skupiné v ¢ase t bude vyjadiovat funkce I(?).

o Removed (odebrani, vylécent, zemreli jedinci). Cést populace, kterd jiz nakazu
prodélala a jiz neni infekéni. Do této skupiny tedy zahrnujeme jedince, kteri se
vylécili, ale také jedince, ktefi na ndkazu zemfteli. Z diivodu zachovani autono-
mie populace nerozliSujeme mezi témito dvéma moznostmi v celé praci. Pocet
jedincu v této skupiné v case t bude vyjadiovat funkce R(t).

Abychom tedy mohli modelovat jakoukoliv nemoc, musime byt schopni popsat
kazdého jedince populace a zaradit ho do nékteré ze zminénych skupin. Je cel-
kem jasné, ze kazdy jedinec se v daném case muze nachéazet pravé v jedné z vyse
uvedenych skupin a jejich velikost se bude s ¢asem ménit. I pres toto diskrétni po-
jeti uvazujeme zmény poctu jedincti v jednotlivych skupinach za spojité. Pro lepsi
nazornost a zjednoduseni studovanych modeli uvazujeme v celé praci nasledujici
predpoklady pro Sifeni nemoci:

e Nemoc se Siti kontaktem infikovaného jedince s ohroZenym jedincem.

o Infekce nemd latentni obdobi, tedy vyvoj zacind bezprostfedné po kontaktu
s nakazenym.

o Zkoumany vzorek populace je homogenni, tedy kazdy jedinec ze skupiny na-
chylnych je stejné ohrozeny, kazdy infekéni jedinec je stejné infekéni a prav-
dépodobnost setkdni dvou jedincti z populace je stejna.
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o Populace je konstantni, tedy neuvazujeme narozeni novych jedincii, ani amrti,
tj. plati
S(t)+1(t)+ R(t) = N, (1.1)

kde N znaci velikost populace.

Rovnice (1.1) ndm tikd, ze soucet vSech jedinci v jednotlivych kompartmentech
v daném case t je stale konstantni a je roven celkovému poctu jedinct v populaci.
Zmény pocti jedincii za jednotku ¢asu v jednotlivych skupinach, tj. ¢asové derivace
piislusnych funkei, jsou popsédny na zdkladé teorie McKendricka a Kermacka [11]
nasledujici soustavou diferencialnich rovnic

S = —pBSI,
I' = BSI—~I,
R = ~I

Vyznam parametri ve vyse uvedeném modelu popiseme v nasledujicich sekcich.

Poznamka 1. Soustava (1.2)-(1.4) predstavuje tzv. model SIR, jehoZ zkrdceny ndzev
je odvozen praveé od skupin zarazenych do modelu. V této prdci se pak jesté blize
sezndmime s modely SI a SIS.

1.1 Modelovani parametrii/rychlosti pfechodu

Pti modelovani prubéhu epidemii je dilezité sledovat, jak se dana epidemie chova.
Jinymi slovy, abychom dokazali sestavit diferencialni rovnice daného modelu, je po-
tfeba urcit, jakym zptisobem a jak rychle se nemoc prenasi a jak rychle se nasledné
nemocny jedinec uzdravi. Tato skutec¢nost je do rovnic zavedena pravé pomoci riz-
nych parametru (koeficientit), které popisuji zménu v jednotlivych kompartmentech.
Jmenovité v praci budeme uvazovat nésledujici dva nize specifikované koeficienty,
nejsou obecné bezrozmérné, jejich rozmérem je prevracend hodnota c¢asové jednotky,
kterou v této praci uvazujeme odpovidajici délce 1 dne.

1.1.1 Parametr Sireni infekce

Rychlost nartstu infekce v populaci je ve skutecnosti zavisla na mnoha faktorech,
jako je velikost a struktura populace, pravdépodobnost kontaktu s infikovanym,
rychlost sifeni infekce, samotny imunitni systém jedince. Pro popis této skutecnosti
pouzivame kladny parametr (koeficient) siteni infekce, ktery oznacime (. Jedna se
o soucin relativni ¢etnosti vzajemnych kontakt v populaci béhem c¢asového intervalu
a pravdépodobnosti ndkazy pri kontaktu infikovaného jedince a ohrozeného jedince,
viz [2].

12



1.1.2 Rychlost uzdravovani/amrti

Kladny parametr vyjadiujici rychlost uzdravovani, resp. rychlost timrti, znac¢ime ~.
Jeho prevracend hodnota, tedy %, znaci prumérnou dobu nemoci (ve dnech), tj. dobu,
za jakou se infikovany jedinec uzdravi, resp. zemre.

1.2 Pocatecni podminky

Nejen pro potreby této prace je vhodné zavést smysluplné pocatecni podminky,
které reflektuji prirozené nastaveni modelu a do jisté miry rozhoduji o vyvoji epide-
mie.

Jednoduchou tvahou, aby infekce méla viibec potencial se $irit, tak je zapotiebi
mit v populaci alespon jednoho infekéniho jedince a alespon jednoho nachylného je-
dince. Vzhledem ke spojitosti modelu a omezené populaci, tyto pocatecni podminky
prepiseme jako

S(O):So,O<SO<N a I(O):Io,o<10<N (15)

V praktickych tlohach jsou pocatecni data obvykle Sy ~ N a Iy =~ 0. Navic z pred-
pokladu pro konstantni velikost populace vyplyva

S(] =N — Io, resp., I(] =N — S().

Déle v tulohach, kde jsou zastoupeny vsechny tifi skupiny, predpokladame spolu
s (1.5), ze pocatecni pocet odebranych jedinct je nulovy, tj.

R(0) = Ry = 0,

a plati Sy + Iy + Rg = N.

\v&d

1.3 Zakladni reprodukcni Cislo

Nez pristoupime k definici zdkladniho reprodukéniho ¢isla, zamérime se na klico-
vy aspekt celé epidemie, ktery popisuje casova derivace poctu infekénich jedincu.
Z diferencialni rovnice (1.3) jsou zfejmé nasledujici implikace:

e Je-li S >
e Jeli S<

e Je-li S =21 = I' = 0, v tomto pripadé hovoiime o tzv. prahovém efektu,
ktery vzajemné vymezuje od sebe situace, kdy epidemie roste a kdy zase klesa.
Symbolem

= I' > 0, tj. epidemie roste.

ol
B
1 = I' <0, tj. epidemie klesa.
B

iy

P= B (1.6)

pak znac¢ime tzv. prahovou hodnotu.

13



Vztahneme-li nyni vyse uvedené tuvahy k pocatecnimu casu t = 0, definujeme
zakladni reprodukcni cislo jako

Ry 505 o

v p
které zavisi na pocateénich podminkach a parametrech modelu. Toto ¢islo je klico-
vym ukazatelem, ktery nam v zavislosti na vstupnich hodnotach pomize predikovat
prvotni pribéh epidemie, tedy zda infekce propukne, nebo vymizi. Struéné miizeme
konstatovat, ze

o Je-li Rp > 1= I'(0) > 0, tj. infekce propukne.
o Jelli Rg < 1= TI(0) <0, tj. infekce nepropukne.

Jinymi slovy, zakladni reprodukcni ¢islo nam popisuje priumeérny pocet pripadi,
na které jedna infekcni osoba danou nemoc prenese. Je tedy ziejmé, ze cilem epidemi-
ologt je snizit hodnotu zakladniho reprodukéniho ¢isla, aby Ry < 1, coz dokaze vést
k tspésnému omezeni siteni infekéni choroby. Tohoto je docileno rtiznymi opatieni-
mi, jako je napriklad narizeni karantény infikovanych jedincti, ¢imz dojde k omezeni
poctu kontaktii, noseni rousek a respiratori, které znesnadni prenos kapénkovych
infekei, ¢i vakcinace.

Pro lepsi nazornost v nasledujici Tabulce 1.1 uvadime rozmezi hodnot zaklad-
niho reprodukéniho cisla Ry pro néktera znama infekéni onemocnéni. Hodnoty jsou
sefazeny vzestupne.

Tabulka 1.1: Odhady hodnot zakladniho reprodukéniho ¢isla nékterych onemocnéni,
viz [13]

nemoc Ro
ebola 1,5-2,5
Spanélska chiipka 2-3
HIV, SARS 2-5
détska obrna 5-7
nestovice 5-7
spalnicky 12-18
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2 Matematicky aparat

V této kapitole predstavime matematicky aparat a zakladni teorii pro soustavy di-
ferencidlnich rovnic, které ndm popisuji uvazované modely epidemii. Budeme také
diskutovat moznost, jak nalézt jejich analytické feseni ve specidlnich pripadech. Na-
konec vyklad rozsitime o koncept numerického teseni aplikovatelného v obecnych
pripadech, tj. komplikovanéjsich modelech. Ptislusnou latku lze dohledat naprt. v li-
teratute [3], [9] a [12].

Definice 1. Soustavou obycejnich diferencidlnich rovnic 1. vadu budeme rozumet
systém n rovnic (n > 2) tvaru

l’/l = fl(t,l'l,iﬁg,...,l’n),
xl2 = fg(t,$1,$2,...,$n),
o = fult,x,29,... 1)

strucneji zapsany ve vektorové podobé

= f(t,x), (2.1)

kde wvektorovd funkce x = (x1,2a,...,%,) zobrazuje otevreny neprdzdny interval
J CR do R" a vektorovd funkce f = (f1,fa,--.,fn) definovina na otevrené ne-
prazdné mnozine G C R x R™ zobrazuje G do R™.

Resenim soustavy (2.1) na intervalu J nazjvime kaZdou vektorovou funkei
@(t) = (p1(t), p2(t), ..., on(t)) definovanou na intervalu J takovou, Ze existuji de-
rivace vsech jejich sloZek ¢i(t), 1 < i < n na J, [t,o(t)] € G pro vsechna t € J
a plati

90/ = f(t>90(t))> ted

Poznamka 2. Mazimdlni reseni soustavy (2.1) je takové teseni @ definované na in-
tervalu J, které jiz nelze prodlouZit, tj. je-litp reseni soustavy (2.1) definované na in-
tervalu Jy, J C Jy a ¥(t) = @(t) pro kazdé t € J, pak J = Jy. Jingmi slovy resent
definované na maximdlnim intervalu J, tj. které neni restrikci reseni definovaného
na intervalu Jy na interval J C Jy # J, se nazgvd mazximdlni reseni. MnoZinu vsech
mazximdlnich Teseni soustavy (2.1) nazgvdme obecngm tesenim soustavy (2.1).

S ohledem na aplikace v epidemickych modelech nezavisle proménna t bude
predstavovat Cas a stézejnim tikolem pro nas bude fesit tzv. poc¢atecni (Cauchyovu)
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tlohu — nalézt pro bod [ty, zg| € G FeSeni ¢ soustavy (2.1) definované na néjakém
intervalu J C R obsahujicim bod ty, pro ktery bude splnéna tzv. poc¢atecni podminka
@(to) = o, psano po slozkach ¢;(ty) = xoi, 1 < i < n. Ve studovanych modelech
pocatecni podminku budou charakterizovat pocty jedinct v prislusnych skupinach
v Case tg = 0.

Z pohledu matematické analyzy se nyni zamétime na to, za jakych podminek mi-
zeme prokazat existenci reseni pocatecni ulohy, resp. kdy je feseni dokonce urceno
jednoznacné. Zakladni odpovédi nam poskytnou tzv. existencni véty, které lze v riz-
né podobé dohledat snad v kazdé literatuie vénované fundamentalni teorii (soustav)
obycejnych diferenciadlnich rovnic. Tt nize formulované véty, uvedené bez dikazu,
byly prevzaty z [3].

Véta 1 (Peano). Necht G C RxR™ je otevrend neprdazdnd mnozina a necht vektorovd
funkce f : G — R™ v (2.1) je spojitd na G. Pak pro kazdé [ty, o] € G existuje k > 0
a vektorovd funkce @ : (tg—rK,to+k) xR" — R™ tak, Ze pro vSechna t € (to—k, to+K)
je [t,e(t)] € G a plati

Cp/(t) = f(t> Cp(t)) p’f’Ot € (to — R, o + '%)7 (p(t(]) = o,
tj. pocatecni uloha md alespon jedno resent.

Peanova existen¢ni véta (Véta 1) bohuzel nezarucuje jednoznacnost feSeni sou-
stavy (2.1) s predepsanou pocatecni podminkou, a to ani lokdlné. Lze totiz na jed-
noduchém piikladé (viz [3]), splnujicim predpoklady Véty 1, ukazat, ze na libovolné
malém otevieném intervalu obsahujicim bod ¢y mohou existovat dvé rizna reseni
(dokonce i nekoneéné mnoho) soustavy (2.1) vyhovujici dané poc¢atec¢ni podmince.

Abychom mohli hovorit o jednoznac¢nosti feseni diferencialni rovnice, resp. jejich
soustav, je tfeba rozsitit predpoklady na funkci f : G — R™ vystupujici v (2.1).
K tomuto tcelu zavedeme normu

g(t)||co = max sup |g;(t)|,
lg(t)l = max sup [gi(0)

definovanou pro funkce g = (gi,...,9n) se spojitymi slozkami g¢; na uzavieném
intervalu [a, b].

Véta 2 (Picard, Lindelof). Necht k > 0 a necht
1= (to — 2/@, to + 2/‘%) X ({L’Ol — 2/@, To1 + 2/‘%) X X ({L’On — 2/4,, Ton + 2/4,)

Necht € = (v1,29,...,2,) a f = (f1, fo,..., fn). Predpoklidejme, Ze v (2.1) je
zobrazeni f spojité v mnoziné T (tj. spojité v kazdé slozce f;, 1 < i < m). Dadle
predpokladejme, Ze existuje L > 0 takové, Ze pro vsechna (t,x1), (t,x2) € T plati

||f(t,$1) - f(t> ZEQ)HOO < L”ml - m2||007

tj. funkce f je (stejné) lipschitzovskd v proménné x pro vSechna t € (to—2k,to+2k).
Potom plati:
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o FEzistuje reseni @(t) rovnice (2.1) na otevreném intervalu J obsahujicim t
takové, Ze plati @(to) = xo (tj. Tesent vyhovuje pocdtecni podmince).

o Jestlize Teseni @(t), @o(t) spliuji podminku ,(ty) = xg, © = 1,2, existu-
je okoli bodu ty, na kterém tato reseni splyvaji, tj. reseni je urceno lokdlné
jednoznacné.

Poznamka 3. K overeni podminky z Vety 2, Ze vektorovd funkce f je lipschitzovska
vzhledem k proménné x je postacujici dokdzat, Ze funkce f(t,x) = f(t,z1,...,2n)
mda ohranicené parcidlni derivace, tj. existuje M > 0 tak, Ze

dfi
‘ O

(t7m) SM? i?j::[?"'?n?

pro vsechna (t,x) z mnozZiny I zavedené ve Veéte 2.

Pri konstrukci maximalniho feseni pouzivame techniku spojovani dil¢ich Teseni
s jiz prokézanou existenci. Lokalné tak mame vzdy zaruceno splnéni predpokladii
Véty 2 a nemuze tedy nastat situace, ze takto vzniklé maximalni feseni se v néjakém
bodé vétvi na rtizna feseni. Tuto situaci blize specifikuje nasledujici véta.

Véta 3. Necht G C R x R™ je oteviend neprdzdnd mnozina a necht funkce f v (2.1)
je spojitd v G a lokdlné lipschitzovska vzhledem k x. Potom

o existuje otevreny interval J obsahujici bod ty a na ném definované maximalni
resent @ soustavy (2.1) takové, Ze plati p(ty) = xo (tj. toto maximdlni resent
vyhovuje pocatecni podmince),

o toto maximalni resent je urceno jednoznacne.

Poznamka 4. Poznamenejme s odvoldnim na Kapitolu 3, Ze studované epidemic-
ké modely jsou popsdany pomoci soustav nelinedrnich diferencidlnich rovnic 1. rd-
du, jejichZ pravé strany nezavisi na casové proménné t. V tomto pripadé hovorime
o tzv. autonomnich systémech a otdzky existence a jednoznacnosti (maximdlnich)
reseni se nam formdlné zjednodusi.

Mame-li jiz zarucenu existenci a jednoznacnost reSeni v daném konkrétnim mo-
delu, zbyva nam tak pouze zasadni tkol, a to nalézt feseni prislusné soustavy dife-
rencialnich rovnic. Analyticky postupovat muzeme pouze ve specialnich pripadech.
S ohledem na uvazované epidemiologické modely, popiseme postup v situaci, kdy lze
soustavu separovat na oddélené rovnice pro jednotlivé slozky feseni. Druhym pro-
blémem bude tzv. linearni systém, kdy uvazujeme tilohu s konstantnimi koeficienty.

V ostatnich ptipadech vzhledem k narocnosti celé problematiky se budeme tak
spoléhat na numericky postup, kdy budeme schopni nalézt pouze priblizné reseni
naseho modelu. Jednotlivé pripady si rozebereme v nasledujicich sekcich.
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2.1 Rovnice se separovanymi proménnymi

V nékterych specialnich pripadech (napt. Sekce 3.1 a 3.2 ) lze systém diferencialnich
rovnic separovat na jednotlivé skalarni rovnice tvaru

. ~
kde prava strana je obecné nelinearni v proménné z;, avsak lze zapsat ve tvaru
soucinu funkei odlisnych argumenti. Formalné tak resime pocatecni tlohu

a' = g(t) - h(z), z(to) = o,
kde g a h jsou spojité funkce na prislusnych intervalech, obsahujicich bod tg, resp.
xo. Vyse uvedend rovnice se nazyva diferencialni rovnici se separovanymi promeén-
nymi, kterou fesime metodou separace proménnych. Postupujeme néasledné. Nejprve
v puvodni rovnici separujeme proménné t a x na jednotlivé strany rovnice a pak
integrujeme podle ¢asové proménné pres interval [to, ], t].

t i/ . t j .
—dt = / t)dt.
/to = ), o

Nasledné po substituci na levé strané dostaneme

x A t
T / A
—— = [ g(t)dt
lo h(l’) to
vedouci forméalné k rovnosti

H(x) = G(t) — G(to) + H(xo),

kde G a H jsou primitivni funkce k piislusnym integrandam. ReSeni diferencialni
rovnice x(t) zapsané ve vyse uvedeném tvaru nazyvame reSenim v tzv. implicit-
nim tvaru. Pokud se ndm podaii z tohoto tvaru vyjadiit x = z(t), ziskdme FeSeni
v tzv. explicitnim tvaru. Zopakujeme-li vyse uvedeny postup pro kazdou slozku
x;(t), sestrojime nakonec vektorovou funkei @(t) jakozto feseni puvodniho systému
diferencialnich rovnic.

Jak jiz bylo zminéno dfive, ve vybranych modelech epidemii (viz Kapitola 3)
se setkdme s pripady, kdy prava strana nezavisi na ¢asové proménné, tj. g(t) = k,
kde k£ € R\{0}. Je-li navic pocatecni podminka pfedepsana v case to = 0, postup
pomoci metody separace proménnych v tomto pripadé modifikujeme nasledné

v odx
a pripadné pak analogicky vyjadiime feSeni z = xz(t) prislusné Cauchyho ulohy
v explicitnim tvaru.

Nicméné, pri pouziti metody separace proménnych je treba byt obezietny. Ma-li
funkce h nulové body, neni totiz pak zrejmé, zdali jsme timto formalnim postupem
ziskali vSechna TeSeni, viz [3]. Nicméné v analyzovanych epidemickych modelech,
kdy pozadujeme, aby jednotlivé slozky feseni byly kladné a soucasné shora ostte
omezené celkovou konstantni velikosti populace, tato situace nenastane, viz Kapi-
tola 3. Proto otdazku nalezeni vsech TeSeni pro obecny pripad diferencialni rovnice
se separovanymi proménnymi nebudeme jiz dale diskutovat.

:/tg(i)di = H(x) =kt + H(z)
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2.2 Linearni systém

V této sekci predstavime nékolik zakladnich teoretickych vysledkt pro linedarni sys-
tém obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho radu. Konkrétné se zamétime na stu-
dium pripadu pro f(t,x) = Az v (2.1), kde A € R™*" (¢tvercova matice velkosti n,
jejimiz prvky jsou realnd cisla), tj.

air a2 Q1n
A— g1 Qg2 -+ QG2p
Ap1 Ap2 - App
Ziskame tak soustavu
' = Az, (2.2)

kterou nazyvame homogennim systémem linearnich diferencialnich rovnic (prvniho
radu) s konstantnimi koeficienty.

Na 1vod si pripomeneme nékolik pojmu z linedrni algebry, které v této partii
vyuzijeme. Pro detailnéjsi vyklad této latky odkazujeme ¢tenafe na [16].

Definice 2. Symbolem E € R™ ™ oznacme jednotkovou matici. Je-li A € R"*",
nazyvdme polynom Py(A\) = det(A — AE) charakteristickiym polynomem matice A.
Koreny Pa(\) se nazyjvaji vlastni cisla matice A a rovnice Py(\) = 0 je charakteris-
tickda rovnice prislusnd k A.

Je-li A € C vlastni c¢islo matice A, nazyvame kazZdy nenulovy vektor v vyhovujici
rovnici Av = Av vlastnim vektorem matice A prislusnym k vlastnimu cislu X.

Aplikaci Véty 2 (resp. Véty 3) na uvazovany linedrni systém snadno zodpovime
otazky existence (maximélniho) feseni a jeho jednoznacnosti pro poéatecni tlohu,
které shrneme v nasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 1. UvaZujme soustavu (2.2) s pocatecni podminkou x(ty) = xo pro [to, o] €
R x R™. Potom existuje pravé jedno mazimdlni reseni & soustavy (2.2) vyhovujict
podmince x(tg) = xo. Toto Tesent je definované na celém R.

V dal$im popiseme zdkladni vlastnosti feseni soustavy (2.2). Konkrétné pujde
o linearitu Feseni (vychézejici z principu superpozice) a popis mnoziny vSech téchto
feseni. Nize uvedené véty byly prevzaty z [12].

Véta 4. Necht x1(t) a x2(t) jsou dvé teseni soustavy (2.2) a ¢ € R, pak také
x1(t) + x2(t) a ca1(t) jsou resenim soustavy (2.2). Tedy mnozina vsech reseni sou-
stavy (2.2) tvori vektorovy prostor, jehoZ dimenze je n. Jakoukoli bazi tohoto prostoru
nazyvdme fundamentdlnim systémem soustavy (2.2).

Véta 5. Necht x:1(t),...,x,(t) je fundamentdlni systém soustavy (2.2), pak kaZdé
resent soustavy (2.2) lze zapsat ve tvaru

x(t) = crx1(t) + - - + cpen(t), c1,...,¢, € R,
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Shrneme-li poznatky z Tvrzeni 1 a reprezentace libovolného Feseni soustavy (2.2)
z Véty 5, nalézt TeSeni pocatecni tlohy znamena urcit hodnoty ci, ..., ¢, pro ndm
jiz znamy fundamentalni systém @ (t), ..., x,(t). Tento problém je tak vzdy jedno-
znacéné Tesitelny.

Nyni uz zbyva pouze zodpovédét otazku, jak nalézt néjaky fundamentalni systém
soustavy (2.2). Ve specidlnim pripadé, presnéji, kdyz se nam podari najit n linearné
nezavislych vlastnich vektorti k pfislusnym vlastnim ¢islim matice A, vyuzijeme
ke konstrukei fundamentalniho systému nasledujici véty, viz [12].

Véta 6. Necht M\, ..., N\, jsouvlastni ¢isla matice A (mohou byt i stejnd) a vy, ..., v,
jsou k mim prislusné vlastni vektory. Jsou-li tyto vektory linedrné nezavislé, pak
vektorové funkce

Aot
y .

x1(t) = vieMt, xy(t) = vae o, a(t) =vee

tvort fundamentdlni systém soustavy (2.2).

Snadno nahlédneme, ze predpoklad nezavislosti vlastnich vektorti ve Vété 6 je
zejména splnén, prislusi-li tyto vektory k riznym vlastnim ¢islim matice A. Navic
jelikoz vlastni ¢islo matice A muze byt obecné komplexni ¢islo, ziskame tak dle
Véty 6 v obecném pripadé fundamentalni systém komplexnich funkei. Vyuzijeme-li
vsak poznatktl z kofenového rozkladu polynomi s redlnymi koeficienty a Eulerova
vzorce, lze komplexni systém reprezentovat pouze redlnymi vektorovymi funkcemi,
viz nize uvedena poznamka.

Poznamka 5. Necht A € C\R je vlastni ¢islo matice A € R™ ™, jemuzZ prislusi
vlastni vektor v, pak md soustava (2.2) dvojici resent
Z, = ve, Ty = Ve
(pruh znaci komplexné sdruzené ¢islo, u vektoru je toto minéno po slozkdch). Aplikact
Vety / ndsledne ziskame dvojici redlnych resent
T+ Ty v Ti—To .,
mlz—:%(ve), mlz—,:\s(ve),

2 21
kde R(-), resp. I(+), znaci redlnou, resp. imagindrni, ¢dst prislusného komplexniho
argumentu (tj. ¢isla nebo vektoru).

Vyse uvedeny postup konstrukce fundamentalniho systému je mozné pouzit pou-
ze v pripadé, kdy je mozné vytvorit bazi prostoru R" z vlastnich vektort. V opacném
pripadé, kdy je potifeba doplnit nezavislou soustavu vlastnich vektort, je situace na-
lezeni fundamentalniho systému podstatné komplikovanéjsi. Tato situace nastava,
je-li algebraickd nasobnost nékterého ¢isla vétsi nez jeho geometrickd nasobnost.
Postup v tomto komplikovanéjsim pripadé nebudeme déle rozebirat, nebot ve stu-
dovanych modelech na néj nenarazime. Zvidavého ¢tenare nicméné muzeme odkazat
na [3].
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2.3 Numerické reseni

V predchozich sekcich jsme si ukazali, jak lze ve vybranych specidlnich ptipadech
nalézt analytické reseni soustavy diferencidlnich rovnic. V obecném piipadé se vsak
musime spolehnout na numerické metody, které vychéazeji z diskretizace proménnych.

Priblizna reseni nalezena pomoci numerickych postupti se nekonstruuji totiz jako
spojité funkce, ale generuje se pri nich posloupnost hodnot na koneéné mnoziné uzla
z predem zvoleného intervalu [0, T, kde T' > 0 znaci koncovy cas simulace. Pro pte-
hlednost zapisu budeme predpokladat, ze tyto uzly jsou rozlozeny ekvidistantné
s krokem 7 > 0, tj.

O=to<t1 <tg...<t,, =T, tivip=ti+7, 1=0,...,m—1,
kde m znaci celkovy pocet krokt. V pripadé skalarniho problému
¥ = f(t,x), 2(0) = x¥, (2.3)
se tak pomoci numerické metody generuje posloupnost ¢iselnych hodnot
To =2, Ty, To, ..., Tpy,
aproximujicich hodnoty presného reseni

x(0), z(t1), x(ta), ... , x(tm)-

Numerické metody pro feseni obycejnych diferencidlnich rovnic, resp. pocatec-
nich uloh, mizeme klasifikovat dle riiznych aspektii, napr. na metody jednokrokové
a vicekrokové ¢i metody explicitni a implicitni. Nejjednodussi metodou, kterou pred-
stavime v této praci a budeme ji vyuzivat pro reseni modelovych uloh, je Eulerova
metoda. Tato metoda spada do tiidy explicitnich jednokrokovych metod, pro néz
je priznacné, ze hodnotu z;;11 lze vypocitat z jediné predeslé hodnoty x; pomoci
rekurentniho vzorce.

Odvozeni prislusné metody provedeme v nékolika krocich. Nejprve zapiseme di-
ferencialni rovnici (2.3) vy¢islenou v bodé t;. Nésledné pak na pravé strané této
rovnice vyuzijeme aproximace x; ~ x(t;), resp. f(t;,x;) ~ f(t;,x(t;)), a na levé
strané rovnice vyjadiime derivaci pomoci diferenéniho podilu

€T — T
x/(tl) ~ Z+1 (3

~ 9
T

ktery predstavuje tzv. doptrednou diferenci, pro detailnéjsi popis viz [4]. Timto po-
stupem tak ziskame diferencni rovnici

= f(ti, ),
-
kterou lze prepsat do explicitniho (rekurentniho) tvaru

xi+1:$i+7f(ti,$i), 1=0,...,m—1
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s pocatecni podminkou zy = x*. Toto numerické schéma nazyvame explicitni Eule-
rovou metodou.

Dilezitou otazkou je, zdali pro feseni ziskand pomoci vyse odvozené Eulerovy
metody, mame zaruceno, ze se zmensujici se délkou kroku 7 budou priblizné hodnoty
feseni blize presnému Teseni vycislenému v prislusnych bodech. Tato vlastnost se
nazyva konvergence metody a budeme si ji ilustrovat na jednoduché modelové tloze

=tz z(0) = 1.

Aplikaci metody separace proménnych snadno urc¢ime presné reseni této diferencialni

rovnice, tj.
2

IEd’* tA . t2 t
/ Tx:/tdt = In(zx)=—= = z(t)=ez.
1 X 0 2

Soucasné pomoci Eulerovy metody spoc¢itame priblizna feseni s riznou délkou kro-
ku. Vysledky zapiseme do Tabulky 2.1, resp. graficky znazornime v Obrazku 2.1.
O kvalité numerickych reseni bude vypovidat chyba vycislend v danych uzlech, ji-
nymi slovy absolutni hodnota rozdilu mezi pribliznou a pfesnou hodnotou v uzlu
ti, tj. |x; — x(t;)]. Z Obrazku 2.1 je patrné, Ze tato chyba je imérna délce kroku 7
a roste s Casem t. Pfesnéji z Tabulky 2.1 lze vypozorovat (viz hodnoty v nasobcich
0,4), ze zmensime-li délku kroku na polovinu ptvodni délky, tak se ve stejném po-
méru zmensi i prislusné absolutni chyby. V tomto pripadé pak fikame, Zze numericka
metoda je metodou prvniho radu.

Tabulka 2.1: Priblizna feseni pro riznou délku kroku Eulerovy metody.

7=0,4 7=0,2 7=01
ti z(t;) |z — ()] |z — ()] |z — ()]
0,0 1,0000 0,0000 0,0000 0,0000
0,1 1,0050 0,0050
0,2 1,0202 0,0202 0,0102
0,3 1,0460 0,0158
0,4 1,0833 0,0833 0,0435 0,0222
0,5 1,1331 0,0296
0,6 1,1972 0,0740 0,0385
0,7 1,2776 0,0494
0,8 1,3771 0,2171 0,1191 0,0629
0,9 1,4993 0,0798
1,0 1,6487 0,1855 0,1016
1,1 1,8313 0,1294
1,2 2,0544 0,5232 0,3033 0,1654
1,3 2,3280 0,2123
1,4 92,6645 0,4931 0,2737
1,5 3,0802 0,3548
1,6 3,5966 1,3305 0,8173 0,4624
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Obrézek 2.1: Porovnani presného feseni a pribliznych feseni s rtiznou délku kroku

Na modelové tiloze jsme si demonstrovali, ze Fulerova metoda je metodou prvni-
ho tadu, tedy i metodou konvergentni. Pro podlozeni tohoto tvrzeni o vlastnostech
Eulerovy metody v obecném piipadé uvedeme strucné teoretické pozadi (bez duka-
z1) z odvozovani této metody. Na Eulerovu metodu muzeme totiz z geometrického
pojeti nahlizet tak, ze hodnotu z(t;11) = x(t; + 7) aproximujeme pomoci tecny
sestrojené pro funkei z(t) v bodé ¢;, tj.

pro dostatecné hladkou funkci z(t), tj. ma-li v okoli bodu ¢; spojitou druhou deri-
vaci. Pouzijeme-li tento predpis v jednom kroku metody za predpokladu, ze mame
k dispozici presné feseni z predeslého uzlu (x; = z(t;)), dopustime se chyby, ktera je
umérna faktoru 72. Tato skuteénost je pifmim disledkem véty o Taylorové polynomu
s Lagrangeovym tvarem zbytku, viz [8].

Jelikoz pocet kroku v daném intervalu [0,7] je m = T/7, je tedy veli¢ina
|z; — x(t;)] amérnd m - 72 ¢ili 7. Jinymi slovy Eulerova metoda je metoda prv-
niho fadu presnosti a pro ziskani relevantnich vysledki vyzaduje velmi kratky krok.
Otézku volby kroku metody zde dale diskutovat nebudeme a v tilohéch (viz Sekce 3)
bude délka kroku volena s ohledem na prirozena omezeni jednotlivych slozek Teseni.
Pro detailnéjsi popis celé problematiky odkazujeme ¢tendfe napf. na [4].

V dalsim predstavime, jak by se Eulerova metoda modifikovala pro pripad auto-
nomni soustavy diferencidlnich rovnic (psano po slozkach, kde horni index v zavorce
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znadi iteraci)

S SR xl +7fi (xl )2l Lz,
xgiﬂ) = zBQ + 7 fo (xl ,xgl), o ,xﬁf)), (2.4)
2t = g0 4 Tfn(l’l ,:Bg), .. ,xﬁf)),

prot=0,...,m—1, kde hodnoty x;o)’ 7 =1,...,n,jsou dany pocatecni podminkou.

Vlastnosti Eulerovy metody (jako ad konvergence) ze skaldrniho pripadu zustévaji
pro soustavu diferencialnich rovnic samoziejmé zachovany. Tento koncept nume-
rického Teseni pomoci explicitni Eulerovy metody je v ilustrativnich i praktickych
tlohach z Kapitoly 3 implementovan v programu MATLAB.

Zavérem poznamenejme, ze existuje mnoho dalsich a zejména efektivnéjsich nu-
merickych metod pro feseni soustav diferencialnich rovnic typu (2.1). Tato nume-
ricka schémata maji sice rtiznou formu, ale v zakladé jsou jen vystavéna na sofis-
tikovanéjsim principu diskretizace zavisle proménnych, nez tomu bylo u Eulerovy
metody. Z hlediska uzivatele tak mtizeme vyuzit sirokou paletu numerickych resica
vestavénych jako funkce programu MATLAB, viz [5].
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3 Vybrané modely jednoduchych epidemii

V nasledujici kapitole budou predstaveny a pravé pomoci diferencidlnich rovnic po-
psany nékteré modely popisujici vyvoje jednoduchych epidemii [10]. Nejprve se za-
méfime na modely SI a SIS (a jejich modifikace), uréime analyticka feseni, popiseme
jejich vlastnosti a sestrojime prislusné diskrétni modely véetné numerickych feseni.
rem pridame tfi simulace pribéhu epidemii na zakladé historickych dat.

V zavislosti na poctu a kvalité vstupnich parametrii se méni jednotlivé rovni-
ce u konkrétnich modeld. Nicméné s ohledem na deterministicky pristup, kdy se
vyhybame nahodnym jevim, stejné pocatecni podminky budou davat stale stejné
vystupy bez ohledu na to, kolikrat budeme dany systém Tesit.

3.1 Model SI

Jednim z nejjednodussich epidemiologickych modelt je model SI. Jeho jednoduchost
je zaroven vykoupena omezenosti ve svém pouziti. Poskytuje vSak zakladni pred-
stavu o tom, jak se ndkaza Siti mezi jedinci. Model SI pfedpokladd, Ze ptuvodné
nachylny jedinec po prodélané infekci zistava infikovan po celou dobu a neméa moz-
nost se zotavit, nebo zemfit, tj. pfesunout se do skupiny odebranych jedincta. Kazdy
jedinec se tak v daném case nachazi bud ve skupiné nachylnych, nebo nakazenych
jedinctl.

Prislusny model je tedy vyuzitelny naptiklad pri popisu infekce oparu. Tim se
clovék nakazi poprvé a nasledné stale v sobé nosi virus zptisobujici opar, tedy je
stale nakazen. V tomto pripadé se neuvazuji zadné dalsi prechody (jako je zotaveni
nebo smrt), resp. populacni skupina odebranych jedinct, coz je pravé to, co tento
model ¢ini velmi jednoduchym modelem a lze jej popsat pomoci soustavy dvou
diferencialnich rovnic

S = —BSI, (3.1)
I' = BSI, (3.2)

spliiujicich podminku na konstantni populaci S(¢)+1(t) = N, nebot S’(t)+1'(t) =0
v libovolném ¢asovém okamziku. Pro prehlednost pripomenme, ze parametr [ znaci
miru siteni infekce, presnéji ¢len clen 551 vyjadiuje pocet nové nakazenych jedinci
za jednotku casu.

Nejprve se zamérime na otazky existence a jednoznacnosti feseni tohoto modelu.
Necht fi(S,1) = —pSI, resp. fo(S,I) = BSI, znadi jednotlivé pravé strany (3.1),
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resp. (3.2). Ziejmé funkce fi a fy jsou spojité a plati

9 9 Of _ 0fi O0fr _ Of

o5 = P or =% 95 =79s ar ~ Tar

Ze spojitosti vyse uvedenych parcidlnich derivaci snadno plyne jejich omezenost na li-
bovolné omezené mnoziné v R? (resp. R?), a tak mame zarucenu podminku lipschi-
tzovskosti funkce f = (f1, f2) vzhledem k proménnym [S, I]. Pfedpoklady Véty 2
(resp. Véty 3) jsou tedy splnény a lze tvrdit, Ze pro kazdou pocateéni podminku ma
uloha (tj. model SI) jediné (maximalni) FeSeni.

V dal$im, nebude-li feceno jinak, jiz budeme uvazovat pouze (smysluplné) poca-
tecni podminky tvaru

S(O):So, 0<S()<N, I(O):I():N—SO (33)

Jesté nez pristoupime k hledani analytického Teseni, si popiSeme nékteré kva-
litativni vlastnosti téchto feSeni, presnéji pujde o jejich pozitivitu (nezdpornost)
a omezenost.

Na uvod poznamenejme, ze Teseni modelu SI, tj. funkce S(t) a I(t) musi byt
spojité, nebot jsou diferencovatelné, viz prislusné parcidlni derivace pravych stran
soustavy rovnic. Snadno nahlédneme, ze S(t) = 0 a I(t) = N, resp. S(t) = N
a I(t) = 0, jsou dvojice TeSeni pro pocatecni podminku s Sy = 0, resp. Sp = N.
Uvazujme nyni Sy > 0 (a Sy < N). Z platnosti Véty 2 a spojitosti funkce S(t)
vime, ze nemuze nastat situace, kdy S(t*) = 0 v néjakém case t* > 0, nebot by
to znamenalo, Zze v okoli bodu t* se Teseni ulohy vétvi (jako druhé feseni mame
totiz konstantni nulu), coz je ale spor s jednoznacnosti feSeni. Analogickou tivahou
ziskdme, ze I(t) > 0 pro Iy > 0 (a Iy < N). Ptislusna omezenost téchto funkei pak
plyne z jednoduchého vztahu

0<S(t)<S(t)+I(t)=N, 0<I(t)<S(t)+1(t)=N.

Na zakladé pozitivity funkei S(t), I(t) a definice modelu SI muizeme tvrdit, ze tyto
funkce jsou ryze monoténni na [0, +00), presnéji S(t) je klesajici a I(t) je rostouci
funkci v ¢ase t. Navic ze spojitosti, ryzi monotonie a omezenosti téchto funkeci plyne
existence konec¢nych limit

lim S(t) = S« € [0, 5), lim I(t) = I € (Ip, N].
t—00 t—00

Shrneme-li celkové vyse uvedené, pomoci modelu SI a pocatecénich podminek (3.3)

popisujeme vzdy situaci, kdy infekce probéhne a v limitnim pripadé nabyva kon-

stantni hodnoty poc¢tu nakazenych I..

Nyni pristoupime k hledani analytického TeSeni, které verifikuje vyse uvedené
poznatky. Snadno nahlédneme, Ze model (3.1)—(3.2) je trivialné splnén pro dvojici
konstantnich feseni I(t) = 0 a I(t) = N, resp. S(t) = N a S(t) = 0. Budeme-li
vSak hledat feseni I(t), resp. S(t) jejichz hodnoty lezi ostfe mezi 0 a N a vyhovuji
pocateénim podminkam (3.3), je postup nasledujici.
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V nize uvedenych krocich postupné budeme upravovat druhou rovnici (3.2). Prv-
nim krokem této tipravy bude substituce S = N — I, kdy po dosazeni ziskame rovnici

resp.

Nésledné vyuzijeme vztahu I’ = % a integrujeme podle casové proménné pres in-

terval [0,1], t]
/I 1 1 /t Bd
——du = s.
Iy (N —u)u 0

Nyni rozlozime integrand na levé strané rovnice na parcialni zlomky, vycislime hod-
noty integralti a upravime, tj.

e -
m@‘l)_ln(f B ) — BNt

Iy
N1
I
ln<N 1) = —[Nt.
N

Déle pomoci inverzni funkce ziskame

N1
1 o BNt
X_1q
Io
N N
I — -1 —BNt | q
7 ( T ) e +
a nakonec vyjadiime funkei 1(t) jako
N

I(t) =

| (3.4)
(ﬂ - 1) BNt 4 1
Io

Podobnym zptsobem, kdy vychazime z rovnice (3.1), uréime i druhou funkeci
z modelu SI, tedy skupinu populace, ktera je danou nemoci ohrozena, S(t). Popti-
padé muzeme vyuzit i vztahu S(t) = N — I(t) a znamého TeSeni (3.4). V obou
pripadech tak ziskdme funkci S(t) tvaru

S(t) = . (3.5)
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3.1.1 Analyza pribéhu epidemie

S ohledem na jiz prokdzanou pozitivitu a monotonii funkei (3.1)—(3.2) pro poca-
teéni podminky (3.3) se v dalsim zaméfime na jejich limity pro ¢ — co. Snadnym
vypoctem dostaneme

N
I, = lim I(t) = lim =N,
t—00 t—00 (Iﬂ _ 1) G_BNt +1
0
N
Soo = tlim S(t) = tlim > =0,
—00 —00
(S—O - 1) eONt 4 1

coz doklada skutecnost, ze se kazdy jedinec v priubéhu epidemie nakazi.

Pojdme si nyni na konkrétnim modelovém ptikladu ukazat pribéh infekce po-
moci modelu SI. Je vhodné podotknout, ze dané poc¢atecni podminky a parametr 5
jsou pro nazornost vysledkt vytvorené umeéle.

Priklad 1. UvazZujme model SI s velikosti populace N = 1000 a pocdtecnim poctem
nakazengch jedinci Iy = 1. Hodnota koeficientu $iveni ndkazy je B = 0,003 den™'.

Z Obrazku 3.1 k Prikladu 1 je patrné, ze v limitnim pripadé je hodnota funkce
I(t) rovna N, tedy celé sledované populaci, zatimco limita funkce S(t) je nulova,
coz koresponduje se skutecnosti, ze dany model neuvazuje uzdraveni jedincu a funk-
ce I(t) je rostouci, resp. funkce S(t) je klesajici, po celou dobu priubéhu epidemie.
Presnéji grafem funkce I(t), resp. S(t), je tzv. logistickd kiivka. Standardnimi ma-
tematickymi postupy zjistime, ze tato kiivka ma inflexni bod, tj. nulovou druhou
derivaci prislusné funkce, v case

In (% — 1)
= ——-. 3.6
o (3.6
Dosadime-li (3.6) do predpisu (3.4) a (3.5), zjistime, Ze souradnice inflexnich bodu
obou kfivek jsou stejné, a to

ln(%—l) N

BN 2|
jak dokladaji také prabéhy funkci na Obrazku 3.1.
Oproti tomu na Obrazku 3.2 mtzeme sledovat vyvoj poc¢tu novych pripada v jed-
notlivych skupindch za den, které udavaji derivace funkei I(t) a S(t), presnéji
NS — 1)
I'(t) = fo 5, S =—I'@).
(B-1) e

Graf funkce I'(t) nazyvame epidemickou krivkou, jejiz globalni maximum méa sou-
radnice

ln(ﬂ—l

W >;5(N— Io)lo
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Obrazek 3.1: Logistické kiivky modelu SI (Piiklad 1)

Snadno nahlédneme, Ze inflexni bod ptislusné logistické krivky a extrém epidemic-
ké krivky sdili stejné casové souradnice, tj. nastavaji ve stejném cCasovém okamzi-
ku (3.6).

Pro zajimavost na Obrazku 3.3 je zndzornéno, jak se zméni kiivka poctu naka-
zenych jedinct I(t), pokud se zméni parametr . MuZeme si vsimnout, Ze s rostouci
hodnotou roste pocet nakazenych rychleji, a tedy i samotna nemoc dosdhne svého vr-
cholu drive. Pro samotny pribéh je samozrejmé v obecném pripadé také rozhodujici
pocet nakazenych jedincti na pocatku a velikost celkové populace.

3.1.2 Diskrétni reSeni modelu SI

Spojité (nejen epidemiologické) modely je mozné tzv. diskretizovat, tedy prevést
je od spojitého pojeti, kdy je model popsan diferencialnimi rovnicemi, k modelu
pro diskrétni ¢asové kroky (napt. hodiny, ¢asti dne, atd.) definovanému pomoci
diferencnich rovnic. Tento diskrétni pristup nam usnadnuje sledovani vyvoje nemoci
hlavné v pripadech, kdy je hledani analytického Teseni prilis komplikované. Prestoze
zname analyticka Tfeseni modelu SI v textu nize predstavime jeho diskretizaci.

Pouzijeme-li znaceni ze Sekce 2.3, kde polozime z; = S a zo = I, resp.
f1(S, 1) = =BSI a fo(S,1) = BSI, dostaneme z (2.4) nésledujici soustavu dife-
renc¢nich rovnic

Sip1 = Si — B8, (3.7)
Ii—l—l = IZ—}—’TﬁSZIZ, (38)
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Obréazek 3.2: Epidemicka kiivka modelu SI (Ptiklad 1)
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Obrazek 3.3: Prubeh infekce (funkce I(t)) dle modelu SI pro rizné hodnoty g (po-

¢atecni podminky z Piikladu 1)
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kde 7 > 0 znaci casovy prirustek (tj. diskrétni zménu ¢asu dt). Stejné jako pro spojité
modely, i v tomto diskrétnim pripadé uvazujeme stejné pocatecni podminky Sy a I
z (3.3) a pozadujeme v kazdém diskrétnim kroku zachovani konstantni populace.
Tato podminka je vSak implicitné splnéna, nebot plati

Abychom ziskali smysluplna (tj. kladnd) reSeni soustavy (3.7)—(3.8), je tfeba
vhodné zvolit délku ¢asového kroku 7. Pro nézornéjsi predstavu si nyni prislusné
diferencni rovnice upravime vytknutim spolec¢nych ¢Cinitelti na pravé strané, tj.

Si+1 = Sz(l — Tﬁ]i),

Ii+1

Predpokladame-li, ze S; a I; jsou kladna, tak I;1; bude také kladné a pro zaruceni
kladné hodnoty S;y1 musi platit

1—’7‘51¢>0,

z ¢ehoz vyplyva podminka
1

BI;
Jelikoz soucasné I; < N, tak diskrétni reseni modelu SI budou kladnda, omezime-li
casovy krok podminkou

T <

<L (3.9)
T< —. .
BN

Na nize uvedeném modelovém prikladé uvedeme vlastnosti diskrétniho modelu,
resp. jeho feseni.

Priklad 2. Uvazujme diskrétni model SI s velikosti populace N = 1000 a pocatecnim
poctem nakaZenych jedincu Iy = 1. Hodnota koeficientu sireni ndkazy je f = 0,003
1

den™' a casovy krok volime v délce 1 hodiny, tj T = 57

Podivejme se nyni na prubéh infekce z Prikladu 2. Na Obrazku 3.4 muzeme
sledovat porovnani vyvoje infekce pro diskrétni a analyticky pristup v modelu SI.
Vzhledem k tomu, Ze volba kroku je relativné mald, chyba diskrétnitho modelu neni
prilis velka. Na dalsim Obrazku 3.5 je ndzorné ukazano, jak vypadaji diskrétni feseni
pro prilis velké ¢asové kroky 7. V piipadé, kdy se dokonce porusi podminka (3.9),
je vidét, ze muzeme dostat i zaporna (fyzikalné nepripustnd) reseni.

3.2 Model SIS

Dalsim jednoduchym epidemiologickym modelem je model SIS, ktery je velmi po-
dobny modelu SI, ale jiz pracuje s variantou, ze infikovany jedinec se uzdravi, avsak
stéle je ohrozeny danou nemoci. Znamena to tedy, Ze nemoc neni smrtelna, nicmé-
né zaroven si proti ni jedinec nevytvari celozivotni imunitu. Mezi choroby, jejichz
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Obréazek 3.4: Porovnani analytického a diskrétniho feseni modelu SI (Priklad 2)
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Obrazek 3.5: Porovnani diskrétnich feseni modelu SI pro rtizné hodnoty 7 (poc¢ateéni
podminky z Piikladu 2)
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pribéh by mohl byt pomoci tohoto modelu sledovan, patii naptiklad mykoza. Tato
onemocneéni jsou lécitelnd at uz pomoci antibiotik, ¢i jinych 1é¢iv, ale lidé se mohou
opakované nakazit.

V modelu SIS stejné jako u modelu SI predpokladame, ze velikost populace je
konstantni a kazdy jedinec patii bud do skupiny nachylnych nebo infekénich jedinc,
tj. S(t)+1(t) = N. Jelikoz se ale infikovany jedinec muze pozdéji vratit mezi zdravé
(a tedy opét nachylné jedince), diferencidlni rovnice popisujici tento model jsou
odlisné od téch pro model SI a maji tvar

S = —BSI+I, (3.10)
I' = BSI—HI, (3.11)

kde koeficient v vypovida o rychlosti uzdraveni jedince, resp. ¢len vI vyjadiuje pocet
nové uzdravenych jedinci za jednotku casu.

S odvolanim na postup aplikovany v modelu SI je zfejmé, Ze k prokazani exis-
tence jednozna¢ného (maximalniho) feseni pro kazdou pocateéni podminku, postaci
ukéazat, ze parcidlni derivace funkei reprezentujicich pravou stranu soustavy (3.10)—
(3.11), t.

f1(S, 1) = —3BSI +~I, f2(S, 1) = BSI —~I,
jsou spojité, resp. omezené, na libovolné omezené mnoziné v R? (resp. R?). Tyto
vlastnosti ovérime snadnym vypoctem, viz nize,
N 2! Of _ 0fi O0fy _ Of

o5 = PL or =TT 95 =Tas ar ~ ar

Poznamenejme opét, ze spojitost téchto parcialnich derivaci ndm implikuje spojitost
funkei S(t) a I(t).

Analogickymi tivahami jako v Sekci 3.1 Ize ukazat, ze za predpokladu smyslupl-
nych pocatecnich podminek (3.3) jsou feseni modelu SIS kladné a omezena. Presnéji
z nulovych bodu pravych stran (3.10) a (3.11) snadno urcime, ze model SIS ma dvo-
jici konstantnich TeSeni

St)=2, 1)=N-L 4 St =N, I{t) =0,
5 5

odpovidajici po¢ateénim podminkdm stejnych hodnot (pfirozené zde N > v/f). Na
zékladé prokazané jednoznacnosti Teseni, vime, Ze pokud vyjdeme z jiné pocatecni
podminky (Sy # v/8 a So # N), nelze dosdhnout téchto konstantnich feseni v ko-
necném case, tj. Teseni odpovidajici riznym pocateénim podminkam se nemohou
protinat. Bude-li tedy Sy > 7/, mame zaruceno, ze S(t) > 0, protoze musi platit
S(t) > «/pB. Déle, bude-li 0 < Sy < /8, mame naopak zaruceno, ze S(t) < v/
a také S’(t) > 0. Proto, je-li So > 0, pak S(¢) > 0 pro ¢ > 0, nebot funkce S(t) je
rostouci. Zopakujeme-li podobné kroky pro funkci (t) s po¢ateéni hodnotou Iy > 0,
vzhledem k nulovému konstantnimu feseni obdrzime I(t) > 0.

Dokonce lze opét prokazat, ze feseni modelu SIS jsou monoténni funkce. Oproti
modelu SI je vSsak nutné diskutovat jednotlivé pripady v zavislosti na parametrech
modelu SIS, tj. hodnotach 3, v, N a Sp, resp. Iy (vzdy uvazujeme 0 < Sy < N).
S ohledem na definici zakladniho reprodukéniho ¢isla (1.7) rozlisime v modelu SIS na-
sledujici situace
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(SIS-a) 4 < Sp < N (ndkaza propukne)
(SIS-b) % = Sy < N (ndkaza je konstantni)
(SIS-c)  Sp < 4 < N (ndkaza klesd)

(SIS-d)  Sp < = N (ndkaza klesd)

(SIS-e) Sy < N < 3 (ndkaza klesd)

Detailnéjsi rozbor pro jednotlivé situace zde provadét nebudeme a spokojime se s na-
lezenim analytickych feseni, které zachyti vyse uvedené pripady. Nasledné ze zna-
losti predpisu téchto feseni lze pak snadno popsat vlastnosti (jako napt. monotonii)
funkei S(t) a I(t) v jednotlivych scénérich.

P1i hledéni analytického Feseni vyjdeme opét z druhé rovnice (3.11) a pouzijeme
substituci S = N—1I, dostaneme tak rovnici

= I(BN —~ — BI),
resp.
I/
(BN =7 —BI)
Néslednou integraci podle ¢asové proménné pres interval [0,¢] ziskdme
1 1 t
du = / 1ds. 3.12

Nyni provedeme rozklad integrandu na levé strané rovnice (3.12) na parcialni zlomky.
Nejprve budeme uvazovat situace, kdy SN — v # 0, tj. prozatim nepripoustime
pripad (SIS-d). Po vy¢isleni hodnot integrali a Gpravé muzeme psat

1

1 1
{5N—71n|u|_5N—71n|5N_7_5u|]10 =t
I
{m‘w] = (=8N + )t
u Io
In BN_V—ﬁ‘—ln BN =7 gl (Nt
1 1y
BN—V_ﬁ
Io

Vyse uvedené ipravy maji smysl pro 5Sy—~ # 0, tj. za predpokladu, Ze neuvazujeme
konstantni pripad (SIS-b). Nésledné pomoci inverzni funkce ziskdme

N—
e bl QORI (3.13)
BN— _ 6 o ) )

Io
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Nyni pro odstranéni absolutni hodnoty je tfeba provést diskuzi vzhledem k jejimu
argumentu. Snadno nahlédneme ve vSech ptipadech (SIS-a), (SIS-c) a (SIS-e) je
argument kladny a lze psat

BN —v _ (61\7 —y 5) N g

I I

Nyni jiz pouze vyjadiime nezndmou funkei I(t) jako

I(t) = —— g (3.14)

Analogickym postupem, kdy vychazime z rovnice (3.10), vyjadiime druhou funk-
ci z modelu SIS, tedy skupinu nachylnych jedinct, S(¢). Druhd moznost vyjadieni
této funkce vychazi ze vztahu S(t) = N—I(t) a zndmého Teseni (3.14). V obou
pripadech tak dojdeme k funkci S(t) definované jako

So— -
Bl_o%lv + yeBN=t

S(t) (3.15)

~ BSo— N—)t*
NE_SO + 66(5 )

Grafem funkci I(t) a S(t) v pripadech (SIS-a), (SIS-c) a (SIS-e) je tak opét logisticka
krivka, kterd je posunutd v porovnéani s grafy prislusnych reseni modelu SI.

Poznamka 6. Snadno nahlédneme, Ze funkce (3.14) a (3.15) popisuji také i kon-
stantni pripad (SIS-b), kdy plati Sy — v = 0. Dokonce, poloZime-li v = 0, tak
dostaneme specidlni pripad situace (SIS-a), ktery odpovidd presné modelu SI.

Nyni se vratime k situaci (SIS-d), kterou jsme ve vyse uvedeném postupu neu-
vazovali. V pfipadé SN — ~ = 0 rovnici (3.12) prepiSeme do tvaru

I 1 t
—du :/ —fBds.
I, U 0

Po integraci a drobnych tpravach pak dostaneme

I@_T?Eﬁ’ (3.16)
resp.
ﬂw:ﬁMN—&ﬁ+& (3.17)

1+ B(N — So)t

V tomto pripadé feseni (3.16)—(3.17) jsou linedarni lomené funkce, jejichz grafem je
hyperbola.
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3.2.1 Analyza pribéhu epidemie

Obdobné jako v pripadé modelu SI se zaméfime na chovani feseni v limitnich casech
pro t — oco. Nejprve budeme uvazovat situace (SIS-a), (SIS-b) a (SIS-c). V téchto
pripadech plati

N _ 2
Lo = limI(t)=lim —— 8 -N-1
t—o00 t—o00 (TB o 1)6—(5N—7)t +1 6
% + r}/e(BN_'Y)t r}/
Seo = lim S(f) = lim 5= = —,
t—o00 t—00 _NES(? + BeBN-Nt [

coz doklada skutecnost, ze v populaci vzdy ziistane ¢ast jedincu, ktefl nebudou
nakazeni infekei.
Na druhou stranu v piipadé (SIS-e) jsou limity Teseni néasledujici

N —2
Io = limI(t) = lim —— g =0,
e (= e (BNt 41
—Bls_bég -+ r}/e(BN_'Y)t
Seo = lim S(f) = lim 5= = N,
t— 00 t—00 NE—S(? + Be(ﬁN—y)t

coz ilustruje fakt, ze infekce v populaci odezni.
Ukazme si nyni na modelovych datech, jak by vypadala konkrétni simulace pri-
béhu infekce na zédkladé modelu SIS v riznych pripadech.

Priklad 3. UvazZujme model SIS s velikosti populace N = 500 a pocdtecnim poctem
nakaZenych jedinci Iy = 1. Hodnota koeficientu Sirend ndkazy je 5 = 0,003 den™'
a rychlost uzdravend je v = 0,06 den™".

Na Obrazku 3.6 je vidét, ze prubéh funkei S(t) a I(t) pro model SIS z Prikladu 3
je velmi podobny pritbéhu jako v pripadé modelu SI, nebot modelova data Prikladu 3
predstavuji situaci (SIS-a), kdy epidemie propukne a probéhne v populaci. Jak jiz
bylo zminéno vyse, grafem téchto funkei jsou opét logistické kiivky, jejichz inflexni
body maji stejné casové souradnice. Nicméné tyto inflexni body nelezi na hladiné %,
nebot v tomto pripadé I, # N, resp. Sy # 0, tj. v nekoneném case nenastane
situace, ze by doslo k nakazeni celé populace. Celou situaci pak dokresluje epide-
micka krivka na Obrazku 3.7, zobrazujici vyvoj poc¢tu novych ptripadu v jednotlivych
skupinach za den.

Priklad 4. UvazZujme model SIS s velikosti populace N = 200 a pocdtecnim poctem
nakaZenych jedinct Iy, = 50. Hodnota koeficientu §ireni ndkazy je 8 = 0,003 den™!
a rychlost uzdraveni je v = 0,7 den™".

Na Obrazku 3.8 si muzeme vsimnout, ze prubéh epidemie z Prikladu 4 je zce-
la odlisny od predchozi varianty, nebot modelova data predstavuji situaci (SIS-e).
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Obréazek 3.6: Logistické krivky modelu SIS (Priklad 3)
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Obrazek 3.7: Epidemicka kfivka modelu SIS (Priklad 3)
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Obréazek 3.8: Logistické krivky modelu SIS (Priklad 3)

V tomto pripadé se logistické krivky funkci S(t) a I(t) neprotnou a infekce ma
tendenci nepropuknout a zcela zaniknout.

Zavérem doplnme (jiz bez prikladu) jesté prubéh nemoci v pripadé (SIS-d),
tj. pro SN — ~ = 0. Limitni hodnoty Teseni pro tuto variantu pak jsou

1
Io = limI(t) = lim ——=— =
t—o0 t—oo 1 + ﬁ]ot

s L ﬁN(N—SO)t—!—SO_
S0 = tll>ronoS(t)—tll>Iono 1+ B(N — Sp)t Y

Y

coz odpovida situaci, ze infekce v populaci nepropukne a vymizi.

3.2.2 Diskrétni reseni modelu SIS

Stejné jako v pripadé modelu SI i zde predstavime diskretizaci modelu SIS, pres-
toze zname jeho analyticka feseni. Totoznym postupem jako u diskrétniho modelu
ST obdrzime z (2.4) nésledujici soustavu diferencénich rovnic

Siy1 = Si+7(=BS:li + 1), (3.18)
s ¢asovym krokem 7 a smysluplnymi poéatecnimi podminkami Sy a Iy z (3.3). Se-

¢tenim rovnic (3.18)—(3.19) snadno zjistime, Ze i diskrétni model v kazdém c¢asovém
kroku spliuje podminku konstantni populace.
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Ohledné otazky pozitivity diskrétnich feseni (3.18) a (3.19) se odvolame na ¢la-
nek [1], kde za nize uvedenych predpokladii

< M (3.20)

T < T < BN

2| =

je dokazano, ze diskrétni reseni jsou kladna pro vSechny smysluplné pocatecni pod-
minky. Pfipad (SIS-a) ilustrujeme na nésledujicim modelovém piikladé.

Priklad 5. Uvazujme diskrétni model SIS s velikosti populace N = 500 a pocatecnim
poctem nakaZenych jedincu Iy = 1. Hodnota koeficientu sireni ndkazy je f = 0,003
den™', hodnota rychlosti uzdravent je v = 0,06 den™" a casovy krok volime v délce
6 hodin, tj T = 1.
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Obrazek 3.9: Porovnani analytického a diskrétniho modelu SIS (Priklad 5)
Na Obréazku 3.9 porovnavame vyvoje infekce simulované pomoci diskrétnich
a analyticky Teseni modelu SIS z Prikladu 5. Snadno ovérime, Ze zvoleny casovy

krok vyhovuje podmince (3.20), a tak diskrétni feSeni jsou pripustnd. Jejich kvalitu
lze pak zlepsit volbou kratsiho ¢asového kroku.

3.3 Modifikace modelua Sl a SIS

V nésledujici sekci predstavime dvé rizné modifikace jiz zavedenych modelti, jme-
novité ptjde o zaclenéni vitalni dynamiky do systému a jeho linearizaci.
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3.3.1 Model SI s vitalni dynamikou

V Kapitole 1 jsme predpokladali, ze neuvazujeme tzv. vitdlni dynamiku. Presnéji
do modeli jsme nezahrnuli, Ze do zkoumané populace se rodi novi jedinci a zaroven
nékteri umiraji.

Nyni se zaméiime na model SI a nové budeme predpokladat nenulové hodnoty
umrtnosti, resp. prirtstku, populace. Pro zachovani konstantni velikosti populace
tyto rychlosti ubytku a priristku populace musi byt stejné a budeme je znacit 6 > 0.
Zakomponujeme-li tento novy predpoklad do modelu SI, kdy novi jedinci se rodi
do skupiny nachylnych jedincu (¢len V), ale imrtnost je v obou skupindch (¢leny
0S a 01, tj. umrtnost nesouvisi bezprostiedné s infekei), ziskdme tak namisto rovnic
(3.1)—(3.2) soustavu

S = —BSI+3N — 68,
I' = BSI—élI,

kterou substituci I = N — S prevedeme na tvar

S = —BSI+5I, (3.21)
I' = BSI—4I (3.22)

Poznamka 7. Vzhledem ke tvaru rovnic (3.21)-(3.21) je zrejmé, Ze model SI s vi-
talni dynamikou se za predpokladu stejné rychlosti priristku a umrtnosti populace
chovd stejné jako model SIS bez vitalni dynamiky. Koeficient 6 v podstaté prejimad
roli koeficientu ~y, jinymi slovy presun jedincu ze skupin u modelu SIS je do jisté
miry analogicky mire prirustku a umrtnosti v pripadé modelu SI s vitdlni dynamikou.
Resend obou modeli jsou tak identickd, poloZime § = v a ostatni parametry zistanou
stejné.

Na nize uvedeném modelovém piikladé porovname model SI bez vitalni dynami-
ky a s vitalni dynamikou. Pro potfeby vhodného porovnani obou modelt je koeficient
0 zvolen tak, aby epidemie propukla.

Priklad 6. Uvazujme model SI s velikosti populace N = 500 a pocdtecnim poctem
nakazengch jedinci Iy = 1. Hodnota koeficientu Sieni ndkazy je = 0,003 den™".
Uvazujme dale model SI s wvitalni dynamikou o stejnych parametrech s rychlosti
porodnosti/imrtnosti 6 = 0,06 den ™.

Na Obrazku 3.10 mtzeme pozorovat drobné rozdily v pribéhu epidemii mo-
delovanych pomoci modelti z Prikladu 6. Prerusované krivky reprezentuji model
SI bez vitalni dynamiky, zatimco plné kiivky predstavuji model SI s vitalni dynami-
kou. Funkce S(t) a I(t) maji totozny prubéh jako v pripadé modelu SIS pro variantu
(SIS-a), v tomto pripadé tak diky trvalému prirtstku ve skupiné nachylnych jedinctu
nikdy nestane situace, Ze se kiivka S(t) bude limitné blizit k 0, resp. kiivka I(t)
k N. Ve skute¢nosti zde nastane S, =2 a I, =N — £,

Prislusné epidemické kiivky pro oba modely jsou dale vykresleny v Obrazku 3.11,
ze kterych je patrné, ze pri stejnych vstupnich parametrech model SI s vitalni dyna-
mikou mé lehce mirnéjsi priubéh, dochazi totiz k brzdéni epidemie vlivem populacéni
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obmény ve skupinach. Navic bude-li dostatecné velkd obména jedinci ve skupinach
diky porodnosti/imrtnosti, mizeme se dostat i k situacim, ze ve vysledku epidemie
zanikne a nepropukne, viz pripady (SIS-c), (SIS-d) a (SIS-e).

3.3.2 Linearni model SIS

Dalsim pristupem k modifikaci je tzv. linearizace nelinearniho modelu, kterou si bli-
ze predstavime na modelu SIS. Divod tohoto pristupu je prosty, nebot pro line-
arni systémy diferenciadlnich rovnic je znamo mnohem vice teoretickych vysledkii
nez v pripadé jejich nelinearnich variant, viz Sekce 2.2. Tato skutecnost je nicmé-
né kompenzovana urcitym zjednodusenim predpokladii. Oproti ptivodnimu modelu
SIS zde budeme predpokladat, ze pocet nakazenych jedinci je piimo tmérny poctu
zdravych lidi. Naopak predpoklad, ze pocet uzdravenych jedincti je primo timeérny
poctu infikovanych osob, zlistava zachovan. Pro detailnéjsi zavedeni tohoto modelu
odkazujeme Ctendfe na knihu [7].

Pro odliseni parametri linearniho modelu SIS od ptvodniho modelu SIS oznaci-
me koeficientem b > 0 rychlost siteni infekce a koeficientem r > 0 rychlost uzdraveni.
Vyslednou soustavu diferencidlnich rovnic pro linedrni model lze pak zapsat jako

S = —bS+rl, (3.23)
I' = bS—rl, (3.24)
doplnénou o smysluplnou pocatecni podminku (3.3). Sectenim rovnic (3.23)—(3.24)
zjistime, Ze je opét splnéna podminka konstantni populace v kazdém casovém oka-
mziku.
Poznamka 8. Poznamenejme na tomto misté, Ze parametr b znaci v linedrnim

modelu opravdu rychlost sireni infekce, zatimco parametr B predstavuje pouze miru
infekce a neodpovidd tak skutecné rychlosti sirent infekce.

Existence a jednoznacnost feseni linedrniho modelu SIS plyne z Tvrzeni 1. V tom-
to pripadé nebudeme provadét rozbor vlastnosti feseni systému pred jejich analy-
tickym vypoctem, ale odvodime jejich vlastnosti pravé na zakladé znalosti jejich
funkcénich predpisti. Pii hledani analytickych feseni postupujeme néasledné.

Vyse uvedené diferencidlni rovnice (3.23)—(3.24) zapiSeme v maticovém tvaru,
predstavujici homogenni systém obycejnych diferencialnich rovnic, tj.

ST |=b | |S
' | b —r||I|’
Nasledné na zédkladé postupu ze Sekce 2.2 nalezneme vlastni ¢isla matice této sou-

stavy jako Teseni charakteristické rovnice

b+XN(r+A)—br = 0
AA+b+7) = 0,

tj. A1 =0a Ay = —(b+r) < 0. Prislusné vlastni vektory pak maji tvar
_r |1
V1 = b a Vo = _1|-
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Aplikaci Véty 5, resp. Véty 6, ziskdme predpis obecného feSeni

S Ll —ogr
i=allerel i

resp.

S(t) = Cyr+ Coe
I(t) = Cyb— Che O+t

Z pocateéni podminky (3.3) pak plyne, ze

S(] = 017’+02,
Iy = Cib—Cy,

Lo N _ [ _Nb _ o _ Nr . .
tj. Ch = g @ Cy = I 5 = So —l Po dosazeni téchto hodnot do obecného
feseni ziskame

T’N bSO — TIO —(b+r)t
pr— .2
S() b+7’+ brr ’ (3:25)
bN bS() — T’IO _
I(t) = — (b4, 2
®) b+r b+r c (3:26)

Presna feseni S(t) a I(t) jsou tedy souc¢tem konstantni funkce a exponencialni slozky,
predstavujici ttlum v case.

Snadno nahlédneme, zZe otazka vyvoje epidemie zavisi na znaménku konstanty
vystupujici u exponencidlnich ¢lent v (3.25) a (3.26). Presnéji nds bude zajimat
hodnota rozdilu bSy — rly. Oznacime-li totiz symbolem

~ bSy
Ry = —
0 ’T’IO

zékladni reprodukeni cislo linedarniho modelu SIS, pak ma jeho hodnota analogicky
vyznam jako v modelu SIS (tj. pro Ro > 1 se infekce bude sitit, atd.).

Ohledné limitnich stavi linearniho modelu SIS dostaneme pro vsechny varianty
pribéhu epidemie tyto hodnoty

TN i bS(] — TIO 6_(b+7‘)t _ T’N

=l = 1
Soo = fim 5(t) = lim 7 = .
N —rl N
Io,=limI(t) = lim BN 050 —rho oy _ b ’
t—00 too b+ 1 b+r b+r

které tak ve skutecnosti predstavuji konstantni feSeni linedrniho modelu SIS,
tj. S(t) = S, a I(t) = I,. Déle je ziejmé, Ze pro libovolnou smysluplnou poéa-
teéni podminku (3.3) jsou Feseni (3.25) a (3.26) kladnd a omezend. Bude-li totiz
So > rN/(b+r), pak lze psat

(b + T’)SO > T’(SO + I()), resp. bS() > 7’]0,
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coz znaci, ze 75,0 > 1, resp. S(t) klesa, ale z jednoznacnosti Teseni vime, ze musi
platit S(¢) > rN/(b+ r) > 0. Naopak pro 0 < Sy < rN/(b+ r), plati Ro < 1,
resp. S(t) roste, tzn. S(t) > Sy > 0. Obdobnym postupem pro Iy > bN/(b+ ),
resp. 0 < Ip < bN /(b + r), dostaneme, ze I(t) klesa a plati I(t) > bN/(b+ r), resp.
I(t) roste a plati I(t) > Iy > 0. Nakonec omezenost obou feseni plyne ze vztahu
S(t)+ I(t) = N.

V dalsim opét predstavime diskrétni feseni linearniho modelu SIS. Uzitim expli-
citni Eulerovy metody ze Sekce 2.3 prepiSeme rovnice (3.23)—(3.24) do diskrétniho
tvaru

Si+1 = SZ + T(_bSi + T’Ii),
Ii—l—l = IZ + T(bSZ — T’IZ'),

kde pro zarucCeni stability vypoctu pomoci tohoto schématu pozadujeme,
aby 7 <2/(b+r). Tato podminka vychazi z podminéné stability explicitni Eu-
lerovy metody ve vztahu k tlumici slozce feSeni, podrobny vyklad nalezneme
napi. v [4]. Navic, abychom ziskali kladné diskrétni feseni, musi byt splnény pod-
minky (proi=20,1,...)

Si+7(—bSi+7’Ii)>0, IZ’—F’T(bSi—’f’IZ’)>0,
(1 =7(0b+r1))S;+71rN >0, (1—=7(b+r))L; + 7N > 0,

Ztejmeé vyse uvedené plati napiiklad pro
T<1/(b+r), (3.27)

nicméné netvrdime, Ze je toto maximalni omezeni délky kroku, které zaruci kladna
diskrétni feseni. Nakonec jesté pripomenme, ze pouzitd numerickd metoda ndm opét
zachovava v kazdém kroku konstantni populaci.

Vyse uvedené poznatky budeme ilustrovat na nasledujicim modelovém prikla-
dé. Pro potreby vzajemného porovnani prubéhii epidemie popsané pomoci modelu
SIS a jeho linearni verze zvolime parametry obou modelu tak, aby splnovaly rovnost
svych limitnich stavt, tj.

v rN

v bN
= N-T= 2
8 b+r B br

Polozime-li » = v, nebof maji stejny vyznam, pak nutné¢ b = SN —r.

Priklad 7. Uvazujme model SIS s velikosti populace N = 1000 a pocdtecnim poctem

nakaZenych jedinci Iy = 1. Hodnota koeficientu Sirend ndkazy je 5 = 0,006 den™"

a rychlost uzdravent je v = 0,6 den™"'. Uvazujme ddle linedrni model SIS se stejnou

populaci a pocdtecni podminkou. Hodnota rychlosti §iveni ndkazy je b = 5,4 den™!

a rychlost uzdravent je v = 0,6 den™'. Pro diskrétni model je zvolena délka kroku
1

T:ﬂ'
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Obrazek 3.12: Porovnani analytického a diskrétniho reseni linedrniho modelu
SIS (Priklad 7)
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Obréazek 3.13: Porovnani analytickych Teseni modelu SIS a jeho linearni varianty
(Priklad 7)
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Na Obrazku 3.12 je zachycen vyvoj infekce popsané pomoci diskrétnich a ana-
lyticky feseni linedrniho modelu SIS z Prikladu 7. Zvoleny casovy krok vyhovuje
podmince (3.27), a tak diskrétni Feseni odpovidaji skutecnému chovani. Chybu dis-
krétniho pribéhu oproti analytickému lze opét potlacit volbou kratsiho casového
kroku. Dale na Obrazku 3.13 jsou vzajemné porovnana analytickd feSeni modelu
SIS a linedrniho modelu SIS z Prikladu 7. Prestoze oba modely maji stejné pocatec-
ni podminky a jejich limitni stavy jsou si rovny, na prvni pohled je zfejmé, Ze linearni
model SIS mé rychlejsi prubéh epidemie.

3.4 Model SIR

Posledni model, ktery zde predstavime je model SIR popsany v Kapitole 1. Uvazu-
jeme zde tii populacni skupiny, jejichz dynamika je popsana soustavou rovnic

S = —BSI, (3.28)
I' = BSI—Al, (3.29)
R = Al (3.30)

kde prvni rovnice méa stejny vyznam jako v modelu SI, a druha jako v modelu SIS.
Clen vI v posledni rovnici pak popisuje pFirtistek odebranych jedinctt za jednotku ¢a-
su. Z povahy situace odebrani jedinci tak mohou predstavovat skupinu uzdravenych
osob se ziskanou dozivotni imunitou, popf. zemfelych osob na dané onemocnéni.
Popis pomoci modelu SIR je tak typicky napiiklad pro spalnicky a nestovice. Model
lze vSak vyuzit i na nékteré chripkové epidemie v ramci roku, kdy vyléceny jedinec
ziskavé celozivotn{ imunitu proti danému typu viru. Uskalim tohoto modelu je viak
fakt, ze viry neustale mutuji, proto se chfipkou nakazime béhem zivota opakované.

Analogicky jako u vSech predchozich modeli v modelu SIR predepisujeme smys-
luplné pocatecni podminky, které jsou tvaru

Dalsim opét jiz standardnim postupem prokazeme, ze model SIR mé pro kazdou
pocatecni podminku (3.31) pravé jedno (maximéalni) feseni. Oznacéme

fl(S>I>R):_BSI> f2(S>I>R):BSI_’YI> fg(S,I,R):’}/I,

pak prislusné parcialni derivace podle vSech proménnych maji tvar

ofi ofi ofi
o5 ~ b =% g =l
8f2 . 8f2 . 8f2 o
%_617 W_BS_’% 8R_07
9 _ Ofs _ 9 _
a5 a1 " oR

a jsou tedy spojité, resp. omezené, na libovolné omezené mnoziné v R? (resp. R?).
Mame tedy splnény predpoklady existencnich vét z Kapitoly 1.
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Nésledné ukazeme, zZe jednotlivé slozky feseni modelu SIR jsou kladné (neza-
porné) funkce. Nejprve zminime dvé specidlni feSeni. Z tvaru pravé strany soustavy
rovnic modelu SIR je hned patrné konstantni reseni

S(t)=Sy, I({t)=0, R({t)=N—S,,

které neodpovida smysluplné pocateéni podmince. Dalsi specidlni feseni (opét ne-
odpovidajici uvazované pocateéni podmince) nalezneme, polozime-li S(t) = 0,
pak totiz I'(t) = —~I a pfimou aplikaci metody separace proménnych ziskdme,
ze 1(t) = Ipe "'. Néasledné pak integraci posledni rovnice v modelu SIR a vyuzitim
vztahu S+ Ip + Rg = N ziskdme R(t) = N — Ipe~"". Pouzijeme-li stejné argumenty
jako v predeslych Sekcich 3.1-3.2, tj. nemoznosti dosdhnout konstantnich nulovych
feseni v koneéném case, dojdeme k zavéru, ze musi platit S(¢) > 0 a I(t) > 0, je-li
So > 0 a Iy > 0. Soucasné tim ziskame, ze S(t) je klesajici pro vSechna t. Z posledni
rovnice systému dale dostaneme R'(t) > 0. Jelikoz funkce R(t) je tedy rostouci, plati
R(t) > 0, je-li Ry > 0. Nakonec ze vztahu S(t) + I(t) + R(t) = N plyne omezenost
vsech ti1 slozek Teseni.

Vysetfeni monotonie funkce I(t) je vsak jiz delikatni zalezitost, nebot zavisi
na prubéhu funkce S(t). Nejprve predpokladejme, ze parametry modelu SIR a poéa-
teéni podminky (3.31) nam zaruci, ze Rg > 1, tj. epidemie propukne. V nasledujicim
uvazujme funkei I v zavislosti na hodnotach S, pak lze psat

dI I'tt)y BSI—~I /8-S
ds — Sty  —-pBsSI S8

Snadno nahlédneme, 7ze I(S) nabyva své extrémni (maximalni) hodnoty
pro S = /3, nebot druhd derivace je zdporna, viz

%I

028 BS?
Toto je v souladu s ivahami ze Sekce 1.3. Abychom zjistili hodnotu tohoto maxima

postupujeme nésledné. Jelikoz 9% = LW mizeme psat

s — ()

I't) = (%S - 1) S'(t).

/Ot I'(s)ds = /Ot (%28 - s'(s)) ds

dostaneme po tpraveé

Naslednou integraci

resp.
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Nyni vy¢islime funkei I(t) pro S(t) = %, a ziskame tak ¢islo pfedstavujici maximalni
mnozstvi nakazenych béhem pribéhu celé epidemie, tj.

Imax = % (ln (%) - 1) + SO + Io.

Pro tplnost dopliime, ze v pripadé Ry < 1 epidemie nepropukne, a tak musi platit
Inax = 1.
Nyni se zaméfime na chovani jednotlivych slozek feseni v limitnim pripadé
t — o00. Jelikoz funkce S(t) a R(t) jsou ryze monoténni a omezené pro smysluplné
pocate¢ni podminky (3.31), existuji jejich kone¢né limity
lim S(t) = Seo, tlgono R(t) = R

t—o0

a diky platnosti zachovani konstantni populace také limita

lim /() = N — lim S(t) — lim R(t) = N — S — Reo.
t—00 t—o00

t—o00

Z existence téchto konecnych limit a ze tfeti rovnice modelu SIR pak plyne

lim R'(t) =0, resp. lim I(t)=0
t—00 t—00
a Soo = N — Ry, kde hodnota R, je tzv. rozsah infekce, jez udava celkové mnozstvi
osob, kteri infekci prodélali, tj. jak velkou c¢ast populace jiz infekce zasahla.
Jelikoz analytickd Teseni modelu SIR nejsou znama v explicitnim uzavieném
tvaru, viz prace [6], budeme Tesit tento model numericky. Aplikaci metody (2.4)
prevedeme spojity systém (3.28)—(3.30) na diskrétni tvar

Si+1 = SZ — TﬁSiIi, (332)

se smysluplnou poc¢atecéni podminkou (3.31). Predpokladame-li, ze S; a I; jsou klad-
na, tak k zachovani podminky pozitivity i pro I;11 a S;11 musi platit

1—761;>0 a 1—7y+78S; > 0.

Obé podminky jsou splnény, kdyz casovy krok spliuje (viz [1])

< mi { L1 } (3.35)

7<min{ —, —— 5. .
v BN

Na nasledujicim modelovém prikladé budeme ilustrovat, jak se méni priubéh epi-

demie v zavislosti na hodnotach parametri 5 a . Poc¢ateéni podminky jsou zvoleny
tak, aby zdkladni reprodukéni ¢islo Rg > 1, tj. epidemie propukla.

Priklad 8. UwazZujme model SIR s velikosti populace N = 500 a pocdtecnimi
stavy skupin Iy = 10 a Ry = 0. Hodnota koeficientu Siveni ndkazy je volena
B € {0,015;0,025} den™" a koeficientu rychlosti uzdraveni/idmrtnosti v € {0,3;0,6}

den™. Délka casového kroku v diskrétnim modelu je T = Kls’ tj. 5 min.
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Obrazek 3.14: Prubéh epidemie podle modelu SIR (Piiklad 8), hodnoty parametri
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[ a v shora dolti v jednotlivych obrazcich: 5 = 0,025, v =0,6; = 0,015, v = 0, 6;

B=0,015~v=0,3
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Obrazek 3.15: Fazovy portrét feSeni modelu SIR (Priklad 8)

Na Obrazku 3.14 muzeme sledovat tTi rizné pripady, ilustrujici odlisnosti pri-
béhu epidemie, zméni-li se vzdy jeden z koeficientii 5 a v a druhy ziistane zachovan.
Z obrazku je tak patrné, ze rostouci hodnota koeficientu S zptsobi rychlejsi a vy-
raznéjsi nastup a tak i pribéh celé epidemie, zatimco koeficient v tuto epidemii
zpomaluje, tj. ¢im vyssi je hodnota v, tim mirnéjsi je pribéh celé epidemie. Tato
pozorovani tak koresponduji s vyznamem téchto koeficienti. Pro lepsi nazornost zob-
razujeme také na Obrazku 3.15 fazové portréty téchto reseni v roviné SI, ze kterych
lze snadno identifikovat hodnoty I,,.y, tj. maxima poc¢tu nakazenych jedincu. Ja-
ko posledni modelovy piiklad uvedeme situaci, kdy parametry modelu implikuji
Ro < 1, tj. epidemie nepropukne, viz Obréazek 3.16.

Priklad 9. UvazZujme model SIR s velikosti populace N = 500 a pocdtecnimi stavy
skupin Iy = 100 a Ry = 0. Hodnota koeficientu §ivent ndkazy je = 0,0012 den™"
a koeficientu rychlosti uzdraveni/imrtnosti v = 0,5 den™'. Délka casového kroku

v diskrétnim modelu je T = 251;—8, tj. 5 min.

3.5 Modelovani epidemii z historie

V této sekci si ukazeme konkrétni priklady z historie, a sice morové epidemie v an-
glické vesnici Eyam a indickém mésté Bombaj a chtipkovou epidemii na londynské
chlapecké internatni skole. U vsech tirech prikladi vychazime z realnych dat a vsech-
ny epidemie jsou popsany pomoci modelu SIR, nebof vzhledem k povaze infekci neni
s ohledem na monotonii funkce I(¢) vhodné zvolit modely SI, resp. SIS.
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Obrézek 3.16: Reseni modelu SIR pro Ry < 1 (Piiklad 9)

3.5.1 Propuknuti moru ve vesnici Eyam (1665-1666)

Tento silné altruisticky pribéh se odehrédl ve vesnici Eyam v Anglii v letech 1665-
-1666, jez se uzaviela, kdyz byl mor objeven, aby se zabranilo jeho sifeni do sou-
sednich oblasti. Vesnicané byli tispésni pri kontrole siteni do dalsich vesnic a byl
dochovan na svou dobu pomeérné podrobny zaznam prubéhu epidemie, do jejihoz
konce prezilo pouze 83 z ptivodnich 350 obyvatel.

Celé epidemie méla nékolik (infekénich) vrchola v prubéhu téchto dvou let. V dal-
sim se zamérime pouze na jeji posledni ¢ast datovanou k 18. ¢ervnu 1666, kdy popu-
lace vesnice ¢itala uz jen 261 obyvatel. Detailni matematicky popis celé udalosti 1ze
nalézt v publikaci [17], ze které ¢erpame parametry modelu SIR pro jeji vérohodny
popis. Z dolozenych idaji mizeme sestavit prubéh poctu jedinci v jednotlivych
skupinach, viz Tabulka 3.1, kde je zachovano ptivodni méfeni v intervalech o délce
15% dne.

S odvolanim na studii predpokladame, ze obdobi infekce pro lidsky mor je okolo
11 dni, presnéji inkubac¢ni doba je maximalné 6 dni a délka nemoci je 5% dne. Tedy
hodnota rychlosti, kterou se presouvaji jedinci ze skupiny nakazenych do skupiny
odebranych (zemfelych), je tak priblizné ﬁ Konkrétné budeme volit v = 0,089677
den™!. Déle pro odhad prahové hodnoty vyuzijeme dostupné informace o poctu
prezivsich a také maximalni hodnotu poctu nakazenych jedinci v priabéhu epidemie,
ze kterych dostaneme odhad p = 159. Nakonec ze vztahu (1.6) uréime parametr .
Poznamenejme jesté, ze ptivodni hodnoty parametri 8 a ~ jsou uvedeny na mésicni
bézi (31 dni) v [17] a zde je uvazujeme prepoctené na denni bazi.

Nyni jiz mame dostupné vsechny informace, abychom mohli provést porovnani
deterministického modelu s danymi daty. Pro prehlednost parametry modelu SIR

51



Tabulka 3.1: Populace v jednotlivych skupinach ke koncovym datim prislusnych
period.

rok 1666 t S(t) I(t) R(t)
18. ¢ervna 0,0 254 7 0
3./4. Cervence 15,5 235 14,5 11,5
19. cervence 31,0 201 22 38
3./4. srpna 46,5 153,5 29 78,5
19. srpna 62,0 121 20 120
3./4. zari 77,5 108 8 145
19. zari 93,0 97 8 156
19. fijna 1240 83 0 178

uvadime znovu v prikladé nize.

Priklad 10 (mor ve vesnici Eyam). Uvazujme model SIR s velikosti populace N=261
a pocdtecnim poctem nakaZenych jedinci Iy = 7. Hodnoty koeficientu Sireni ndkazy
a rychlosti dmrti jsou = 5,64 -10"* den™ a v = 0,089677 den'.

Na Obrazku 3.17 muzeme vidét, ze hodnoty urcené na zakladé modelu SIR jsou
ve velmi dobré shodé s pozorovanymi daty. V tomto pripadé tak lze Tici, ze pouzity
deterministicky model vérohodné simuluje propuknuti takovéto nemoci.
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Obrazek 3.17: Predpovédi na zdkladé modelu SIR v porovnani s daty z morové
epidemie ve vesnici Eyam z roku 1666 (¢asovy krok 7 = 1/24)
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3.5.2 Epidemie moru v Bombaji (1905-1906)

Ve druhém pripadé se opét budeme vénovat morové epidemii, tentokrate popiSeme
epidemii z prelomu let 1905 a 1906. Morova epidemie, znamé také pod pojmem dgj-
méjovy mor, byla soucasti celosvétové morové epidemie, ktera vypukla jiz v poloviné
19. stoleti v Ciné a rozsfiila se do celé Asie i Evropy. Vysoka vlhkost zapfi¢inéna
monzuny byla zivnou ptiidou pro hlodavce. Spolu se $patnymi hygienickymi podmin-
kami té doby a prelidnénim tak méla Bombaj dokonalé podminky pro propuknuti
epidemie, ktera trvala jiz od roku 1898 témér dvacet let. Diisledkem tohoto moru
byly tisice mrtvych a dalsi obyvatelé mésto opustili, viz [15].

Ptvodcem dymeéjového moru jsou bakterie, jejichz prenasecem jsou infikované
blechy. Ty se nakazi skrz hlodavce, pro které tato bakterie neni nebezpecna. Mor je
prenosny i z clovéka na ¢lovéka, a to bud pifimym kontaktem s postizenou tkani, nebo
v ptipadé plicni formy kapénkovou infekei. Velkym historickym piinosem byl vyvoj
vakciny proti moru, za kterym stal 1ékar Waldemar Mordecai Haffkine, ktery vyvinul
také vakcinu proti cholete.

Z dostupnych tdaju otisténych v tehdejsich novinach je znamo, ze vétsina obéti,
které onemocnély, zemrela, tj. pocet imrti za den se priblizné rovna pocétu ode-
branych jedinct za stejnou jednotku ¢asu, dR/dt. Poznamenejme opét, ze ptuvodni
data reportovand v [18] jsou uvedena na tydenni bazi (od 17. prosince 1905 do 15.
cervence 1906) a my zde uvazujeme jejich denni prepocty.

Na zakladé vyse uvedeného charakteru prubéhu epidemie lze snadno usuzovat,
ze hodnota parametru v bude velmi blizko hodnoté 1. V tomto ptipadé budeme
konkrétné uvazovat v = 1,067857 den'. Nicméné stanoveni pocateénich podminek
S(0), I(0) a parametru [ jiz neni tak trividlni a musi reflektovat celkovy pocet
obyvatel Bombaje, ¢itajici v daném obdobi okolo 780 tisic obyvatel. Dané hodnoty
parametri modelu SIR bez dikladnéjsitho vysvétleni budou prevzaty z [18], kde je
také uveden detailnéjsi rozbor jejich volby.

Priklad 11 (mor v Bombayji). UvaZujme model SIR s velikosti populace N = 780030
a pocdtecnim poctem nakaZenych jedinci Iy = 5. Hodnoty koeficientu Sireni ndkazy
a rychlosti imrti jsou B =1,44-107% den™ a v = 1,067857 den™ .

Pro porovnéani teoretického priubéhu poctu dennich prirustki (v kategorii odebra-
nych jedinci) s referenénimi daty pouzijeme vztah dR/dt = vI(t). Ziskané vysledky
uvadime na Obrazku 3.18, ze kterého je patrné, ze takto kalibrovany model SIR
relativné dobfe vystihuje pribéh této epidemie.

3.5.3 Epidemie chfipky v anglické internatni skole (1978)

V poslednim pribéhu popiseme vypuknuti a nasledny pribéh epidemie chiipky
v chlapecké internatni skole, jez se udala v severni Anglii v roce 1978 a kterou
zpusobil jeden nakazeny zak. O pripadu ptivodné informovali anonymni autofi v po-
znamce v ¢asopise British Medical Journal 4. brezna 1978.

Chripka je virové onemocnéni prenasené kapénkami vzdusnou cestou, tedy na-
priklad kaslanim, kychanim. Aby se jedinec nakazil, musi virovou ¢astici vdechnout.
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Obrézek 3.18: Teoreticky pribéh poc¢tu dennich timrti na zakladé modelu SIR v po-
rovnani s referenénimi daty z morové epidemie v Bombaji z let 1905-1906 (Casovy
krok 7 =1/24)

Pri nakazeni virem chripky si jedinec buduje imunitu vici viru. V nékterych pripa-
dech trvalou, v nékterych pouze docasnou.

Cela epidemie trvala od 22. ledna do 4. Gnora a onemocnélo pti ni 512 zakt
z celkového poctu 763 zaki. Nebyla zadna imrti a vSichni nakazeni chlapci uzdravili.
Denni poc¢ty nakazenych jedinci jsou uvedeny v Tabulce 3.2.

Tabulka 3.2: Poc¢ty nakazenych chlapci v jednotlivych dnech.

rok 1978 | 21.1. 22.1. 23.1. 24.1. 25.1. 26.1. 27.1. 28.1.
t 0 1 2 3 4 5 6 7
I(t) 1 3 7 25 75 227 296 258
rok 1978 | 29.1. 30.1. 31.1. 1.2. 22. 3.2. 4.2 —
t 8 9 10 11 12 13 14 —
I(t) 236 192 126 71 28 11 7 —

Pro simulaci byly pouzity parametry (modelu SIR) prevzaté z knihy [14], kde je
provedena detailni kalibrace modelu uvadéjici prahovou hodnotu p = 202.

Priklad 12 (chripka ve skole). Uvazujme model SIR s velikosti populace N = 763
a pocdtecnim poctem nakaZenych jedinci Iy = 1. Hodnoty koeficientu Sireni ndkazy
a rychlosti zotavend jsou f=2,18-107% den™ a v = 0,44 den™".

Na Obrazku 3.19 vykreslujeme pocty jedinct v jednotlivych skupinach mode-
lu SIR a v pripadé nakazenych jedinct také uvadime srovnani s dostupnymi daty
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z Tabulky 3.2. V tomto ptipadé opét muzeme tvrdit, Zze hodnoty urcené na zékla-
dé aplikovaného deterministického modelu jsou ve velmi dobré shodé s udavanymi

pocty nakazenych jedinct.
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Obrazek 3.19: Teoretické prubéhy vyvoje chiipkového onemocnéni na anglické skole
na zakladé modelu SIR v porovnani s referenénimi daty poc¢tu nakazenych chlapci

(Casovy krok 7 =1/24)
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Zavér

V této diplomové praci jsme nejprve strucné predstavili epidemiologii a jeji historii,
dale zakladni poznatky z epidemiologie. Nasledné byl uveden matematicky aparat
a s nim zptiisoby Teseni soustav diferencialnich rovnic, které se v epidemiologii vy-
skytuji. Poté jsme se pfesunuli k samotnym epidemiologickym modelim, z nichz
jsme vybrali ty zakladni, které mohou byt v epidemiologii a nasledném statistickém
zpracovani vyuzity. U téchto modelti jsme ukazali i nékteré jejich modifikace. Nejsou
to vSak zdaleka vsechny modely, mezi dalsi patii napiiklad model SIRS, SEIR, SE-
IRS, SLIAR. Vzdy se jedna o mozné modifikace modelu SIR, kdy k jiz zavedenym
skupindm populace (néchylni, infekéni a odebrani) priddvame dalsi kompartmenty,
jako je napftiklad inkubac¢ni doba nemoci, miizeme zde zahrnovat vitalni dynamiku
(tak jak jsme si ukézali u modelu SI), nebo také bereme ohled na vakcinaci. Jednou
ze zajimavosti mimo jiné je, ze tyto epidemiologické modely mohou najit své vyuziti
také v dalsich odvétvich védy a vyzkumu, jako napriklad pfi sledovani siteni ohné,
invaze rostlin do neobsazeného prostoru ¢i dynamiky potravinového retézce.

Na druhou stranu je vhodné zminit, ze epidemiologie a epidemiologické mode-
ly maji sva uskali a omezeni. Snaha epidemiologli je co nejpresnéji vymodelovat
a predikovat pritbéh dané epidemie. Jak jsme si ukézali, toto se déje na zakladée
urc¢itych vstupnich dat. Jak se ale tato data ziskaji? Samoziejmé z jiz probihajici
epidemie. Tedy data se k epidemiologtim dostavaji s urc¢itym zpozdénim, coz muze
vést k nepresnostem v predikcich. Se zpozdénym ziskem dat souvisi i mutace virt.
Ve skutecnosti, kazdy vir neustdle mutuje a vznika tak novy. Tedy nez se zjisti
prubéh nemoci, muze se stat, ze puvodni vir trochu zméni své vlastnosti a chovani.
V tu chvili jiz predikce neni aktualni a presna. Data je tedy nutné neustéle kontro-
lovat, analyzovat a aktualizovat. V neposledni fadé se také muze stat, ze vysledky
budou naprosto, nebo alespon témér presné, ale dojde k chybé v jejich pochopeni
a interpretaci.

Aby tedy byla zachovana co nejvyssi presnost v predikci vyvoje epidemie, je tfeba
neustalého vyzkumu, casté aktualizace dat, eventualné zména modelu v zavislosti
na zmeéneé chovani infekce. To vse se neobejde bez odbornikli ve svém oboru. I pres
tato omezeni, troufam si tici, Ze epidemiologie je pro nas svét jiz neodmyslitelnou
soucasti a neni pochyb o jejim pozitivnim piinosu.
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