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soustav lineárnı́ch rovnic. Hradec Králové, 2023. Diplomová práce na Fakultě informatiky

a managementu Univerzity Hradec Králové. Vedoucı́ bakalářské práce Antonı́n Slabý. 53s.

Tématem této diplomové práce je porovnánı́ možnostı́ využitı́ kancelářského softwaru

MS Excel a programovacı́ho jazyka C# v oblasti řešenı́ soustav lineárnı́ch rovnic za pomoci

numerických metod. Jakožto přı́klady jsou zdě vybrány dvě eliminačnı́ metody, konkrétně

Gaussova a Jordanova, a dvě eliminačnı́ metody, konkrétně Jacobiho a Gauss-Siedelova.

Všechny zmı́něné metody jsou zde ve stručnosti představeny a následně algoritmizovány

a implementovány jak v prostředı́ MS Excel, tak v prostředı́ programovacı́ho jazyka C#.

V obou přı́padech je zvolený postup dopodrobna rozebrán a vysvětlen včetně uvedenı́

důvodu volby konkrétnı́ch kroků. Zmı́něny jsou zde též výhody a nevýhody jednotlivých

typů metod i přı́stupů implementace.
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and two elimination methods, namely Jacobi and Gauss-Siedel, are selected here as exam-

ples. All the mentioned methods are briefly presented here and subsequently algorithmized

and implemented both in the MS Excel environment and in the C# programming language

environment. In both cases, the chosen procedure is analyzed and explained in detail, inclu-

ding the reason for choosing specific steps. The advantages and disadvantages of individual

types of methods and implementation approaches are also mentioned here.
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Úvod

Cı́lem této diplomové práce je seznámit čtenáře s různými možnostmi řešenı́ soustav

lineárnı́ch rovnic za pomoci numerických metod. Vybrané metody budou pro srovnánı́ im-

plementovány jak s pomocı́ softwaru Microsoft Office Excel, tak za pomoci programovacı́ho

jazyka C# za využitı́ frameworku Xamarin Forms. Za účelem usnadnit čtenáři pochopenı́

samotné práce s těmito nástroji zde bude uvedena i samotná algoritmizace problému.

K volbě tohoto tématu mi byl motivacı́ fakt, že výuka numerických metod často probı́há

za pomoci vysoce specializovaných nástrojů, jakými jsou napřı́klad programovacı́ jazyky

Mathematica nebo MatLab. Tyto nástroje jsou pro odbornı́ky v dané oblasti vı́ce než vhodné,

nicméně studenti se ve většině přı́padů s numerickými metodami střetávajı́ spı́še zběžně

a nutnost osvojit si krom samotného matematického principu i znalost speciálnı́ho software

může jejich pochopenı́ daného problému znesnadňovat.

Naproti tomu se nástroje využité v této práci obecně těšı́ většı́ mı́ře porozuměnı́. Zatı́mco

v přı́padě jazyka C# se jedná předevšı́m o obory zaměřené na informatiku, MS Excel je

snadno dostupnou alternativou, se kterou bývajı́ studenti obeznámeni již z nižšı́ch stupňů. Ač

jsou jeho možnosti ve srovnánı́ s programovacı́mi jazyky omezené, nabı́zı́ o mnoho snazšı́

možnosti implementace, pochopitelné i pro osoby pohybujı́cı́ se mimo IT sféru. V rámci

práce se budu snažit o přiblı́ženı́ obou metod takovým způsobem, aby byly pochopitelné

nejen pro vyučujı́cı́, ale přı́padně i pro samotné studenty.

Rozdělenı́ práce odpovı́dá požadavku na prvotnı́ seznámenı́ s teoretickou částı́ problémů,

ve které budou čtenáři seznámeni s pojmem numerických výpočtů jako takovým, s různými

formami využitı́ a vhodnými softwary. Též zde budou čtenáři seznámeni s matematickým

principem jednotlivých metod, jenž by jim měl pomoci porozumět využitému mechanismu,

a chybět nebude ani vysvětlenı́ všech potřebných pojmů.

Praktická část pak představı́ jednotlivé metody řešenı́ soustavy n lineárnı́ch rovnic o n

neznámých, přičemž v přı́padě MS Excel bude n nastaveno na hodnotu čtyři. Pro každou

z použitých metod bude nejprve představena algoritmizace, jež problém rozdělı́ do jednot-

livých kroků, v rámci nichž bude postupně vyřešen. Účelem této algoritmizace je předevšı́m

přiblı́ženı́ logických kroků, kterých bude využito v následné implementaci.

Dále budou čtenáři seznámeni se samotnou implementacı́ jak za pomoci programovacı́ho

jazyka C#, tak kancelářského softwaru MS Excel. Ve druhém přı́padě též přistoupı́m k pár

doporučenı́m ohledně rozloženı́ výpočtů v tabulce a úpravy formátovánı́ za účelem vytvořit

přehledný vizuálnı́ dojem. V důsledku bude využito stejného principu ve dvou různých

prostředı́ch, jejichž výhody a nevýhody budou v závěru shrnuty.

Výsledným cı́lem je ukázat některé možnosti využitı́ numerických metod i za pomoci

méně specializovaných prostředı́, u kterých je navı́c vyššı́ šance, že se v nich studenti již

orientujı́, a může tak odpadnout potřeba seznamovat je s novými, do té doby neznámými

nástroji.
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1 Úvod do problematiky

1.1 Numerické metody

Pro začátek by bylo nejlepšı́ objasnit, co se rozumı́ pojmem numerická matematika. Jedná

se o vědnı́ disciplı́nu, jejı́mž cı́lem je vývoj a analýza metod, které fungujı́ na principu

manipulace s čı́sly. Numerickou metodou pak nazýváme postup, jež se k řešenı́ numerických

úloh využı́vá. V praxi se numerické metody použı́vajı́ za účelem aproximace (přibližného

výpočtu) matematických modelů, které by bylo bud’to nepřiměřeně složité, či dokonce

nemožné řešit analyticky. [1]

Pokud řešı́me matematické problémy, které majı́ svůj původ v reálném světě, docházı́

velmi často k nutnosti popsánı́ zkoumaného fenoménu za pomoci věrohodného modelu, jež

je poté zapotřebı́ správně vyřešit. Zmı́něné modely jsou nezřı́dkakdy velice komplikované,

často popsané pomocı́ algebraických nebo diferenciálnı́ch rovnic. V dnešnı́ době naštěstı́

disponujeme výhodou v podobě výkonných počı́tačů, v jejichž moci je problém vyřešit

v krátkém časovém měřı́tku. [1]

Mezi termı́ny, které je třeba zde vysvětlit, patřı́ také algoritmus numerické metody. Tento

pojem by se dal definovat jako přesný popis kroků, za pomoci kterých se realizuje výpočet

numerické úlohy. Předešlý popis lze vyjádřit také jako
”
posloupnost akcı́, které k přesně

specifikovanému souboru vstupnı́ch dat přiřadı́ přı́slušný soubor dat výstupnı́ch.“ [2]

Za předzpracovánı́, neboli preprocessing, označujeme přı́pravu rozsáhlých kolekcı́

vstupnı́ch dat. Naopak následné zpracovánı́m, neboli postprocessing, představuje nutnost

úpravy výsledných dat takovým způsobem, aby pro uživatele byla čitelná, což mu umožňuje

jejich následné vyhodnocenı́. Výsledky totiž často nabývajı́ značného rozsahu, z čehož pro

člověka plyne problém, který je třeba za pomoci postprocessingu vyřešit. Jakožto přı́klad

můžeme uvést vizualizaci výsledku. [3] [4]

Za korektnı́ úlohy můžeme označit takové úlohy, jejichž řešenı́ je jednoznačné a kom-

pletně závislé na vstupnı́ch datech. Nicméně i korektnı́ úloha může ve výsledcı́ch vykazovat

značné chyby, k čemuž v praxi často docházı́, a to i v přı́padě minimálnı́ změny vstupnı́ch

dat. Tyto úlohy označujeme jako špatně podmı́něné.
”
Jejich řešenı́ je velmi problematické,

v přı́padě, že jejich vstupnı́ data obsahujı́ chyby (např. chyby měřı́cı́ch zařı́zenı́, chyby v za-

okrouhlovánı́ a pod.).“ [2] Pokud nepatrná změna ve vstupnı́ch datech zapřı́činı́ také jen

nepatrnou změnu v řešenı́, znamená to, že je úloha dobře podmı́něná. [5]

Na praktické využitı́ numerického modelu narazı́me napřı́klad v předpovı́dánı́ počası́

po celém světě. Numerický model umožňuje krom předpovědi konkrétnı́ podoby počası́

(slunečno, zataženo, deštivo a pod.) napřı́klad i výpočet předpokládané trasy hurikánu,

dı́ky čemuž je možné včas varovat před jeho ničivými následky. V meteorologii numerické

modely rozlišujeme na globálnı́ a lokálnı́, s tı́m že z lokálnı́ch modelů posléze vycházejı́

i výsledky modelů globálnı́ch. Forma predikce numerického modelu atmosféry je nicméně

simplifikovaná a hrozı́ tudı́ž riziko nepřesnostı́, což je během interpretace dat třeba brát

v potaz. Právě proto se předpověd’ počası́ někdy ukáže jako chybná a nelze na ni tedy úplně

spoléhat. [5]
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Existujı́ již předprogramované programy a balı́čky programů, které lze použı́t pro výpočet

rozličných standardnı́ch úloh. Abychom je však mohli správně využı́t, je zapotřebı́ orientovat

se v numerických metodách, jež plánujeme k našim výpočtům použı́t, nebot’ užı́vánı́ těchto

programů bez patřičných znalostı́ může vést spı́še ke zmatenı́, či přinejmenšı́m k nepřesným

nebo dokonce chybným výpočtům. [6]

1.1.1 Chyby při numerických výpočtech

V přı́padě řešenı́ reálných problémů za pomoci numerických metod dostáváme téměř

vždy pouze přibližné výsledky s jistou mı́rou chybovosti, nebot’ dosaženı́ skutečně

přesných výsledků je velice náročné. Při práci je proto zapotřebı́ se zaměřit na zı́skánı́ co

nejpřesnějšı́ho výsledku a minimalizaci celkové chyby. Zı́skaný výsledek může být vlivem

přı́tomnosti chyb ovlivněný, či dokonce kompletně znehodnocený. [4]

Jako ve všech oborech informatiky nenı́ vhodné brát na lehkou váhu lidské chyby, které

i zde představujı́ nezanedbatelný faktor. Chyby mohou vzniknout vlivem lidské nepozor-

nosti, nedbalosti, přı́padně úplným nebo částečným nepochopenı́ zadaného problému.

Při vytvářenı́ matematického modelu popisujı́cı́ho reálný problém pokaždé docházı́

k jistým idealizacı́m, nebot’ skutečnost je přı́liš složitá, než aby ji dokázal jakýkoliv

matematický model přesně zachytit. Jestliže dojde k výskytu chyb v této idealiazaci modelu,

přı́padně ve vstupnı́ch datech, výstup tı́m bude samozřejmě ovlivněn a řešenı́ idealizovaného

modelu se bude od řešenı́ skutečné podoby problému lišit. Tento rozdı́l nazýváme chybou

matematického modelu. [1]

V důsledku chybně zvolené metody pro danou úlohu docházı́ k takzvané chybě

numerické metody, která se vyznačuje řešenı́m nedosahujı́cı́m přesnosti, jakou bychom

potřebovali. Již během návrhu numerické metody, jejı́ž použitı́ plánujeme, je proto zapotřebı́

provést odhad chyby numerické metody. [1]

Jelikož čı́selné proměnné použı́vané počı́tači disponujı́ jen omezeným počtem čı́slic,

který sice některé typy proměnných s pohyblivou desetinnou čárkou navyšujı́, nicméně se

od tohoto limitu nikdy zcela neoprostı́, vždy máme při práci s počı́tačem k dispozici pouze

přibližné hodnoty daných čı́sel, vzniklé zaokrouhlenı́m přesných hodnot. Jedná se o za-

okrouhlovacı́ chyby, jež vznikajı́ jak při samotném zadávánı́ dat do přı́stroje, tak pro sa-

motných čı́selných výpočtech. [6]

V přı́padě iteračnı́ch metod tedy vzniká s každou iteracı́ určitá nepřesnost, která

v některých přı́padech dokáže výsledek kompletně znehodnotit. Docházı́ k tomu zejména

když pracujeme s velmi malými čı́sly blı́žı́cı́mi se nule, které v určitém momentě počı́tač

zaokrouhlı́ na nulu, což v některých přı́padech úplně znemožnı́ prováděnı́ dalšı́ch iteracı́,

jindy jen způsobı́ návrat chybného výsledku. [3]

1.1.2 Numerické metody ve výuce

par Stejně jako v přı́padě většiny jiné látky náležejı́cı́ k jakémukoliv oboru jsou k dispozici

různé prostředky využitelné během výuky numerických metod. Jako přı́klad může posloužit:

- Standardnı́ prezenčnı́ přednáška či frontálnı́ výuka
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- Webová přednáška s možnostı́ klást dotazy, jež ve většině přı́padů velmi dobře supluje

prezenčnı́ výuku a usnadňuje tak přı́stup k učivu studentům ze vzdálenějšı́ch lokacı́

- Samostudium s pomocı́ webových materiálů či tištěných skript, vhodné pro studenty,

jimž nejvı́ce vyhovuje individuálnı́ tempo a možnost řı́dit si výuku sami

- Webové samostudium kombinované s následnou diskusı́ ve třı́dě, které doplňuje

předešlou formu o možnost prodiskutovat s ostatnı́mi vše potřebné a přı́padně si nechat

poradit, či naopak poradit někomu ze spolužáků.

V poslednı́ch letech bylo provedeno významné množstvı́ výzkumů týkajı́cı́ch se zkva-

litněnı́ výuky napřı́č různými obory, včetně těch, v jejichž rámci se během studia i v praxi

využı́vajı́ numerické metody. Mezi tyto obory patřı́ napřı́klad přı́rodnı́ vědy, informatika,

matematika a strojı́renstvı́.

Výzkumem prošlo mimo jiné i možné uplatněnı́ distančnı́ výuky, mezi jejı́ž jednoznačné

výhody patřı́ schopnost poskytnutı́ různých forem výuky, jež využı́vajı́ rozličné zdroje a stra-

tegie, což jı́ umožňuje pokrýt širšı́ záběr zájmů a potřeb jednotlivých studentů. [1] [4]

Vždy je třeba mı́t na paměti nutnost adaptovat úroveň i složitost výuky stávajı́cı́ mı́ře

znalostı́ a schopnostı́ studentů, a to jak v numerických metodách, tak u všech ostatnı́ch dis-

ciplı́n. Výuka by si předevšı́m měla klást za cı́l přı́pravu na to, aby se dokázali flexibilně

přizpůsobit novým problémům, s nimiž se setkajı́ v profesnı́m životě, namı́sto stále ještě

oblı́beného memorovánı́ dat či pevně zadaných postupů krok za krokem, které jim sice zajistı́

dobré známky, nicméně je v praxi ponechá napospas dosud neznámým problémům, kterým

nebudou schopni čelit. [1]

Abychom zvýšili pravděpodobnost, že si studenti trvale osvojı́ nejen znalosti, ale

také potřebné schopnosti, jež jsou náplnı́ kurzů věnovaných numerické matematice,

je doporučeno zapojit interaktivnı́ výukové moduly. Takto kromě pasivnı́ konzumace

přednášených informacı́ dostanou studenti přı́ležitost vyzkoušet své nové znalosti

na praktických úlohách. Znalosti se tak nejen že prohloubı́, ale též dojde k lepšı́mu rozvoji

schopnostı́ nutných k samostatnému řešenı́ problémů. [7]

Na univerzitách, kde se vyučujı́ obory, které potřebujı́ znalosti z numerických výpočtů,

se obvykle vyučujı́ tradičnı́ témata z této problematiky, jako jsou zdroje chyb a jejich řešenı́,

hledánı́ kořenů nelineárnı́ch rovnic, řešenı́ soustav lineárnı́ch rovnic, aproximace funkcı́, nu-

merické výpočty derivacı́ a integrálů a tak dále. Pro účast na předmětech věnovaných nume-

rickým metodám se předpokládá základnı́ znalost témat lineárnı́ algebry a diferenciálnı́ho

a integrálnı́ho počtu funkcı́ jedné proměnné. [7]

Ačkoliv jsou klasické metody mnohdy dávno překonané a nahrazené efektivnějšı́mi po-

stupy, tak se ve školách stále vyučujı́, nebot’ modernı́ algoritmy bývajı́ často poměrně kom-

plikované a složité pro porozuměnı́. Vždy je ve výuce numerických metod vhodné danou me-

todu napřed zdůvodnit, aby studenti pochopili jejı́ princip, netřeba však usilovat o formálně

dokonalé zdůvodněnı́, nebot’ by to na porozuměnı́ studentů mohlo působit kontraproduk-

tivně. Řešené přı́klady je vhodné volit tak, aby dı́ky nim bylo možné pochopit a následně

i použı́t někdy poněkud špatně srozumitelně řečené formule a postupy. Také je vı́ce než

žádoucı́ dát studentům prostor k samostatnému procvičenı́ přı́kladů, protože to je nejlepšı́
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způsob, jak se danou látku člověk naučı́, a také má skvělou přı́ležitost zjistit, co mu ještě

dělá potı́že, a poté se na to zeptat vyučujı́cı́ho. [7]

Pro někoho může být problémem i to, že nenı́ k dispozici modernı́ česky psaná monogra-

fie numerických metod a pro některé studenty může jazyková bariéra představovat velkou

překážku.

Na univerzitách se studentům většinou dostává pouze seznámenı́ se základnı́ orientacı́

v numerických metodách, ale i přesto by jim to mělo umožnit, aby mohli kvalifikovaně

použı́vat velké množstvı́ programů, což se může hodit v profesnı́m životě.

1.1.3 Nástroje

V poslednı́ch letech došlo dı́ky značnému rozvoji programovánı́ k vývoji velkého

množstvı́ specializovaných softwarů usnadňujı́cı́ch práci ve všemožných oborech lidského

působenı́, mezi něž se řadı́ i matematika. Mezi tyto specializované softwary patřı́ napřı́klad

Mathematica, Maple a Matlab, jež dı́ky jednoduchému programovacı́mu jazyku a celé řadě

předprogramovaných funkcı́ umožňujı́ pracovat se všemi různými druhy matematických

operacı́, mezi něž patřı́ napřı́klad integrovánı́, derivovánı́, algebraické úpravy a pro

tuto diplomovou práci nejdůležitějšı́, řešenı́ úloh numerické matematiky za pomoci

odpovı́dajı́cı́ch metod. [6]

Jako prvnı́ zde uvádı́m program Maple, nebot’ byl vyvinut českou společnostı́ Czech Soft-

ware First s.r.o. a pro nás má tedy tu výhodu, že podporuje českou lokalizaci, dı́ky čemuž

odpadá nepřı́jemný problém jazykové bariéry. Jedná se o počı́tačový software, který se dá

využı́t jak ve výuce matematiky, tak v jejı́ aplikaci napřı́č různými vědnı́mi obory. K jeho

vývoji došlo v devadesátých letech minulého stoletı́ . Program umožňuje provádět nume-

rické i analytické výpočty a podporuje i jejich vizualizaci, dokumentaci a publikaci, k čemuž

poskytuje uživatelsky přı́větivé prostředı́. Ti, jenž by si program chtěli opatřit, majı́ na výběr

hned z několika druhů licencı́, konkrétně se jedná o studentskou, akademickou, profesionálnı́

a vládnı́. Chcete-li si software nejprve vyzkoušet a zjistit, co všechno umı́, výrobce nabı́zı́

zdarma patnáctidennı́ zkušebnı́ verzi, zatı́mco studentům nabı́zı́ dokonce třicetidennı́. [8]

Dalšı́m ze specializovaných programů je MATLAB od firmy MathWorks. Tento

program poskytuje prostředı́ vhodné pro technické i vědecké výpočty, krom vizualizace

podporuje i analýzu dat a vývoj vlastnı́ch algoritmů. Využı́vajı́ jej vědci a inženýři po

celém světě. Podobně jako ostatnı́ nástroje, umožňuje i MATLAB řešenı́ úloh a problémů

z různorodých oborů, mezi nimiž můžeme uvést napřı́klad strojové učenı́ a aplikovanou

matematiku. Součástı́ tohoto prostředı́ je výkonný programovacı́ jazyk, vhodný pro tvorbu

algoritmů i numerické výpočty, a tisı́ce zabudovaných nejen matematických funkcı́. Taktéž

patřı́ mezi komerčnı́ produkt s několika druhy licencı́, nabı́zı́ však i zkušebnı́ verzi na třicet

dnı́. Mezi jeho nevýhody patřı́ absence podpory českého jazyka. [9] [10]

Poslednı́m specializovaným nástrojem, který zde zmı́nı́m, je program Mathematica od

firmy Wolfram Research, vyvı́jený již po třicet let. Jedná se o nejznámějšı́ software k výpočtu

analytických i numerických výpočtů a vizualizaci dat na světě. Dá se k němu velmi snadno

přistupovat na webu a použı́vat ho přı́mo v jakémkoliv webovém prohlı́žeči. K dispozici je
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i desktopová varianta pro každý modernı́ operačnı́ systém. Stejně jako předešlé dva, je i tento

program komerčnı́. Desktopovou verzi je však možné zı́skat za jednorázovou částku, zatı́mco

webovou verzi je bohužel třeba obnovovat každý měsı́c nebo rok v závislosti na volbě

uživatele. Existuje i patnáctidennı́ zkušebnı́ verze, která je zdarma. Obdobně jako MATLAB,

ani Mathematica nenabı́zı́ českou lokalizaci. [11] [12]

Vedle specializovaných prostředı́ se k numerickým výpočtům dajı́ využı́t i jiné nástroje,

mezi něž patřı́ i tabulkový kalkulátor MS Excel. Tento kancelářský nástroj uživateli

umožňuje pracovat s daty seřazenými do tabulkového formátu, a obsahuje celou řadu

dalšı́ch užitečných funkcı́. V základu je Excel součástı́ kancelářského balı́čku Microsoft

Office, v jehož rámci se vedle Wordu a PowerPointu jedná o jeden z nejpoužı́vanějšı́ch

programů. Existuje hned několik časově odlišených verzı́ zmı́něného balı́čku. Úplně

nejnovějšı́m produktem z této řady je MS Office 365, který umožňuje sdı́lené využitı́

napřı́klad pro firemnı́ tým nebo školu, a usnadňuje tak synchronizaci práce. Na druhou

stranu je ale k dispozici pouze časově omezená licence, již je nutné v pravidelných

intervalech obnovovat. [13]

K velkému zlomu, co se podoby uživatelského prostředı́ týče, došlo mezi verzemi 2003

a 2007, kdy právě MS Office 2003 je poslednı́ verze s klasickým vzhledem, který byl

v následujı́cı́ verzi kompletně změněn, at’ již k libosti či nelibosti uživatelů. MS Excel je

kompletně přeložený do českého jazyka, dı́ky čemuž umožňuje pohodlnou práci i našinci.

Předposlednı́ verze produktu je možné zakoupit za jednorázovou částku, ty staršı́ se pak

shánějı́ hůře, bud’to ještě vypálené na instalačnı́ch CD, nebo pochybných webových

stránkách. Pro novějšı́ produkty nabı́zı́ Microsoft třicetidennı́ zkušebnı́ verzi. Excel má však

i svou open source variantu, Libre Office Calc, jejı́ž uživatelské prostředı́ je mnohem bližšı́

klasické verzi Excelu. Vzhledem k tomu, že nejde o software specializovaný na numerické

výpočty, je při tvorbě postupů zapotřebı́ být vynalézavý a vzı́t v úvahu možnosti a omezenı́

nástroje. [14]

Nejuniverzálnějšı́, avšak také nejspı́še nejobtı́žnějšı́ možnostı́, jak přistupovat k tvorbě

algoritmů vhodných pro řešenı́ numerických metod je využitı́ obecného programovacı́ho ja-

zyka. Při volbě tohoto postupu zı́skáme jistou volnost, s nı́ ale i nutnost ošetřit všechny

možné výjimky, abychom tak předešli zacyklenı́ nebo pádu programu při chybovém hlášenı́.

Mezi výhody této volby patřı́ i absence nutnosti vázat se na jediný či úzce vymezený soft-

ware, vývojářských nástrojů je totiž k dispozici celá řada, mezi nimiž se nacházı́ i spousta

nekomerčnı́ch řešenı́. Přı́kladem budiž Visual Studio, známý nástroj, jenž je v základnı́ verzi

Community zcela zdarma.

1.2 Definice pojmů

1.2.1 Matematika

Lineárnı́ rovniceje typ rovnice, v nı́ž se nacházı́ pouze jedna mocnina, a to jen ve své prvnı́

mocnině. S pomocı́ úprav je možné rovnici převést na takzvaný základnı́ tvar, jehož obecný

vzorec je ax + b = 0, přičemž x představuje neznámou a znaky a a b libovolná reálná čı́sla.

Člen ax označujeme jako lineárnı́, zatı́mco člen b jako absolutnı́. [15]
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Soustava lineárnı́ch rovnic je definována jakožto množina m lineárnı́ch rovnic o n

neznámých. Když soustavu vypočı́táme, pro všech n neznámých tak najdeme jejich hod-

notu. Správnost výpočtu se pozná tak, že při dosazenı́ těchto hodnot do původnı́ soustavy bu-

dou všechny obsazené rovnice dávat smysl. Podobně jako u jednoduchých lineárnı́ch rovnic,

i neznámé v soustavě rovnic mohou nabývat různých počtů řešenı́, a to bud’to žádné, jedno je-

diné, nebo nekonečně mnoho. Každý z těchto výsledků podléhá určitým zákonitostem, které

je ze soustavy možno zjistit ještě před samotným výpočtem a ušetřit si tak práci. I tak je ale

otázka nalezenı́ počtu řešenı́ a v přı́padě, že je jen jedno, jeho konkrétnı́ hodnotu, poněkud

složitějšı́ než u rovnice jednoduché. [15]

Soustava lineárnı́ch rovnic se dá obecně vyjádřit v tomto tvaru:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn

Kde xj (j ∈ {1, 2, ..., n}) značı́ neznámé, výrazy aij a bi (i, j ∈ {1, 2, ..., n}) poté libo-

volná reálná čı́sla.

Matice je pojem označujı́cı́ schéma obdélnı́kového či čtvercového tvaru, jenž obsahuje

zpravidla čı́selné hodnoty. Tyto hodnoty indexujeme v závislosti na jejich postavenı́ v matici

typu m × n takto: aij (i ∈ {1, 2, ..., n} a j ∈ {1, 2, ...,m}). Čı́sla m a n označujı́ velikost

matice, přičemž m značı́ počet řádků a n počet sloupců. Pokud je řeč o základnı́ch maticı́ch

soustav lineárnı́ch rovnic, v naprosté většině přı́padů platı́, že m = n. V přı́padě matic

rozšı́řených, tedy obsahujı́cı́ch i absolutnı́ člen, je to n = m + 1. Sloupec absolutnı́ch členů,

neboli pravých stran rovnic, se indexuje bi (i ∈ {1, 2, ..., n}), přičemž se od koeficientů

lineárnı́ch členů odděluje svislou čarou. [15]

Maticové vyjádřenı́ výše popsané soustavy m rovnic o n neznámých by vypadalo takto:

a11 a12 . . . a14 b1
a21 a22 . . . a24 b2
. . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . an4 bn

Ekvivalentnı́ úpravy nazývané též jako řádkové úpravy soustavy rovnic umožňujı́ upra-

vovat soustavu do potřebného tvaru, aniž by změnili jejı́ platnost. Účelem těchto úprav je

dostat soustavu do jiného, často nějakým způsobem zjednodušeného tvaru, z něhož se snáze

zı́skává výsledek. Nejčastějšı́ bývá úprava na tzv. hornı́ trojúhelnı́kový tvar.

Mezi ekvivalentnı́ úpravy patřı́:

1. Prohozenı́ pořadı́ libovolných řádků

2. Vynásobenı́ jedné rovnice jakýmkoliv nenulovým reálným čı́slem k

3. Přičtenı́ k-násobku jedné rovnice soustavy k jiné rovnici soustavy, kde k ̸= 0
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[15]

Hlavnı́ diagonála matice je tvořena všemi členy aij , kde i = j. Takové členy často

zapisujeme jako aii.

Trojúhelnı́kový tvar matice se vyznačuje tı́m, že hodnota všech prvků pod nebo nad

hlavnı́ diagonálou je rovna nule. Konkrétně při numerických výpočtech se často využı́vá

hornı́ trojúhelnı́kový tvar matice, jenž má nulové prvky pod hlavnı́ diagonálou.

Lineárnı́ kombinace n vektorů nebo řádků x1 až xn můžeme definovat jako sumu

libovolných násobků těchto řádků/vektorů. Obecný zápis lineárnı́ kombinace vypadá

následovně: v = k1x1+ k2x2+ ...+ knxn, kde ki (i ∈ {1, 2, ..., n}) je libovolné reálné čı́slo.

Lineárně nezávislé jsou řádky či vektory, z nichž žádný nelze zapsat jako lineárnı́ kom-

binaci těch ostatnı́ch.

Hodnost matice je rovna počtu řádků této matice, jež jsou lineárně nezávislé.

Řı́dı́cı́ prvek řádku je prvnı́ prvek umı́stěný nalevo, jenž má zároveň nenulový koeficient.

Jednotková matice je taková čtvercová matice, která obsahuje samé jedničky na hlavnı́

diagonále, zatı́mco na všech ostatnı́ch pozicı́ch obsahuje nuly.

Redukovaný trojúhelnı́kový tvar tvar matice vycházı́ z hornı́ho trojúhelnı́kového tvaru,

lišı́ se však v tom, že všechny řı́dı́cı́ prvky v matici se rovnajı́ jedné, a zároveň každý sloupce,

v němž se nacházı́ některý z řı́dı́cı́ch prvků, má všechny ostatnı́ prvky nulové.

Absolutnı́ hodnota čı́sla je určena pravidlem, že pokud je výchozı́ čı́slo x většı́ nebo

rovné nule, jeho absolutnı́ hodnota je rovna témuž čı́slu x. Pakliže je ale jeho výchozı́ hodnota

záporná, je jeho absolutnı́ hodnota rovna hodnotě opačné, a sice −x. Bez výjimky se tedy

vždy jedná o čı́slo nezáporné. Absolutnı́ hodnotu čı́sla x značı́me jako |x|. [15]

Determinant je pojem spadajı́cı́ pod lineárnı́ algebru. Jedná se o zobrazenı́, které přiřadı́

každé čtvercové matici A čı́slo, jež označujeme jako |A| nebo detA. Prvnı́ označenı́ se od

absolutnı́ hodnoty lišı́ použitı́m velkého pı́smene, kterým označujeme matici, zatı́mco malým

pı́smenem značı́me obyčejnou čı́selnou neznámou.

Permutace n-prvkové množiny je definována jako uspořádaná n-tice obsahujı́cı́ každý

z prvků původnı́ množiny právě jednou. Jedná se tedy o jisté přeuspořádánı́ množiny.

Počet všech permutacı́ na n-prvkové množině je dán za pomoci vztahu P (n) = n!, kde n!

představuje matematické značenı́ pro n faktoriál, což je struktura definovaná jako součin

všech přirozených čı́sel menšı́ch nebo rovných čı́slu n. [15]

1.2.2 Informatika

Bit představuje základnı́ jednotku kapacity paměti, a to nejen virtuálně, ale i fyzicky. Může

nabývat pouze logických hodnot pravda a nepravda, v binárnı́ soustavě reprezentovaných

jako 1 a0. Fyzicky se jedná o mı́sto, jı́mž bud’to procházı́ proud (1) nebo neprocházı́ (0).

Označován bývá bud’to přı́mo jako bit, či zkráceně pı́smenem b.

Byte představuje základnı́ jednotku užı́vanou při alokaci počı́tačové paměti a udávánı́

objemu počı́tačových dat. Jedná se o jednotku tvořenou osmi bity, což dohromady dává

prostor pro všechna osmiciferná binárnı́ čı́sla. V dekadické soustavě se jedná o hodnoty

0 až 255, tedy celkem 256 čı́sel. Byte je obvykle nejmenšı́ možný objem dat, se kterým
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dokáže počı́tač pracovat, a tudı́ž jej přiřazuje i proměnným typu logické hodnoty, kterým

by z praktického hlediska stačil jeden bit. Aby se odlišil od bitu, označuje se byte velkým

pı́smenem B.

Proměnná je datový objekt, jenž je deklarován v programu a jeho hodnota se za běhu

programu měnit může měnit. Při deklaraci se přiřazuje pouze název a typ proměnné, zatı́mco

definice již přiřazuje blok paměti pro zápis. Do tohoto bloku si v průběhu program zapi-

suje data, s nimiž může posléze pracovat. Jméno proměnné je řetězec obsahujı́cı́ libovolná

pı́smena bez diakritiky, mimo prvnı́ mı́sto řetězce je možné použı́vat i čı́slice a některé

speciálnı́ znaky, jako napřı́klad pomlčku nebo podtržı́tko. Je zvykem názvy proměnných

zapisovat s malým počátečnı́m pı́smenem, čı́mž se odlišujı́ od názvů metod či třı́d. Některé

programovacı́ jazyky název proměnné uvádı́ znakem $ (dolar), jenž nenı́ oddělen mezerou.

[16]

Datový typ představuje třı́du objektu určujı́cı́ druh a rozsah hodnot, kterých může daná

proměnná nabývat, stejně tak i možnosti a omezenı́ jejı́ho využitı́. Každá taková třı́da specifi-

kuje určité vlastnosti, mezi než patřı́ kupřı́kladu velikost a struktura proměnné. Dále obsahuje

předprogramované metody, které lze na konkrétnı́ instanci dané třı́dy aplikovat, a v některých

přı́padech i atributy objektu přisouzené, k nimž lze poté přistupovat zvlášt’. Většina metod,

mezi něž patřı́ i matematické operace, má určeno tzv. přetı́ženı́, což značı́, s jakými datovými

typy dokáže pracovat, jako přı́klad může posloužit pokus od sebe odečı́tat dvě proměnné ob-

sahujı́cı́ řetězec znaků. U operacı́ určených matematickými znaménky namı́sto metod stojı́

za zmı́nku operace plus, která v přı́padě některých jazyků dokáže posloužit i k řetězenı́ tex-

tových proměnných.

Datové typy v základu dělı́me na jednoduché a složené. Složené datové typy jsou, jak již

název napovı́dá, tvořeny skládánı́m jednoduchých typů do různých struktur, mezi něž patřı́

napřı́klad pole. V některých jazycı́ch existujı́ různé varianty polı́, vzájemně se odlišujı́cı́ch

chovánı́m. Dále sem patřı́ složitějšı́ struktury, jakými jsou např. slovnı́ky. Ačkoliv základnı́

datové typy má naprostá většina jazyků společné, někdy se pojmenovánı́ může lišit a je tedy

vhodné při přechodu na jiný jazyk toto názvoslovı́ zkontrolovat.

Nejjednoduššı́ základnı́ datový typ je logická hodnota, obvykle značená bool či

boolean. Jedná se o binárnı́ proměnnou, jež může nabývat pouze dvou různých hodnot,

a to bud’ pravda nebo nepravda. Ačkoliv technicky vzato tato proměnná nabývá pouze

velikosti jednoho bitu, bývá ukládána jako jeden byte, nebot’ počı́tač menšı́ blok paměti

nedokáže přiřadit.

Jednı́m z nejdůležitějšı́ch datových typů je celé čı́slo, nazývané též integer, v základnı́

velikosti 4 byte značené int. Existuje však i mnohem vı́ce variant, jež se dělı́ jednak podle

velikosti (1 byte, 2 byte, 4 byte a 8 byte), a jednak podle toho, zda může čı́selná hodnota

obsahovat znaménko. Proměnná se znaménkem může v oboru přirozených čı́sel dosáhnout

pouze polovičnı́ velikosti oproti stejně veliké proměnné bez znaménka, nebot’ polovina oboru

jejı́ch hodnot ležı́ pod nulou, což v praxi znamená, že na určenı́ znaménka je potřeba právě

jeden bit.

Mezi jedny z nejčastěji použı́vaných patřı́ též datové typy zastupujı́cı́ reálná čı́sla.

Nejznámějšı́mi zástupci jsou typy s pohyblivou desetinnou čárkou, tedy float a double,
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přičemž double může dı́ky dvojnásobné velikosti nabývat mnohem většı́ přesnosti. Dalšı́m

rozšı́řenı́m je typ long double, který přesnost ještě zvyšuje, a typ decimal, který je

dı́ky odlišné konstrukci vhodný pro kalkulace s financemi, nebot’ se snažı́ eliminovat ztráty.

Bez ohledu na velikost má však každý z těchto typů omezenou přesnost a nedokáže tudı́ž

uchovat čı́sla s nekonečným nebo dostatečně velkým desetinným rozvojem.

Krom čı́selných typů existuje i napřı́klad datový typ char, který je specifický tı́m, že

v paměti dokáže uchovat právě jeden znak, a to ve formě čı́selné hodnoty, kterou je daný

znak v počı́tači reprezentován. Datový typ string, představujı́cı́ řetězec znaků, je sice

standardně řazen mezi jednoduché datové typy, avšak z praktického hlediska se jedná o pole

proměnných typu char, a je s nı́m v mnoha přı́padech tudı́ž možné jako s polem pracovat.

Staticky typované programovacı́ jazyky jsou typické tı́m, že vyžadujı́ explicitnı́ uve-

denı́ datového typu deklarované proměnné, přičemž po deklaraci je tento typ programově

neměnitelný. Dı́ky tomuto opatřenı́ je v každém okamžiku běhu programu jasné, jakého da-

tového typu nabývá proměnná, se kterou se zrovna pracuje. Výhodou programů psaných ve

staticky typovaných jazycı́ch je velká bezpečnost. Nelze opomenout i zjednodušenı́ typové

kontroly, kterou nenı́ nutné provádět při každém spuštěnı́ programu, nebot’ se přı́padné ty-

pové chyby ze strany programátora odhalı́ již při kompilaci. Dı́ky tomu je chod programu

efektivnějšı́, v důsledku toho i méně náročný na pamět’ a může tudı́ž běžet rychleji. Stále je

však nutné ošetřit vstupy od uživatele tak, aby se zajistilo, že se program nepokusı́ přiřadit

do proměnné hodnotu špatného typu. Známými staticky typovanými jazyky jsou kupřı́kladu

C, C++, C# nebo Java. [16] [17]

Dynamicky typované programovacı́ jazyky naproti tomu při deklaraci proměnné

nepožadujı́, aby programátor specifikoval datový typ. Ten se nastavuje dynamicky až když je

do proměnné přiřazena hodnota, která se může i během výkonu programu přepsat hodnotou

jiného typu. V takovém přı́padě dokáže jazyk sám rozeznat druh hodnoty a přiřadit podle

toho datový typ, který přepı́še typ původnı́. Při využitı́ dynamické typové kontroly je

zapotřebı́ menšı́ množstvı́ kódu, což umožňuje celkově rychlejšı́ vývoj.

Existujı́ i jazyky, mezi něž patřı́ napřı́klad PHP, dokážou datový typ proměnné i změnit

v přı́padě prováděnı́ operace vyžadujı́cı́ operandy určitého datového typu. K tomu může dojı́t

třeba pokud programátor zadá čı́selnou hodnotu, ale ohraničı́ ji uvozovkami a bude tudı́ž

uložena jako string. Pokud se takovou hodnotu pokusı́ použı́t v matematické operaci, PHP

se automaticky pokusı́ přetypovat na int či float. Nevýhodou dynamicky typovaných

jazyků je obtı́žnějšı́ odhalovánı́ typových chyb, kde je nutné provést kontrolu při každém

spuštěnı́ programu, což program zpomalı́. Dalšı́ nevýhodou může být i horšı́ přehlednost

a vyššı́ obtı́žnost na uhlı́dánı́ vstupů od uživatele. Jakožto přı́klady dynamicky typovaných

jazyků můžeme uvést PHP, Python nebo Javascript. [16] [17]

Index označuje umı́stěnı́ prvku v poli, zpravidla se jedná o nezáporné celé čı́slo. Stan-

dardně čı́m vyššı́ čı́slo, tı́m je prvek v poli umı́stěn dále. Přı́stup programovacı́ch jazyků

k indexovánı́ prvků v poli však nenı́ úplně jednotný. Nejtypičtějšı́ a v praxi nejpoužı́vanějšı́

je indexovánı́ začı́najı́cı́ nulou, které možná odporuje intuitivnı́mu vnı́mánı́ pořadı́, nicméně

v informatice má své opodstatněnı́ – při vynásobenı́ indexu velikostı́ datového typu zjistı́me,
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o kolik je daný prvek posunut v paměti od začátku pole. Tento přı́stup využı́vajı́ jazyky C,

C++, C#, Java, PHP, Python a dalšı́.

Jiné jazyky, mezi něž patřı́ napřı́klad BASIC, se naopak držı́ toho, jak běžný člověk vnı́má

pořadı́, a činı́ tak práci s poli vı́ce intuitivnı́ a také bližšı́ matematickému značenı́. Existujı́

i jazyky, v nichž si může programátor nastavit hornı́ i dolnı́ mez pole individuálně. Mezi ně

se řadı́ např. Visual Basic nebo Pascal. V přı́padě pole nazvaného pole k prvku uloženému

na indexu i zpravidla přistoupı́me s pomocı́ zápisu pole[i].

Takzvaná asociativnı́ pole, podporovaná napřı́klad jazykem PHP, umožňujı́ mı́sto

čı́selného indexu zadat řetězec znaků, který pak použı́váme, pokud se na nějaký prvek pole

chceme odvolat. V C# existuje struktura slovnı́k, která funguje na podobném principu. [16]

Pole je jednı́m ze základnı́ch prvků vyššı́ch programovacı́ch jazyků. Tato datová struk-

tura sdružuje určitý, vždy konečný počet prvků, do jedné složené proměnné. Ekvivalentem

pole je v matematice konečná množina. V některých programovacı́ch jazycı́ch, jako např. C#

nebo Java, je počet prvků v poli pevně zadaný při deklaraci a dále už ho nenı́ možné měnit.

Naopak třeba v PHP nebo Pythonu je velikost pole proměnlivá, a je tudı́ž možné přidávat

nové prvky či mazat ty staré. V takovém přı́padě dokáže pole posloužit jako fronta nebo

zásobnı́k. C# definuje datovou strukturu odpovı́dajı́cı́ této koncepci pole, nazývá se zde však

List a spadá pod struktury typu Kolekce.

Ve staticky typovaných jazycı́ch je poli při deklaraci přiřazen i datový typ, jenž je poté

jediným typem, jakého mohou hodnoty v poli nabývat. V přı́padě dynamicky typovaných

jazyků je zpravidla možné, aby pole obsahovalo vı́ce různých datových typů najednou, a to

včetně dalšı́ch proměnných typu pole. Pole je takto možné vı́ceúrovňově vnořovat, čı́mž

vznikajı́ tzv. vı́cerozměrná pole. K jednotlivým prvkům pole se přistupuje pomocı́ indexu.

[16]

Vı́cerozměrná pole fungujı́ na podobném principu, jako pole jednorozměrná, avšak se

lišı́ jejich uspořádánı́. Zatı́mco jednorozměrné pole si lze představit jako jediný řádek hodnot,

čili jsou uspořádány pouze v rámci jediného rozměru a jejich index značı́ pouze polohu

v jediném směru, vı́cerozměrná pole pro indexovánı́ a tudı́ž i uspořádánı́ prvků využı́vajı́ vı́ce

rozměrů. Poloha prvků v každém z n směrů se pomocı́ indexu zapisuje do uspořádané n-tice,

jako např. [2, 0, 8] – v tomto přı́padě se jedná o uspořádanou trojici a tedy i trojrozměrné

pole.

V této diplomové práci se bude pracovat předevšı́m s dvourozměrnými poli, které lze

matematicky reprezentovat za pomocı́ matice, a je možné si ho představit i jako tabulku.

Ne každý programovacı́ jazyk má zabudovanou přı́mou podporu vı́cerozměrných polı́, tzn.

možnost pole jako vı́cerozměrné přı́mo deklarovat. Přı́kladem takového jazyka je PHP, které

vı́cerozměrná pole vytvářı́ s využitı́m vnořovánı́, čili tzv. pole polı́.

V praxi to funguje tak, že se deklaruje jednorozměrné pole, představujı́cı́ řádek, do něhož

se poté přı́mo vkládajı́ dalšı́ pole jako jeho prvky, které by v tomto přı́padě představovaly

sloupce. Takto lze postupovat i na vı́ce úrovnı́ch. S pomocı́ této struktury lze dosáhnout

obdobných výsledků, avšak je zapotřebı́ mı́t na paměti, že funguje trochu odlišně a tudı́ž je

nutné tomu přizpůsobit kód. Souřadnice v poli polı́ se nezapisujı́ za pomoci uspořádaných
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n-tic, ale zapisuje se každá zvlášt’, ohraničená hranatými závorkami, takto: [2] [0] [8], kde se

pořadı́ jednotlivých indexů odvı́jı́ od toho, jak jsou do sebe pole zanořená. [16]

Podmı́nky Podmı́nky známé též pod českým názvem větvenı́, přı́padně podmı́něný

přı́kaz, se řadı́ mezi základnı́ řı́dı́cı́ struktury programu. Představujı́ prostředek, jı́mž se

v programovacı́m jazyce zajišt’uje možnost, aby se program choval jinak v závislosti

na tom, zda je či nenı́ splněna určitá podmı́nka. Tuto podmı́nku program nejprve vyhodnotı́

jako pravdivou nebo nepravdivou, následkem čehož bud’ provede přı́kaz či sérii přı́kazů

závislých na daném závěru, nebo neprovede nic a program pokračuje dál.

Podmı́nka samotná se v naprosté většině programů značı́ pomocı́ klı́čového slova if

(česky když). Je-li podmı́nka splněna, provede se blok kódu přiřazený tomuto přı́kazu. Po-

kud chceme při nesplněnı́ podmı́nky vykonat jiný blok kódu, je možné doplnit na konec

přı́kaz else (česky jinak), jemuž tento alternativnı́ blok přiřadı́me. Oba tyto bloky kódu se

ve většině programovacı́ch jazyků uzavı́rajı́ do složených závorek, aby byly jasně ohraničeny.

Pokud blok obsahuje pouze jediný řádek, závorky se použı́t nemusı́. Výjimku tvořı́ např. Py-

thon, jehož syntax je založena na bı́lých znacı́ch a každý řádek bloku přı́slušného podmı́nce

se opatřı́ jednı́m odsazenı́m navı́c oproti řádku s podmı́nkou. [16]

Cykly jsou po boku podmı́nek jedněmi ze základnı́ch řı́dı́cı́ch struktur programu. Využitı́

najdou zejména tehdy, je-li zapotřebı́ provádět určitý set přı́kazů opakovaně, at’ už je počet

opakovánı́ stanovený pevně a cyklus pouze ušetřı́ zbytečné opisovánı́ téhož kódu, nebo je

počet opakovánı́ závislý na proměnné, jejı́ž hodnota se určuje za běhu programu, a je tudı́ž

nutné ji nastavit dynamicky, čehož by s pevně zapsaným kódem nebylo možné dosáhnout.

Pokud je ukončenı́ opakovánı́ cyklu závislé na splněnı́ určité podmı́nky, jedná se o while

cyklus, zatı́mco pokud je počet opakovánı́ stanoven přı́mo v deklaraci cyklu, jedná se o for

cyklus. Existuje však i zvláštnı́ přı́pad, jı́mž je cyklus foreach, jenž je specifický tı́m, že za-

dané přı́kazy provede zvlášt’ pro každý prvek zadaného jednorozměrného pole. V některých

přı́padech může cyklus foreach usnadnit práci, nicméně je třeba se mı́t na pozoru, nebot’ jeho

zvláštnost tkvı́ v tom, že na rozdı́l od ostatnı́ch cyklů, které pracujı́ s proměnnými samotnými,

foreach pracuje pouze s kopiı́ daného pole a neumožňuje tak jeho prvky přepisovat. Tento

cyklus je vhodný pro výpis prvků či provedenı́ operace s nimi, která samotné pole neměnı́.

Chceme-li prováděnı́ jakéhokoliv cyklu předčasně ukončit, můžeme použı́t přı́kaz break.

[18]

Přı́kaz return představuje klı́čové slovo využı́vané k návratu z metody, v nı́ž bylo spe-

cifikováno. Nenı́ tedy překvapenı́m, že jeho český název je návrat. Tento přı́kaz lze využı́t

k jednoduchému návratu z metody na konci provedenı́ veškerého kódu v nı́ obsaženého.

Taktéž ale může return vracet konkrétnı́ hodnotu, kterou měla metoda zı́skat či vypočı́tat,

zpět do mı́sta, odkud byla zavolána. Ve staticky typovaných jazycı́ch je potřeba u každé me-

tody typ návratové hodnoty specifikovat předem, zatı́mco v přı́padě dynamicky typovaných

jazyků může přı́kaz vrátit hodnotu jakéhokoliv typu.
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1.2.3 MS Excel

Sešit je v MS Excel 2003 celý dokument, který má uživatel po otevřenı́ či vytvořenı́ xls.

souboru k dispozici. Standardně se skládá ze třı́ listů, tedy jednotlivých tabulek, které je

posléze možno dle libosti přidávat či odebı́rat. Tuto tabulku tvořı́ buňky.

Buňky jsou základnı́ jednotky tabulky, představujı́ jednotlivá polı́čka tabulek a jsou

určeny pomocı́ sloupců, značených velkými pı́smeny, a řádků, jež jsou pro změnu

řazeny čı́sly. Spojenı́m pı́smene sloupce a čı́sla řádku poté zı́skáme označenı́ jednotlivé

buňky a můžeme se na ni jeho prostřednictvı́m odvolávat ve vzorcı́ch užitých v jiných

buňkách. Hodnota v buňce může být mnoha různých typů, mezi nejčastějšı́ patřı́ text,

čı́slo, datum, čas a procento. Může obsahovat ale též složitějšı́ konstrukce jako jsou vzorce

a přeprogramované funkce, z nichž některé umı́ pracovat s celou oblastı́ buněk naráz.

Jednotlivé buňky též můžeme naformátovat dle svých preferencı́. [14]

Vzorec vždy zahajujeme v prázdné buňce znaménkem =, které dá Excelu vědět, že

řetězec, který se chystáme zadat, je vzorec, a má s nı́m podle toho pracovat. Krom manuálně

napsaných vzorců, které si můžeme sestavit za pomoci závorek a základnı́ch matematických

operandů, existuje i celá škála přeprogramovaných funkcı́, mezi něž patřı́ nejen matematické,

ale též napřı́klad statistické, finančnı́, textové nebo logické. Mezi často použı́vané funkce lo-

gického typu patřı́ předevšı́m KDYŽ, A a NEBO, které byly hojně využity i v rámci této

práce. Pokud v průběhu zadávánı́ vzorce došlo k chybě, vyskočı́ varovné okénko navrhujı́cı́

úpravu vzorce, přı́padně pokud nenı́ vzorec syntakticky špatně, v buňce se objevı́ chybové

hlášenı́, či úplně jiný výsledek, než jakého chtěl uživatel docı́lit. Chyba může ale nastat také

při zadánı́ neplatných či neočekávaných dat do některé z buněk, na něž vzorec odkazuje. Ty-

pickým přı́kladem takové situace je dělenı́ nulou či textový řetězec vložený do buňky určené

pro matematické operace. [14] [19]

Formát či celé vyznačené oblasti buněk se týká předevšı́m vzhledových úprav, které

nemajı́ na funkci vliv a majı́ sloužit pouze k lepšı́ přehlednosti. Patřı́ sem barva a styl

pı́sma, barva pozadı́ buňky, barva, styl a tloušt’ka rámečku, a podobně. Také se sem ale řadı́

volba typu hodnoty v buňce zadané. Nejčastěji formát upravujeme ručně, nicméně existujı́

i funkce umožňujı́cı́ formátovánı́ automatizovat za pomoci schématu předpřipraveného v sa-

motném Excelu. Těchto schémat bývá na výběr vı́ce a je možné přidat vlastnı́. Zajı́mavou

funkcı́ je tzv. podmı́něné formátovánı́, které umožňuje automatickou změnu formátu buňky

v závislosti na jejı́m obsahu, či na splněnı́ zadané podmı́nky, která může dosahovat již

značné komplexnosti. Za pomoci podmı́něného formátovánı́ si můžeme v mnohém usnadnit

práci s proměnlivými daty, nebot’ nám pomůže je lépe vizualizovat a tudı́ž snáze hledat co

potřebujeme, či určovat konkrétnı́ stavy, aniž bychom museli pokaždé kontrolovat hodnoty

sami. [14]

Automatické vyplňovánı́ sloužı́ ke kopı́rovánı́ obsahu jedné buňky či oblasti buněk

(nejčastěji části řádku či sloupce) do většı́ oblasti. Pro kopı́rovánı́ je nejprve zapotřebı́

zvolenou buňku či oblast označit myšı́, následně se v pravém dolnı́m rohu objevı́ malý

čtvereček, jehož přidrženı́m a potaženı́m přes zamýšlenou oblast tuto oblast vyplnı́me

hodnotami. Tı́mto způsobem je možné vyplnit buňky jak opakujı́cı́ se posloupnostı́, tak
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i dokončit posloupnost započatou. Tuto funkci podporujı́ jen některé typy hodnot, jako

napřı́klad čı́slo, datum a čas.

Doplňovánı́ je nastavené na aritmetickou posloupnost, pro niž stačı́ zapsat prvnı́ dvě hod-

noty, dı́ky nimž zı́ská program informaci o rozdı́lu, který má být mezi dvěmi sousednı́mi

buňkami. Tyto buňky se označı́ a vyplnı́ směrem, kterým chceme, aby se posloupnost ubı́rala.

Tento postup však na jiný typ posloupnosti aplikovat nelze, nebot’ i při zadánı́ třı́ a vı́ce po

sobě jdoucı́ch hodnot postupuje algoritmus tak, že dojde k průměrnému rozdı́lu, který poté ke

každá dalšı́ hodnotě přičı́tá. Pokud chceme vyplnit pole opakujı́cı́ se posloupnostı́, je třeba

dané buňky nejprve převést na typ text, nebot’ na ten se snaha o aritmetickou posloupnost

nevztahuje.

V přı́padě kopı́rovánı́ vzorců je třeba mı́t na paměti, že se při automatickém vyplňovánı́

implicitně měnı́ hodnota buňky, na kterou vzorec odkazuje, a to přesně o tolik, o kolik je

nová buňka posunuta oproti té původnı́, horizontálně i vertikálně. Čili buňka A, v nı́ž je

odkaz na buňku C4, se při posunutı́ do buňky B2, odkaz změnı́ na D5. Chceme-li odkaz

zachovat v takové podobě, v jaké je, přı́padně zachovat jen sloupec nebo jen řádek, je třeba

před čı́slo řádku / pı́smeno sloupce doplnit znak dolaru - $. Chceme-li měnit jen sloupec, ale

řádek zachovat, bude zápis vypadat následovně: B$2. Pro opačný přı́pad to bude $B2.
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2 Metody řešenı́ soustavy lineárnı́ch rovnic

Základnı́ metody pro práci s vı́ce rovnicemi o vı́ce neznámých, které zmiňuji nı́že, se vyučujı́

již na střednı́ škole, kde se nicméně jedná předevšı́m o soustavy dvou, nanejvýš třı́ rovnic,

a výpočet tudı́ž nenı́ tak obtı́žný. Pro složitějšı́ přı́pady s vyššı́m počtem rovnic, s nimiž se

často setkáváme v praxi či na vysoké škole, umožňujı́ numerické metody řešenı́ mnohem ele-

gantnějšı́ a přehlednějšı́. Nelze si však nepovšimnout, že jak analytické tak iteračnı́ metody

v mnohém vycházejı́ ze stejného principu jako tyto středoškolské.

Dosazovacı́ metoda funguje na principu vyjádřenı́ jedné neznámé z jedné rovnice, načež

se za danou proměnnou provede substituce zı́skaným výrazem v ostatnı́ch rovnicı́ch, čı́mž

se počet rovnic o jednu redukuje. Stejným způsobem je zapotřebı́ postupovat i nadále, do-

kud postupně nedojde k eliminaci všech neznámých krom jedné poslednı́, vyjádřené jednou

zbývajı́cı́ rovnicı́. Odsud již nenı́ těžké neznámou vypočı́tat a poté zpětně dopočı́távat zbylé

proměnné z rovnic, které jsme zı́skali v předchozı́ch krocı́ch. podobného principu zpětného

výpočtu využı́vá i gaussova eliminačnı́ metoda.

Abychom se při výpočtu vyhnuli zbytečně složitým kalkulacı́m se zlomky, je vhodné

zvolit proměnnou, kterou bude možné vyjádřit co nejjednodušeji, ideálně s koeficientem

jedna či minus jedna, zı́skaný výraz tak bude přehlednějšı́ a snáze se nám s nı́m bude počı́tat.

V přı́padě jiného typu rovnic než jsou lineárnı́ je pak lepšı́ se vyvarovat předevšı́m moc-

ninám a odmocninám, přı́padně dalšı́m operacı́m, které by nám dalšı́ postup komplikovaly.

Nevýhodou této metody je, že se mnohdy ani při veškeré snaze komplikovaným výrazům

předevšı́m v přı́padě vyššı́ho počtu rovnic nevyhneme. [15]

Srovnávacı́ metoda se v jistém ohledu podobá metodě dosazovacı́. Rozdı́l tkvı́ v tom,

že se jedna neznámá vyjádřı́ z ostatnı́ch rovnic, a zı́skané výrazy se mezi sebou následně po-

rovnávajı́. Tento postup je vhodný předevšı́m pro soustavy dvou rovnic o dvou neznámých,

nebot’ se při vyššı́m počtu postup nepřiměřeně komplikuje, nebot’ je zapotřebı́ zvolit správný

klı́č porovnávánı́, a celý postup pakovat tolikrát, kolikrát je zapotřebı́, než bude zı́skána je-

diná zbylá proměnná. Jejı́ princip se však vzdáleně podobá metodám iteračnı́m, kde se však

z každé rovnice vyjádřı́ jiná proměnná.

Sčı́tacı́ metoda základem eliminačnı́ch metod, z nichž bude v této práci představena

Gaussova a Jordanova. Princip, který majı́ zmı́něné postupy společné, tkvı́ v řádkových ne-

boli ekvivalentnı́ch úpravách. V obou přı́padech se při výpočtu zaměřujeme na eliminaci

jedné proměnné ze zbylých rovnic tak, že pro zvolenou rovnici najdeme vhodný k-násobek,

který odečteme od l-násobku druhé rovnice. Tyto dva koeficienty mohou být pro každou

dvojici jiné. Rozdı́l tkvı́ předevšı́m v tom, že zatı́mco eliminačnı́ metody implementujı́ pevně

daný postup, měnı́cı́ pořadı́ řádku pouze při nesplněnı́ podmı́nky, že nesmı́ na kritické po-

zici obsahovat nulový koeficient, sčı́tacı́ metoda umožňuje ve volbě řádku, jejž budeme

od ostatnı́ch odčı́tat, relativnı́ volnost, a s tı́m i volbu jednoduššı́ch výpočtů. Pokud však

počı́táme se soustavou vı́ce rovnic, může být zápis trochu chaotický a člověk se v něm snáze

ztratı́. [15]
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2.1 Výpočet determinantu

Všechny zde využité metody závisı́ na výpočtu determinantu, jehož hodnota určı́, zda je za-

daná matice lineárně nezávislá a má tedy smysl na nı́ provádět jakékoliv výpočty. Zatı́mco

v MC Excel existuje pro výpočet determinantu vestavěná funkce, v prostředı́ jazyka C#

musı́me napsat vlastnı́ kód. Bude tedy vhodné si výpočet determinantu vysvětlit nejprve

z matematického hlediska, než přejdeme k jeho praktické implementaci.

Matematika nám definuje exaktnı́ postup pro matice velikosti 1, 2 a 3. Pro matici veli-

kosti 1 je to velmi jednoduché – jejı́ jediný prvek je rovněž determinantem. V přı́padě matice

velikosti 2 zı́skáme determinant použitı́m jednoduchého vzorce: a11 · a22 − a12 · a21. Na ma-

tici velikosti tři je již zapotřebı́ aplikovat Sarrusovo pravidlo, jehož matematické vyjádřenı́

je již poněkud složité, nicméně stále snadno algoritmizovatelné. My však budeme praco-

vat s obecnou maticı́, a potřebujeme tedy kód, který dokáže spočı́tat determinant matice

nezávisle na jejı́ velikosti.

K tomu nám nejlépe posloužı́ tzv. Laplaceův rozvoj. Jedná se o metodu v praxi velmi

dobře reprezentujı́cı́ tzv. rekurzivnı́ algoritmus. Rekurzivnı́ funkce je definována tak,

že v určitém momentě volá sebe sama. Laplaceův rozvoj lze provést bud’ podle řádku

nebo podle sloupce. V tomto přı́padě bude využit rozvoj podle řádku. Nejprve je třeba

si zvolit řádek, podle nějž budeme rozvı́jet. Při manuálnı́m výpočtu je výhodné vybrat

řádek s nejvyššı́m počtem nulových prvků, nebot’ nám to velmi zjednodušı́ práci. Při

automatizovaném výpočtu na volbě řádku nezáležı́, nebot’ veškeré výpočty za nás provede

počı́tač. Zde bude využit rozvoj podle prvnı́ho řádku. [20]

Laplaceův rozvoj je reprezentován pomocı́ následujı́cı́ho vzorce:

detA =
n∑

j=1

aij · (−1)i+j · subdetAij

Zatı́mco index i je pevně stanovený, v našem přı́padě na hodnotě 1, index j se v průběhu

součtu bude měnit. V praxi to znamená, že pro každý prvek prvnı́ho řádku se k výsledku

přičte součin onoho prvku aij , −1 umocněné na součet hodnot obou indexů, a subdeter-

minantu matice A podle prvku aij . Subdeterminant podle prvku aij je roven determinantu

matice vzniklé tak, že se z matice A vymaže řádek i sloupec, v němž je obsažen prvek aij .

V tomto mı́stě algoritmu tedy odkazujeme na provedenı́ téhož výpočtu, jen pro matici s ve-

likostı́ o jednu menšı́ než původnı́.

2.1.1 Implementace v C#

Jelikož ověřenı́ hodnoty determinantu je nutné pro všechny metody, jimiž se tato práce

zabývá, bude nejvhodnějšı́ si implementaci jeho výpočtu popsat zde, ještě než se budeme

věnovat metodám samotným. Tato sekce bude též sloužit k seznámenı́ se základnı́ konstrukcı́

jazyka C#, alespoň v rámci nástrojů využitých v kódu. Ačkoliv aplikace (viz přı́lohy) vyvi-

nutá pro tuto diplomovou práci je vytvořena ve frameworku Xamarin forms, umožňujı́cı́m

tvorbu aplikace s grafickým rozhranı́m pro Windows, Android i iOS, budou zde uvedeny

pouze ukázky z kódu mnou vytvořené třı́dy Matice, včetně metod na této třı́dě.
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Struktura této třı́dy je velmi jednoduchá a intuitivně navazuje na matematický model.

Stejně tak, jako je matice rozdělena na levou stranu představujı́cı́ koeficienty proměnných

v jednotlivých rovnicı́ch a pravou stranu tvořenou sloupcem absolutnı́ch členů, je i třı́da

Matice tvořena dvěma objekty představujı́cı́mi softwarovou alternativu ke zmı́něným mate-

matickým strukturám. Matice na levé straně je zde reprezentována strukturou typu dvou-

rozměrné pole, jež je v C# podporováno přı́mo, a sloupec levých stran je pouze jedno-

rozměrné pole. Obě struktury se skládajı́ z jednoduchých proměnných datového typu float.

Jelikož se jedná se o staticky typovaný jazyk, je nutné typ proměnné vždy deklarovat předem.

public float[,] nezname { get; set; }

public float[] konstanty { get; set; }

Zatı́mco zápis jednorozměrného pole je zřejmý, tedy nazev[index], v přı́padě matice

je zapotřebı́ specifikovat, která z hodnot odkazuje na čı́slo řádku a která na čı́slo sloupce.

Máme-li zápis nazev[index1, index2], fakticky nenı́ pevně stanoveno, který index považovat

za řádkový, nebot’ jsou oba rozměry totožné. Zde si jako index řádku stanovı́me ten prvnı́.

Stejně jako většina programovacı́ch jazyků indexuje C# od nuly, tudı́ž bude index vždy

o jednu menšı́ než skutečné pořadı́ prvku v matici.

Jelikož aplikace umožňuje uživateli zvolit velikost matice, je krom základnı́ch dvou ob-

jektů nutné definovat metodu, která je oba vytvořı́ a přiřadı́ jim uživatelem zadané čı́slo.

V C# je totiž vždy nutné uvádět rozměry polı́ předem a tyto rozměry poté již nejde měnit.

Nelze proto nastavit výchozı́ velikost již při definici proměnných. Funkce bude typu void,

což znamená, že nevracı́ žádnou hodnotu, nebot’ jejı́m jediným úkolem je definovat již exis-

tujı́cı́ struktury v rámci instance třı́dy Matice. Vstupem bude hodnota typu celé čı́slo, která

funkci předává zvolenou velikost soustavy.

public void Vytvor(int n)

{

nezname = new float[n, n];

konstanty = new float[n];

}

Na řadě je již samotný výpočet determinantu podle výše popsaného Laplaceova rozvoje.

Jak již bylo zmı́něno, bude se jednat o rekurzivnı́ funkci, což znamená, že bude v určitém

momentě volat sama sebe. Funkce je typu float, což znamená, že vracı́ hodnotu typu de-

setinného čı́sla. Vstupem je dvourozměrné pole typu float, tedy matice soustavy. Jelikož

rekurze volajı́cı́ funkci determinant pro matici o jednu menšı́ se musı́ v určitém kroku zasta-

vit a vrátit nějakou hodnotu, byla pro toto nastavena podmı́nka, že pokud se velikost matice

rovná dvěma, funkce vypočı́tá determinant podle vzorce zmı́něného v předešlé kapitole a tuto

hodnotu vrátı́.

Na začátku tedy funkce zjišt’uje velikost jednoho z rozměrů pole. Jelikož je matice vždy

typu nxn, nenı́ třeba zjišt’ovat oba rozměry, nebot’ jsou v každém přı́padě stejné. Dále se ověřı́

podmı́nka z předešlého odstavce, která v přı́padě splněnı́ provede výpočet a vrátı́ hodnotu.

V opačném přı́padě nastává využitı́ Laplaceova rozvoje. Suma se zde implementuje ve formě

cyklu, který pro každý prvek řádku nejprve zkontroluje, zda je nulový, a pokud ano, jeden

krok cyklu přeskočı́. Jinak přičte k proměnné determinant hodnotu podle vzorce. Namı́sto
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umocňovánı́ -1 se zde použije podmı́nka, která pro sudý součet koeficientů hodnotu přičte,

a pro lichý odečte. Tento postup je s umocňovánı́m -1 ekvivalentnı́, nebot’ -1 umocněná sudou

hodnotou je 1, zatı́mco při umocněnı́ lichou hodnotou -1.

public float DET(float[,] a)

{

int n = a.GetLength(0);

if (n == 2)

return a[0, 0] * a[1, 1] - a[0, 1] * a[1, 0];

else

{

float det = 0;

for (int i = 0; i < n; i++)

{

if (a[0, i] == 0)

continue;

if(i

det += a[0, i] * DET(SubMatice(i, a));

else

det -= a[0, i] * DET(SubMatice(i, a));

}

return det;

}

}

Předešlá funkce využı́vá strukturu submatice, kterou kód implicitně nemá k dispozici

a je tudı́ž nutné vytvořit zvláštnı́ funkci, která ji vytvořı́. Jelikož vracı́ samotnou submatici,

funkce vracı́ dvourozměrné pole typu float. Vstupem je původnı́ matice, a hodnota typu celé

čı́slo, představujı́cı́ index j. Index i jako vstup nenı́ zapotřebı́, jelikož se v průběhu výpočtu

neměnı́. Funkce vytvořı́ nové dvourozměrné pole, s velikostı́ o jednu menšı́ než pole původnı́.

Poté za pomoc dvou cyklů do pole postupně kopı́ruje hodnoty, z pole původnı́ho počı́naje

druhým řádkem, přičemž vždy ověřuje podmı́nku, že se index daného prvku nerovná j.

private float[,] SubMatice(int y, float[,] a)

{

int n = a.GetLength(0);

float[,] sub = new float[n - 1, n - 1];

int indexX = 0;

for (int i = 1; i < n; i++)

{

int indexY = 0;

for (int j = 0; j < n; j++)

if (j != y)

sub[indexX, indexY++] = a[i, j];

indexX++;
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}

return sub;

}

V rámci aplikace je ověřenı́ hodnoty determinantu provedeno dřı́ve než krok umožňujı́cı́

uživateli zvolit metodu výpočtu a přı́padně požadovanou přesnost výsledku. Tudı́ž pokud je

determinant nulový, k následujı́cı́mu kroku aplikace uživatele nepustı́. Namı́sto toho zobrazı́

zprávu, jež nás informuje, že matice nenı́ regulárnı́.

2.2 Eliminačnı́ metody obecně

Eliminačnı́ metody se řadı́ mezi tzv. přı́mé metody řešenı́ soustav lineárnı́ch rovnic. Přı́má

metoda je definována jako metoda obsahujı́cı́ algoritmus přesného řešenı́, z čehož vyplývá,

že v přı́padě provedenı́ výpočtů bez zaokrouhlovánı́ dojdeme k přesnému výsledku. Eli-

minačnı́mi metodami, které si zde ukážeme, jsou Gaussova eliminačnı́ metoda a Jordanova

eliminačnı́ metoda. V rámci obou těchto metod je v prvnı́ části využit totožný postup, a sice

převod matice soustavy na trojúhelnı́kový tvar.

Než se však začneme zabývat samotným výpočtem, musı́me soustavu rovnic pro začátek

přepsat do tvaru matice, s koeficienty neznámých na levé straně a absolutnı́mi členy na pravé

straně – tı́mto způsobem by měla být upravena již samotná soustava, kterou budeme na matici

převádět. Sloupec s absolutnı́mi členy bývá zvykem oddělit za pomoci svislé čáry.

Zı́skanou matici budeme poté za využitı́ ekvivalentnı́ch neboli řádkových úprav převádět

na hornı́ trojúhelnı́kový tvar. Matice, již tı́mto postupem zı́skáme, je poté ekvivalentnı́

s maticı́ původnı́ a v závislosti na užité metodě z nı́ můžeme snadno vypočı́tat hodnotu

neznámých. Zaokrouhlovacı́m chybám, jimž se při manuálnı́m výpočtu často nevyhneme,

lze do jisté mı́ry předejı́t použitı́m vhodného počı́tačového softwaru. Avšak i zde existujı́

jisté meze a k určitým chybám zaokrouhlenı́ může dojı́t.

Jelikož se pro obě metody prvnı́ část postupu totožná, bude jejı́ algoritmizace a imple-

mentace popsána zde ve společné části, zatı́mco část postupu specifická pro danou metodu

bude uvedena v kapitole jı́ určené. [21]

2.2.1 Algoritmizace převodu na hornı́ trojúhelnı́kový tvar pro MS Excel

1. krok

Když Determinant matice = 0, konec.

Jinak pokračujeme 2. krokem.

2. krok

Když a11 ̸= 0

Pokračujeme 3. krokem.

Jinak

19



Najdeme prvnı́ i ∈ {2, 3, 4} takové, že ai1 ̸= 0, prohodı́me

prvnı́ řádek s i-tým a pokračujeme 3. krokem.

3. krok

Pro i ∈ {2, 3, 4}:

Vynásobı́me i-tý řádek koeficientem a11 a odečteme

od něj ai1-násobek prvnı́ho řádku. Pokračujeme 4.

krokem.

4. krok

Když a22 ̸= 0

Pokračujeme 5. krokem.

Jinak

Najdeme prvnı́ i ∈ {3, 4} tak, že ai2 ̸= 0, prohodı́me

druhý řádek s i-tým a pokračujeme 5. krokem.

5. krok

Pro i i ∈ {3, 4}:

Vynásobı́me i-tý řádek koeficientem a22 a odečteme od

něj ai2-násobek druhého řádku.

Pokračujeme 6. krokem.

6. krok

Když a33 ̸= 0

Pokračujeme 7. krokem.

Jinak

Prohodı́me třetı́ řádek se čtvrtým a pokračujeme 7.

krokem.

7. krok

Vynásobı́me čtvrtý řádek koeficientem a33 a odečteme od

něj a43-násobek třetı́ho řádku.

2.2.2 Implementace v MS Excel

Při implementaci algoritmu pro výpočet Gaussovy eliminačnı́ metody v prostředı́

kancelářského softwaru MS Excel je nejprve nutné vzı́t v potaz omezenı́ plynoucı́ ze

statické povahy zmı́něného prostředı́. Zásadnı́ rozdı́l oproti programovacı́mu jazyku C#

i matematickému výpočtu jsme limitováni přesně daným počtem a polohou jednotlivých
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buněk, které nemůže program bez manuálnı́ho zásahu uživatele sám měnit, a tudı́ž je nutné

jakoukoliv automatizaci výpočtu uvažovat v předem pevně zadané tabulce.

Z toho vyplývá nutnost zachovánı́ vždy téhož počtu kroků, bez ohledu na splněnı́ či ne-

splněnı́ vstupnı́ch podmı́nek. Zatı́mco MS Excel nedokáže v přı́padě potřeby přidávat dalšı́

kroky, vynechánı́ některých předem nastavených kroků zde naopak nevadı́. Přesněji řečeno

kroky nelze vynechat úplně, nicméně je možné nastavit podmı́nku, která zajistı́, že buňka

za určitých okolnostı́ pouze přepošle výchozı́ hodnoty dále, mı́sto aby s nimi prováděla

jakékoliv výpočty. [2]

Abychom mohli sestavit kompletnı́ schéma pro výpočet, je zapotřebı́ určit maximálnı́

potřebný počet maticových úprav. K tomu nám posloužı́ algoritmizace pro MS Excel z

předešlé podkapitoly. Zde se v rámci kroků 1 až 6 využı́valy střı́davě podmı́nky a cykly.

Stejný princip byl využit i v jazyce C# v kapitole následujı́cı́, kde si můžeme všimnout

vnějšı́ho cyklu, v němž se vždy opakuje nejprve ověřenı́ podmı́nky, že člen hlavnı́ diagonály

na řádku, který budeme od ostatnı́ch odčı́tat, je nenulový.

Pokud ano, algoritmus může pokračovat dalšı́m krokem, jı́mž je vnitřnı́ cyklus

provádějı́cı́ samotný odečet řádků od všech řádků pod nı́m. Pokud však podmı́nka splněna

nenı́, program najde nejbližšı́ řádek s nenulovým členem na klı́čové pozici a s tı́m

současným ho prohodı́. Ačkoliv je princip algoritmu stejný, implementace se bude lišit,

nebot’ má MS Excel poněkud omezené možnosti větvenı́.

Na rozdı́l od flexibilnı́ho prostředı́, které poskytujı́ programovacı́ jazyky, nenı́ v Ex-

celu možné dynamicky měnit velikost soustavy, aniž by bylo nutné manuálně předělat celý

výpočet. Jak je již naznačeno v algoritmizaci, budeme v tomto tabulkovém editoru pracovat

se soustavou čtyř rovnic pro čtyři neznámé, výsledná matice bude tedy mı́t čtyři řádky a pět

sloupců, počı́táme-li pravý sloupec tvořený hodnotami absolutnı́ch členů. [2]

V tomto přı́padě bude celkový počet tabulek nutných pro úpravy matice šest, k nimž

však ještě přičteme úvodnı́ matici s hodnotami zadanými uživatelem, z nı́ž bude celý výpočet

vycházet. Vytvořı́me tedy celkem sedm matic umı́stěných pod sebou. Posloupnost algoritmu

je taková, že každá matice se odkazuje pouze na tu předchozı́, s jedinou výjimkou, kterou

bude tvořit odkaz na matici výchozı́. Později si vysvětlı́me proč.

Jelikož tyto tabulky představujı́ matici soustavy, bude nejlepšı́ si jednotlivé sloupce na-

depsat podle neznámých, v tomto přı́padě w, x, y a z pro sloupce levé části tabulky, a b

pro pravou část, neboli sloupec absolutnı́ch členů. V zájmu většı́ přehlednosti je taktéž

na mı́stě doporučenı́ k využitı́ vhodného ohraničenı́ tabulek, přı́padně i barevného značenı́

odlišujı́cı́ho dva typy operacı́, které budou jednotlivé tabulky zastávat. Nejlepšı́ však bude,

když ponecháte tyto úpravy na konec, jelikož při využitı́ automatického vyplňovánı́ tabulky

opakujı́cı́mi se vzorci se krom obsahu buněk kopı́ruje i jejich formátovánı́, které je posléze

stejně nutné znovu předělat. Alternativně je možné problém vyřešit tak, že po každém vy-

plněnı́ klikneme na okénko Možnosti automatického vyplněnı́, které se na konci výběru ob-

jevı́, a zaškrtneme možnost Vyplnit bez formátovánı́.

Prvnı́ tabulku tedy ponecháme prázdnou, jelikož do nı́ bude data zapisovat uživatel.

Vstup od uživatele je jako vždy zapotřebı́ vhodně ošetřit, abychom se vyhnuli nechtěným

výjimkám. V tomto přı́padě je na prvnı́m mı́stě nutné zjistit, zda je matice regulárnı́ a má
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Obrázek 1: Úvodnı́ tabulka

tedy vůbec smysl s nı́ provádět jakékoliv operace. To můžeme ověřit výpočtem determi-

nantu.

Pokud je determinant nulový, matice je singulárnı́ a jejı́ řádky jsou tedy lineárně závislé.

Z toho vyplývá, že při úpravách na hornı́ trojúhelnı́kový tvar by dřı́ve či později došlo k situ-

aci, kdy bychom zı́skali nulový řádek. Pokud by šlo o celý řádek včetně pravé strany, značilo

by to, že má soustava nekonečně mnoho řešenı́. Nulová levá strana a nenulová pravá strana

naopak značı́, že soustava nemá žádné řešenı́, nebot’ dělı́cı́ čára mezi levou a pravou stranou

představuje rovnı́tko a nula se nemůže rovnat jinému čı́sli, tak jako se nic nemůže rovnat

něčemu.

My se však spokojı́me se zjištěnı́m, že matice je singulárnı́ a nemá smysl s nı́ provádět

početnı́ operace. Zde narážı́me na dřı́ve zmı́něnou výjimku. Potřebujeme zařı́dit, aby

v takovém přı́padě žádná z buněk neprováděla jinou operaci než zobrazenı́ čı́sla ze stejné

pozice v předešlé matici. Pro singulárnı́ matici nejsou dalšı́ výpočty ošetřeny proti dalšı́m

výjimkám a kdyby výpočet normálně probı́hal, mohlo by docházet k situacı́m jako je

dělenı́ nulou. Excel je na rozdı́l od programovacı́ho jazyka schopen dál fungovat, i když

v některých jeho buňkách dojde ke stavu vyvolávajı́cı́mu chybové hlášenı́, takže k ničemu

natolik závažnému jako je pád programu by nedošlo. Je však lepšı́ mı́t to ošetřené, aby

chybové výstupy uživatele zbytečně nemátly.

Pro regulárnı́ matici už algoritmus pokračuje normálně, nebot’ podmı́nka nenulového de-

terminantu je splněna. Jako prvnı́ je zapotřebı́ se přesvědčit, zda nenı́ na mı́stě koeficientu

prvku a11 zadaná nula a v přı́padě, že ano, prohodit prvnı́ řádek s jiným řádkem tak, aby byl

zmı́něný koeficient nenulový. Toho docı́lı́me v prvnı́m kroku, který ještě nebude provádět sa-

motnou eliminaci. Namı́sto toho pomocı́ vhodně zvolených podmı́nek pouze změnı́ řazenı́.

Prakticky bude řešenı́, implementované ve druhé tabulce, vypadat následovně. Využity

budou postupně vnořované podmı́nky, tedy funkce KDYŽ. V každé buňce tabulky bude nej-

prve podmı́nka, která ověřı́, jestli je koeficient a11 nenulový. Pokud ano, pouze překopı́ruje

prvek ze stejné pozice v tabulce. V opačném přı́padě už se postup pro jednotlivé řádky lišı́.

V prvnı́m řádku bude dalšı́ podmı́nka ověřovat, jestli je koeficient o řádek nižšı́ nenulový,

a pokud ano, překopı́ruje na mı́sto prvnı́ho řádku řádek druhý. Pokud ne, pokračuje dalšı́

podmı́nka, řešı́cı́ totéž pro třetı́ řádek, který pokud má také na požadovaném mı́stě nulový

koeficient, překopı́ruje sem funkce řádek čtvrtý.

K situaci, že by se v této fázi nula nacházela v každém sloupci, dojı́t nemůže, nebot’ by

to znamenalo, že je matice singulárnı́, a to je podmı́nka, která byla již na začátku prověřena.

Pro ostatnı́ řádky se pak ověřuje stejná posloupnost podmı́nek, rozdı́l však tkvı́ v tom, že
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Obrázek 2: Řadı́cı́ tabulka

pouze pokud je tento řádek prvnı́ s nenulovým koeficientem, kopı́ruje se na jeho mı́sto řádek

prvnı́, jinak zůstává daný řádek na svém mı́stě.

Matice je seřazena a algoritmus pokračuje dalšı́m krokem, implementovaným ve třetı́

tabulce. Prvnı́ řádek se pouze zkopı́ruje, nebot’ ten už se po zbytek průběhu metody nezměnı́.

Každý dalšı́ řádek i je pak vypočı́tán jako a11 násobek řádku i minus aij násobek řádku

1, tento výpočet probı́há zvlášt’ pro každou buňku, nicméně vzorec zůstává stejný, tudı́ž je

možné využı́t automatického vyplňovánı́. Jen je třeba zafixovat řádek i sloupec koeficientu

a11, sloupec koeficientu aij a řádek prvku z prvnı́ho řádku – odečı́táme ho totiž od všech

ostatnı́ch řádků. Při správné implementaci by prvnı́ sloupec třetı́ tabulky měl krom prvnı́ho

řádku obsahovat samé nuly.

Obrázek 3: Prvnı́ krok eliminace

Tyto dva kroky nynı́ analogicky zopakujeme pro dalšı́ dvě úrovně eliminace. Nejprve

seřadı́me matici tak, abychom zı́skali nenulový koeficient a22, resp. a33, a v dalšı́m kroku

provedeme eliminaci samotnou. Poslednı́ krok je implementován v sedmé tabulce, která

by v přı́padě regulárnı́ výchozı́ matice měla zobrazovat matici převedenou na hornı́

trojúhelnı́kový tvar, který bude v následujı́cı́ch metodách využit k výpočtu samotného

výsledku.

Obrázek 4: Hornı́ trojúhelnı́kový tvar
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2.2.3 Implementace v C#

Ve srovnánı́ s kancelářským softwarem MS Excel, kde je počet a umı́stěnı́ buněk a v

návaznosti na to i struktura algoritmu pevně dána, umožňuje programovacı́ jazyk C# vývoj

algoritmů pružnějšı́ho rázu. Toho lze docı́lit předevšı́m dı́ky cyklům, které zde využijeme

k provedenı́ opakujı́cı́ch se kroků, a také podmı́nek, umožňujı́cı́ch kód větvit a provést vždy

jen tu část, kterou v daném přı́padě potřebujeme. Mimo úspory času tı́m docı́lı́me i lepšı́

přehlednosti kódu.

Matici představujı́cı́ koeficienty neznámých a sloupec absolutnı́ch členů zde

uchováváme ve dvou různých strukturách, což nám sice usnadnı́ práci s determinantem,

kde se pracuje pouze se základnı́ maticı́ soustavy. Nicméně pro samotnou eliminaci, která

se k rozšı́řené matici chová jako k jedné souvislé struktuře bude lepšı́ je spojit. Jelikož

spojovánı́ a rozdělovánı́ zde neprobı́há tak jednoduše jako v prostředı́ MS Excel, musı́me

vytvořit nové pole se stejným počtem řádků, ale o jednu vyššı́m počtem sloupců, do nı́ž pak

pomocı́ cyklu proměnné z původnı́ch polı́ nakopı́rujeme.

Dalšı́ výpočty budou probı́hat s touto rozšı́řenou maticı́ a stojı́ za to si povšimnout, že

právě ji metoda vracı́. Vstupnı́m parametrem je v tomto přı́padě jen celé čı́slo značı́cı́ velikost

matice. Samotnou matici nenı́ nutné předávat jako parametr, nebot’ je již součástı́ objektu,

na němž metoda pracuje, a můžeme na ně tedy odkazovat přı́mo.

private float[,] Eliminace(int n)

{

float[,] a = new float[n, n + 1];

for(int i = 0; i < n; i++)

{

for (int j = 0; j < n; j++)

a[i, j] = nezname[i, j];

a[i, n] = konstanty[i];

}

Eliminace samotná je opět uzavřena do cyklu, nebot’ jednotlivé kroky probı́hajı́ podle

stejného schématu, které je možné pozorovat již v algoritmizaci pro MS Excel. Tento cyklus

se pak skládá ze dvou částı́. Prvnı́ část nám definuje podmı́nka, která má za úkol ověřit, jestli

se v řádku, jehož koeficient je roven pořadı́ prováděné iterace, člen s totožným řádkovým

i sloupcovým indexem nerovná nule. Pokud ano, kód odkáže na provedenı́ pivotace, neboli

změna řazenı́ řádků. V opačném přı́padě se pokračuje dál.

V druhé části se nacházı́ dalšı́ cyklus, vnořený do cyklu původnı́ho, který provede samot-

nou eliminaci pomocı́ řádku, s nı́mž daný krok pracuje. Jelikož bude docházet ke změnám

hodnoty některých prvků matice, načte si cyklus v každém kroku koeficienty, jimiž bude dané

řádky násobit. Až poté proběhne dalšı́, již třetı́ cyklus, jenž se postará o postupné odečtenı́

přı́slušných hodnot v každém sloupci zvlášt’. Jelikož v každém kroku máme k dispozici řádek

sloužı́cı́ k odečtu, jehož prvky před hlavnı́ diagonálou jsou již nulové, má smysl poslednı́

cyklus provádět až od pořadı́ prvnı́ho nenulového členu – tedy toho, jež se nacházı́ na hlavnı́

diagonále.
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for (int i = 0; i < n - 1; i++)

{

if (a[i, i] == 0)

a = Pivotace(a, i, n);

for (int j = i + 1; j < n; j++)

{

float koefX = a[i, i];

float koefY = a[j, i];

for (int k = i; k <= n; k++)

a[j, k] = a[j, k] * koefX - a[i, k] *

koefY;

}

}

return a;

}

Pro přehlednost je pivotace též umı́stěna v samostatné metodě. I tato metoda vracı́ ma-

tici, nebot’ jejı́ jedinou funkcı́ je změna pořadı́ řádků. Vstupnı́ parametry jsou pak původnı́

matice, celkový počet řádků, a index řádku, s nı́mž se aktuálně pracuje. Kód samotný je pak

velmi jednoduchý. Cyklus postupně testuje řádky s vyššı́m indexem než je ten vstupnı́, jestli

na potřebném mı́stě obsahujı́ nenulový koeficient. Pokud testovaný řádek nenulový koefici-

ent obsahuje, následuje cyklus, který jej po jednotlivých prvcı́ch postupně prohodı́ s řádkem

aktuálnı́m, a výslednou matici vrátı́. Jinak je provedena dalšı́ iterace, pro řádek s indexem

o čı́slo vyššı́m. Že kód uspěje předem dáno tı́m, že bylo předem zajištěno, aby byla ma-

tice k samotnému výpočtu odeslána pouze pokud test determinantu potvrdı́, že je regulárnı́.

Nemůže se tedy stát, že by ani jeden řádek odpovı́dajı́cı́ požadavku na nenulový člen nalezen

nebyl.

private float[,] Pivotace(float[,] matice, int i, int n)

{

for (int j = i + 1; j < n; j++)

if (matice[j, i] != 0)

{

for (int k = 0; k <= n; k++)

{

float zastupce = matice[i, k];

matice[i, k] = matice[j, k];

matice[j, k] = zastupce;

}

return matice;

}

return null;

}
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2.3 Gaussova eliminačnı́ metoda

Jak již bylo nastı́něno výše, jeden ze základnı́ch principů má Gaussova eliminace společný

s ostatnı́mi eliminačnı́mi metodami. Tı́mto principem je převod matice soustavy na hornı́

trojúhelnı́kový tvar, jehož poměrně snadno dosáhneme za pomoci algoritmu uvedeného

v předešlé kapitole. Právě tato část postupu se nazývá eliminace, proto je společná všem

metodám, které nazýváme eliminačnı́. Specifikum Gaussovy eliminace spočı́vá v postupu,

jenž následuje. Byla-li matice regulárnı́, eliminacı́ zı́skáme matici, na jejı́ž hlavnı́ diagonále

nejsou žádné nuly.

Odsud už je velice snadné vypočı́tat hodnoty jednotlivých neznámých. Jelikož

poslednı́ řádek matice nynı́ představuje lineárnı́ rovnici o jedné neznámé, jejı́ výpočet

nepředstavuje žádný problém. Nalezená hodnota se poté vezme a dosadı́ za tuto neznámou

do předposlednı́ho řádku, čı́mž dı́ky eliminaci neznámé tı́m, že ji nahradı́me konkrétnı́m

čı́slem, zı́skáme opět lineárnı́ rovnici o jedné neznámé. Tı́mto způsobem se pokračuje dále

vzhůru, dokud se postupně nenaleznou všechny neznámé. Zatı́mco v excelu je zapotřebı́

každý vzorec sestavit zvlášt’, v prostředı́ programovacı́ho jazyka si ukážeme způsob, jakým

se dá výpočet zobecnit. V rámci algoritmizace pro MS Excel již metoda obsahuje jen jediný,

poslednı́ krok. [21]

2.3.1 Algoritmizace pro MS Excel

8. krok

Neznámou z vyjádřı́me z poslednı́ho řádku matice tı́mto

způsobem: z = b4/a44

Neznámou y vyjádřı́me ze třetı́ho řádku matice a proměnné

z zı́skané dřı́ve tı́mto způsobem: y = (b3–a34 ∗ z)/a33

Neznámou x vyjádřı́me ze druhého řádku matice a proměnných

z a y zı́skaných dřı́ve tı́mto způsobem: x = (b2–a24 ∗ z–a23 ∗

y)/a22

Neznámou w vyjádřı́me z prvnı́ho řádku matice a proměnných

z, y a x zı́skaných dřı́ve tı́mto způsobem: w = (b1–a14 ∗ z–a13 ∗

y–a12 ∗ x)/a11

2.3.2 Implementace v MS Excel

Většı́ část implementace této metody byla již vysvětlena v předchozı́ části pro obě eliminačnı́

metody společně. Nynı́ zbývá už jen samotný výpočet výsledků z hornı́ho trojúhelnı́kového

tvaru, do něhož jsme matici převedli. Tato část již nebude graficky nijak náročná, jelikož

nám bude stačit jednoduchá tabulka o dvou sloupcı́ch a čtyřech řádcı́ch. V prvnı́m sloupci

každého řádku bude uvedena neznámá, již odsud dopočı́táváme. Ve druhém sloupci pak již

samotný výsledek, nebo přı́padně oznámenı́, že matice nenı́ regulárnı́.
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Každá z těchto buněk bude začı́nat podmı́nkou znovu a naposledy ověřujı́cı́ hodnotu de-

terminantu výchozı́ matice. V přı́padě nulového determinantu vypı́še hlášku zmı́něnou výše.

V opačném přı́padě začne samotný výpočet. Ten bude, podle samotného trojúhelnı́kového

tvaru, začı́nat odzdola, tedy od proměnné z. Tu vypočı́táme velmi snadno, vydělı́me hodnotu

v pravé části koeficientem a44. Dalšı́ proměnné už budou o něco složitějšı́. Vzorec počı́tajı́cı́

hodnotu proměnné y vezme hodnotu pravé strany předposlednı́ho řádku a odečte od nı́ koe-

ficient proměnné z vynásobený jejı́ hodnotou. Výsledek poté vydělı́ koeficientem a33. Zbylé

dvě proměnné zı́skáme postupem analogickým s tı́mto, vždy za využitı́ přı́slušného řádku

a hodnot již známých proměnných. [2]

Obrázek 5: Tabulka s výsledky

2.3.3 Implementace v C#

Kód implementovaný v předešlé kapitole upravil rozšı́řenou matici soustavy

na trojúhelnı́kový tvar. S tı́mto tvarem budeme nadále pracovat, abychom z něj

zı́skali konkrétnı́ řešenı́. Metoda implementovaná v této části již nese název Gaussovy

eliminace jelikož jsou v kódu skutečně uvedeny všechny potřebné kroky. Metoda vracı́

jednorozměrné pole typu float, které již představuje samotné hodnoty neznámých. Vstupnı́

parametry nemá žádné, nebot’ využı́vá pouze struktury existujı́cı́ v daném objektu.

Nejprve zjistı́ délku pole s absolutnı́mi členy, jenž pak předává jako vstupnı́ parametr

metodě Eliminace, jež byla vysvětlena v předešlé kapitole, a současná metoda Gauss ji volá,

čı́mž zı́skává soustavu s hornı́m trojúhelnı́kovém tvaru. Dále je třeba vytvořit pole, do nějž

bude kód zapisovat výsledky a následně s nimi počı́tat. Toto pole bude mı́t stejnou délku jako

pole s absolutnı́mi členy.

Zatı́mco v prostředı́ MS Excel jsme mohli jednotlivé vzorce vypsat postupně, jelikož

jsme pracovali výhradně se soustavami velikosti 4, nynı́ je zapotřebı́ vymyslet způsob,

jak daný postup zobecnit, aby byl algoritmus proveditelný na matici jakékoliv velikosti.

Abychom vyhověli požadavku, že v době výpočtu každé neznámé musı́ již být k dispozici

hodnoty těch předchozı́ch, využijeme cyklu, jenž bude začı́nat výpočtem proměnné

na poslednı́m řádku, a postupně půjde nahoru. Hodnota iterace bude poněkud netypicky

začı́nat na nejvyššı́m čı́sle, a postupně se snižovat.

V každém kroku se do pomocné proměnné nejprve přiřadı́ hodnota konstanty na řádku,

s nı́mž se pracuje, a jenž bude také využit ve zbylých výpočtech tohoto kroku. Následuje

cyklus začı́najı́cı́ hodnotou o jednu vyššı́ než je hodnota současné iterace. Tento cyklus má

zároveň podmı́nku, že tato hodnota nesmı́ být většı́ nebo rovna počtu řádků. Z toho vyplývá,

že pokud pávě pracujeme s poslednı́m řádkem, tento vnitřnı́ cyklus se vůbec neprovede.
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Pokud ale ano, v každém jeho kroku se od pomocné proměnné odečte součin koeficientu

prvku, jehož pořadı́ v daném řádku odpovı́dá hodnotě iterace vnořeného cyklu, a odpovı́dajı́cı́

již vypočı́tané proměnné. Po skončenı́ tohoto cyklu se výsledek vydělı́ hodnotou prvku, jehož

pořadı́ odpovı́dá i pořadı́ řádku, tedy koeficientu u proměnné, kterou zrovna počı́táme. Tento

výsledek se přiřadı́ na odpovı́dajı́cı́ mı́sto v poli s výsledky.

public float[] Gauss()

{

int n = konstanty.Length;

float[,] a = Eliminace(n);

float[] vysledky = new float[n];

for (int i = n - 1; i >= 0; i--)

{

float konst = a[i, n];

for (int j = i + 1; j < n; j++)

konst -= a[i, j] * vysledky[j];

vysledky[i] = konst / a[i, i];

}

return vysledky;

}

2.4 Jordanova eliminačnı́ metoda

Spolu s Gaussovou eliminacı́ spadá i Jordanova metoda mezi eliminačnı́ metody, což

znamená, že počátečnı́ postup, a sice převod matice soustavy do hornı́ho trojúhelnı́kového

tvaru, je pro obě metody totožný. Specifická je až dalšı́ část, v nı́ž se z trojúhelnı́kového

tvaru zı́skávajı́ výsledky samotné. Na rozdı́l od Gaussovy metody, který neznámé vyjadřuje

přı́mo z upravené matice soustavy za pomoci vzorců, dopracovává se Jordanova metoda

k výsledkům i nadále pomocı́ ekvivalentnı́ch úprav.

Cı́lem je tentokrát převést trojúhelnı́kový tvar až na redukovaný trojúhelnı́kový tvar.

V přı́padě Jordanovy eliminačnı́ metody je výsledným tvarem jednotková matice na levé

straně a sloupec s čı́sly, jež jsou výslednými hodnotami jednotlivých neznámých. Pro snazšı́

vizualizaci odůvodněnı́, proč je tomu právě tak, si jednotlivé řádky matice představme opět

jako rovnice. Zjistı́me, že každý z řádků je lineárnı́ rovnice, jejı́ž levá strana představuje

neznámou s koeficientem jedna, a pravá strana absolutnı́ člen. Tedy nám rovnice rovnou

řı́ká, jakou hodnotu daná neznámá zastává.

Ve srovnánı́ s Gaussovou metodou má Jordanova metoda řešenı́, jež je na prvnı́ po-

hled velmi dobře čitelné. Za nevýhodu se poté dajı́ považovat mnohdy pracnějšı́ a složitějšı́

výpočty, při nichž se většinou nevyhneme zlomkům či desetinným čı́slům. To se však dá za

problém považovat pouze v přı́padě manuálnı́ho výpočtu na papı́r. [21]
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2.4.1 Algoritmizace pro MS Excel

8. krok

Pro i ∈ {1, 2, 3, 4}:

Vydělı́me i-tý řádek koeficientem aii

Pokračujeme 9. krokem.

9. krok

Pro i ∈ {1, 2, 3}:

Odečteme od i-tého řádku ai4 násobek čtvrtého řádku.

Pokračujeme 10. krokem.

10. krok

Pro i ∈ {1, 2}:

Odečteme od i-tého řádku ai3 násobek třetı́ho řádku.

Pokračujeme 11. krokem.

11. krok

Odečteme od prvnı́ho řádku a12 násobek druhého řádku.

Pokračujeme 12. krokem.

12. krok

Ze zı́skané matice určı́me hodnotu neznámých tı́mto

způsobem: w = b1, x = b2, y = b3, z = b4

2.4.2 Implementace v MS Excel

Postup využitý v Jordanově eliminačnı́ metodě je velmi podobný tomu, který jsme využı́vali

na začátku, abychom matici převedli do hornı́ho trojúhelnı́kového tvaru. Nynı́ bude našı́m

cı́lem tzv. redukovaný trojúhelnı́kový tvar. V praxi se v našem přı́padě bude jednat o jednot-

kovou matici velikosti čtyři na levé straně a sloupci s hodnota mi na straně pravé. Stejně jako

v předešlém přı́padě, i nynı́ si musı́me předem určit počet kroků, nebot’ na tom závisı́ počet

tabulek, které si pro tuto část výpočtu vytvořı́me.

I k tomuto účelu nám posloužı́ algoritmizace pro MS Excel popsaná výše. Vidı́me zde,

že úprava na redukovaný trojúhelnı́kový tvar probı́há v krocı́ch 8 až 11, z čehož nenı́ těžké

odvodit, že se bude jednat celkem o čtyři kroky. Tabulky budou rovněž čtyři, nebot’ na rozdı́l

od samotné eliminace, zde nebudeme jako výchozı́ matici použı́vat vstup od uživatele, ale

poslednı́, tedy sedmou matici předcházejı́cı́ho postupu. Odkazovat tedy budeme přı́mo na ni.
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Opět je zapotřebı́ pro všechny buňky provádějı́cı́ jiné operace než prosté kopı́rovánı́ im-

plementovat podmı́nku, že Determinant matice zadané uživatelem nesmı́ být nulový. Po-

kud je, buňka pouze zkopı́ruje přı́slušnou hodnotu. Stejně jako při předchozı́m postupu se

vyplatı́ nadepsat si buňky označenı́m neznámých a sloupec absolutnı́ch členů pı́smenem b,

značı́cı́m pravou stranu matice. I zde doporučuji po zadánı́ všech výpočetnı́ch vzorců tabulku

naformátovat tak, aby se zlepšila přehlednost a vizuálnı́ dojem.

Na rozdı́l od Eliminace, nynı́ již při úpravách nehrozı́, že bychom na hlavnı́ diagonále

dostali nulu, tudı́ž odpadá nutnost tabulku nejprve řadit. Můžeme tedy začı́t rovnou

s výpočty. Vzhledem k povaze samotného postupu bude nejlepšı́ začı́t tı́m, že každý řádek

vydělı́me hodnotou jeho řı́dı́cı́ho prvku, což je v tomto přı́padě vždy prvek na hlavnı́

diagonále, a zároveň prvnı́ nenulový prvek daného řádku. Zı́skáme tak na hlavnı́ diagonále

samé jedničky, což nám již může napovı́dat, že jsme učinili prvnı́ krok k zı́skánı́ jednotkové

matice na levé straně. Zároveň jsme si tı́mto krokem zjednodušili výpočty, jež budou

následovat. [2]

Obrázek 6: Tabulka s upravenou diagonálou

Nynı́ již máme na hlavnı́ diagonále samé jedničky a pod nı́ samé nuly zbývá nám tedy už

jen upravit prostor nad hlavnı́ diagonálou, aby se i tam nacházely samé nuly. Toho docı́lı́me

v následujı́cı́ch třech krocı́ch. Výpočty v druhé tabulce budou spočı́vat v tom, že postupně

odečteme ai4-násobek, kde i ∈ {1, 2, 3}, čtvrtého řádku od každého z řádků nad nı́m. Je-

likož hodnota čtvrtého koeficientu ve čtvrtém řádku je jedna, nenı́ potřeba zbylé řádky ničı́m

násobit. Hodnotu řádku, který budeme odečı́tat, však musı́me vynásobit hodnotou čtvrtého

koeficientu řádku, od kterého budeme odčı́tat. Důvod je stejný jako v přı́padě eliminace –

abychom na tomto mı́stě měli nulu.

Ve třetı́ matici můžeme tento postup zopakovat tak, že odečteme ai3-násobek, kde

i ∈ {1, 2}, třetı́ho řádku od řádků nad tı́m. Princip je úplně stejný, a jelikož je ve čtvrté

buňce třetı́ho řádku nula, nemusı́me se obávat, že by tento krok jakkoliv narušil výsledek

předchozı́ho. V poslednı́ tabulce poté odečteme a12-násobek druhého řádku od řádku

prvnı́ho.

Vidı́me, že výsledná matice má skutečně redukovaný trojúhelnı́kový tvar, a pokud jsme

již předtı́m dělali Gaussovu metodu pro stejnou soustavu rovnic, můžeme si všimnout, že

ve sloupci absolutnı́ch členů vidı́me řešenı́ soustavy. Stejně jako u předešlé metody nám

zbývá vytvořit tabulku výsledků, do nı́ž tentokrát pouze vložı́me vzorce s odkazy na přı́slušné

buňky ve sloupci absolutnı́ch členů poslednı́ tabulky.
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Obrázek 7: Redukovaný trojúhelnı́kový tvar

2.4.3 Implementace v C#

Metoda implementujı́cı́ průběh Jordanovy eliminace se na prvnı́ pohled podobá metodě pro

Gaussovu eliminace, nebot’ stejně jako ona vracı́ jednorozměrné pole typu float a jejı́ dekla-

race neobsahuje žádný vstupnı́ parametr. I prvnı́ tři řádky kódu v těle metody jsou totožné,

nebot’ i zde je třeba provést eliminaci odkazem na přı́slušnou metodu a vytvořit pro výsledky

pole o patřičné délce.

public float[] Jordan()

{

int n = konstanty.Length;

float[,] a = Eliminace(n);

float[] vysledky = new float[n];

Stejně jako v přı́padě algoritmu pro MS Excel, i zde se následujı́cı́ část kódu věnuje

převodu na redukovaný trojúhelnı́kový tvar, počı́naje konkrétně úpravami, které majı́ za cı́l

zajistit, aby se na hlavnı́ diagonále matice nacházely samé jedničky. I zde je tento úkon

velice jednoduchý, v tomto přı́padě realizovaný za pomoci dvou cyklů a jedné podmı́nky.

Prvnı́ cyklus se jednoduše stará o to, aby algoritmus prošel všechny řádky.

Pro každý z řádků se poté do pomocné proměnné uložı́ koeficient prvku ležı́cı́ na hlavnı́

diagonále, načež podmı́nka ověřı́, zda se náhodou nerovná jedné. V přı́padě, že ne, následuje

cyklus, který postupně všechny prvky daného řádku tı́mto koeficientem vydělı́. Aby se za-

mezilo prováděnı́ zbytečných operacı́, kdy by se dělily nulové členy před hlavnı́ diagonálou,

má cyklus počátek až u prvku na stejném indexu, jako je pořadı́ řádku. Tedy jinými slovy,

na prvku hlavnı́ diagonály.

for (int i = 0; i < n; i++)

{

float koef = a[i, i];

if (koef != 1)

for (int j = i; j <= n; j++)

a[i, j] = a[i, j] / koef;

}

Následujı́cı́ krok se velmi podobá metodě obsluhujı́cı́ eliminaci na hornı́ trojúhelnı́kový

tvar z předešlých kapitol, ovšem s jednı́m rozdı́lem. Zde se již nenı́ třeba starat o možnost,

že by se na hlavnı́ diagonále nacházel nulový prvek, nebot’ všechny takové eventuality již
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ošetřila eliminace samotná. Navı́c při výpočtech zde ani nehrozı́, že by nula na hlavnı́ dia-

gonále vznikla v průběhu algoritmu.

I v tomto přı́padě bude kód sestávat ze dvou do sebe vnořených cyklů. Prvnı́ zajišt’uje,

aby byl daný úkon proveden pro každý řádek, avšak tentokrát začı́ná odspoda, jelikož se

nejprve eliminuje poslednı́ sloupec za pomoci poslednı́ho řádku, načež předposlednı́ sloupec

za pomoci řádku předposlednı́ho, atd. Toto pořadı́ zajišt’uje, že řádek, s nı́mž pracujeme, bude

ovlivňovat pouze přı́slušný sloupec a sloupec absolutnı́ch členů, jelikož bude mı́t na všech

ostatnı́ch mı́stech samé nuly.

Vnitřnı́ cyklus poté provede eliminaci daným řádkem. Jelikož násobek tohoto řádku

odečı́táme vždy jen od řádků nad nı́m, začı́ná i tento cyklus dole, konkrétně na řádku přı́mo

nad tı́m, se kterým vnějšı́ cyklus pracuje. Zde se od absolutnı́ho členu každého řádku odečte

součin koeficientu členu na stejném indexu, jako řádek, s nı́mž právě pracujeme, a abso-

lutnı́ho členu tohoto řádku. Člen, jı́mž jsme absolutnı́ člen našeho řádku násobili, nastavı́me

na nulu. Korektnějšı́ by bylo odečı́st od něj násobek jeho samotného a řı́dı́cı́ho prvku řádku,

s nı́mž pracujeme, nicméně výsledek je tak či tak v každém přı́padě nulový.

Po ukončenı́ vnitřnı́ho cyklu se v rámci cyklu vnějšı́ho uložı́ do výsledků absolutnı́ člen

řádku, s nı́mž jsme pracovali. Jelikož s prvnı́m řádkem už žádné výpočty neprovádı́me, uložı́

se jeho absolutnı́ člen do výsledků zvlášt’ po ukončenı́ obou cyklů.

for (int j = n - 1; j > 0; j--)

{

for (int i = j - 1; i >= 0; i--)

{

a[i, n] -= a[j, n] * a[i, j];

a[i, j] = 0;

}

vysledky[j] = a[j, n];

}

vysledky[0] = a[0, n];

return vysledky;

}

2.5 Iteračnı́ metody

Na rozdı́l od eliminačnı́ch metod, dosahujı́cı́ch při výpočtech bez zaokrouhlovánı́ přesných

výsledků, jsou iteračnı́ metody založeny na postupné aproximaci výsledků, což znamená,

že dosahujı́ pouze přibližných hodnot, vždy s určitou předem stanovenou mı́rou přesnosti.

Jeden krok dané metody označujeme jako jednu jejı́ iteraci, odtud také pocházı́ název iteračnı́

metody. V rámci každé iterace vzniká nová aproximace. Hodnoty těchto aproximacı́ by za

ideálnı́ch podmı́nek měly konvergovat směrem k řešenı́ dané soustavy rovnic. V rámci této

práce se seznámı́me s Jacobiho metodou a Gauss-Siedelovou metodou, které jsou, jak si

později ukážeme, založeny na velice podobném principu.
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Pro výpočet každé aproximace se využı́vá stejná série vzorců, jež byly na začátku od-

vozeny ze samotných rovnic. Pro každou neznámou se zvolı́ jiná rovnice, z nı́ž se hodnota

neznámé následně vyjádřı́ s pomocı́ vzorce. Takový vzorec sestává z absolutnı́ho členu, od

něhož jsou odečteny všechny ostatnı́ neznámé, a toto celé je vyděleno koeficientem neznámé,

kterou vyjadřujeme. U Jacobiho metody se za neznámé vždy dosazujı́ aproximované hodnoty

z předešlého kroku, v přı́padě, že se jedná o prvnı́ krok, využijeme počátečnı́ aproximaci, kte-

rou si sami zvolı́me. V tomto jediném se lišı́ od Gauss-Siedelovy metody, u nı́ž se k výpočtu

využı́vá vždy nejnovějšı́ aproximace, která je k dispozici. V praxi to znamená, že pokud je

v současné aproximaci již vypočı́tána neznámá x, použije se při výpočtu neznámé y již tato

nová hodnota, namı́sto té z předešlé aproximace. [21]

Ani jedna z těchto metod však nemusı́ konvergovat. Pro obě metody existuje tzv. nutná

a postačujı́cı́ podmı́nka konvergence. Zatı́mco splněnı́ postačujı́cı́ podmı́nky nám zajistı́, že

soustava konvergovat bude, opačným směrem tato implikace neplatı́, což znamená, že sou-

stava může konvergovat, i když tuto podmı́nku nesplnı́. Naproti tomu nutná podmı́nka je

splněna právě tehdy, když soustava konverguje. Jedná se tudı́ž o oboustrannou implikaci,

neboli ekvivalenci. Postačujı́cı́ podmı́nkou je pro obě metody, aby byla matice diagonálně

dominantnı́, tedy aby byl každý člen na hlavnı́ diagonále většı́ než součet ostatnı́ch prvků

v daném řádku. Nutnou podmı́nkou je, aby byl spektrálnı́ poloměr matice menšı́ než 1.

Vzhledem k náročnosti výpočtu spektrálnı́ho poloměru zde byl zvolen numerický způsob

ověřenı́ konvergence, který bude v každé z následujı́cı́ch podkapitol uveden.

Pokud metoda konverguje, můžeme řešenı́ dané soustavy rovnic nahradit aproximacı́

splňujı́cı́ úvodnı́ podmı́nku přesnosti, v přı́padě MS Excel s pevným počtem kroků nahra-

zujeme řešenı́ aproximacı́ v poslednı́m z nich, nebot’ ta dosahuje nejvyššı́ přesnosti. V obou

zmı́něných přı́padech se jinak nekonečný proces konvergence nahrazuje konečným s tı́m, že

se smı́řı́me s určitou nepřesnostı́. Chceme-li požadované přesnosti dosáhnout, potřebujeme

v některých přı́padech většı́ objem výpočtů než tomu je u přı́mých metod. Využitý algorit-

mus je na druhou stranu jednoduššı́, dı́ky čemuž je implementace v prostředı́ MS Excel i ja-

zyka C# méně náročná. Při automatizaci jsou tyto metody často vhodnějšı́. Při manuálnı́ch

výpočtech jsou naopak jednoznačně lepšı́ přı́mé metody.

Zatı́mco u eliminačnı́ch metod se podmı́nky zajišt’ujı́cı́ funkčnost metody řešı́ postupně

v průběhu, vzhledem k povaze statických iteračnı́ch metod, kdy se celou dobu počı́tá s tou

samou maticı́ bez možnosti ji upravovat, je nutné toto vyřešit hned na začátku. Zde se ome-

zenı́ týká vzorce jednotlivých iteracı́, v němž je v rámci každého výpočtu zapotřebı́ dělit

jednı́m z prvků hlavnı́ diagonály matice. Aby takový výpočet dával z matematického hle-

diska smysl, nesmı́ se tento prvek rovnat nule. Zatı́mco ověřit tuto podmı́nku nepředstavuje

problém, nalézt vhodné pořadı́ v přı́padě, že původnı́ matice nulu na hlavnı́ diagonále má, je

poněkud složitějšı́. Jako prvnı́ je ale stejně jako u eliminačnı́ch metod nutné ověřit, jestli je

daná matice regulárnı́, což se dá ověřit skrze výpočet determinantu, který pokud je nenulový,

matice regulárnı́ je a soustava rovnic má jediné řešenı́.
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2.5.1 Algoritmizace pro MS Excel

1. krok

Když Determinant matice = 0

Konec.

Jinak

Pokračujeme 2. krokem.

2. krok

Když pro všechna i ∈ {1, 2, 3, 4} platı́: aii ̸= 0

Pokračujeme 4. krokem.

Jinak

Pokračujeme 3. krokem.

3. krok

Zı́skáme všechny existujı́cı́ permutace pořadı́ řádků {1,

2, 3, 4} a pro každou z jejı́ch buněk určı́me, jestli by

matice v přı́padě tohoto pořadı́ obsahovala na hlavnı́

diagonále člen s nulovým koeficientem.

Určı́me prvnı́ permutaci, v jejı́mž přı́padě matice nulu

na hlavnı́ diagonále neobsahuje a seřadı́me podle nı́

původnı́ matici.

Pokračujeme 4. krokem.

4. krok

Zı́skáme uživatelem zadanou požadovanou přesnost p ve

formě kladného desetinného čı́sla.

Zadáme libovolnou počátečnı́ aproximaci w0, x0, y0 a z0,

kterou využijeme k výpočtu dalšı́ aproximace w1, x1, y1
a z1.

Pokračujeme 5. krokem.

5. krok

Dokud pro všechna e ∈ {w, x, y, z} a čı́slo i značı́cı́ pořadı́

současné iterace platı́ |ei–ei−1| > p a zároveň i ≤ 100:

Když použı́váme Jacobiho metodu:

wi+1 = (b1–xi ∗ a12–yi ∗ a13–zi ∗ a14)/a11

xi+1 = (b2–wi ∗ a21–yi ∗ a23–zi ∗ a24)/a22
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yi+1 = (b3–wi ∗ a31–xi ∗ a32–zi ∗ a34)/a33

zi+1 = (b4–wi ∗ a41–xi ∗ a42–yi ∗ a43)/a44

Když použı́váme Gauss-Siedelovu metodu:

wi+1 = (b1–xi ∗ a12–yi ∗ a13–zi ∗ a14)/a11

xi+1 = (b2–wi+1 ∗ a21–yi ∗ a23–zi ∗ a24)/a22

yi+1 = (b3–wi+1 ∗ a31–xi+1 ∗ a32–zi ∗ a34)/a33

zi+1 = (b4–wi+1 ∗ a41–xi+1 ∗ a42–yi+1 ∗ a43)/a44

Pokračujeme 6. krokem

6. krok

Když pro všechna e ∈ {w, x, y, z} platı́ |e100–e99| > p

Když pro všechna e ∈ {w, x, y, z} platı́ |e100–e99| ≤ p

Algoritmus našel řešenı́ o požadované přesnosti.

Jinak

Počet kroků nestačil pro dosaženı́ požadované

přesnosti.

Jinak

Metoda diverguje.

2.5.2 Implementace v MS Excel

Zatı́mco než se v C# program pustı́ do výpočtu iteracı́ metody samotné, provede několik

testů, zda soustava rovnic pro danou metodu splňuje všechny náležité podmı́nky. Jelikož

MS Excel funguje na jiném principu, neumožňuje nám selektivnı́ provedenı́ kroků

v závislosti na splněnı́ podmı́nek do takové mı́ry jako programovacı́ jazyk. Stejně jako

u předchozı́ch metod můžeme některé kroky ponechat prázdné, provést se však musı́ tak

jako tak, bez ohledu na to, zda bylo podle předešlých podmı́nek vyhodnoceno, že to má

smysl nebo ne. Jelikož zde nepředstavuje problém, pokud některý z výpočtů skončı́ chybou,

bude nejjednoduššı́ nejprve implementovat metodu, a až posléze ošetřit všechny potřebné

podmı́nky, které pouze ovlivnı́ výpis výsledku.

Pro začátek je i v tomto přı́padě zapotřebı́ si nejprve vytvořit tabulku pro matici soustavy,

nadepsanou názvy proměnných na levé straně a pı́smenem b na straně pravé, stejně jako

u předchozı́ch metod. I tentokrát tabulku doporučuji vhodně naformátovat. Do této tabulky

zadá uživatel hodnoty jednotlivých koeficientů. I když se jedná o iteračnı́ metodu, a řešenı́

tedy nebude probı́hat pomocı́ maticových úprav, úplně se jim přesto nevyhneme, a tedy

potřebujeme matici ještě jednu. Jediná úprava samotné matice bude spočı́vat v přı́padné

změně pořadı́ řádků. [2]

Jak již bylo zmı́něno, iteračnı́ metody využı́vajı́ vzorce, v nichž vždy probı́há dělenı́m

koeficientem vyjádřené neznámé. Je proto zapotřebı́ se ujistit, že tento koeficient nebude

v žádném přı́padě nulový. Pokud vyjadřujeme proměnné z rovnic v pořadı́, v jakém jsou

35



zadány nahoře, dojdeme k zjištěnı́, že nuly nesmı́ být na hlavnı́ diagonále matice. Tato

podmı́nka se ověřı́ velmi jednoduše, ovšem byli bychom rádi, kdybychom krom identifi-

kace nepoužitelného rozloženı́ matice dokázali přijı́t i s řešenı́m tohoto problému. V přı́padě

obecné matice by to bylo poněkud složitějšı́, nicméně my pracujeme s maticı́ velikosti čtyři,

pro niž nebude následujı́cı́ algoritmus představovat problém.

Pro každou matici velikosti n existuje n! různých permutacı́ jejı́ch řádků. Jak již nejspı́š

tušı́me, prověřovánı́ každé z nich je algoritmus složitosti n!, což je složitost, jı́ž se při progra-

movánı́ snažı́me vyhnout. Pro n velikosti čtyři však faktoriál představuje pouhých 24 kom-

binacı́. O několik sloupců stranou si vytvořı́me tabulku o šesti sloupcı́ch a čtyřech řádcı́ch,

v nı́ž postupně vytvořı́me podmı́nky pro ověřovánı́, jestli by při seřazenı́ řádků podle každé z

permutacı́ byla na některém poli hlavnı́ diagonály nula. V přı́padě, že ne, funkce vypı́še tuto

permutaci jako čı́slo. Pokud ano, funkce může vypsat libovolný nečı́selný znak, napřı́klad

pomlčku.

Z hlediska přehlednosti doporučuji zvolit si pro umist’ovánı́ permutacı́ nějaký systém,

který nám pomůže udržet povědomı́ o tom, která permutace má kde být, a předevšı́m pak

jestli už jsme ji zapisovali, či nikoliv. Zobrazovanou permutaci bychom ideálně vraceli ve

formě pole, nicméně MS Excel tuto datovou strukturu v jediné buňce nepodporuje, tudı́ž

si budeme muset vystačit s čı́slem. V přı́padě, že je matice regulárnı́, vždy bude existovat

alespoň jedna permutace, pro niž námi stanovená podmı́nka platı́. Tuto permutaci musı́me z

tabulky vybrat, a rozdělit jejı́ jednotlivé cifry ve správném pořadı́.

Vedle tabulky si vytvořı́me sloupec o velikosti čtyři. Prvnı́ buňka představuje řádek,

který se v našı́ permutaci vyskytuje na prvnı́m mı́stě v pořadı́, pro ostatnı́ řádky analogicky.

V každém tomto polı́čku s pomocı́ funkce MIN vybereme minimálnı́ čı́slo zobrazené

v tabulce permutacı́ – tı́m zı́skáme jednu z možnostı́ uspořádánı́ tabulky. S pomocı́

správně zvolené kombinace funkcı́ MOD, jež vracı́ zbytek po dělenı́, a ZAOKR.DOLŮ,

představujı́cı́ celočı́selné dělenı́, postupně v každé buňce zı́skáme jednotlivé cifry v pořadı́

vybrané permutace. Je samozřejmě vždy nutné dělit mocninou deseti, abychom zı́skali

správné čı́slo. Až budeme hotovi s následujı́cı́m krokem, můžeme všechny tyto buňky skrýt,

nebo změnit barvu textu tak, aby odpovı́dala barvě pozadı́, a eliminovat tak rušivý element

v následném vizuálnı́m dojmu. Chceme-li naopak zvýraznit, o co jde, je možné tabulku

vhodně naformátovat a nadepsat. [2]

Do druhé připravené tabulky nynı́ můžeme s pomocı́ vnořených podmı́nek nastavit na-

kopı́rovánı́ řádků z tabulky původnı́ v takovém pořadı́, jaké jsme v předešlém kroku určili.

Ted’ už bychom měli mı́t tabulku, která na hlavnı́ diagonále neobsahuje žádné nuly, a může

být využita k samotnému výpočtu jednotlivých iteracı́. Může nastat přı́pad, že funkce z mi-

nulého kroku vracı́ nulu, nebot’ žádná permutace odpovı́dajı́cı́ požadavku neexistuje. To by

ovšem znamenalo, že je matice singulárnı́, a nemá smysl pro ni výpočet provádět. Jelikož

však všechny kroky musı́me projı́t tak jako tak, vrátı́me se k této možnosti až později a ta-

bulku náležitě ošetřit.

Pro implementaci samotných iteracı́ vytvořı́me tabulku námi zvolené délky. V tomto

přı́padě bude mı́t použitá tabulka sto řádků, jak již bylo naznačeno v algoritmizaci pro

MS Excel, do nichž samozřejmě nepočı́táme záhlavı́. Tabulka bude mı́t čtyři sloupce, ne-
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bot’ zde nenı́ zapotřebı́ sloupce absolutnı́ch členů. Každý sloupec bude nadepsán označenı́m

proměnné, jejı́ž hodnota je v něm aproximována. Prvnı́ řádek ponecháme volný pro zápis,

do něj totiž uživatel zadá počátečnı́ aproximaci. Pro testovacı́ účely ji můžeme zvolit sami,

v tomto přı́kladě využiji samé nuly. [2]

Od druhého řádku dále se bude opakovat stále tatáž sada vzorců vyjadřujı́cı́ch jednotlivé

proměnné z matice, přesně jak je uvedeno v algoritmizace. Důležité je v tomto vzorci počı́tat

s odkazy na druhou, správně seřazenou tabulku, a tyto odkazy opatřit znakem $ před jeho

čı́selnou částı́. Taktéž v souladu s předlohou v algoritmizaci budou tyto vzorce odkazovat

na předešlou aproximaci, tedy předchozı́ řádek, jı́mž je v prvnı́m přı́padě počátečnı́ aproxi-

mace, tyto odkazy se však budou s každým řádkem měnit, a tudı́ž je znakem $ nezafixujeme.

Nynı́ již můžeme vzorci vytvořenými ve druhém řádku automaticky vyplnit zbytek tabulky.

I zde doporučuji tabulku vhodně naformátovat.

Základnı́ struktura metody, neboli výpočet samotný, je v této fázi hotov. Nynı́ je na řadě

ověřenı́ podmı́nek a nastavenı́ chovánı́ dokumentu podle toho, zda byly splněny či nikoliv.

Stejně jako u eliminačnı́ch metod, i zde je nejprve zapotřebı́ ověřit, jestli je matice regulárnı́,

a tedy zda má smysl pokoušet se o výpočet. K tomu nám pomůže funkce DETERMINANT,

aplikovaná na původnı́ tabulku.

Je-li determinant nulový, matice je singulárnı́ a my můžeme nastavit podmı́něný formát

druhé tabulky matice tak, aby nezobrazovala hodnoty, tedy barvu pı́sma nastavı́me totožnou

s barvou pozadı́, ideálně nějaký světlejšı́ odstı́n červené. Takto obarvı́me i pozadı́ prvnı́ho

řádku tabulky s výpočty, a u všech ostatnı́ch řádků nastavı́me pozadı́ průsvitné a pı́smo bı́lé,

abychom vyvolali zdánı́, že tabulka vı́ce řádků nemá. Stejným způsobem zbarvı́me i buňku

s determinantem, abychom tento pomocný výpočet skryli. Pro všechny buňky provádějı́cı́

výpočty můžeme nastavit, aby v přı́padě nulového determinantu zobrazovaly prázdný řetězec

a vyhnout se tak chybovým hlášenı́m.

Dalšı́ podmı́nka, kterou je zapotřebı́ ověřit, je konvergence metody. Stejně jako u deter-

minantu nám k tomu posloužı́ jediná buňka se vzorcem, který však v tomto přı́padě musı́me

sestavit sami. Jak již bylo zmı́něno, ověřovat spektrálnı́ poloměr by bylo neúměrně složité,

a proto využijeme jiný postup. Pokud necháme proběhnout všech sto iteracı́, pak i kdyby

na konci náhodou ještě nebyla dosažena požadovaná přesnost, hodnoty si sobě budou už ve-

lice blı́zké a rozdı́ly budou v rámci desetinných mı́st. Naopak při divergenci narůstajı́ rozdı́ly

do velmi vysokých rozměrů. Postačı́ nám tedy ověřit, že pro každý sloupec je absolutnı́

hodnota rozdı́lu poslednı́ch dvou hodnot menšı́ než 1. Pokud ano, buňka vrátı́ hodnotu 1,

v opačném přı́padě hodnotu 0.

Nakonec musı́me ověřit, zda bylo v rámci omezeného počtu iteracı́ dosaženo přesnosti

zadané uživatelem. Pro zadánı́ přesnosti vytvořı́me okénko, napřı́klad sloučenı́m vı́ce

buněk, nadepsané jako požadovaná přesnost, kterou uživatel zadá pomocı́ desetinného čı́sla,

nejčastěji záporné mocniny deseti. Tuto podmı́nku bude nutné ověřit zvlášt’ v každém řádku

iteračnı́ tabulky. Pro tento účel si vybereme dosud prázdný, nebo alespoň na pohled prázdný,

sloupec, jehož šı́řku na konci zkrátı́me na nulu, aby hodnoty v něm nekazily vizuálnı́ dojem.

Jelikož přesnost má smyl ověřovat až od druhé aproximace, prvnı́ podmı́nku umı́stı́me

tam. Doporučuji podmı́nku umı́stit na stejný řádek jako je aproximace, kterou prověřuje.
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Podmı́nka bude vždy pro každý ze sloupců porovnávat, zda je rozdı́l současné a předešlé

hodnoty menšı́ nebo roven požadované přesnosti. Pokud alespoň pro jeden sloupec splněna

nenı́, funkce vrátı́ hodnotu -1. Pokud však ano, znamená to, že přesnosti dosaženo bylo,

nicméně je ještě třeba ověřit, zda je to poprvé či nikoliv. Podmı́nka tedy zkontroluje, jestli

funkce na předešlém řádku vrátila -1 nebo ne. Jestli ano, jedná se o prvnı́ dostatečně přesnou

iteraci, a funkce vrátı́ hodnotu 0, v opačném přı́padě vrátı́ hodnotu 1.

Tabulku iteracı́ je nynı́ třeba vhodně naformátovat za účelem zvýrazněnı́ prvnı́ho

vyhovujı́cı́ho výsledku a skrytı́ všech řádků za nı́m. Využijeme vestavěné funkce Excelu,

podmı́něné formátovánı́. Tento nástroj nabı́zı́ možnost přidat až tři různé formáty, což je

přesně tolik, kolik potřebujeme. Použité podmı́nku budou velice jednoduché. Po označenı́

tabulky od třetı́ho řádku dále vytvořı́me prozatı́m dva formáty, odvolávajı́cı́ se na hodnoty

podmı́nek z předešlého kroku.

Bude-li se hodnota této funkce rovnat 0, formát nastavı́ sytějšı́ barvu pozadı́, tučné pı́smo

a přidá ohraničenı́. V přı́padě hodnoty 1, nebo nulového determinantu, či nenalezenı́ vhodné

permutace, bude pozadı́ nastaveno průhledné, ohraničenı́ zrušeno, a barva pı́smo nastavena

na bı́lou, čı́mž se dané řádky zneviditelnı́. Vždy ve vzorci odkazujı́cı́m na podmı́nku

ověřovanou v každém řádku je třeba zafixovat označenı́ sloupce znakem $. V přı́padě

odkazů na determinant a permutaci je nutné zafixovat i označenı́ řádku. Po dokončenı́

formátovánı́ tabulky označı́me samotný poslednı́ řádek a přidáme poslednı́, třetı́ podmı́nku.

Ta v přı́padě, že se hodnota pomocné funkce bude rovnat -1, přidá ohraničenı́ a obarvı́

pozadı́ na světle červené, značı́cı́ neúspěch. Pro ostatnı́ řádky hodnota -1 formátovánı́

neměnı́.

Na závěr vytvořı́me stejné okénko jako pro zadánı́ přesnosti. V tomto přı́padě bude

postupně ověřovat splněnı́ všech podmı́nek a v závislosti na tom zobrazovat výsledek.

Využity budou tedy vnořené podmı́nky. Jako prvnı́ bude ověřena hodnota determinantu.

Bude-li nulový, okénko uživatele informuje, že matice nenı́ regulárnı́. Dále se uvěřı́

konvergence. V přı́padě jejı́ho nedosaženı́ okénko zobrazı́, že metoda diverguje. A na závěr,

pokud budou obě předešlé podmı́nky splněny, bude ověřeno dosaženı́ přesnosti, tedy zda

se hodnota pomocné funkce na poslednı́m řádku iteračnı́ tabulky nerovná -1. Nenı́-li tato

podmı́nka splněna, okénko vypı́še, že nebylo dosaženo požadované přesnosti. V opačném

přı́padě uživateli sdělı́, že výsledek najde na konci tabulky. Můžeme také nastavit podmı́něné

formátovanı́ okénka, aby bylo v přı́padě splněnı́ všech podmı́nek nastaveno světle zelené

pozadı́, v přı́padě nesplněnı́ potom červené.

2.5.3 Implementace v C#

Na rozdı́l od eliminačnı́ch metod vysvětlených v předešlých kapitolách bude implementace

iteračnı́ch metod o něco složitějšı́. Roli v tom hraje předevšı́m, že v přı́padě eliminačnı́ch

metod bylo v přı́padě nenulové hodnoty determinantu jasné, že metoda dojde správnému

řešenı́. U metod iteračnı́ je však zapotřebı́ ověřit vı́ce podmı́nek. Prvnı́ z nich je správné

seřazenı́ matice, nebot’ vzhledem k povaze vzorců určených k výpočtu jednotlivých iteracı́
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Obrázek 8: Rozhranı́ pro iteračnı́ metody

je zapotřebı́ zajistit, aby se na hlavnı́ diagonále nenacházela žádná nula, a pokud se tam

vyskytuje, najı́t takové řazenı́, které bude předešlému požadavku odpovı́dat.

K tomuto účelu je třeba si vytvořit vlastnı́ metodu, jež bude pracovat přı́mo se strukturami

objektu Matice, a nebude tudı́ž seřazenou matici vracet. Namı́sto toho vracı́ hodnotu typu

bool, která bude hlavnı́ metodu informovat, zda bylo seřazenı́ úspěšné či nikoliv. Metoda

pro začátek ověřı́, zda je vůbec zapotřebı́ matici řadit. K tomu využije cyklus, který každý z

prvků hlavnı́ diagonály otestuje, jestli nenı́ roven nule. Pokud žádný takový nenajde, metoda

končı́ a vracı́ true, nebot’ je matice již seřazená správně.

private bool Razeni(int n)

{

bool diagonala = true;

for (int i = 0; i < n; i++)

if (nezname[i, i] == 0)

{

diagonala = false;

break;

}

if (diagonala) return true;

Doted’ byl kód velmi jednoduchý. Problém nastává v přı́padě, že je nutné matici seřadit

tak, aby na hlavnı́ diagonále nebyla nula. Zatı́mco v MS Excel, kde jsme pracovali pouze
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s maticı́ velikosti 4, nebyl problém projı́t všechny možné kombinace a zvolit takovou, která

splňuje podmı́nky, v přı́padě algoritmu pro matici obecné velikosti to tak snadné nenı́. Al-

goritmus procházejı́cı́ všechny možné permutace je složitosti n! (n-faktoriál), což znamená,

že s rostoucı́m n narůstá objem výpočtů neúměrně rychle a při dostatečně velkém čı́sle by

takový program mohl běžet přı́liš dlouho. Musı́me tedy najı́t jiný způsob.

V této práci byl k danému účelu zvolen algoritmus spadajı́cı́ pod tzv. heuristiku. Tento po-

jem sloužı́ k označenı́ algoritmů, které ve většině přı́padů rychle poskytujı́ dostatečně přesné

řešenı́. Nelze se však spolehnout, že algoritmus najde řešenı́ vždy. Stále je však možné navrh-

nout jej tak, aby se pravděpodobnost neúspěchu minimalizovala, jak bude ostatně vysvětleno

nı́že.

Pro začátek je třeba si u každého řádku zjistit, na kterých mı́stech se může vyskytovat,

aniž by porušil podmı́nku, že na hlavnı́ diagonále nesmı́ být nula. K uchovánı́ těchto

informacı́ použijeme strukturu dictionary, ukládajı́cı́ data na principu klı́č-hodnota. Klı́č

bude v tomto přı́padě představovat čı́slo značı́cı́ současné pořadı́ řádku, a hodnotu list

celočı́selných hodnot, obsahujı́cı́ všechna pořadı́, která přicházejı́ v úvahu. Všechna tato

čı́sla se budou ukládat jako indexy, tudı́ž budou o jedno menšı́ než skutečné pořadı́, nebot’

indexovánı́ začı́ná od nuly. Seznam typu list volı́me namı́sto pole proto, že bude v rámci

kódu nutné do seznamu přidávat prvky a následně je mazat, což u pole nenı́ možné.

Následujı́cı́ kód postupně projde všechny řádky matice a uložı́ do přı́slušné proměnné

indexy všech nenulových členů – tedy takových, které by mohly být na hlavnı́ diagonále.

Dictionary<int, List<int>> seznam = new

Dictionary<int, List<int>>();

for(int i = 0; i < n; i++)

{

List<int> radek = new List<int>();

for (int j = 0; j < n; j++)

if (nezname[i, j] != 0)

radek.Add(j);

seznam.Add(i, radek);

}

Následuje nejobtı́žnějšı́ část. Zde je nutné zkonstruovat algoritmus tak, aby byla šance

selhánı́ co nejmenšı́. Základnı́ princip pokrývá cyklus, který postupně procházı́ všechny

řádky, pro každý z nich zvolı́ ze seznamu vhodné umı́stěnı́, a následně toto umı́stěnı́ vymaže z

ostatnı́ch seznamů, aby se nestalo, že bude dvěma řádkům přiřazeno stejné mı́sto. Pokaždé je

nejprve testována podmı́nka, že danému řádku zbývá alespoň jedno umı́stěnı́, které přicházı́

v úvahu. Pokud je však přı́slušný seznam prázdný, metoda se ukončı́ a vrátı́ false na znamenı́,

že se matici nepodařilo seřadit.

Zásadnı́ však je volba pořadı́, jakým bude procházenı́ probı́hat. Je myslı́m na prvnı́ po-

hled jasné, že ponechánı́ výchozı́ho pořadı́ by byl krok velmi nepraktický. O něco lepšı́ je

alternativa, kdy se seznam nejprve seřadı́ tak, aby na začátku byl řádek s nejnižšı́m počtem

nenulových členů, a na konci ten s nejvyššı́m. Nynı́ si již lze představit docela rozumný

průběh programu. Tento postup však lze ještě vylepšit, a to tak, že bude na začátku každého
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kroku seznam seřazen znovu, pro přı́pad, že by se mezitı́m poměry změnily. Takto je již

šance na selhánı́ metody velmi malá.

int[] poradi = new int[n];

for(int i = 0; i < n; i++)

{

var radek = seznam.OrderBy(k => k.Value.Count).First();

if (radek.Value.Count == 0)

return false;

poradi[radek.Key] = radek.Value[0];

seznam.Remove(radek.Key);

foreach(var x in seznam)

seznam[x.Key].Remove(radek.Value[0]);

}

Na závěr zbývá matici jen seřadit. Za tı́mto účelem si nejprve vytvořı́me struktury veli-

kostı́ a typem odpovı́dajı́cı́ matici levých stran soustavy rovnic a sloupci pravých stran. Do

těchto struktur budeme v závislosti na pořadı́ přiřazeném v předešlém kroku přiřazovat řádky

ze struktur původnı́ch. Na závěr původnı́ struktury těmito novými přepı́šeme.

float[,] matice = new float[n, n];

float[] konst = new float[n];

for(int i = 0; i < n; i++)

{

for (int j = 0; j < n; j++)

matice[poradi[i], j] = nezname[i, j];

konst[poradi[i]] = konstanty[i];

}

nezname = matice;

konstanty = konst;

return true;

}

Jako dalšı́ na řadě by mělo být ověřenı́, zda bude metoda pro danou matici konvergo-

vat. Tato část je zde mnohem důležitějšı́ než byla v Excelu, nebot’ kdybychom zde nechali

probı́hat cyklus podmı́něný dosaženı́m přesnosti, aniž bychom nejprve ověřili podmı́nku

konvergence, mohlo by snadno dojı́t k přı́padu, že by se program zacyklil a nikdy neskončil..

Stejně jako v přı́padě MS Excel, i tady si budeme muset vystačit s numerickým přı́stupem,

nebot’ výpočet skrze spektrálnı́ poloměr by byl neúměrně složitý. I zde bude ověřenı́ této

podmı́nky provedeno až v rámci iterace samotné.

Nynı́ před sebou máme hlavnı́ metodu, jež stejně jako u eliminačnı́ch metod vracı́ jedno-

rozměrné pole s výsledky. V čem se však lišı́ jsou vstupnı́ parametry. Zatı́mco u eliminačnı́ch

metod jsme se obešli bez nich, zde budeme potřebovat dva vstupy od uživatele. Prvnı́m z nich

je požadovaná přesnost, zadaná ve formě desetinného čı́sla, a tedy reprezentovaná typem

float, a proměnná typu bool, která nám řı́ká, zda se jedná o Jacobiho metodu (stav true) nebo
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Gauss-Siedelovu (stav false). Tyto dvě metody jsou totiž natolik podobné, že krom jediného

řádku bude kód pro jejich výpočet naprosto identický.

Zde v těle hlavnı́ metody se vyskytujı́ dvě mı́sta, z nichž je možné, aby metoda mı́sto

výsledků vrátila hodnotu null. Prvnı́ z nich najdeme hned na začátku, kdy se null vracı́

v přı́padě že se matici nepodařilo seřadit tak, aby odpovı́dala požadavku na nenulové prvky

na hlavnı́ diagonále.

public float[] Vypocet(float presnost, bool jacobi)

{

int n = konstanty.Length;

if (!Razeni(n)) return null

Výpočet samotný zde bude rozdělen do dvou fázı́. Prvnı́, neboli kontrolnı́, sloužı́

k ověřenı́ konvergence metody a je omezen na patnáct opakovánı́ cyklu. Nejprve se definuje

pole počátečnı́ aproximace, do nějž jsme v tomto přı́padě nastavili samé nuly, a kontrolnı́

pole stejné délky. Také zde nastavı́me proměnnou typu bool, jež bude ukazatelem, zda

bylo dosaženo požadované přesnosti. Následně se provede patnáct iteracı́ za pomoci volánı́

funkce, která jednotlivou iteraci vypočı́tá a vrátı́ novou aproximaci a hodnotu bool. Jak je

vidět, funkce může být nastavena i tak, že vracı́ dvě a vı́ce hodnot. Na závěr se provede dalšı́

aproximace, jejı́ž výsledek se uložı́ do kontrolnı́ho pole.

float[] kontrol, apx =

Enumerable.Repeat(0.0f, n).ToArray();

bool hotovo;

for (int i = 0; i < 15; i++)

(hotovo, apx) = Iterace(apx, n, presnost, jacobi);

(hotovo, kontrol) = Iterace(apx, n, presnost, jacobi);

V dalšı́m kroku se porovnajı́ hodnoty poslednı́ a předposlednı́ aproximace, z nichž jedna

je uložena v kontrolnı́m poli. Pro každé dva prvky na stejném indexu musı́ platit, že je abso-

lutnı́ hodnota jejich rozdı́lu menšı́ než 1. Pokud podmı́nka splněna nenı́, metoda končı́ a vracı́

null. Je-li podmı́nka splněna pro všechny indexy, máme již v podstatě vyhráno.

for (int i = 0; i < n; i++)

if (Math.Abs(kontrol[i] - apx[i]) > 1)

return null;

Následuje cyklus typu while. Ten se od for cyklu lišı́ tı́m, že nemá pevně stanovený počet

opakovánı́. Naopak je jeho dalšı́ provedenı́ opatřeno podmı́nkou, že proměnná informujı́cı́,

zda bylo dosaženo přesnosti, nabývá hodnoty false, a je tudı́ž zapotřebı́ dále iterovat.

while (hotovo == false)

(hotovo, apx) = Iterace(apx, n, presnost, jacobi);

return apx;

}

Metoda provádějı́cı́ jednu iteraci je specifická tı́m, že namı́sto jediné proměnné

vracı́ dvě. V C# je toho možné docı́lit velice snadno, a to uvedenı́ obou proměnných
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do kulatých závorek, přičemž je oddělı́me čárkou. Stejný postup je třeba aplikovat i u

přiřazovánı́ výsledků metody do proměnných v metodě hlavnı́. Jako vstupnı́ parametry tu

máme předchozı́ iteraci, velikost soustavy (tedy i pole s iteracı́), požadovanou přesnost

a proměnnou informujı́cı́ program, zda jde o Jacobiho či Gauss-Siedelovu metodu. Právě

zde bude totiž na tomto rozdı́lu záležet.

Výpočet nové iterace je prostý. Nejprve se vytvořı́ nové pole pro novou iteraci, do nějž se

nakopı́ruje ta původnı́. Dále bude následovat cyklus, který provede pro každý prvek v iteraci

tentýž výpočet. Pro výpočet hodnoty do nové iterace je opět volána jiná metoda. A právě

tady se jako vstupnı́ parametr do výpočetnı́ metody pošle původnı́ aproximace, pokud se

jedná o Jacobiho metodu, přı́padně nekompletnı́ nová aproximace, pokud se jedná o Gauss-

Siedelovu metodu. Když je nová hodnota přiřazena na odpovı́dajı́cı́ mı́sto v poli, provede

se kontrola, zda je rozdı́l této hodnoty a té z předešlé aproximace menšı́ než požadovaná

přesnost. Pokud ne, nastavı́ se pomocná proměnná typu bool na false.

private (bool, float[]) Iterace(float[] apx1, int n,

float presnost, bool jacobi)

{

bool hotovo = true;

float[] apx2 = new float[n];

apx1.CopyTo(apx2, 0);

for (int i = 0; i < n; i++)

{

if (jacobi) apx2[i] = Hodnota(apx1, i, n);

else apx2[i] = Hodnota(apx2, i, n);

if (Math.Abs(apx1[i] - apx2[i]) > presnost)

hotovo = false;

}

return (hotovo, apx2);

}

Poslednı́ metodou, kterou si zde popı́šeme, je výpočet jednotlivé hodnoty v dané

aproximaci. Zatı́mco v MS Excel jsme tyto vzorce psali zvlášt’ pro každou proměnnou, zde

je nutné výpočet zobecnit, nebot’ pracujeme s obecnou soustavou rovnic. Když se podı́váme

na vzorce popsané v algoritmizaci pro MS Excel výše, lze vypozorovat určité opakujı́cı́

se schéma. Vždy se nejprve od absolutnı́ho členu odečtou prvky předešlé aproximace

vynásobené přı́slušným koeficientem, ovšem s výjimkou prvku, který právě počı́tám, a k

němuž přı́slušným koeficientem zı́skaný výsledek vydělı́me.

Tento postup se dá snadno zobecnit tak, že se do pomocné proměnné uložı́ absolutnı́

člen daného řádku matice soustavy a následně se v cyklu postupně odečı́tajı́ součiny členů

s koeficienty z této matice. Přičemž než k odečtu dojde, ověřı́ program podmı́nku, zda se

index prvku nerovná indexu, jež byl metodě předán jako parametr. Pokud ano, tento krok

cyklus přeskočı́. Po ukončenı́ cyklu se výsledek vydělı́ koeficientem z matice levých stran

soustavy.
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private float Hodnota(float[] promenne, int i, int n)

{

float konst = konstanty[i];

for (int j = 0; j < n; j++)

if(i != j)

konst -= promenne[j] * nezname[i, j];

konst = konst / nezname[i, i];

return konst;

}
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Závěr

Tato diplomová práce měla za cı́l seznámit čtenáře s různými postupy a možnostmi použitı́

numerických metod za účelem řešenı́ soustavy lineárnı́ch rovnic, a to jak s pomocı́ kan-

celářského softwaru MS Excel, tak s využitı́m programovacı́ho jazyka C#.

Splněnı́ zadaného cı́le bylo dosaženo ve čtyřech podkapitolách zaměřených na konkrétnı́

numerické metody. Z eliminačnı́ch metod byly zvoleny Gaussova a Jordanova, zatı́mco mezi

využité iteračnı́ metody se řadı́ Jacobiho a Gauss-Siedelova metoda. Postup implementace

každé ze zmı́něných metod byl pro obě aplikovaná prostředı́ podrobně objasněn, přičemž

nechybělo ani vysvětlenı́, z jakého důvodu se postupovalo právě takto, a v přı́padě MS Excel

byl postup doplněn o snahu optimalizovat vizuálnı́ stránku věci.

Pro každou z metod bylo zvolené řešenı́, které co nejlépe odpovı́dalo požadavkům

na přehlednost a jeho aplikace byla smysluplná. Nalezly se ovšem přı́pady, v nichž hledánı́

elegantnı́ho řešenı́ představovalo skutečnou výzvu, nicméně si troufám řı́ci že se tato snaha

nakonec setkala s úspěchem. Přı́kladem budiž seřazenı́ matice pro iteračnı́ metody tak, aby

se na hlavnı́ diagonále nevyskytovala nula.

Čtenáři zběhlı́ v oboru informatiky nejspı́še ocenı́ implementaci v prostředı́ známého pro-

gramovacı́ho jazyka C# včetně využitı́ frameworku Xamarin Forms, který dodává výsledné

aplikaci grafickou podobu a nejen že tak usnadňuje přehlednou práci, nicméně také využı́vá

rozličných metod pro kontrolu správnosti zadánı́, čı́mž předcházı́ nechtěným pádům aplikace

při zadánı́ chybného či neočekávaného vstupu.

Jelikož se jedná o jazyk z rodiny C, pro většinu programátorů s těmito jazyky

obeznámených by nemělo představovat problém kód adaptovat pro jazyk přı́buzný. V této

snaze by mělo být nápomocno i slovnı́ vysvětlenı́ postupu.

V praxi je možné tuto práci využı́t jako podklad k přı́pravě výuky numerických metod

řešenı́ soustav lineárnı́ch rovnic, rovněž i pro přı́padné samostudium, pokud by někdo proje-

vil individuálnı́ zájem, či se z jakéhokoliv důvodu nemohl účastnit prezenčnı́ výuky v budově

školy.

Přı́padné rozšı́řenı́ práce by mohlo pokrýt výpočty kořenů nelineárnı́ch rovnic. Některé

aspekty tohoto problému by nejspı́še představovaly značnou výzvu pro obě prostředı́ využitá

v původnı́ diplomové práci.
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[6] KUBÍČEK, Milan, Miroslava DUBCOVÁ a Drahoslava JANOVSKÁ. Nu-
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