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Úvod

Pro mou diplomovou práci jsem si zvolila téma Funkce sinus a cosinus, protože

jsem chtěla ukázat, jak jsou tyto funkce využitelné i v běžném životě, a také jsem

si chtěla rozš́ı̌ŕıt znalosti v této problematice. Proto bych se chtěla zaměřit na

tyto funkce i v komplexńım oboru.

Ćılem diplomové práce je seznámit se s goniometrickými funkcemi sinus a

cosinus v komplexńım oboru. Daľśım ćılem je vytvořit sborńık úloh zaměřených

na goniometrické funkce v reálném oboru, který by se skládal z velké části z

př́ıklad̊u využitelných v praxi. Také bych chtěla zjistit, jakých znalost́ı dosahuj́ı

žáci 9. ročńık̊u v oblasti goniometrických funkćı. Ke zjǐstěńı těchto znalost́ı použiji

určité př́ıklady ze sborńıku, které bych dala žák̊um vybrané škole k řešeńı.

Diplomová práce bude rozdělena do čtyř část́ı. Prvńı dvě části budou zaměřeny

na popis a vysvětleńı teoretických pojmů a zbylé části budou věnovány tvorbě

sborńıku př́ıklad̊u a statistickémů vyhodnocováńı testu obsahuj́ıćı př́ıklady s go-

niometrickými funkcemi, které budou řešit žáci 9. ročńık̊u.

Prvńı kapitola se bude zabývat základńımi pojmy z oblasti komplexńıho oboru.

Budou zde připomenuty komplexńı č́ısla a komplexńı funkce a jejich vlastnosti, je-

jichž znalost bude potřebná v daľśı části práce. Mezi tyto potřebné znalosti budou

patřit pojmy týkaj́ıćı se mocninných řad v komplexńım oboru a také komplexńı

exponenciálńı funkce.

V druhé kapitole budou představeny funkce sinus a cosinus v komplexńım

oboru. Zde budou ukázány d̊uležité definice a vysvětleny vlastnosti těchto funkćı.

Některé vlastnosti budou doplněny o konkrétńı př́ıklady. Na konci této kapitoly

budou zmı́něny komplexńı funkce tangens a cotangens a jejich vlastnosti.
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Třet́ı kapitola bude zaměřena na tvorbu sborńık̊u př́ıklad̊u o třech kategoríıch

r̊uzné obt́ıžnosti. Každá kategorie bude obsahovat 6 př́ıklad̊u a součást́ı každého

př́ıkladu bude popsán postup jeho řešeńı. Tato kapitola bude také věnována vy-

hodnoceńı znalost́ı z oblasti goniometrických funkćı, které maj́ı žáci 9. ročńık̊u.

Pro dané šetřeńı budou vybrány př́ıklady ze sborńıku z kategorie A pro základńı

školu. Budu se zaj́ımat o to, jaké typy př́ıklad̊u žák̊um vyhovuj́ı v́ıce, a které

budou žák̊um dělat pot́ıže. Také se budu zaj́ımat o to, zda se budou lǐsit znalosti

u chlapc̊u a u d́ıvek. U jednotlivých př́ıklad̊u v testu budou žák̊um poskytnuty

možnosti odpověd́ı, což je inspirováno soutěž́ı Matematický klokan.
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Kapitola 1

Základńı pojmy

Na začátku diplomové práce budou nejprve připomenuty základńı pojmy

týkaj́ıćı se komplexńıch č́ısel a komplexńıch funkćı. Znalost komplexńıch č́ısel neńı

d̊uležitá jen pro matematiky, významnou roli zauj́ımaj́ı také u fyzik̊u (např́ıklad

v elektrotechnice, optice, ...) nebo u informatik̊u (např́ıklad při práci s obrázky

v grafických editorech). Také budou zmı́něny některé vlastnosti exponenciálńıch

funkćı v komplexńım oboru, jejichž znalost bude potřebná v následuj́ıćım textu.

Vycháźı se zde zejména z [1], [8], [12], [3], [6]. Protože tato část diplomové práce

slouž́ı zejména pro připomenut́ı d̊uležitých pojmů, nebudu zde uvádět d̊ukazy.

Tyto d̊ukazy můžeme naj́ıt v [2].

1.1. Komplexńı č́ısla

Definice 1. Uspořádaná dvojice (x,y) reálných č́ıcel x a y se nazývá komplexńı

č́ıslo z, které budeme značit z = (x, y). Prvńı složka x komplexńıho č́ısla z se

nazývá reálná část č́ısla a znač́ı se x = Re z, druhá složka y komplexńıho č́ısla z

se nazývá imaginárńı část č́ısla a znač́ı se y = Im z. Množina C znač́ı množinu

všech komplexńıch č́ısel.

Na množině komplečńıch č́ısel definujeme pro dvojici č́ısel z1 = (x1, y1) a

z2 = (x2, y2) operace sč́ıtáńı a násobeńı následovně:

z1 + z2 = (x1 + x2, y1 + y2),

z1 · z2 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1).

9



Dále pro tyto operace plat́ı:

(x, y) + (0, 0) = (0, 0) + (x, y) = (x, y),

(x, y) · (0, 0) = (0, 0) · (x, y) = (0, 0),

(x, y) · (1, 0) = (1, 0) · (x, y) = (x, y).

Komplexńı č́ıslo (0, 0) znač́ıme jako 0 a nazýváme ho nulovým prvkem, komplexńı

č́ıslo (1, 0) znač́ıme jako 1 a nazýváme ho jednotkovým prvkem, komplexńı č́ıslo

(−x,−y) nazýváme opačným prvkem k č́ıslu (x, y).

Definice 2. Komplexńı č́ıslo i = (0, 1) se nazývá imaginárńı jednotka. Plat́ı vztah

i2 = (−1, 0).

Poznámka 1. Komplexńı č́ıslo z = (x, y) budeme pomoćı imaginárńı jednotky i

zapisovat z = x+ iy.

Definice 3. Ke komplexńımu č́ıslu z = x+iy definujeme č́ıslo komplexně sdružené

jako z = x− iy.

Poznámka 2. Pro komplexńı č́ısla z, z1, z2 plat́ı následuj́ıćı vztahy:

z = z, z1 ± z2 = z1 ± z2, z1z2 = z1z2,
z1
z2

=
z1
z2
, kde z2 6= 0.

Definice 4. Absolutńı hodnotou komplexńıho č́ısla z = (x, y) rozumı́me č́ıslo:

|z| =
√

(x2 + y2) =
√
z · z.

Poznámka 3. Pro č́ısla z, z1, z2 ∈ C plat́ı následuj́ıćı vlastnosti:

|z| ≥ 0, |z| = 0⇔ z = 0,

zz = |z|2 , |z| = |z| , |z1z2| = |z1| |z2| ,
∣∣∣∣z1z2
∣∣∣∣ =
|z1|
|z2|

, kde z2 6= 0.

10



1.2. Geometrický tvar komplexńıho č́ısla

Komplexńı č́ıslo z můžeme vyjádřit také geometricky. T́ımto znázorněńım

bychom komplexńımu č́ıslu přǐradili bod v komplexńı rovině se souřadnicemi x, y.

Tato rovina se nazývá Gaussova rovina. Na obrázku 1.2 je zobrazeno komplexńı

č́ıslo z, opačný prvek k č́ıslu z a č́ıslo komplexně sdružené k č́ıslu z. Č́ıslo |z| znač́ı

eukleidovskou vzdálenost komplexńıho č́ısla z od počátku.

Poznámka 4. Množinu C doplněnou o nevlastńı prvek ∞, (tj. C∪∞) nazýváme

rozš́ıřená Gaussova rovina a znač́ıme S.

Obrázek 1.1: Geometrická interpretace komplexńıho č́ısla z

1.3. Goniometrický tvar komplexńıho č́ısla

Pro vyjádřeńı komplexńıho č́ısla z 6= 0 můžeme také využ́ıt zápis v goniome-

trickém tvaru, který vypadá následovně:

z = |z| (cosα + i sinα).

Definice 5. Necht’ z 6= 0 je komplexńı č́ıslo. Pak každé α ∈ R vyhovuj́ıćı vztah̊um

cosα =
Re z

|z|
, sinα =

Im z

|z|

nazveme hodnotou argumentu komplexńıho č́ısla z. Množinu všech argument̊u

komplexńıho č́ısla z budeme značit symbolem Arg z.

11
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Poznámka 5. Dále plat́ı:

• Argument α komplexńıho č́ısla z neńı jednoznačně určen, nebot’ α+2kπ, kde

k ∈ Z, je také argument stejného komplexńıho č́ısla z. Pokud α ∈ 〈−π; π),

nazýváme tento argument hlavńı (základńı) argument č́ısla z a znač́ıme jej

arg z.

• Pro komplexńı č́ıslo z = 0 neńı hodnota Arg z definována, protože plat́ı

|z| = 0.

1.4. Komplexńı funkce

Definice 6. Necht’ M ⊂ S je neprázdná množina. Pak zobrazeńı f : M → S

nazýváme komplexńı funkćı komplexńı proměnné. Přitom množinu M nazýváme

definičńım oborem funkce f a znač́ıme Df , množinu f(M) nazýváme oborem

hodnot této funkce a znač́ıme H(f).

Poznámka 6. Zobrazeńı f : M → N , kde:

• M ⊆ R,N = C nazýváme komplexńı funkćı reálné proměnné,

• M ⊆ C,N = R nazýváme reálnou funkćı komplexńı proměnné.

Definice 7. Necht’ f je funkce komplexńı proměnné. Řekneme, že funkce f je

konečná funkce, právě když Hf ∈ C.

Poznámka 7. Necht’ f je konečná funkce komplexńı proměnné. Pro každé z ∈

Df označme Re f(z) = u(z), Im f(z) = v(z). Potom u, v jsou reálné funkce

komplexńı proměnné a plat́ı f(z) = u(z) + iv(z) pro každé z ∈ Df . Jestlǐze je

nav́ıc Df ∈ C, pak pro každé z ∈ Df , kde z = x + iy, bude pro funkce u(z), v(z)

platit u(z) = u(x, y) a v(z) = v(x, y). Funkce f(z) m̊užeme přepsat následovně:

f(z) = u(x, y) + iv(x, y).

Funkci u nazýváme reálnou složkou funkce f a funkci v nazýváme imaginárńı

složkou funkce f . Jedná se tedy o reálné funkce dvou reálných proměnných.
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1.4.1. Holomorńı funkce

Nyńı se budeme věnovat komplexńım funkćım a jejich komplexńı diferenco-

vatelnost́ı. Budeme se tedy zabývat tzv. holomorfńımi funkcemi.

Definice 8. Necht’ f je komplexńı funkce komplexńı proměnné, která je defino-

vaná na nějakém okoĺı U(z0) bodu z0 ∈ C. Funkce má derivaci v bodě z0 právě

tehdy, když existuje konečná limita

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
.

Ekvivalentně lze psát

f ′(z0) = lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h
.

Funkce f ′(z0) se nazývá derivace funkce f v bodě z0.

Poznámka 8. V komplexńım oboru nedefinujeme derivaci funkce v bodě ∞. Ne-

zavád́ı se tedy pojem nevlastnńı derivace.

V následuj́ıćı větě jsou ukázána pravidla pro derivováńı funkćı v komplexńım

oboru, která jsou shodná s pravidly pro derivováńı funkćı v reálném oboru.

Věta 1. Necht’ funkce f, g maj́ı v bodě z0 ∈ C derivaci, pak v tomto bodě maj́ı

derivaci také funkce c · f , kde c ∈ C, f ± g, f · g, f
g
pro g(z0) 6= 0 a plat́ı:

[c · f(z0)]
′ = c · f ′(z0),

[f(z0)± g(z0)]
′ = f ′(z0)± g′(z0),

[f(z0) · g(z0)]
′ = f ′(z0)g(z0) + f(z0)g

′(z0),[
f(z0)

g(z0)

]′
=
f ′(z0)g(z0)− f(z0)g

′(z0)

g2(z0)
.

Věta 2. Má-li funkce f derivaci v bodě z0 ∈ C a funkce g derivaci v bodě f(z0) ∈

C, pak složená funkce g ◦ f = g(f) má v bodě z0 derivaci a plat́ı:

(g ◦ f)′(z0) = [g(f(z0))]
′ = g′(f(z0)) · f ′(z0)

.
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Definice 9. Necht’ f je komplexńı funkce a bod z0 ∈ H, Předpokládejme, že

existuje okoĺı bodu z0, v jehož každém bodě má funkce f derivaci. Potom řekneme,

že funkce f je holomorfńı v bodě z0.

Definice 10. Funkce f je holomorfńı na otevřené množině M ⊂ C, jestlǐze je

holomorfńı v každém bodě množiny M , tedy v každém bodě z množiny M .

Definice 11. Funkce f : C → C se nazývá celá, jestlǐze je holomorfńı na celém

C. Celé funkce, které nejsou polynomy, se nazývaj́ı transcendentńı.

1.4.2. Mocninné řady a exponenciálńı funkce

V této části diplomové práce budou připomenuty pojmy týkaj́ıćı se moc-

ninných řad a exponenciálńıch funkćı v komplexńım oboru, které budou zauj́ımat

d̊uležitou roli při definováńı komplexńıch goniometrických funkćı sinus a cosinus.

Definice 12. Necht’ zn je posloupnost bod̊u z C. Potom výraz

z0 + z1 + z2 + ... =
∞∑
n=0

zn

nazýváme (nekonečnou) řadou komplexńıch č́ısel. Čı́slo sk = z0 + z1 + ... + zk

nazýváme k-tý částečný součet řady
∞∑
n=0

zn a č́ıslo zn nazýváme člen nekonečné

řady
∞∑
n=0

zn.

Definice 13. Řekneme, že řada
∞∑
n=0

zn konverguje k č́ıslu z ∈ C, jestlǐze posloup-

nost jejich částečných součt̊u
∞∑
n=0

sn má limitu rovnu č́ıslu z (tj. limn→∞ sn = z).

Čı́slo z nazýváme součtem řady
∞∑
n=0

zn, ṕı̌seme
∞∑
n=0

zn = z. V opačném př́ıpadě

řekneme, že řada
∞∑
n=0

zn diverguje.
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Věta 3. Necht’
∑
zn je řada komplexńıch č́ısel a necht’ zn = xn + iyn pro n ∈ C.

Pak řada
∑
zn konverguje právě tehdy, když konverguj́ı obě řady reálných č́ısel∑

xn a
∑
yn a plat́ı:

∞∑
n=0

zn =
∞∑
n=0

xn + i
∞∑
n=0

yn.

Definice 14. Necht’ an je posloupnost bod̊u z C a z0 ∈ C, n ∈ N∪0. Řadu funkćı

∞∑
n=0

an(z − z0)n (1.1)

nazývame mocninnou řadou o středu z0 a s koeficienty an. Čı́slo a0 nazýváme

absolutńı člen řady (1.1).

Pokud bychom zavedli v mocninné řadě (1.1) substituci v = z − z0 (tj. posu-

nut́ı v komplexńı rovině), źıskali bychom mocninnou řadu
∞∑
n=0

anv
n se středem v

počátku. Pro mocninnou řadu se zavedenou substitućı se až na posun vlastnosti

neměńı. Dále tedy budeme použ́ıvat mocninnou řadu ve tvaru
∞∑
n=0

anz
n, pro kte-

rou bude platit, že z0 = 0.

Nyńı přejdeme k exponenciálńım funkćım v komplexńım oboru, které definujeme

pomoćı mocninné řady. Tyto funkce jsou velmi d̊uležité v následuj́ıćım textu,

proto zde uvedu jednotlivé věci i s d̊ukazy.

Definice 15. Exponenciálńı funkce je definována vztahem

ez =
∞∑
n=0

zn

n!

pro každé z ∈ C
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Poznámka 9. Komplexńı funkce zn je holomorfńım rozš́ıřeńım reálné funkce ex.

Z definice exponenciálńı funkce vid́ıme, že plat́ı e0 = 1 a (ez)′ = ez. Tedy

(ez)′ = (
∞∑
n=0

zn

n!
)′ =

∞∑
n=0

(
zn

n!
)′ =

∞∑
n=0

nzn−1

n!
=
∞∑
n=0

zn−1

(n− 1)!
=
∞∑
n=0

zk

k!
= ez.

Věta 4. Pro každé s, t ∈ C plat́ı

es+t = eset.

D̊ukaz. K d̊ukazu tvrzeńı využijeme binomickou větu a vlastnosti pro součet moc-

ninných řad, které můžeme malézt v [2].

eset =
∞∑
n=0

sn

n!

∞∑
n=0

tn

n!
=
∞∑
n=0

n∑
k=0

sk

k!

tn−k

(n− k)!
=
∞∑
n=0

1

n!
(
n∑
k=0

n!

k!

sktn−k

(n− k)!
) =

=
∞∑
n=0

1

n!
(
n∑
k=0

(
n

k

)
sktn−k) =

∞∑
n=0

1

n!
(s+ t)n = es+t.

Poznámka 10. Pro komplexńı exponenciálńı funkce, kde z, z1, z2 ∈ C, plat́ı

následuj́ıćı vlastnosti:

• ez 6= 0 pro každé z ∈ C a pro převrácenou hodnotu (ez)−1 = e−z,

• ez = 1⇔ z = 2kπi, kde k ∈ C,

• ez = −1⇔ z = (2k + 1)πi, kde k ∈ C,

• ez1 = ez2 =⇔ z1 = z2 + 2kπi, kde k ∈ C.

Věta 5. Funkce ez je periodická s periodou 2πi, tj. pro každé z ∈ C plat́ı

ez = ez+2π.

Důkaz plyne z posledńı vlastnosti exponenciálńı funkce v Poznámce 10.
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Kapitola 2

Goniometrické funkce v
komplexńım oboru

2.1. Funkce sinus a cosinus

Tato část bude zaměřena na představeńı goniometrických funkćı sinus a cosi-

nus v komplexńım oboru. Budou zde také popsány a vysvětleny d̊uležité vlastnosti

těchto funkćı. Tyto vlastnosti budou uvedeny i s d̊ukazy. Některé vlastnosti bu-

dou také doplněny o konkrétńı př́ıklady. Na konci této kapitoly budou zmı́něny

komplexńı goniometrické funkce tangens a cotangens spolu s jejich vlastnostmi.

Budeme vycházet z [1], [2], [10] , [11].

Definice 16. Funkci sinus (resp. cosinus) definujeme pomoćı mocninných řad

pro každé z ∈ C vzorci:

sin z =
∞∑
n=0

(−1)n
22n+1

(2n+ 1)!
,

cos z =
∞∑
n=0

(−1)n
22n

(2n)!
.

Věta 6. Pro každé z ∈ C plat́ı tzv. Euler̊uv vzorec:

e±iz = cos z ± i sin z.

D̊ukaz. U tohoto d̊ukazu využijeme definici exponenciálńı funkce. Důkaz prove-

deme pro kladné znaménko ve vzorci. Pro záporné znaménko by se d̊ukaz prováděl
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analogicky.

eiz =
∞∑
n=0

(iz)n

n!
=
∞∑
k=0

i2kz2k

(2k)!
+
∞∑
k=0

i2k+1z2k+1

(2k + 1)!
=

=
∞∑
k=0

(−1)k
22k

(2k)!
+ i

∞∑
k=0

(−1)k
22k+1

(2k + 1)!
= cos z + i sin z.

Poznámka 11. Pomoćı předchoźıho vztahu m̊užeme ekvivalentně vyjádřit defi-

nici 16 následovně:

sin z =
eiz − e−iz

2i
, (2.1)

cos z =
eiz + e−iz

2
. (2.2)

U funkćı sinus a cosinus můžeme také nalézt reálnou a imaginárńı složku.

Využijeme k tomu následuj́ıćı větu.

Věta 7. Necht’ z ∈ C, kde z=x+iy pro x, y ∈ R, plat́ı:

Re(sin z) =
sinx(ey + e−y)

2
, Im(sin z) =

cosx(ey − e−y)
2

,

Re(cos z) =
cosx(e−y + ey)

2
, Im(cos z) =

sinx(e−y − ey)
2

.

D̊ukaz. Pro dokazováńı využijeme Euler̊uv vztah a rovnosti (2.1), (2.2).

sin z =
eiz − e−iz

2i
=

1

2i
(ei(x+iy) − e−i(x+iy)) =

=
1

2i

[
e−y(cosx+ i sinx)− ey(cosx− i sinx)

]
=

=
1

2i

[
cosx(e−y − ey) + i sinx(e−y + ey)

]
=

=
1

2i
cosx(e−y − ey)︸ ︷︷ ︸

Im(cos z)

+
1

2
sinx(e−y + ey)︸ ︷︷ ︸

Re(cos z)

.
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cos z =
eiz + e−iz

2
=

1

2
(ei(x+iy) + e−i(x+iy)) =

=
1

2

[
e−y(cosx+ i sinx) + (ey cosx− i sinx

]
=

=
1

2

[
cosx(e−y + ey) + i sinx(e−y − ey)

]
=

=
1

2
cosx(e−y + ey)︸ ︷︷ ︸

Re(cos z)

+ i
1

2
sinx(e−y − ey)︸ ︷︷ ︸

Im(cos z)

.

2.1.1. Vlastnosti funkćı sinus a cosinus

Nyńı se budeme věnovat vlastnostem komplexńıch funkćı sinus a cosinus. Mezi

tyto vlastnosti bude patřit např́ıklad parita, periodicita, diferencovatelnost. Také

zde budou představeny d̊uležité goniometrické vzorce pro funkce sinus a cosinus

v komplexńım oboru.

Věta 8. Necht’ z ∈ C.

1. Řekneme, že funkce sinus je lichá, plat́ı tedy: sin(−z) = − sin z,

2. Řekneme, že funkce cosinus je sudá, plat́ı tedy: cos(−z) = cos z.

D̊ukaz. Důkaz provedeme pomoćı Eulerovy věty a vlastnosti exponencionálńı

funkce, která nám ř́ıká, že tato funkce je periodická s periodou 2πi(Viz Věta 16).

Plat́ı tedy rovnice

cos z + i sin z = eiz = eiz+2πi = ei(z+2π) = cos(z + 2π) + i sin(z + 2π),

cos z − i sin z = e−iz = e−iz−2πi = e−i(z+2π) = cos(z + 2π)− i sin(z + 2π).

Nejprve tyto rovnice sečteme a poté vyděĺıme č́ıslem 2. Dostaneme tedy

2 cos z = 2 cos(z + 2π),
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cos z = cos(z + 2π).

Dále odečteme druhou rovnici od prvńı a výslednou rovnici vyděĺıme č́ıslem 2i.

Źıskáme

2i sin z = 2i sin(z + 2π),

sin z = sin(z + 2π).

T́ımto jsme źıskali požadované vztahy.

Př́ıklad I. Vypoč́ıtejte sin(−5i) + cos(−2i).

Řešeńı. Při řešeńı využijeme informace, že funkce sinus je lichá a funkce cosinus

sudá, dále využijeme vztahy (2.1), (2.2).

sin(−5i) + cos(−2i) = − sin(5i) + cos(2i) =

= −e
i·5i − e−i·5i

2i
+
ei·2i + e−i·2i

2
=

= −e
−5 − e5

2i
+
e−2 + e2

2
= −1− e10

2ie5
+

1 + e4

2e2
=

= i
1− e10

2e5
+

1 + e4

2e2
.
= −74, 203i+ 3, 762.

Věta 9. Komplexńı funkce sinus a cosinus jsou periodické s periodou 2π.

D̊ukaz. Důkaz plyne z Eulerova vzorce a ze skutečnosti, že exponenciálńı funkce

je v C periodická s periodou 2πi (viz Věta 5). Bude tedy pro každé z ∈ C platit:

cos z + i sin z = eiz = eiz+2πi = cos(z + 2π) + i sin(z + 2π),

cos z − i sin z = e−iz = e−iz−2πi = cos(z + 2π)− i sin(z + 2π).

Po sečteńı těchto rovnost́ı a jejich následným vyděleńım č́ıslem 2 źıskáme požadovaný

vztah pro funkci cosinus:

2 cos z = 2 cos(z + 2π),

cos z = cos(z + 2π).
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Po odečteńı těchto rovnost́ı a jejich následným vyděleńım č́ıslem 2i źıskáme

požadovaný vztah pro funkci sinus:

2i sin z = 2i sin(z + 2π),

2 sin z = 2 sin(z + 2π).

Př́ıklad II. Vypoč́ıtejte cos(1 + 2i).

Řešeńı.

cos(1 + 2i) =
ei(1+2i) + e−i(1+2i)

2
=
eie−2 + e−ie2

2
=
ei + e−ie4

2e2
=

=
2ei + 2e−ie4

4e2
=

2ei + 2e−ie4 + e−i − e−i + eie4 − eie4

4e2
=

=
ei + e−ie4 + e−i + eie4

4e2
+
ei + e−ie4 − e−i − eie4

4e2
=

=
ei(1 + e4) + e−i(e4 + 1)

4e2
+
ei(1− e4)− e−i(−e4 + 1)

4e2
=

=
(ei + e−i)(1 + e4)

4e2
+

(ei − e−i)(1− e4)
4e2

= cos 1
1 + e4

2e2
+ i sin 1

1− e4

2e2
.
=

.
= 2, 033− 3, 052i.

Věta 10. Funkce sinus a cosinus maj́ı v C následuj́ıćı vlastnosti:

1. sin z = 0⇔ z = kπ, kde k ∈ Z, z ∈ C,

2. cos z = 0⇔ z = (k + 1
2
)π, kde k ∈ Z, z ∈ C,

3. cos z = sin(π
2
− z), kde z ∈ C.

D̊ukaz. K d̊ukazu využijeme Větu 5.

1. Nejprve dokážeme sin z = 0. Využijeme vztahu sin z = eiz−e−iz
2i

.

eiz − e−iz

2i
= 0⇔ eiz − e−iz = 0⇔ eiz = e−iz ⇔ e2iz = 1.

Podle Věty 5 plat́ı, že 2iz = 2kπi. Po vyděleńı této rovnice č́ıslem 2i źıskáme

rovnost z = kπ, kde k ∈ Z.
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2. Nyńı dokážeme rovnost cos z = 0. Využijeme vztahu cos z = eiz+e−iz

2
.

eiz + e−iz

2
= 0⇔ eiz + e−iz = 0⇔ eiz = −e−iz ⇔ e2iz = −1.

Podle Věty 5 plat́ı, že 2iz = (2k + 1)πi. Po vyděleńı této rovnice č́ıslem 2i

źıskáme rovnost z = (k + 1
2
)π, kde k ∈ Z.

3. K d̊ukazu cos z = sin(π
2
− z) využijeme předchoźı vztahy a poté za z do-

sad́ıme z = x+ iy pro x, y ∈ R.

cos z =
eiz + e−iz

2
=
eix−y + e−ix+y

2
=

=
1

2

[
e−y(cosx+ i sinx) + ey(cosx− i sinx)

]
=

=
1

2

[
e−y(cos(

π

2
− x) + i sin(

π

2
− x)) + ey(cos(

π

2
− x)− i sin(

π

2
− x))

]
=

=
1

2i

[
ey(sin(

π

2
− x) + i cos(

π

2
− x))− e−y(sin(

π

2
− x)− i cos(

π

2
− x))

]
=

=
1

2i

[
ey+i(

π
2
−x) − e−y−i(

π
2
−x)] ≡ ei(

π
2
−x) − e−i(π2−x)

2i
= sin(

π

2
− z)

Věta 11. Komplexńı funkce sin z a cos z jsou holomorfńım rozš́ıřeńım reálných

funkćı sinx a cosx na C. Plat́ı:

(sin z)′ = cos z, (cos z)′ = − sin z.

D̊ukaz. Důkaz provedeme pro derivaci funkce sin z. Pomoćı definice 16 zjist́ıme,

že plat́ı:

(sin z)′ =

(
∞∑
n=0

(−1)n
22n+1

(2n+ 1)!

)′
=
∞∑
n=0

(−1)n
22n

(2n)!
= cos z.

Analogicky bychom postupovali pro d̊ukaz derivace funkce cos z.

Poznámka 12. Připomeňme, že funkce f je holomorfńı na otevřené množině

H ⊂ C, jestlǐze pro všechna z ∈ H existuje derivace f ′(z). Vyšš́ı derivace f ′′

(resp. f (3), f (4), ...) definujeme pomoćı vztahu f (n+1) := (f (n))′, n ∈ N.
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Věta 12. Funkce sin z a cos z nejsou na C ohraničené.

D̊ukaz. K d̊ukazu pro funkci sin z využijeme vzorec 2.1, tedy sin z = eiz−e−iz
2i

. Za

z dosad́ıme z = ix, kde x ∈ R. Pro x→∞ bude platit:

sin(ix) =
1

2i
(e−x − ex)→ −∞

Podobně bychom dokázali tuto vlastnost pro funkci cos z.

Věta 13. Pro každé z, z1, z2 ∈ C plat́ı vzorce:

1. sin2 z + cos2 z = 1

2. sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + sin z2 cos z1

3. cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2

4. sin 2z = 2 sin z cos z

5. cos 2z = cos2 z − sin2 z

D̊ukaz. K d̊ukaz̊um využijeme Euler̊uv vzorec a vztahy 2.1, 2.2.

1. Nejprve dokážeme rovnost sin2 z + cos2 z = 1.

sin2 z + cos2 z =

[
eiz − e−iz

2i

]2
+

[
eiz + e−iz

2

]2
=

= −1

4
(e2iz − 2 + e−2iz) +

1

4
(e2iz + 2 + e−2iz) = 1

2. Pro d̊ukaz rovnost́ı sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + sin z2 cos z1 a cos(z1 + z2) =

cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2 nejprve využijeme Eulerovy vzorce:

ei(z1+z2) = cos(z1 + z2) + i sin(z1 + z2),

e−i(z1+z2) = cos(z1 + z2)− i sin(z1 + z2).

Dále v́ıme, že pro exponenciálńı funkce plat́ı následuj́ıćı:

ei(z1+z2) = eiz1eiz2 = (cos z1 + i sin z1)(cos z2 + i sin z2),
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e−i(z1+z2) = e−iz1e−iz2 = (cos z1 − i sin z1)(cos z2 − i sin z2).

Źıskáme tedy:

cos(z1 + z2) + i sin(z1 + z2) = (cos z1 + i sin z1)(cos z2 + i sin z2) =

= (cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2) + i(cos z1 sin z2 + sin z1 cos z2),

cos(z1 + z2)− i sin(z1 + z2) = (cos z1 − i sin z1)(cos z2 − i sin z2) =

= (cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2)− i(cos z1 sin z2 + sin z1 cos z2).

Sečteńım (odečteńım) těchto vztah̊u a následným vyděleńım těchto rovnic

č́ıslem 2 źıskáme požadované vztahy:

cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2,

sin(z1 + z2) = cos z1 sin z2 + sin z1 cos z2.

Podobně bychom dokázali zbylé vzorce.

Poznámka 13. Mezi daľśı použ́ıvané vzorce bychom mohli zařadit tyto:

sin(z1 − z2) = sin z1 cos z2 − sin z2 cos z1,

cos(z1 − z2) = cos z1 cos z2 + sin z1 sin z2,

sin z1 + sin z2 = 2 sin
z1 + z2

2
cos

z1 − z2
2

,

sin z1 − sin z2 = 2 sin
z1 − z2

2
cos

z1 + z2
2

,

cos z1 + cos z2 = 2 cos
z1 + z2

2
cos

z1 − z2
2

,

cos z1 − cos z2 = −2 sin
z1 + z2

2
sin

z1 − z2
2

, kde z1, z2 ∈ C.

Př́ıklad III. Vypoč́ıtejte sin(2− i).

Řešeńı. Při řešeńı využijeme součtové vzorce a vztahy (2.1), (2.2).

sin(2− i) = sin 2 cos(−i)− sin i cos 2 = sin 2 cos i− sin i cos 2 =

= sin 2
ei·i + e−i·i

2
− ei·i − e−i·i

2i
cos 2 = sin 2

e−1 + e1

2
− e−1 − e1

2i
cos 2 =

= sin 2
1 + e2

2e
− 1− e2

2ie
= sin 2

1 + e2

2e
+ i

1− e2

2e
cos 2

.
= 1, 403 + 0, 489i.
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2.2. Funkce tangens a cotangens

Na konci této kapitoly ještě zkráceně poṕı̌seme, jak jsou definovány funkce

tangens a cotangens na C a jak vypadaj́ı některé vlastnosti těchto komplexńıch

funkćı. Také zde budou ukázány d̊uležité vzorce pro dané funkce.

Definice 17. Funkce tangens a cotangens jsou pro z ∈ C definovány vztahy:

tan z =
sin z

cos z
, kde z 6= (k +

1

2
)π,

cot z =
cos z

sin z
, kde z 6= kπ,

kde k ∈ Z.

Poznámka 14. Vztahy v definici 17 m̊užeme pomoćı vztah̊u (2.1), (2.2) přepsat

následovně:

tan z =
sin z

cos z
= −ie

iz − 1

eiz + 1
, kde z ∈ C,

cot z =
cos z

sin z
= i

eiz + 1

eiz − 1
, kde z ∈ C.

2.2.1. Vlastnosti funkćı tangens a cotangens

Pro komplexńı goniometrické funkce tangens a cotangens plat́ı následuj́ıćı

vlastnosti:

Věta 14. Pro z ∈ C plat́ı vlastnosti:

1. tan z = 1
cot z

, cot z = 1
tan z

.

2. Funkce tangens a cotangens jsou liché na C. Plat́ı:

tan(−z) = − tan z, cot(−z) = − cot z.

3. Komplexńı funkce tan z je holomorfńım rozš́ıřeńım reálné funkce tanx na

C \
{
z ∈ C | z = (k + 1

2
)π, k ∈ Z

}
. Na této oblasti bude platit:

(tan z)′ =
1

cos2 z
.
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Komplexńı funkce cot z je holomorfńım rozš́ıřeńım reálné funkce cotx na

C \ {z ∈ C | z = kπ, k ∈ Z}. Na této oblasti bude platit:

(cot z)′ = − 1

sin2 z
.

4. Funkce tangens a cotangens jsou periodické s periodou π na C. Plat́ı:

tan(z + π) = tan z, cot(z + π) = cot z.

D̊ukaz. Jednotlivá tvrzeńı dokážeme následovně:

1. Důkaz tohoto tvrzeńı plyne př́ımo z Definice 17.

2. Pro d̊ukaz využijeme Definici 17 a Větu (8):

tan(−z) =
sin(−z)

cos(−z)
=
− sin z

cos z
= − tan z,

cot(−z) =
cos(−z)

sin(−z)
=

cos z

− sin z
= − cot z.

3. Tvrzeńı plyne z Věty 5.

4. Podle Definice 17 a Eulerova vzorce plat́ı:

tan z =
sin z

cos z
= −ie

iz + e−iz

eiz − e−iz
= −i

eiz + 1
eiz

eiz − 1
eiz

= −i
e2iz+1
eiz

e2iz−1
eiz

= −ie
2iz + 1

e2iz − 1
,

cot z =
cos z

sin z
= i

eiz − e−iz

eiz + e−iz
= i

eiz − 1
eiz

eiz + 1
eiz

= i
e2iz−1
eiz

e2iz+1
eiz

= i
e2iz − 1

e2iz + 1
.

Dále v́ıme, že exponenciálńı funkce je periodická a podle Věty refepe vid́ıme,

že plat́ı:

2iz = 2iz + 2kiπ ⇔ z = z + kπ.
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Poznámka 15. U komplexńıch funkćı tangens a cotangens využ́ıváme také vzorce.

Mezi nejd̊uležitěǰśı vzorce m̊užeme zařadit následuj́ıćı:

tan(z1 + z2) =
tan z1 + tan z2

1− tan z1 tan z2
,

tan(z1 − z2) =
tan z1 − tan z2

1 + tan z1 tan z2
,

tan2 z =
1

cos2 z
− 1,

cot(z1 + z2) =
cot z1 cot z2 − 1

cot z1 + cot z2
,

cot(z1 − z2) =
cot z1 cot z2 + 1

cot z2 − cot z1
,

cot2 z =
1

sin2 z
− 1.

Dále m̊užeme zmı́nit i tyto známé vzorce:

tan z1 + tan z2 =
sin(z1 + z2)

cos z1 cos z2
,

tan z1 − tan z2 =
sin(z1 − z2)
cos z1 cos z2

,

cot z1 + cot z2 =
sin(z1 + z2)

sin z1 sin z2
,

cot z1 − cot z2 =
sin(z1 − z2)
sin z1 sin z2

.

Př́ıklad IV. Vypoč́ıtejte tan(3− i).

Řešeńı. Při řešeńı využijeme součtové vzorce pro komplexńı goniometrické funkce
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a vztahy (2.1), (2.2).

tan(3− i) =
sin(3− i)
cos(3− i)

=
sin 3 cos i− sin i cos 3

cos 3 cos i+ sin 3 sin i
=

sin 3 e+e
−1

2
− e−1−e

2i
e+e−1

2
cos 3 + sin 3 e

−1−e
2i

=

=
(e+ e−1)

2
sin 3 cos 3− (e− e−1)2 sin 3 cos 3

(e+ e−1)2 cos2 3 + i2 (e− e−1)2 sin2 3
−

− i(e+ e−1) (e− e−1) cos2 3 + (e+ e−1) (e− e−1) sin2 3

(e+ e−1)2 cos2 3 + i2 (e− e−1)2 sin2 3
=

=
(e2 + 2ee−1 + e−2) sin 3 cos 3− (e2 − 2ee−1 + e−2) sin 3 cos 3

(e2 + 2ee−1 + e−2) cos2 3 + i2 (e2 − 2ee−1 + e−2) sin2 3
−

− i (e2 + e−2) cos2 3 + (e2 − e−2) sin2 3

(e2 + 2ee−1 + e−2) cos2 3 + i2 (e2 − 2ee−1 + e−2) sin2 3
=

=
4 sin 3 cos 3

e2 + e−2 + 2
(
cos2 3 + sin2 3

) − i e2 − e−2

e2 + e−2 + 2
(
cos2 3 + sin2 3

) =

=
4 sin 6

e2 + e−2 + 2
− i e2 − e−2

e2 + e−2 + 2
.
= −0, 0567− 0, 7616i
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Kapitola 3

Goniometrické funkce na
základńı škole

Na základńıch a středńıch školách se goniometrické funkce prob́ıraj́ı v reálném

oboru, proto v této kapitole budeme pracovat s goniometrickými funkcemi reálné

proměnné, a také ukážeme požadavky Rámcového vzdělávaćıho programu. Dále

bude sestavena sb́ırka př́ıklad̊u pro žáky základńıch a středńıch škol, ve které

budou představeny př́ıklady, jejichž řešeńı je źıskáno využit́ım goniometrických

funkćı. Velké množstv́ı př́ıklad̊u je tvořeno tak, aby si žáci dokázali představit,

kde všude se v běžném životě s goniometrickými funkcemi můžeme setkat. Ve

sborńıku se objev́ı ale také př́ıklady, které slouž́ı k procvičeńı goniometrických

vzorc̊u na teoretických př́ıkladech.

Goniometrické funkce jsou vyučovány na základńıch a středńıch školách. Žáci

základńı školy se s goniometrickými funkcemi v pravoúhlém trojúhelńıku většinou

setkávaj́ı na konci devátého ročńıku. V Rámcovém vzdělávaćım programu pro

Základńı školy je goniometrie součást́ı nadstavbového obsahu tématického celku

Geometrie v rovině a prostoru ve vzdělávaćı oblasti Matematika a jej́ı aplikace.

Mezi očekávané výstupy v RVP ZV daného učiva patř́ı:

• žák určuje velikost úhlu měřeńım a výpočtem,

• žák zd̊uvodňuje a využ́ıvá polohové a metrické vlastnosti základńıch ro-

vinných útvar̊u při řešeńı úloh a jednoduchých praktických problémů; využ́ıvá

potřebnou matematickou symboliku,
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• žák analyzuje a řeš́ı aplikačńı geometrické úlohy s využit́ım osvojeného ma-

tematického aparátu (viz [16]).

Pro zařazeńı goniometrických funkćı do školńıho vzdělávaćıho programu jsem

využila ŠVP Základńı školy Křižná ve Valašském Mezǐŕıč́ı, na které jsem absol-

vovala Souvislou pedagogickou praxi. Zde jsou goniometrické funkce zařazeny v

devátém ročńıku v učivu Podobnost, goniometrické funkce.

Očekávanými výstupy v daném učivu jsou:

• žák rozlǐśı shodné a podobné útvary,

• žák už́ıvá věty o podobnosti trojúhelńık̊u v početńıch a konstrukčńıch úlohách,

• žák zná a využ́ıvá funkce sinus, kosinus, tangens jako pod́ıl stran v pravoúhlém

trojúhelńıku.

Do mezipředmětových vztah̊u je zařazena tvorba plán̊u, která se proĺıná s

předmětem Osobnost a sociálńı výchova.

Pro zástupce středńıch škol jsem si vybrala RVP pro gymnázia. Podle Rámcového

vzdělávaćıho programu pro gymnázia se žáci s goniometrickými funkcemi setkávaj́ı

ve v́ıce tematických celćıch. Zaprvé jsou tyto funkce součást́ı tematického celku

Č́ısla a proměnná, do něhož patř́ı učivo rovnice a nerovnice. Žáci se zde setkávaj́ı

nejen s lineárńımi a kvadratickými rovnicemi a nerovnicemi, ale také s logarit-

mickými, exponenciálńımi a v našem př́ıpadě zejména s goniometrickými rovni-

cemi. Mezi očekávané výstupy odpov́ıdaj́ıćı danému učivu patř́ı:

• žák odhaduje výsledky numerických výpočt̊u a efektivně je provád́ı, účelně

využ́ıvá kalkulátor,

• žák upravuje efektivně výrazy s proměnnými, určuje definičńı obor výrazu,

• žák řeš́ı soustavy rovnic, v jednodušš́ıch př́ıpadech diskutuje řešitelnost nebo

počet řešeńı,

• žák rozlǐsuje ekvivalentńı a neekvivalentńı úpravy,
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• žák geometricky interpretuje č́ıselné, algebraické a funkčńı vztahy, graficky

znázorňuje řešeńı rovnic, nerovnic a jejich soustav.

Daľśı tematický celek, jehož součást́ı jsou goniometrické funkce, je Závislosti a

funkčńı vztahy. V učivu funkce se žáci seznamuj́ı jak s lineárńımi a kvadratickými

funkcemi, tak i s logaritmickými, exponenciálńımi a goniometrickými funkcemi.

Součást́ı je i učivo zabývaj́ıćı se vztahy mezi goniometrickými funkcemi. Mezi

očekávané výstupy patř́ı:

• žák načrtne grafy požadovaných funkćı (zadaných jednoduchým funkčńım

předpisem) a urč́ı jejich vlastnosti,

• žák formuluje a zd̊uvodňuje vlastnosti studovaných funkćı a posloupnost́ı,

• žák využ́ıvá poznatky o funkćıch při řešeńı rovnic a nerovnic, při určováńı

kvantitativńıch vztah̊u,

• žák aplikuje vztahy mezi hodnotami exponenciálńıch, logaritmických a go-

niometrických funkćı a vztahy mezi těmito funkcemi,

• žák modeluje závislosti reálných děj̊u pomoćı známých funkćı,

• žák řeš́ı aplikačńı úlohy s využit́ım poznatk̊u o funkćıch a posloupnostech,

• žák interpretuje z funkčńıho hlediska složené úrokováńı, aplikuje expo-

nenciálńı funkci a geometrickou posloupnost ve finančńı matematice.

Dále se učivo trigonometrie objevuje v tematickém celku Geometrie. Žáci se zde

setkávaj́ı se sinovou a cosinovou větou a trigonometríı pravoúhlého a obecného

trojúhelńıku. Očekávanými výstupy daného učiva jsou:

• žák úlohách početńı geometrie aplikuje funkčńı vztahy, trigonometrii a

úpravy výraz̊u, pracuje s proměnnými a iracionálńımi č́ısly,

• žák využ́ıvá náčrt při řešeńı rovinného nebo prostorového problému,

31



• žák použ́ıvá geometrické pojmy, zd̊uvodňuje a využ́ıvá vlastnosti geomet-

rických útvar̊u v rovině a v prostoru(viz [17]).

Pro zařazeńı goniometrických funkćı do školńıho vzdělávaćıho programu jsem

využila ŠVP Gymnázia Frantǐska Palackého ve Valašském Mezǐŕıč́ı. S těmito funk-

cemi se setkávaj́ı žáci v druhém ročńıku čtyřletého studia (ve čtvrtém ročńıku

šestiletého studia) v učivu Funkce, rovnice a nerovnice. Žáci se seznámı́ s gonio-

metrickými funkcemi, vztahy mezi nimi, jejich vlastnostmi a s grafy těchto funkćı.

Také se zde objevuj́ı výrazy s goniometrickými funkcemi, jednoduché goniomet-

rické rovnice.

Očekávanými výstupy v daném učivu jsou:

• žák zná běžné druhy elementárńıch funkćı a jejich vlastnosti a zvláštnosti

včetně graf̊u a vztah̊u spojených s danými funkcemi,

• žák řeš́ı běžné, typické rovnice i nerovnice vztahuj́ıćı se k jednotlivým

druh̊um funkćı.

Do mezipředmětových vztah̊u jsou zařazeny př́ıklady s kmitavým pohybem a

s vlněńım, které se proĺınaj́ı s předmětem Fyzika.

Dále se goniometrické funkce objevuj́ı ve třet́ım ročńıku čtyřletého studia (v

pátém ročńıku šestiletého studia) v učivu Trigonometrie, ve kterém se zabývaj́ı

žáci goniometrickými funkcemi v pravoúhlém trojúhelńıku a sinovou a cosinovou

větou v obecném trojúhelńıku.

Očekávanými výstupy v daném učivu jsou:

• žák uplatńı rozš́ı̌rené znalosti o pravoúhlém trojúhelńıku,

• žák aplikuje sinovou i kosinovou větu v obecném trojúhelńıku,

• žák využije źıskané znalosti k řešeńı běžných, typických úloh zejména z

terénu.

Do mezipředmětových vztah̊u je zařazeno skládáńı sil v předmětu Fyzika, dále

se dané učivo proĺıná do předmětu Zeměpis, ve kterém se žáci zabývaj́ı tématem
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měřické práce a také do předmětu Základy společenských věd, ve kterém se žáci

uč́ı o antických filozofech.

Také zde uvedu RVP SOV pro obor Stavitelstv́ı a Technické vybaveńı bu-

dov. RVP pro tyto obory zde uvád́ım z d̊uvodu výzkumného šetřeńı, které jsem

prováděla na Středńı pr̊umyslové škole stavebńı.

Ve vzdělávaćı oblasti Matematické vzděláváńı se žáci v učivu Goniometrie

a trigonometrie zabývaj́ı orientovaným úhlem, goniometrickou funkćı ostrého a

obecného úhlu, řešeńım pravoúhlého trojúhelńıku, větou sinovou a kosinovou,

goniometrickou funkćı, řešeńım obecného trojúhelńıku a také goniometrickými

rovnicemi.

Mezi očekávané výstupy zde patř́ı:

• žák už́ıvá pojmy: orientovaný úhel, velikost úhlu,

• žák urč́ı velikost úhlu ve stupńıch a v obloukové mı́̌re a jejich převody,

graficky znázorńı goniometrické funkce v oboru reálných č́ısel,

• žák urč́ı definičńı obor a obor hodnot goniometrických funkćı, urč́ı jejich

vlastnosti včetně monotonie a extrémů,

• žák s použit́ım goniometrických funkćı urč́ı ze zadaných údaj̊u velikost stran

a úhl̊u v pravoúhlém a obecném trojúhelńıku,

• žák použ́ıvá vlastnost́ı a vztah̊u goniometrických funkćı při řešeńı goniome-

trických rovnic,

• žák použ́ıvá vlastnost́ı a vztah̊u goniometrických funkćı k řešeńı vztah̊u v

rovinných i prostorových útvarech,

• žák při řešeńı úloh účelně využ́ıvá digitálńı technologie a zdroje infor-

maćı(viz [18], [19]).

Pro ukázku školńıho vzdělávaćıho programu jsem si vybrala ŠVP Středńı pr̊umyslové

školy stavebńı ve Valašském Mezǐŕıč́ı. Goniometrické funkce jsou zařazeny do
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druhého ročńıku v učivu Goniometrie a trigonometrie. Žáci se seznámı́ s oriento-

vaným úhlem a jeho velikost́ı v mı́̌re obloukové a stupňové, dále s goniometrickými

funkcemi v oboru reálných č́ısel, jejich základńımi vlastnostmi a grafy, s gonio-

metrickými vzorci, úpravou výraz̊u s goniometrickými funkcem, jednoduchými

goniometrickými rovnicemi, větou sinovou a cosinovou a také s řešeńım obecného

trojúhelńıku.

K očekávaným výstup̊um se řad́ı:

• žák už́ıvá pojmy orientovaný úhel, velikost úhlu,

• žák urč́ı velikost úhlu ve stupńıch a v obloukové mı́̌re a jejich převody,

graficky znázorńı goniometrické funkce v oboru reálných č́ısel,

• žák urč́ı definuje goniometrické funkce v oboru reálných č́ısel,

• žák sestroj́ı grafy goniometrických funkćı v R,

• žák urč́ı definičńı obor a obor hodnot goniometrických funkćı, poṕı̌se jejich

vlastnosti včetně monotonie a extrémů,

• žák už́ıvá základńı goniometrické vzorce při úpravách výraz̊u s goniomet-

rickými funkcemi,

• žák řeš́ı základńı goniometrické rovnice, použ́ıvá vlastnosti a vztahy mezi

goniometrickými funkcemi při řešeńı jednodušš́ıch goniometrických rovnic,

• žák použ́ıvá sinovou a kosinovou větu k řešeńı obecného trojúhelńıku,

• žák použ́ıvá sinovou a kosinovou větu k řešeńı úloh z praxe.

Obsah tohoto učiva se proĺıná do předmětu Fyzika, kde se žáci setkávaj́ı s kmi-

tavým pohybem a s vlněńım.
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3.1. Sb́ırka úloh

Nyńı přejdeme ke sb́ırce úloh zaměřených na goniometrické funkce. Všechny

př́ıklady jsou zaměřeny na goniometrické funkce v reálném oboru, protože kom-

plexńı č́ısla v dnešńı době nejsou součást́ı Rámcového vzdělávaćıho programu

pro základńı ani pro středńı školy. Úlohy jsou rozděleny podle obt́ıžnosti do tř́ı

kategoríı, které odpov́ıdaj́ı obsahu tohoto učiva od 9. ročńıku základńı školy po

4. ročńık středńı školy, a každá z těchto kategoríı obsahuje 6 př́ıklad̊u. Výběr

př́ıklad̊u do jednotlivých kategoríı podle obt́ıžnosti byl sestaven zejména podle

učebnic [13], [14] a [15]. Dále jsem se inspirovala v [5], [9] a [4]. Také jsem obt́ıžnost

úloh konzultovala s učiteli matematiky na Základńı škole Křižná ve Valašském

Mezǐŕıč́ı a na Středńı pr̊umyslové škole stavebńı ve Valašském Mezǐŕıč́ı. Př́ıklady

nejsou plně převzaty z dř́ıve zmı́něných učebnic, ale jejich sestaveńı bylo př́ıklady

z uvedené literatury inspirováno.

3.1.1. Kategorie A

Nejméně obt́ıžná kategorie je zde označena ṕısmenem A a je určena pro žáky

9. ročńıku základńı školy.

Př́ıklad 1. Určete výšku mezi dvěma patry, pokud v́ıte, že počet schod̊u mezi

dvěma patry je 24, sklon stoupáńı je 30◦ a délka schodu je 31, 5 cm.

Řešeńı. Nejprve si vypoč́ıtáme úhlopř́ıčnou délku y jednoho schodu.

Obrázek 3.1: Náčrtek k př́ıkladu 1
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K tomu použijeme funkci cosinus.

cosα =
x

y
⇒ y =

x

cosα
=

31, 5

cos 30
= 36, 4 cm.

Tuto délku vynásob́ıme č́ıslem 24 a źıskáme tak úhlopř́ıčnou délku d celého schodǐstě.

d = 24 · y = 24 · 36, 4 = 873 cm.

Výšku mezi dvěma patry vypoč́ıtáme pomoćı funkce sinus.

sinα =
h

d
⇒ h = d sinα = 873 · sin 30

.
= 436, 5 cm.

Př́ıklad 2. Z věže vysoké 21m a vzdálené 27, 5m od potoka vid́ıme š́ıřku potoka

v zorném úhlu 4◦. Jak je tento potok široký?

Obrázek 3.2: Př́ıklad 2

Řešeńı. Nejprve si vypoč́ıtáme úhel β.

Obrázek 3.3: Náčrtek k př́ıkladu 2

Ten vypoč́ıtáme pomoćı funkce tangens a využijeme k tomu výšku věže h a

vzdálenost od potoka x.

tan β =
x

h
=

27, 5

21
⇒ β = 52◦37′.
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Abychom zjistili délku potoka, muśıme seč́ıst úhel alfa a úhel beta, dostaneme tedy

γ = α + β = 52◦37′ + 4◦ = 56◦37′. Nyńı využijeme funkci tangens a vypoč́ıtáme

délku potoka.

tan γ =
x+ d

h
⇒ d = h tan γ − x = 21 · tan 56◦37′ − 27, 5

.
= 4, 4m.

Př́ıklad 3. Na začátku kopce cyklista uviděl značku, která cyklistu informovala,

že ho čeká stoupáńı 7 %. Tento kopec měř́ı 4, 5 km. Jaký výškový rozd́ıl cyklistu

čeká?

Řešeńı. Nejprve si vypoč́ıtáme úhel, pod kterým bude cyklista do kopce stoupat.

K tomu využijeme značku se 7% stoupáńım. To nám ř́ıká, že za 100m překonáme

výškový rozd́ıl 7m. Pro výpočet úhlu α využijeme funkci tangens.

Obrázek 3.4: Náčrtek k př́ıkladu 3

tanα =
7

100
⇒ α = 4◦.

Známe-li úhel alfa, m̊užeme nyńı vypoč́ıtat převýšeńı h, které čeká cyklistu při

délce kopce x = 4, 5 km. M̊užeme využ́ıt funkci sinus.
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Obrázek 3.5: Náčrtek 2 k př́ıkladu 3

sinα =
h

x
⇒ h = x sinα = 4, 5 · 1000 · sin 4

.
= 314m.

Př́ıklad 4. Jaký bude obvod pravoúhlého trojúhelńıku ABC s délkou přepony

8, 5 cm, když nav́ıc v́ıme, že úhel α má velikost 40◦.

Obrázek 3.6: Př́ıklad 4

Řešeńı. Pro výpočet obvodu trojúhelńıku muśıme znát velikosti všech jeho stran.

Protože ze zadáńı známe délku přepony a velikost úhlu alfa, m̊užeme zbylé strany

dopoč́ıtat pomoćı funkćı sinus a cosinus.
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Obrázek 3.7: Náčrtek k př́ıkladu 4

sinα =
b

c
⇒ b = c · cosα = 8, 5 · sin 40 = 5, 5 cm,

cosα =
a

c
⇒ a = c · cosα = 8, 5 · cos 40 = 6, 5 cm.

Nyńı stač́ı tyto strany seč́ıst a źıskáme obvod trojúhelńıku ABC.

o = a+ b+ c = 6, 5 + 5, 5 + 8, 5 = 20, 5 cm.

Př́ıklad 5. Jaký muśı být nejmenš́ı poloměr kruhové desky, aby se z něho dal

vyř́ıznout rovnostranný trojúhelńık ABC o straně a = 10, 6 cm?

Obrázek 3.8: Př́ıklad 5

Řešeńı. Při výpočtu budeme vycházet ze skutečnosti, že v rovnostranám trojúhelńıku

jsou všechny výšky a těžnice rovny a jejich pr̊useč́ıkem je střed kružnice opsané.

Dále v́ıme, že výška je úsečka spojuj́ıćı vrchol s protěǰśı stranou a také v́ıme, že s

touto stranou sv́ırá pravý úhel.
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Obrázek 3.9: Náčrtek k př́ıkladu 5

S pomoćı informace, že v rovnostranném trojúhelńıku jsou všechny vnitřńı

úhly stejně velké, tedy α = 60◦, dopoč́ıtáme úhel SAB. Zjist́ıme, že dostaneme

úhel α
2

= 30◦.

Ze zadáńı známe velikost strany a, m̊užeme tedy použ́ıt funkce cosinus a pomoćı

poloviny strany a a úhlem α
2

vypoč́ıtat poloměr kružnice opsané.

cos
α

2
=

α
2

r
⇒ r =

a
2

cos α
2

=
5, 3

cos 30
.
= 6, 1 cm.

Př́ıklad 6. Martin a Karel se vsadili o to, kdo doplave dř́ıve k bójce. Oba startuj́ı

ve stejné vzdálenosti od bójky a směry, kterými k bójce poplavou, sv́ıraj́ı úhel 10◦.

Jak daleko stáli na startu od sebe, jestlǐze v́ıtězný Martin doplaval k bójce za 2, 3

minuty rychlost́ı 0, 83m/s.

Řešeńı. Nejprve si vypoč́ıtáme vzdálenost Martina od bójky. Využijeme vztah,

který nám ř́ıká, že vzdálenost se rovná součinu rychlosti a času. Ze zadáńı vyčteme,

že rychlost Martina je 0, 83m/s a dráhu uplave za 2, 3 minuty. Čas si tedy

převedeme na sekundy.

2, 3min = 183 s

s = v · t = 0, 83 · 183 = 115m

Z náčrtku 3.1.1 vid́ıme, že střed vzdálenosti mezi chlapci sv́ırá se vzdálenost́ı k

bójce pravý úhel. Využijeme-li funkci sinus a polovinu úhlu α, budeme schopni

vypoč́ıtat polovinu vzdálenosti mezi chlapci.
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Obrázek 3.10: Náčrtek k př́ıkladu 6

sin
α

2
=

x
2

s
⇒ x = 2s sin

α

2
= 2 · 115 · sin 5

.
= 20m

3.1.2. Kategorie B

Středně obt́ıžná kategorie je označena ṕısmenem B a je určena pro žáky 1. a

2. ročńıku středńı školy.

Př́ıklad 7. Honza uviděl na špičce komı́na čaṕı hńızdo pod úhlem 45◦. Když

popošel ke komı́nu o 10m bĺı̌ze, viděl hńızdo pod úhlem 53◦. V jaké výšce se čaṕı

hńızdo nacháźı?

Řešeńı. Budeme-li vycházet z následuj́ıćıho obrázku 3.1.2, kde úhel α = 45◦ a

úhel β = 53◦, bude pro výšku komı́na y a vzdálenost Honzy od komı́na označenou

ṕısmenem x platit:
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Obrázek 3.11: Náčrtek k př́ıkladu 7

tanα =
y

x
⇒ y = x tanα

tan β =
y

x− 10
⇒ y = (x− 10) tan β = x tan β − 10 tan β.

Nyńı źıskáme rovnost:

x tanα = x tan β − 10 tan β ⇒ x =
10 tan β

tan β − tanα
.

Po dosazeńı źıskáme rovnost:

x =
10 tan 53◦

tan 53◦ − tan 45◦
= 40, 58

.
= 41m.

Př́ıklad 8. Necht’ je dán kosočtverec ABCD. Délka úhlopř́ıčky BD je 6 cm a vztah

mezi úhly je 2α = β. Urči obvod kosočtverce.

Řešeńı. Nejprve vypoč́ıtáme velikosti úhl̊u α a β. Vycháźıme z vlastnosti, která

nám ř́ıká, že protěǰśı úhly v kosočtverci se rovnaj́ı.
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Obrázek 3.12: Náčrtek k př́ıkladu 8

Dostaneme tedy rovnost:

2α + 2β = 360◦ (3.1)

Ze zadáńı v́ıme, že v tomto př́ıpadě pro úhly plat́ı 2α = β. Po dosazeńı do

rovnice (3.1) źıskáme:

β + 2β = 360◦ ⇒ 3β = 360◦.

Pro úhly bude platit:

β = 120◦ a α = 60◦.

Př́ıklad 9. Obsah pláště kužele je 118, 94 cm2 a obsah podstavy je 50, 27 cm2.

Urči velikost úhlu, který bude sv́ırat rovina podstavy kužele se stranou kužele.
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Obrázek 3.13: Př́ıklad 9

Řešeńı. V této úloze využijeme vzorce pro výpočet obsahu podstavy kužele a po-

vrchu pláště kužele.

Obrázek 3.14: Náčrtek k př́ıkladu 9

Na obrázku vid́ıme, že z těchto vzorc̊u si pro výpočet úhlu α budeme muset

vyjádřit délku pláště označenou ṕısmenem s a poloměr podstavy kužele, který je

označen ṕısmenem r.

Pro obsah podstavy kužele plat́ı: Sp = πr2 a pro povrch pláště kužele plat́ı:

Sk = πrs.

Z rovnice pro výpočet obsahu podstavy si vyjádř́ıme poloměr podstavy r a dosad́ıme
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hodnoty:

Sp = πr2 ⇒ r =

√
Sp
π

=

√
50, 27

π
= 4 cm.

Z rovnice pro výpočet povrchu pláště kužele si vyjádř́ıme délku pláště s a dosad́ıme

hodnoty:

Sk = πrs⇒ s =
Sk
πr

=
118, 94

4π
= 9, 465 cm.

Nyńı využijeme funkce cosinus pro výpočet úhlu:

cosα =
r

s
=

4

9, 465
⇒ α = 65◦.

Př́ıklad 10. Cirkusový stan dosahuje v nejvyšš́ım bodu výšky 15m. Vrchńı plachta

je připevněna k zemi osmi lany dlouhými 20m. Urči obvod stanu.

Obrázek 3.15: Př́ıklad 10

Řešeńı. Ze zadáńı v́ıme, že stan je upevněn osmi lany. Dostaneme tedy osmiúhelńık,

ve kterém vypoč́ıtáme velikost vnitřńıho úhlu α: α = 360◦/8 = 45◦.

Protože v́ıme, že osmiúhelńık je tvořen z 8 stejných trojúhelńıku, využijeme funkci

sinus pro výpočet délky základny jednoto trojúhelńıku:
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Obrázek 3.16: Náčrtek k př́ıkladu 10

sin
α

2
=

y
2

x
⇒ y = 2x sin

α

2
= 2 · 20 sin

45◦

2
= 15, 307m.

Nyńı délku základny jednoho trojúhelńıku vynásob́ıme 8 a źıskáme tak obvod stanu

Os:

Os = 8 · y = 8 · 15, 307 = 122, 459
.
= 122m.

Př́ıklad 11. Výletńı letadlo se nacháźı ve výšce 900 m nad zemı́. Ve chv́ıli, kdy

pilot zjist́ı, že je letadlo poškozeno, má pouze 3 minuty na přistáńı. V okoĺı jsou

pouze tři možná mı́sta pro přistáńı. Mı́sto A vid́ı pod úhlem 82◦, mı́sto B vid́ı

pod úhlem 84◦ a mı́sto C pod úhlem 86◦. Na které mı́sto m̊uže pilot doletět, když

maximálńı rychlost letadla je 200 km/h.

Řešeńı. Nejprve je potřeba vypoč́ıtat vzdálenost, do které letadlo zvládne doletět.

Využijeme tedy vzorec, kde s je vzdálenost, v je rychlost a t je čas:

s = vt = 200
3

60
= 10 km.

Dále převedeme výšku letadla na kilometry:

900m = 0, 9 km.
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Aby byl pilot schopen doletět na dané mı́sto, muśı platit, že vzdálenost letadla od

mı́sta přistáńı být muśı menš́ı nebo rovna 10 km. Nyńı se pokuśıme zjistit, zda by

pilot doletěl na mı́sto A:

Obrázek 3.17: Náčrtek k př́ıkladu 11

cos 82◦ =
0, 9

x
⇒ x =

0, 9

cos 82◦
= 6, 5 km.

Nyńı se pokuśıme zjistit, zda by pilot doletěl na mı́sto B:

cos 84◦ =
0, 9

x
⇒ x =

0, 9

cos 84◦
= 8, 6 km.

Nyńı se pokuśıme zjistit, zda by pilot doletěl na mı́sto A:

cos 86◦ =
0, 9

x
⇒ x =

0, 9

cos 86◦
= 12, 9 km.

Z toho vypĺıvá, že pilot m̊uže doletět na mı́sto A nebo na mı́sto B.

Př́ıklad 12. V kvádru ABCDEFGH vypoč́ıtejte úhel ACE, když v́ıte, že a = 15

cm, b = 8 cm a c = 10 cm.
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Obrázek 3.18: Př́ıklad 12

Řešeńı. Nejprve si vypoč́ıtáme délku úhlopř́ıčky AC pomoćı Pythagorovy věty:

Obrázek 3.19: Náčrtek k př́ıkladu 12

u2 = 152 + 82 ⇒ u =
√

152 + 82 = 17 cm.

Dále v́ıme, že úhel EAC je pravý. Využijeme tedy pro výpočet úhlu ACE, který

označ́ıme ṕısmenem α, funkci tangens:

Obrázek 3.20: Náčrtek k př́ıkladu 12

tanα =
u

c
=

17

10
= 0, 588⇒ α = 30◦27′

.
= 30◦.
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3.1.3. Kategorie C

Nejobt́ıžněǰśı kategorie je označena ṕısmenem C a je zaměřena na žáky 3. a

4. ročńıku středńı školy.

Př́ıklad 13. Ze střechy hotelu vid́ıme patu nákupńıho centra pod hloubkovým

úhlem 64◦ a ze střechy nákupńıho centra vid́ıme patu hotelu pod hloubkovým úhlem

12◦. Jak jsou tyto budovy od sebe vzdáleny, když v́ıme, že výška nákupńıho centra

dosahuje 70 % druhé odmocniny výšky hotelu.

Obrázek 3.21: Náčrtek k př́ıkladu 13

Řešeńı. Nejprve si pomoćı funkce tangens vyjádř́ıme výpočet vzdálenosti budov

pomoćı výšky hotelu:

tanα =
h

x
⇒ x =

h

tanα
. (3.2)

Nyńı si vyjádř́ıme výpočet vzdálenosti budov pomoćı výšky nákupńıho centra:

tan β =
0, 7
√
h

x
⇒ x =

0, 7
√
h

tan β
.

Pomoćı předchoźıch vztah̊u vyjadřuj́ıćıch vzdálenost budov si vyjádř́ıme výšku ho-

telu:

h

tanα
=

0, 7
√
h

tan β
⇒ h2

tan2 α
=

0, 72h

tan2 β

⇒ h =
0, 72 tan2 α

tan2 β
=

0, 72 tan2 64

tan2 12

.
= 45, 591m.
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Nyńı dopoč́ıtáme vzdálenost mezi budovami dosazeńım hodnot do rovnice (3.2) :

x =
45, 591

tan 64
= 22, 236m.

Př́ıklad 14. Poměr stran v pravoúhlém trojúhelńıku ABC je 17 : 15 : 8. Jakou

velikost bude mı́t nejmenš́ı úhel v trojúhelńıku ABC?

Řešeńı. Nejprve si označ́ıme strany trojúhelńıku ABC malými ṕısmeny a, b, c

tak, že ṕısmeno a bude přepona a ṕısmena b a c budou odvěsny. Tedy dostaneme:

a = 17 d, b = 15 d, c = 8 d.

Obrázek 3.22: Náčrtek k př́ıkladu 14

Na obrázku 3.1.3 vid́ıme, že úhel α = 90◦. Nyńı dopoč́ıtáme úhel β pomoćı

funkce sinus:

sin β =
b

a
=

15 d

17 d
⇒ β = 61◦55

′
.

Dále si vypoš́ıtáme úhel γ pomoćı funkce cosinus:

cos γ =
b

a
=

15 d

17 d
⇒ γ = 28◦4

′
.

Nejmenš́ı úhel bude tedy γ = 28◦4
′
.

Př́ıklad 15. Poloměr v dané kružnici k se středem S je 12, 5 cm a kruhový oblouk

mezi body E a F měř́ı 8 cm. Jaká bude velikost úsečky GH, jestlǐze je úsečka SH

kolmá na úsečku EF a bod G danou úsečku EF p̊uĺı.
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Obrázek 3.23: Př́ıklad 15

Řešeńı. V tomto př́ıkladu využijeme pro výpočet velikosti kruhového oblouku

následuj́ıćı rovnici, ve které l je délka kruhového oblouku a r poloměr kružnice:

l =
2πr

360
α =

πr

180
α⇒ α =

180l

πr
=

180 · 8
π12, 5

= 36◦40
′
.

Dále v pravoúhlém trojúhelńıku FGS budeme poč́ıtat s úhlem α
2

a pomoćı funkce

cosinus vypoč́ıtáme délku úsečky GS:

Obrázek 3.24: Náčrtek k př́ıkladu 15

cos
α

2
=
|GS|
r
⇒ |GS| = r cos

α

2
= 12, 5 cos

36◦40
′

2
= 11, 863 cm.

Nyńı stač́ı dopoč́ıtat délka úsečky GH:

|GH| = r − |GS| = 12, 5− 11, 863 = 0, 637=̇0, 6 cm.
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Př́ıklad 16. Urči, v jakém poměru jsou úhly NTM a KNM v rovnoramenném

lichoběžńıku KLMN, který má výšku 12 cm a dále v́ıme, že obsah rovnoramenného

trojúhelńıku TMN je 55, 2 cm2.

Obrázek 3.25: Př́ıklad 16

Řešeńı. Nejprve vypoč́ıtáme délku základny a trojúhelńıku TMN pomoćı vzorce

pro výpočet obsahu rovnoramenného trojúhelńıku:

S =
1

2
av ⇒ a =

2S

v
=

2 · 55, 2

12
= 9, 2 cm.

Zaměř́ıme se na trojúhelńık TMN a vypoč́ıtáme úhel NTM označený ṕısmenem

α pomoćı funkce tangens:

Obrázek 3.26: Náčrtek k př́ıkladu 17

tan
α

2
=

a
2

v
⇒ α = 42◦.
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Nyńı ve stejném trojúhelńıku dopoč́ıtáme úhel β označený ṕısmenem β:

β =
180◦ − 42

2
= 70◦.

Jelikož je lichoběžńık KLMN složen ze tř́ı shodných rovnoramenných trojúhelńık̊u,

vypoč́ıtame úhel KNM jako součet úhl̊u α a β:

|∠KNM | = γ = α + β = 42◦ + 70◦ = 112◦.

Nyńı dopoč́ıtáme poměr úhl̊u α a γ:

α : γ = 42 : 112 = 3 : 8.

Př́ıklad 17. Skladńık naskládal na dopravńı lod’ přepravńı kontejnery do výšky

17, 5m. Z mı́sta, na kterém se skladńık nacháźı, lze ze země vidět horńı hranu

věže z kontejner̊u pod úhlem 68◦12′. Dále zjistil, že horńı hranu kontejneru, který

na lod’ položil jako druhý v pořad́ı, lze vidět pod úhlem 45◦. Z kolika kontejner̊u

je tato věž poskládána?

Řešeńı. Nejprve zjist́ıme, v jaké vzdálenosti x od kontejner̊u se skladńık nacháźı.

Obrázek 3.27: Náčrtek k př́ıkladu 18

Využijeme funkci tangens a výšku celé věže z kontejner̊u označenou ṕısmenem

h:

tanα =
h

x
⇒ x =

h

tanα
=

17, 5

tan 68◦12′
= 7m.
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Dále vypoč́ıtáme výšku jednoho kontejneru označenou ṕısmenem y pomoćı známého

úhlu, pod kterým vid́ıme vrchńı hranu druhého kontejneru. Opět zde využijeme

funkci tangens:

tan β =
2y

x
⇒ y =

x tan β

2
=

7 · tan 45◦

2
= 3, 5m.

Nyńı pomoćı údaj̊u o celkové výšce věže z kontejner̊u a výšce jednoho kontejneru

dopoč́ıtáme počet p kontejnér̊u, které tuto věž tvoř́ı:

p =
h

y
=

17, 5

3, 5
= 5.

Př́ıklad 18. V obecném trojúhelńıku ABC vypoč́ıtej úhel α, jestlǐze v́ı̌s, že a =

4, 3 cm, c = 5
4
a a úhel má velikost β = 55◦.

Řešeńı. Při řešeńı tohoto př́ıkladu využijeme znalost sinové a cosinové věty.

Obrázek 3.28: Náčrtek k př́ıkladu 19

Nejprve pomoćı cosinové věty dopoč́ıtáme délku strany b.

b2 = a2 + c2 − 2ac cos β = a2 +

(
5

4
a

)2

− 2a

(
5

4
a

)
cos β =

= 4, 32 +

(
5

4
· 4, 3

)2

− 2 · 4, 3 ·
(

5

4
· 4, 3

)
cos 55 = 20, 867

⇒ b = 4, 568 cm.

Nyńı m̊užeme využ́ıt sinovou větu pro zjistěńı velikosti úhlu α.

a

sinα
=

b

sin β
⇒ sinα =

sin β

b
a =

sin 55

4, 568
· 4, 3 = 0, 771 ⇒ α = 50◦27′.
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3.2. Test pro žáky 9. ročńıku

V této části diplomové práce se zaměř́ım na vyhodnoceńı znalost́ı žák̊u, které

se týkaj́ı goniometrických funkćı. Výzkum provedu formou testu obsahuj́ıćıho

úlohy ze sborńıku př́ıklad̊u. Výzkum měl být p̊uvodně prováděn na Základńı škole

Křižná ve Valašském Mezǐŕıč́ı. Na této škole jsem absolvovala 1. i 2. souvislou

pedagogickou praxi. Bohužel učivo zabývaj́ıćı se goniometrickými funkcemi je na

této škole vyučováno až v devátém ročńıku v měśıci červnu. Proto se z d̊uvodu

pandemické situace a online výuky dané učivo na škole nestihlo odučit. Z tohoto

d̊uvodu jsem se obrátila na Středńı pr̊umyslovou školu stavebńı ve Valašském

Mezǐŕıč́ı a požádala jsem učitele, zda bych výzkum mohla provést na této škole.

Učitelé mi vyšli vstř́ıct a dali žák̊um prvńıch ročńıku na přelomu zář́ı a ř́ıjna řešit

př́ıklady kategorie A, tedy Př́ıklady 1 až 6. Po vzoru Matematického klokana měli

k dispozici možnosti odpověd́ı A-E.

Matematický klokan je mezinárodńı matematická soutěž inspirována austral-

skou soutěž́ı pořádanou v osmdesátých letech minulého stolet́ı. Jako prvńı země

v Evropě začala Matematického klokana organizovat Francie v roce 1991. Česká

republika pořádá tuto soutěž od roku 1995. V současné době se soutěž Mate-

matický klokan pořádá zhruba v sedmdesáti státech po celém světě. Na konáńı

této soutěže v České republice spolupracuj́ı Jednota českých matematik̊u a fy-

zik̊u s Katedrou matematiky PdF UP a Katedrou algebry a geometrie PřF UP v

Olomouci. Soutěže se účastńı žáci základńıch a středńıch škol v šesti kategoríıch,

kterými jsou: Cvrček (2. - 3. tř́ıda ZŠ), Klokánek (4. - 5. tř́ıda ZŠ), Benjamı́n (6.

- 7. tř́ıda ZŠ), Kadet (8. - 9. tř́ıda ZŠ), Junior (1. - 2. ročńık SŠ) a Student (3. -

4. ročńık SŠ). Tato soutěž se koná pro všechny kategorie v jeden den a žáci řeš́ı

soubor testových úloh rozdělených do třech kategoríı podle obt́ıžnosti, přičemž

žáci maj́ı na výběr jednu z pěti nab́ızených možnost́ı řešeńı (viz [20]).

Výzkumné šetřeńı bylo prováděno u žák̊u prvńıho ročńıku ve tř́ıdách D1, A1 a

TS1. Protože se ale ne všichni žáci seznámili na základńı škole s goniometrickými

funkcemi, vybrala jsem si z těchto tř́ıd pouze žáky, kteř́ı se už na základńı škole

s t́ımto učivem setkali.
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Prvńı ročńık Středńı pr̊umyslové školy stavebńı navštěvuje celkem 86 žák̊u. S

goniometrickými funkcemi se na základńı škole setkalo pouze 51 žák̊u, což bylo

59, 3 %.

Celkově se tedy výzkumu účastnilo 51 žák̊u. Ve tř́ıdě D1, která je zaměřena

na pozemńı stavitelstv́ı a design interiéru, převažuj́ı počtem d́ıvky. Z celkového

počtu 27 žák̊u tř́ıdy D1 se výzkumu účastilo 13 žák̊u (8 d́ıvek a 5 chlapc̊u). Ve

tř́ıdě A1, která je zaměřena na pozemńı stavitelstv́ı a architekturu, převažuj́ı

počtem chlapci. Z celkového počtu 30 žák̊u A1 se výzkumu účastilo 21 žák̊u (8

d́ıvek a 13 chlapc̊u). Ve tř́ıdě TS1, která je zaměřena na pozemńı stavitelstv́ı a

technické zař́ızeńı budov, převažuj́ı počtem chlapci. Z celkového počtu 29 žák̊u

TS1 se výzkumu účastilo 18 žák̊u (3 d́ıvky a 15 chlapc̊u).

Podmı́nky výzkumu:

• žáci maj́ı 25 minut na řešeńı př́ıklad̊u,

• žáci mohou použ́ıvat kalkulačku,

• žák̊um bude poskytnut prázdný paṕır, na kterém mohou provádět výpočty.

Tento paṕır nebude součást́ı šetřeńı, žáci si ho budou moci ponechat.

Pro větš́ı motivaci žák̊u řešit dané př́ıklady jsme se s učiteli domluvili, že

žáci, kteř́ı budou mı́t pět a v́ıce př́ıklad̊u správně, budou odměněni známkou 1

do pr̊uběžného hodnoceńı.

Učitel̊um byly poskytnuty také postupy řešeńı př́ıklad̊u a po ukončeńı výzkumu

si s žáky jednotlivé př́ıklady prošli, aby zjistili, co jim u daných př́ıklad̊u dělalo

největš́ı pot́ıže. Tyto poznatky zmı́ńım v následuj́ıćım textu při analýze jednot-

livých př́ıklad̊u.

3.2.1. Statistické šetřeńı celého vzorku respondent̊u

Ve statistickém šetřeńı se zaměř́ım na vyhodnocováńı správnosti řešeńı jak

u celého vzorku respondent̊u, tak žáky rozděĺım na d́ıvky a chlapce a poṕı̌su,
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jak se řešeńı u těchto skupin budou lǐsit. Jak jsem již dř́ıve zmı́nila, výzkumu se

účastnilo 51 žák̊u. V tomto vzorku bylo celkem 19 d́ıvek a 32 chlapc̊u. Celková

úspěšnost při řešeńı daných př́ıklad̊u byla 28, 6 %.

V následuj́ıćı tabulce (3.2.1) je ukázána procentuálńı úspěšnost všech žák̊u při

řešeńı jednotlivých př́ıklad̊u. Nejlépe si žáci vedli při výpočtu př́ıkladu č́ıslo 4, u

kterého byla úspěšnost 51, 8 %. Žák̊um se také ve 41, 4 % dařilo doj́ıt ke správnému

výsledku u př́ıkladu č́ıslo 3 a 30, 3 % žák̊u vyřešilo správně př́ıklad č́ıslo 6. Naopak

nejmenš́ı úspěšnost řešeńı byla u př́ıkladu 2, a to 12, 0 %. Dále pouze 51, 8 % žák̊u

správně vypoč́ıtalo př́ıklad 5 a 20, 4 % žák̊u bylo uspěšných při řešeńı př́ıkladu

č́ıslo 1. Tabulka 3.2.1 nám také ukazuje, že v testu byly zastoupeny př́ıklady

rozd́ılné obt́ıžnosti.

Tabulka 3.1: Celková procentuálńı úspěšnost řešeńı př́ıklad̊u

Nyńı se zaměř́ım na rozd́ıly úspěšnosti řešeńı u d́ıvek a u chlapc̊u. Celková

úspěšnost u d́ıvek dosáhla 25, 5 % a u chlapc̊u dosáhla 31, 8 %. Dále vid́ıme, že u

všech př́ıklad̊u kromě př́ıkladu č́ıslo 3 a př́ıkladu č́ıslo 5, ve kterém byla úspěšnost

shodná, řešili př́ıklady lépe chlapci. U př́ıkladu 1 měly d́ıvky nižš́ı úspěšnost o

9, 2 %. Největš́ı rozd́ıl nab́ıźı př́ıklad 2 a to 13, 5 %. Pouze př́ıklad č́ıslo 3 zvládli
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lépe d́ıvky. Zde byl rozd́ıl ale jen 1, 5 %. Př́ıklad 4 nab́ıźı nejvyšš́ı úspěšnost řešeńı

jak u d́ıvek, tak u chlapc̊u. Nicméně opět si vedli lépe chlapci o 6, 8 %. U př́ıkladu

č́ıslo 5 byla úspěšnost u chlapc̊u a d́ıvek shodná. Při řešeńı př́ıkladu 6 si opět

poč́ınali lépe chlapci a to o 8, 1 %.

Tabulka 3.2: Procentuálńı úspěšnost řešeńı př́ıklad̊u u d́ıvek a u chlapc̊u

3.2.2. Statistické šetřeńı jednotlivých př́ıklad̊u

V této části diplomové práce podrobněji rozeberu jednotlivé př́ıklady. Ukáži,

jaké odpovědi d́ıvky a chlapci volili a poṕı̌si, co žák̊um dělalo při řešeńı př́ıklad̊u

pot́ıže. Do tabulek jsem zahrnula i možnost bez hodnoceńı. To znamená, že

někteř́ı žáci pravděpodobně kv̊uli časovému limitu 25 minut nebo obt́ıžnosti

př́ıkladu nestihli vypoč́ıtat všechny př́ıklady a proto u některých př́ıklad̊u ne-

byla vybrána žádná odpověd’. Správná odpověd’ v každé tabulce je zvýrazněna

zelenou barvou.

Př́ıklad 1

V př́ıkladu 1 měli žáci za úkol poč́ıtat výšku mezi dvěma patry. Zde byla

strávná odpověd’ C. Jak můžeme z grafu 3.2.2 vyč́ıst, chlapci měli 25 % úspěšnost,

což bylo přibližně o 10 % v́ıce, jak u d́ıvek. U tohoto př́ıkladu můžeme vydět, že
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d́ıvky ve větš́ım počtu volily odpověd’ B a D. Správná odpověd’ byla vybrána

největš́ım počtem chlapc̊u, těsne za touto odpověd́ı vyb́ırali chlapci odpověd’

B. Po konzultaci tohoto př́ıkladu s učitelem, žáci uvedli jako největš́ı problém

skutečnost, že si v náčrtku zakreslili úhel α špatně. Také uváděli informaci,

že si nepamatuj́ı definice goniometrických funkćı. Tento problém se samožřejmě

přenášel i do následuj́ıćıch př́ıklad̊u.

Tabulka 3.3: Procentuálńı úspěšnost řešeńı Př́ıkladu 1 u d́ıvek a u chlapc̊u

Př́ıklad 2

Druhý př́ıklad byl zaměřený na výpočet š́ı̌rky potoka se správnou odpověd́ı

B. Tento př́ıklad se jev́ı u žák̊u jako nejobt́ıžněǰśı. Úspěšnost u chlapc̊u dosáhla

18, 8 %, u d́ıvek to bylo pouze 5, 3 %. Tabulka nám ukazuje, že chlapci ve větš́ı

mı́̌re vybrali jako potencionálně správnou odpověd’ řešeńı A. Kdežto d́ıvkám se

jevily jako správné odpovědi všechna ostatńı řešeńı (tedy řešeńı A, C, D, E). Taky

můžeme vidět, že téměř 20 % žák̊u nevybralo žádnou odpověd’. Z těchto informaćı

můžeme usuzovat, že žáci odpověd’ sṕı̌se tipovali a jako nejpravděpodobněǰśı

řešeńı se jim jevila odpověd’ A. Učiteli poté ř́ıkali, že tento př́ıklad byl žáky

velmi obt́ıžný. Spousta žák̊u měla problém s náčrtkem a několik žák̊u zapomnělo
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vypoč́ıtané úhly seč́ıst.

Tabulka 3.4: Procentuálńı úspěšnost řešeńı Př́ıkladu 2 u d́ıvek a u chlapc̊u

Př́ıklad 3

U př́ıkladu č́ıslo 3 žáci poč́ıtali výškový rozd́ıl. S t́ımto typem př́ıkladu se

žáci mohou setkat v běžném životě, když uvid́ı dopravńı značku s Nebezpečným

stoupáńım. Z tohoto d̊uvodu jsem také tento př́ıklad do výzkumu zařadila. Správná

odpověd’ zde byla za B. Př́ıklad 3 správně vyřešilo 42, 1 % d́ıvek a 40, 6 % chlapc̊u.

Vysoké procento žák̊u s t́ımto př́ıkladem problém nemělo, protože se s t́ımto ty-

pem př́ıkladu setkali již dř́ıve. Špatná odpověd’ u některých žák̊u byla zapř́ıčiněna

špatným popisem náčrtku, kde žáci poč́ıtali s odvěsnou o délce 100m. Daľśı žáci

zapomněli úhel dopoč́ıtat a ihned poč́ıtali výškový rozd́ıl s úhlem α = 7◦.
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Tabulka 3.5: Procentuálńı úspěšnost řešeńı Př́ıkladu 3 u d́ıvek a u chlapc̊u

Př́ıklad 4

V př́ıkladu 4 žáci poč́ıtali obvod pravoúhlého trojúhelńıku. Zde žáci potřebovali

pouze znát definice funkćı sinus a cosinus a vědět, jak se poč́ıtá obvod u pravoúhlého

trojúhelńıku. Tento př́ıklad patřil tedy k jednodušš́ım, proto zde byla také vy-

soká úspěšnost. Správně př́ıklad vyřešilo 47, 4 % d́ıvek a 56, 3 % chlapc̊u. S t́ımto

př́ıkladem si neporadili ti žáci, kteř́ı si nepamatovali definice funkce sinus a cosi-

nus.
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Tabulka 3.6: Procentuálńı úspěšnost řešeńı Př́ıkladu 4 u d́ıvek a u chlapc̊u

Př́ıklad 5

Př́ıklad 5 byl zaměřený na výpočet poloměru kruhové desky. Správné řešeńı u

tohoto př́ıkladu byla odpověd’ C. Můžeme vidět, že procentuálńı úspěšnost byla

u d́ıvek a chlapc̊u téměř stejná a to 15, 8 % a 15, 6 %. Také si můžeme všimnout,

že žáci volili ve větš́ı mı́̌re odpověd’ D (26, 3 % d́ıvek a 25, 0 % chlapc̊u). Ostatńı

odpovědi byly vyb́ırány zhruba ve stejné mı́̌re. Z tohoto můžeme usuzovat, že

většina žák̊u svou odpověd’ nejsṕı̌se vybrala náhodně. Velké množsv́ı žák̊u zde

nevybralo žádnou odpověd’ (15, 8 % d́ıvek a 21, 9 % chlapc̊u). Žáci učiteli sdělili,

že pro ně byl př́ıklad velmi obt́ıžný. Nepamatovali si vlastnosti rovnostranného

trojúhelńıku a kružnice opsané.
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Tabulka 3.7: Procentuálńı úspěšnost řešeńı Př́ıkladu 5 u d́ıvek a u chlapc̊u

Př́ıklad 6

V posledńım př́ıkladu měli žáci za úkol spoč́ıtat vzdálenost dvou plavc̊u, kde

spávně bylo řešeńı A. Správnou odpověd’ vybralo 26, 3 % d́ıvek a 34, 4 % chlapc̊u.

Také zde byli žáci, kteř́ı se nedopracovali k žádné odpovědi (15, 8 % d́ıvek a 15, 6 %

chlapc̊u). Na začátku tohoto př́ıkladu si žáci museli vypoč́ıtat dráhu k bójce, k

čemuž mohli využ́ıt vzorec s=v*t. Právě tato část dělala žák̊um největš́ı pot́ıž.

Velké množstv́ı z nich si tento vzorec, který by měli znát z předmětu fyzika,

nepamatovalo. Dále si někteř́ı žáci neuvědomili, že pokud si úhel α rozp̊uĺı, mohou

využ́ıt funkce sinus v pravoúhlém trojúhelńıku.

63



Tabulka 3.8: Procentuálńı úspěšnost řešeńı Př́ıkladu 6 u d́ıvek a u chlapc̊u

Výzkumné šetřeńı nám ukázalo, že znalosti žák̊u v oblasti goniometrických

funkćı nejsou na vysoké úrovni a je zde velký potenciál pro zlepšeńı vědomost́ı

žák̊u v daném učivu. Tento výsledek ale může být zapř́ıčiněn pandemickou si-

tuaćı. Z časových možnost́ı vyplynulo, že učitelé dané učivo prob́ırali se žáky

jen okrajově. Daľśı možnost je, že se danému učivu přikládá málo pozornosti na

základńıch školách, protože nebývá u žáku velmi obĺıbené.
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Závěr

Prvńı část diplomové práce byla věnována obecným vlastnostem komplexńıch

č́ısel a komplexńıch funkćı. Dále jsem zde nast́ınila vlastosti mocninných řad a

exponenciálńıch funkćı, které jsem poté využila v části práce zabývaj́ıćı se goni-

ometrickými funkcemi sinus a cosinus v komplexńım oboru. Zde jsem vysvětlila

vlastnosti těchto funkćı, mezi něž patřila např. parita, periodicita, diferencova-

telnost, a některé tyto vlastnosti jsem doplnila o konkrétńı př́ıklady. Také jsem

zde zmı́nila funkce tangens a cotangens v komplexńım oboru a ukázala některé

jejich vlastosti.

V druhé polovině své diplomové práce jsem jsem nejprve vytvořila sb́ırku

př́ıklad̊u obsahuj́ıćı goniometrické funkce v reálném oboru. Ta se skládala ze tř́ı

kategoríı r̊uzné obt́ıžnosti a každá kategorie obsahovala 6 př́ıklad̊u. Tyto př́ıklady

byly vytvářeny tak, aby si žáci udělali představu, že se s goniometrickými funk-

cemi mohou setkat v běžném životě. Př́ıklady byly doplněny o zp̊usob řešeńı.

Následuj́ıćı kapitola byla věnována výzkumnému šetřeńı. Výzkumné šetřeńı jsem

p̊uvodně měla provádět na ZŠ Křižná ve Valašském Mezǐŕıč́ı. Z d̊uvodu pande-

mické situace se učivo goniometrické funkce na této škole nestihlo probrat. Proto

jsem tento výzkum provedla na Středńı pr̊umyslové škole stavebńı ve Valašském

Mezǐŕıč́ı v prvńım ročńıku na začátku školńıho roku. Pro výzkum jsem zvolila

př́ıklady kategorie A. Podobně jako u matematické soutěže Matematický klokan

jsem k těmto př́ıklad̊um přidala 5 možných odpověd́ı. Šetřeńı se účastnio cel-

kem 51 žák̊u (19 d́ıvek a 22 chlapc̊u) z celkového počtu 85 žák̊u navštěvuj́ıćıch

prvńı ročńık. Zbyĺı žáci se na základńı škole s goniometrickými funkcemi nesetkali,
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proto byli předem z výzkumu vyřazeni. Žáci dotali 25 minut pro řešeńı př́ıklad̊u.

Z výzkumu vyplynulo, že celková úspěšnost řešeńı př́ıklad̊u byla 28, 6%. Při

rozděleńı žák̊u na d́ıvky a chlapce jsme zjistili, že d́ıvky dosáhly úspěšnosti 25, 5%

a chlapci 31, 8%. Na začátku výzkumného šetřeńı jsem očekávala, že úspěšnost

řešeńı bude vyšš́ı, než které bylo skutečtě dosaženo.

Při vypracováváńı práce jsem si prohloubila znalosti komplexńıch goniometrických

funkćı sinus a cosinus. V praktické části jsem se naučila, jak zpracovat źıskaná

data z výzkumného šetřeńı a jak se v těchto datech orientovat. Ukázala jsem

na konkrétńıch př́ıkladech, že goniometrické funkce jsou velmi často využ́ıvany v

běžném životě a přesvědčila jsem se, že pokud jsou tyto funkce žák̊um ukazovány

na konkrétńıch využitelných př́ıkladech, žáci k tomuto učivu źıskaj́ı pozitivněǰśı

př́ıstup. Při psańı diplomové práce jsem se naučila pracovat s cizojazyčnými pu-

blikacemi, prohloubila si znalosti v textovém editoru TeX a při tvorbě obrázk̊u

jsem se naučila pracovat s programem SMART Notebook.
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Olomouci, Olomouc, 1998. ISBN 80-706-7906-9.

67
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Př́ıloha A

Ukázka testu pro žáky 9. ročńıku



Goniometrické funkce - příklady 

Třída: ……. 

Pohlaví:  chlapec – dívka 

 

1) Určete výšku mezi dvěma patry, pokud víte, že počet schodů mezi dvěma patry je 24, sklon 

stoupání je 30° a délka schodu je 31,5 cm. 

       a) 400,5 cm         b) 421,25 cm         c) 436,5 cm         d) 445,2 cm         e) 455,5 cm 

 

2) Z věže vysoké 21 m a vzdálené 27,5 m od potoka vidíme šířku potok 

v zorném úhlu 4°. Jak je tato řeka široká? 

       a) 2,1 m               b) 4,4 m               c) 12,6 m               d) 22 m                  

       e) 31,9 m 

 

3) Na začátku kopce cyklista uviděl značku, která cyklistu informovala, že ho čeká stoupání 7 %. 

Tento kopec měří 4,5 km. Jaký výškový rozdíl cyklistu čeká? 

       a) 302 m               b) 305 m               c) 310 m               d) 314 m               e) 319 m 

 

 

4) Jaký bude obvod pravoúhlého trojúhelníku ABC s délkou přepony 

8,5 cm, když navíc víme, že úhel alfa má velikost 40o.  

       a) 17,75 cm           b) 20,5 cm           c) 23 cm           d) 25,5 cm           e) 28 cm 

 

 

5) Jaký musí být nejmenší poloměr kruhové desky, aby se z něho dal 

vyříznout rovnostranný trojúhelník ABC o straně a = 10,6 cm? 

       a) 3,7 cm         b) 5 cm         c) 6,1 cm         d) 7,5 cm            e) 8,9 cm 

 

 

6) Martin a Karel se vsadili o to, kdo doplave dříve k bójce. Oba startují ve stejné vzdálenosti 

od bójky a směry, kterými k bójce poplavou, svírají úhel 10o.  Jak daleko stáli na startu od 

sebe, jestliže vítězný Martin doplaval k bójce za 2,3 minuty rychlostí 0,83 m/s. 

       a) 20 m               b) 22,5 m               c) 25 m               d) 27,5 m               e) 30 m
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