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Uvod

Pro mou diplomovou préci jsem si zvolila téma Funkce sinus a cosinus, protoze
jsem chtéla ukazat, jak jsou tyto funkce vyuzitelné i v bézném zivoté, a také jsem
si chtéla rozsitit znalosti v této problematice. Proto bych se chtéla zamérit na
tyto funkce i v komplexnim oboru.

Cilem diplomové prace je seznamit se s goniometrickymi funkcemi sinus a
cosinus v komplexnim oboru. Dalsim cilem je vytvorit sbornik tloh zamérenych
na goniometrické funkce v realném oboru, ktery by se skladal z velké casti z
prikladu vyuzitelnych v praxi. Také bych chtéla zjistit, jakych znalosti dosahuji
zaci 9. roéniku v oblasti goniometrickych funkei. Ke zjisténi téchto znalosti pouziji
urcité priklady ze sborniku, které bych dala zdakum vybrané skole k feseni.

Diplomova préace bude rozdélena do ¢tyt casti. Prvni dveé ¢asti budou zaméreny
na popis a vysveétleni teoretickych pojmu a zbylé ¢asti budou vénovany tvorbé
sborniku piikladu a statistickému vyhodnocovani testu obsahujici priklady s go-
niometrickymi funkcemi, které budou fesit zaci 9. ro¢niku.

Prvni kapitola se bude zabyvat zakladnimi pojmy z oblasti komplexniho oboru.
Budou zde pfipomenuty komplexni ¢isla a komplexni funkce a jejich vlastnosti, je-
jichz znalost bude potiebna v dalsi ¢asti prace. Mezi tyto potfebné znalosti budou
patfit pojmy tykajici se mocninnych fad v komplexnim oboru a také komplexni
exponencialni funkce.

V druhé kapitole budou predstaveny funkce sinus a cosinus v komplexnim
oboru. Zde budou ukazany dulezité definice a vysvétleny vlastnosti téchto funkci.
Nekteré vlastnosti budou doplnény o konkrétni piiklady. Na konci této kapitoly

budou zminény komplexni funkce tangens a cotangens a jejich vlastnosti.



Treti kapitola bude zamérena na tvorbu sborniku piikladu o trech kategoriich
ruzné obtiznosti. Kazda kategorie bude obsahovat 6 prikladu a soucasti kazdého
prikladu bude popsan postup jeho feseni. Tato kapitola bude také vénovana vy-
hodnoceni znalosti z oblasti goniometrickych funkci, které maji zaci 9. ro¢niku.
Pro dané setieni budou vybrany piiklady ze sborniku z kategorie A pro zakladni
skolu. Budu se zajimat o to, jaké typy piikladu zdkum vyhovuji vice, a které
budou zdkum délat potize. Také se budu zajimat o to, zda se budou lisit znalosti
u chlapcu a u divek. U jednotlivych piikladu v testu budou zakum poskytnuty

moznosti odpovédi, coz je inspirovano soutézi Matematicky klokan.



Kapitola 1

Zakladni pojmy

Na zacatku diplomové prace budou nejprve pripomenuty zakladni pojmy
tykajici se komplexnich ¢isel a komplexnich funkci. Znalost komplexnich ¢isel neni
dulezita jen pro matematiky, vyznamnou roli zaujimaji také u fyziku (napriklad
v elektrotechnice, optice, ...) nebo u informatiku (napiiklad pii préci s obrazky
v grafickych editorech). Také budou zminény nékteré vlastnosti exponencidlnich
funkci v komplexnim oboru, jejichz znalost bude potiebna v nasledujicim textu.
Vychézi se zde zejména z [1], [3], [12], [3], [0]. Protoze tato ¢ast diplomové prace
slouzi zejména pro pripomenuti dulezitych pojmu, nebudu zde uvadét dukazy.

Tyto dukazy muzeme najit v [2].

1.1. Komplexni ¢isla

Definice 1. Usporddand dvojice (z,y) redlnych cicel © a y se nazgvd komplezni
¢islo z, které budeme znacit z = (x,y). Prond slozka x komplexzniho éisla z se
nazyvd redlnd cdst cisla a znaci se v = Re z, druhd slozka y komplexniho cisla z
se nazyvd imagindrni ¢dst cisla a znaci se y = Im z. Mnozina C znaci mnoZinu

vsech komplexnich cisel.

Na mnoziné komplecnich ¢isel definujeme pro dvojici ¢isel z; = (z1,91) a

29 = (x9, y2) operace s¢itani a ndsobeni nasledovné:
21+ 29 = (21 + 22,41 + 42),

Rl 22 = (1’11’2 — Y1Y2, T1Y2 + xzyl)-

9



Déle pro tyto operace plati:
(2, y) +(0,0) = (0,0) + (z,y) = (z,y),

(z,y) - (0,0) = (0,0) - (2,y) = (0,0),
(z,9)-(1,0) = (1,0) - (z,y) = (z,9).

Komplexni ¢éislo (0, 0) znac¢ime jako 0 a nazyvame ho nulovym prvkem, komplexni
¢islo (1,0) znacime jako 1 a nazyvdme ho jednotkovym prvkem, komplexni ¢islo

(—x, —y) nazyvame opacnym prvkem k ¢islu (x,y).

Definice 2. Komplexni ¢islo i = (0, 1) se nazgvd imagindrni jednotka. Plati vztah

i = (—1,0).

Poznamka 1. Komplexni ¢islo z = (z,y) budeme pomoct imagindrni jednotky i

zapisovat z = x + 1y.

Definice 3. Ke kompleznimu c¢islu z = z+iy definujeme cislo komplexné sdruzené

jako Z = x — 1y.

Poznamka 2. Pro komplexni cisla z, z1, 2o plati ndsledujici vztahy:
_ _ Z1
Z=2z, 21tz =7117%, Ziz2= 2122, — = —, kdezy #0.
Z2

Definice 4. Absolutni hodnotou komplezniho ¢isla z = (x,y) rozumime cislo:

o= @) = Ve
Poznamka 3. Pro cisla z, z1, 2o € C plati ndsledujict vlastnosti:
2| >0, |z]=0< 2=0,

N |21

= —, kde zy # 0.

|22

—_ 2 — 21
2z =127, |z|=1z|, |z12e| = la1]l22|, |—

10



1.2. Geometricky tvar komplexniho ¢isla

Komplexni ¢islo z muzeme vyjadrit také geometricky. Timto znézornénim
bychom komplexnimu ¢islu pritadili bod v komplexni roviné se souradnicemi x, y.
Tato rovina se nazyva Gaussova rovina. Na obrazku 1.1 je zobrazeno komplexni
¢islo z, opaény prvek k éislu z a ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z. Cislo |2| znaéi

eukleidovskou vzdalenost komplexniho ¢isla z od pocatku.

Poznamka 4. Mnozinu C doplnénou o nevlastni prvek oo, (tj. CUoo) nazgvdme

rozsirend Gaussova rovina a znacime S.

Almz

z=x+1iy

Obrazek 1.1: Geometricka interpretace komplexniho ¢isla z

1.3. Goniometricky tvar komplexniho ¢isla
Pro vyjadreni komplexniho ¢isla z # 0 muzeme také vyuzit zapis v goniome-
trickém tvaru, ktery vypada nasledovneé:
z = |z| (cosa + isina).

Definice 5. Necht z # 0 je komplexni ¢islo. Pak kazdé o € R vyhovujict vztahim

nazveme hodnotou argumentu komplexniho ¢isla z. MnoZinu vSech argumentu

komplexniho ¢isla z budeme znacit symbolem Arg z.

11



Poznamka 5. Ddle plati:

o Argument o komplexniho &isla z nend jednoznacné uréen, nebot a+2km, kde
k € Z, je také argument stejného komplexniho éisla z. Pokud o € (—m; ),
nazgvdme tento argument hlavni (zdkladni) argument ¢isla z a znacime jej

argz.

e Pro komplexni c¢islo z = 0 neni hodnota Argz definovdna, protoze plati

|z| = 0.

1.4. Komplexni funkce

Definice 6. Necht M C S je neprdzdnd mnoZina. Pak zobrazeni f : M — S
nazyvdme komplexni funkci komplexni promenné. Pritom mnozZinu M nazyvame
defini¢nim oborem funkce f a znacime Dy, mnozZinu f(M) nazjvime oborem

hodnot této funkce a znacime H(f).

Poznamka 6. Zobrazeni f : M — N, kde:
o M CR,N = C nazyvime komplexni funkci redlné proménné,
e M C C,N =R nazyvime redlnou funkci komplexni promeénné.

Definice 7. Nechl f je funkce komplexni proménné. Rekneme, Ze funkce f je

konecnd funkce, prave kdyz Hy € C.

Poznamka 7. Necht f je konecnd funkce komplexni proménné. Pro kazdé z €
Dy oznacme Re f(z) = u(z), Im f(2) = v(z). Potom u,v jsou redlné funkce
komplexni proménné a plati f(z) = u(z) + tv(z) pro kazdé z € Dy. Jestlize je
navic Dy € C, pak pro kazdé z € Dy, kde z = x + iy, bude pro funkce u(z),v(z)

platit u(z) = u(z,y) a v(z) = v(x,y). Funkce f(z) mizeme prepsat ndsledovné:

f(z) = u(z,y) +iv(z,y).

Funkci u nazyvame redlnou slozkou funkce f a funkci v nazgvdme imagindrni

slozkou funkce f. Jednd se tedy o redlné funkce dvou redlnych promenngjch.

12



1.4.1. Holomorni funkce

Nyni se budeme vénovat komplexnim funkcim a jejich komplexni diferenco-

vatelnosti. Budeme se tedy zabyvat tzv. holomorfnimi funkcemi.

Definice 8. Necht f je komplexni funkce komplezni proménné, kterd je defino-
vand na néjakém okoli U(zp) bodu zy € C. Funkce md derivaci v bodé zy prdvé

tehdy, kdyz existuje konecnd limita

o) — tim LG =10

Z—r20 z — ZO

Ekvivalentné lze psat

f'(z) = lim

h—0

f(z0+h) — f(2)
- :

Funkce f'(zy) se nazyvd derivace funkce f v bodé z.

Poznamka 8. V komplexnim oboru nedefinujeme derivaci funkce v bodé co. Ne-

zavddi se tedy pojem nevlastnni derivace.

V nasledujici vété jsou ukazana pravidla pro derivovani funkci v komplexnim

oboru, ktera jsou shodna s pravidly pro derivovani funkci v redlném oboru.

Véta 1. Necht funkce f,g maji v bodé zy € C derivaci, pak v tomto bodé maji
deriwaci také funkce ¢ f, kdec€ C, f+g,f g, gprog(zo) # 0 a plati:

¢ f(z0)]" = ¢ f'(20),
[f(20) £ 9(20)] = f'(20) £ 9'(20),
[f(20) - 9(20)]" = f"(20)9(20) + f(20)9' (20),

{M]/ _ J'(20)9(20) — f(20)g'(%0)
9(=0) 9°(20) '

Véta 2. Md-li funkce f derivaci v bodé zy € C a funkce g derivaci v bodé f(zy) €

C, pak slozend funkce go f = g(f) md v bodé zy derivaci a plati:

(90 f)(20) = [9(f(20))] = 9'(f(20)) - ['(20)

13



Definice 9. Necht f je komplexni funkce a bod zy € H, Predpoklddejme, Ze
ezistuje okoli bodu zy, v jehoz kazZdém bode ma funkce f derivaci. Potom rekneme,

ze funkce f je holomorfni v bodé zy.

Definice 10. Funkce f je holomorfni na oteviené mnozine M C C, jestlize je

holomorfni v kazZdém bode mnoziny M, tedy v kazdém bodé z mnoziny M.

Definice 11. Funkce f : C — C se nazyvd celd, jestlize je holomorfni na celém

C. Celé funkce, které nejsou polynomy, se nazyvaji transcendentnyi.

1.4.2. Mocninné rady a exponencialni funkce

V této casti diplomové prace budou piipomenuty pojmy tykajici se moc-
ninnych fad a exponencialnich funkci v komplexnim oboru, které budou zaujimat

dulezitou roli pti definovani komplexnich goniometrickych funkei sinus a cosinus.

Definice 12. Necht z, je posloupnost bodi z C. Potom viraz
tatat.. =)
n=0

nazgvdme (nekonecnou) radou kompleznich éisel. Cislo s, = zo + 21 + ... + 2

o
nazyvame k-t c¢astecny soucet tady > z, a ¢islo z, nazgyvdme clen nekonecné
n=0

rady > zp.
n=0

Definice 13. Rekneme, e fada > 2, konverguje k ¢islu z € C, jestlize posloup-
n=0

o
nost jejich ¢dstecnych souctu Y s, md limitu rovnu ¢islu z (tj. lim, o S, = 2).
n=0

o o
Cislo z nazgvame souctem tady > z,, piseme > z, = z. V opacném pripadé

oo
rekneme, Ze Tada Y z, diverguje.
n=0

14



Véta 3. Necht >z, je rada komplexnich ¢isel a necht z, = x, + iy, pron € C.
Pak tada ) z, konverguje prdvé tehdy, kdyz konverguji obé tady redlnijch cisel
doxn a >y, a plati:

)DL SEE) Pl
n=0 n=0 n=0
Definice 14. Necht a, je posloupnost bodii z C a zy € C, n € NUO. Radu funkci
Z an(z — zo)" (1.1)
n=0

nazyvame mocninnou radou o stredu zy a s koeficienty a,. Cislo ay nazyvdime
absolutni élen tady (1.1).
Pokud bychom zavedli v mocninné fadé (1.1) substituci v = z — zy (tj. posu-
o
nuti v komplexni roviné), ziskali bychom mocninnou fadu ) a,v™ se stredem v
n=0
pocatku. Pro mocninnou fadu se zavedenou substituci se az na posun vlastnosti
o
nemeéni. Déle tedy budeme pouzivat mocninnou radu ve tvaru ) a,z", pro kte-
n=0
rou bude platit, ze zy = 0.

Nyni pfejdeme k exponencidlnim funkcim v komplexnim oboru, které definujeme
pomoci mocninné fady. Tyto funkce jsou velmi dulezité v nasledujicim textu,

proto zde uvedu jednotlivé véci i s dukazy.

Definice 15. Ezponencidlni funkce je definovana vztahem

pro kazdé z € C

15



Poznamka 9. Komplexni funkce z" je holomorfnim rozsirenim redlné funkce e®.

7 definice exponencidini funkce vidime, Ze plati ¢® = 1 a (€*)' = 2. Tedy

TV DR DTS PL SRLIE
[ = _— = —_— = = = _— = .
—~ n! s n! s n! = (n—1)! s k!

Veéta 4. Pro kazdé s,t € C platt
et = e’e.

Diikaz. K dukazu tvrzeni vyuzijeme binomickou vétu a vlastnosti pro souc¢et moc-

ninnych fad, které muzeme malézt v [2].

O n X un . n k n—k o n | kyn—k
s s t st 1 nl st
| | | — k) | | — )
n=0 n=0 n=0 k=0 k! (n k> n=0 n k=0 (n k>
0o 1 n n . 0o 1 . .
=3 () = e o =
n=0 k=0 n=0

O

Poznamka 10. Pro komplexni exponencidlni funkce, kde z, z1, zo € C, plati

ndsledugict vlastnosti:
o ¢ # 0 pro kazdé z € C a pro prevrdcenou hodnotu (e*)~! = e™*,
o ¢* =1& z=2kmi, kdek € C,
o ¢ =—1 2= (2k+ 1)mi, kdek € C,
o ef =e5 =& 21 = 29+ 2kmi, kdek € C.
Veéta 5. Funkce e* je periodickad s periodou 27i, tj. pro kazdé z € C plati
2 _ prtom

e =

Dukaz plyne z posledni vlastnosti exponencialni funkce v Poznamce 10.

16



Kapitola 2

Goniometrické funkce v
komplexnim oboru

2.1. Funkce sinus a cosinus

Tato ¢ast bude zaméfena na predstaveni goniometrickych funkei sinus a cosi-
nus v komplexnim oboru. Budou zde také popsany a vysvétleny dulezité vlastnosti
téchto funkei. Tyto vlastnosti budou uvedeny i s dukazy. Nékteré vlastnosti bu-
dou také doplnény o konkrétni piiklady. Na konci této kapitoly budou zminény
komplexni goniometrické funkce tangens a cotangens spolu s jejich vlastnostmi.

Budeme vychazet z [1], [2], [10] , [L1].

Definice 16. Funkci sinus (resp. cosinus) definujeme pomoci mocninnijch tad

pro kazdé z € C vzorci:

i 22n+1
sinz =S (1) ——
|
s (2n+1)!
o 92n
cos z = Z(—l)” o)
n=0 ’

Véta 6. Pro kazdé =z € C plati tzv. Euleriuv vzorec:

et = cos z + i sin 2.

Diikaz. U tohoto dukazu vyuzijeme definici exponencialni funkce. Dikaz prove-

deme pro kladné znaménko ve vzorci. Pro zaporné znaménko by se dukaz provadél

17



analogicky:.

oo . oo .
szZQk 1’2k+lz2k+1

iz _ - (Zz)n_ _
=D e (2k)!+kz_om_

n=0 ' k=0
o Lo X 2% '
= ;(—1) k) +Z;O(_1> S cos z + isin z.

O

Poznamka 11. Pomoci predchoziho vztahu muzeme ekvivalentné vyjadrit defi-

nici 16 ndasledovné:

iz e—iz
sing = — 2.1
inz 5 (2.1)
cos z = %. (2.2)

U funkci sinus a cosinus muzeme také nalézt redlnou a imaginarni slozku.

Vyuzijeme k tomu nésledujici vétu.
Véta 7. Necht z € C, kde z=z+iy pro z,y € R, plati:

sinz(e? 4+ e7Y)
2

cosx(e¥ —eY)
2 ?

Re(sin z) = ,Im(sinz) =

cosz(e ¥ + eY)
2

sinz(e ¥ — eY)
2

Re(cos z) =

,Im(cos z) =

Diikaz. Pro dokazovani vyuzijeme Euleruv vztah a rovnosti (2.1), (2.2).

' eiz o e—iz 1 ) ) . )
sing = ————— = — (/@) _ gmilati)y —

21 21

1
=5 [e¥(cosz +isinz) — e¥(cosz — isinz)] =
i

1
= - [cosa(e ™ — ) +isina(e ¥ +e¥)] =
2
— Leosater — e+ Lsinatev + o).
21 ' 2 )
Im(cos 2) Re(cos z)

18



cos z = % = 5((3’(”@) + e—%(zﬂy)) =

1
=3 [e¥(cosz + isinz) + (¢ cosw — isinz] =

1
=3 [cosz(e™¥ +€¥) +isinz(e ¥ —e¥)] =

1 1
= 5 cos z(e ¥V +e¥)+ i§ sinz(e”? —eY).
Re(;:)s z) Im(\c:)s z)

2.1.1. Vlastnosti funkeci sinus a cosinus

Nyni se budeme vénovat vlastnostem komplexnich funkci sinus a cosinus. Mezi
tyto vlastnosti bude patrit napiiklad parita, periodicita, diferencovatelnost. Také
zde budou predstaveny dulezité goniometrické vzorce pro funkce sinus a cosinus

v komplexnim oboru.

Véta 8. Necht z € C.
1. Rekneme, Ze funkce sinus je lichd, plati tedy: sin(—z) = —sin 2,
2. Rekneme, Ze funkce cosinus je sudd, plati tedy: cos(—z) = cos z.

Diikaz. Dukaz provedeme pomoci Eulerovy véty a vlastnosti exponencionalni
funkce, ktera nam tik4, Ze tato funkce je periodickd s periodou 27i(Viz Véta 16).

Plati tedy rovnice
cos z +isinz = e = ¢ = 112 — o5z + 27) + isin(z + 2n),

cosz —isinz = e = I = ¢TI — o5y 4 27) — isin(z + 27).

Nejprve tyto rovnice secteme a poté vydélime cislem 2. Dostaneme tedy
2cosz = 2cos(z + 27),
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cos z = cos(z + 2m).

Dale odec¢teme druhou rovnici od prvni a vyslednou rovnici vydélime cislem 2i.

Ziskame
2isin z = 2isin(z + 27),
sin z = sin(z + 2m).
Timto jsme ziskali pozadované vztahy. O

Piiklad I. Vypocitejte sin(—5i) + cos(—2i).
Reseni. Pri fesent vyuzijeme informace, Ze funkce sinus je lichd a funkce cosinus
sudd, ddle vyuzijeme vztahy (2.1), (2.2).

sin(—5i) + cos(—2i) = — sin(5i) + cos(2i) =

ez~52 _ e—z~52 ez~22 + e—z~22

ST w T T
-5 5 —2 2 1 4
e’ —e 1—e0 1
24 2 2ied 2e2
N e .
=1 5 + 5e —74,203: + 3, 762.

Veéta 9. Komplexni funkce sinus a cosinus jsou periodické s periodou 2.

Diikaz. Dukaz plyne z Eulerova vzorce a ze skutecnosti, ze exponencialni funkce

je v C periodickd s periodou 27i (viz Véta 5). Bude tedy pro kazdé z € C platit:
cos z +isinz = e = ™ = cos(z + 27) + isin(z + 27),

cosz —isinz =e ¥ = e ¥ = cos(z + 27) — isin(z + 27).

Po secteni téchto rovnosti a jejich naslednym vydélenim ¢islem 2 ziskame pozadovany

vztah pro funkci cosinus:
2cosz = 2cos(z + 27),
cos z = cos(z + 2m).
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Po odecteni téchto rovnosti a jejich naslednym vydélenim éislem 2i ziskame

pozadovany vztah pro funkci sinus:
2isin z = 2isin(z + 2m),

2sin z = 2sin(z + 2m).

Piiklad II. Vypocitejte cos(1 + 2i).

Reseni.
i(14-24) —i(142i) i —2 —i 2 i i 4
. e +e ee “+e e e +e'e
cos(l+ 27) = = = =
(1+2i) 2 2 2¢2
B 26’ 4 2¢ et B 2¢' 4+ 2e et + et — et 4 elet — elet B
N 4e2 N 4e2 N
et e telet elfeiet —et —elet
N 4e2 4e2 N
et +ei(et+1)  e(l—et)—e(—et+1)
N 4e2 4e2 N
% —1 1 4 P 1 1— 4 1 4 1— 4
:(e—i—e i +e)+(e il e>:cosl e +usinl c =
4e2 4e2 2¢2 2¢2
= 2,033 — 3,0521.

Veéta 10. Funkce sinus a cosinus majgi v C ndsledujici vlastnosti:

1. sinz=0& z=km, kde k€ Z, z € C,
2. cosz=0¢>z=(k+%)7r, kde k € Z, » € C,
3. cosz =sin(§ — z), kde z € C.

Diikaz. K dukazu vyuzijeme Vétu 5.
1. Nejprve dokazeme sin z = 0. Vyuzijeme vztahu sin z = %

iz —iz

e” —e
21

=0 —eP=0cf=c " =1

Podle Véty 5 plati, ze 2iz = 2kmi. Po vydéleni této rovnice ¢islem 2i ziskame

rovnost z = km, kde k € Z.
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el e 12

2. Nyni dokdZeme rovnost cos z = 0. Vyuzijeme vztahu cos z = <=5

cre” =0 te " =00c" ="M =1
Podle Vety 5 plati, ze 2iz = (2k + 1)mi. Po vydéleni této rovnice ¢islem 2i
ziskdme rovnost z = (k + 3)7, kde k € Z.

3. K dikazu cos z = sin(§ — z) vyuzijeme pfedchozi vztahy a poté za z do-
sadime z = x + iy pro z,y € R.

e + e Ty + e—zz+y

COS 2z = 9 = 9 =
1. . .

=3 [e¥(cosz + isinz) + e¥(cosz — isinz)| =
1

- = [e_y(cos(g — @)+ isin(g )+ ey(cos(g ) — isin(g - x))] -
1

== [ey(sin(g —2)+ icos(g — 1) - e_y(sin(g - icos(g - x))] -
1 o o i(Z—z) _ —i(E—x)

= ettt — vii ] = € 2; L sin(g —2)

O

Veéta 11. Komplexni funkce sin z a cos z jsou holomorfnim rozsirenim redlnijch

funkci sinx a cosx na C. Plati:
(sinz) =cosz, (cosz) = —sinz.

Diikaz. Dukaz provedeme pro derivaci funkce sin z. Pomoci definice 16 zjistime,

ze plati:
!/
i( 1) 22n+1 i( 1) 2277,
(sinz) = )" = —1)" = CO0S 2.
| |
et (2n+1)! s (2n)!
Analogicky bychom postupovali pro dukaz derivace funkce cos z. O

Poznamka 12. Pripomenme, Ze funkce f je holomorfni na otevrené mnozine
H C C, jestlize pro vSechna z € H existuje derivace f'(z). Vyssi derivace f”
(resp. [3), f4), ...) definujeme pomoci vatahu fY = (f) n e N.
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Véta 12. Funkce sin z a cos z nejsou na C ohranicené.

Diikaz. K dukazu pro funkci sin z vyuzijeme vzorec 2.1, tedy sinz =

z dosadime z = iz, kde = € R. Pro x — oo bude platit:

sin(iz) = l,(e_z —e%) & —©
21

Podobné bychom dokazali tuto vlastnost pro funkci cos z.
Véta 13. Pro kazdé z, zy, 2o € C plati vzorce:

1. sin®?z 4 cos?z =1

2. sin(z; + 29) = sin 23 cos z2 + sin 2 cos 21

3. cos(z1 + 2) = €OS 21 COS 25 — sin 2; sin 2y

4. sin2z = 2sin 2z cos z

5. cos2z = cos? z — sin? 2

Dikaz. K dukazum vyuzijeme Euleruv vzorec a vztahy 2.1, 2.2.

1. Nejprve dokazeme rovnost sin? z 4 cos? z = 1.

eiz _ e—iz 2 eiz + e—iz 2
sin®z+cos’z=|——| 4+ |—| =
21 2

1 .. S ‘
— —Z(€2w—2+6_222>+Z(62Lz+2+€_2m> -1

2. Pro dukaz rovnosti sin(z; + 2z2) = sin 21 cos 25 + 8in 25 cos 21 a cos(2z1 + 22) =

COS 21 COS 29 — Sin z1 sin 29 nejprve vyuzijeme Eulerovy vzorce:
gilzitze) — cos(z1 + z2) + isin(z; + z2),

e~ B1+22) — cog(2y 4 25) —isin(z; + 2).
Déle vime, ze pro exponencialni funkce plati nasledujici:

eilzitze) — pizigiza (cos z1 + isin z1)(cos 22 + i sin 23),
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e rtee) = inpmin (cos z; — isin z1)(cos zo — isin 23).
Ziskame tedy:
cos(z1 + 2z2) +isin(z; + 22) = (cos z; + isin z1)(cos 2o + isin zp) =

= (c0s 21 COS 25 — sin z1 sin z2) + i(cos 21 sin 25 + sin z1 cos z2),

cos(z1 + 2z9) —isin(zy + 22) = (cosz; — isinz;)(coszg — isinzy) =
= (cos 21 €Os 23 — sin 21 sin z9) — i(cos 27 sin 25 + sin 21 cos 23).

Sec¢tenim (odec¢tenim) téchto vztahu a naslednym vydélenim téchto rovnic

¢islem 2 ziskame pozadované vztahy:
cos(z1 + 29) = C€OS 21 COS 23 — sin 27 sin 29,
sin(z; + z2) = cos 21 8in 23 + sin 21 oS 2.
Podobné bychom dokéazali zbylé vzorce. O
Poznamka 13. Mezi dalsi pouZivané vzorce bychom mohli zatadit tyto:
sin(z; — z9) = sin 21 cos 23 — sin 25 cos 21,

cos(z1 — z2) = €OS 21 COS 23 + sin z; sin 2o,

21+ 29 21 — 29
0S

sin z; + sin zo = 2sin C ,
2 2
; . . Rl — 22 21+ 29
Sin 27 — sin z9 = 2sin cos ,
2 2
21+ 22 21— 29
CoS 21 + coS 2o = 2 cos cos ,
2 2
A Rl R Bl )
COS 21 — COS 25 = —28in 5 sin 5 kde z1, z9 € C.

Priklad III. Vypocitejte sin(2 — i).

Reseni. Pri resent vyuzijeme souctové vzorce a vztahy (2.1), (2.2).

sin(2 — ¢) = sin2cos(—i) — sinicos2 = sin2cosi — sinicos2 =

i i i i 1 1 11

:sin2e +2€ _C 27;6 cos2:sin2€ 2—i—e _ ¢ 5 € cos2 =
1 2 1— 2 1 2 1— 2

Cgin2— O T ot Y 052 = 1,403 + 0, 4894,
2e 2te 2e 2e
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2.2. Funkce tangens a cotangens

Na konci této kapitoly jesté zkracené popiSeme, jak jsou definovany funkce
tangens a cotangens na C a jak vypadaji nékteré vlastnosti téchto komplexnich

funkci. Také zde budou ukazany dulezité vzorce pro dané funkce.

Definice 17. Funkce tangens a cotangens jsou pro z € C definovdny vztahy:

sin 2z 1
tanz = , kd k+ =),
nz=—— ez%(+2)7r
cotz:c,osz,kdez%kﬁ,

sin

kde k € Z.

Poznamka 14. Vztahy v definici 17 mizeme pomoci vztahi (2.1), (2.2) prepsat

ndsledovneé:
sin z e —1
tan z = = —i— , kde z € C,
COS 2 e” +1
cosz  e¥ 41
cot z = — = i— , kdez € C.
sin 2 e” — 1

2.2.1. Vlastnosti funkci tangens a cotangens

Pro komplexni goniometrické funkce tangens a cotangens plati nasledujici
vlastnosti:

Veéta 14. Pro z € C plati vlastnosti:

1

cot z?

1

tanz”®

1. tanz = cotz =

2. Funkce tangens a cotangens jsou liché na C. Plati:

tan(—z) = —tanz, cot(—z) = —cot z.

3. Komplexni funkce tan z je holomorfnim rozsirenim redlné funkce tanx na

C\{z€C|z=(k+3)m k€ Z}. Na této oblasti bude platit:

1

tan z) = )
(tan 2) cos? z
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Komplexni funkce cot z je holomorfnim rozsirenim redlné funkce cotx na

C\{z€C|z=kn ke Z}. Natéto oblasti bude platit:

1
2

(cotz) = ———.
sin® z
4. Funkce tangens a cotangens jsou periodické s periodou ™ na C. Plati:

tan(z + 7) = tan z, cot(z+ m) = cot z.

Dikaz. Jednotliva tvrzeni dokdzeme néasledovné:
1. Dukaz tohoto tvrzeni plyne piimo z Definice 17.

2. Pro dukaz vyuzijeme Definici 17 a Vétu (8):

sin(—z) —sinz

tan(—z) = = = —tanz,
cos(—z) oS 2
cos(—z) oS 2

cot(—z) = — = ——=—cotz.
sin(—z) —sinz

3. Tvrzeni plyne z Véty 5.

4. Podle Definice 17 a Eulerova vzorce plati:

. ; i ; 1 27z 1 .
Csinz eFqe @ S el
Nz = T Tl e gL Yeea T g
etz iz
. o . 1 2iz_q .
. _COSZ_,GZZ—GZZ_,ezz_eTz_,eeT_,emz—l
cotz = sin z _Zeiz+e—iz _Zeiz_i_L _/LeQiZ—O—l _1'622‘2_’_1'
etz iz

Dale vime, ze exponencidlni funkce je periodickd a podle Véty refepe vidime,
ze plati:

2iz = 2z + 2kint & z=z+ k.

26



Poznamka 15. U komplexnich funkci tangens a cotangens vyuZivaime také vzorce.

vvvvv s,

Mezi nejdulezitéjsi vzorce muzeme zatadit nasledugici:

tan z; + tan z9
1 —tan z; tan 2o’

tan(z) + z2) =

tan z; — tan z9
1 4 tan z; tan 2o’

tan(z; — z3) =

1

LI |
cos? z ’

tan? z =

cot zycot z9 — 1
cot z; + cot zp

cot(z1 + 29) =

cot zycot z9 + 1

COt(Zl — ZQ) = s
cot z9 — cot 21
9 1
cot*z=———1.
sin” z

Ddle muzeme zminit i tyto zndmé vzorce:

sin(z; + 22)

tan z; + tan z9 = ,
COS 21 COS 29

sin(z; — 22)
tanz; — tanzp = ———
COS 21 COS 23

sin(z; + 29)

cot z1 + cot 2o = — ; )
SN 27 SII Z9

sin(z; — 22)
cotz; —cot zg = —M.
S11 27 SII 29

Priklad IV. Vypocitejte tan(3 — ).

Reseni. Prireseni vyuZijeme souctové vzorce pro komplexni goniometrické funkce
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a vztahy (2.1), (2.2).

. . . . . . -1 _1—
tan(3 — i) sin(3—1¢) sin3cosi—sinicos3 sin 34— — e-—¢
anlo — 1) = ~ = ; " . — ) 1
cos(3—1i) cos3cosi+sin3sini S cos3 + sin 3=

_(e+ e 1) sin3cos3 — (e — e 1) sin3cos3

(e +e 1)’ cos?3+i2(e — e 1)’ sin?3

(e+te)(e—e)cos?3+ (e+et)(e—e !)sin®3

- 12 . N2 2
(e+e 1) cos?3+i2(e—e 1) sin”3

(e* +2ee! +e?)sin3cos3 — (¢* —2ee! + e ?)sin3cos3
(€24 2ee~ +e2)cos?3 + 2 (€2 — 2ee ! + e72)sin? 3

(€2 +e2)cos?3 + (e2 — e 2)sin?3 B
(€2 +2ee L +e2)cos?3 +1i2 (€2 — 2ee! + e72)sin? 3

4sin 3 cos3 e2—e 2

—1
e24e 242 (cos2 3 + sin? 3) e24e 242 (cos2 3 + sin? 3)

4sin 6 e —e?
—1
e2+e 242 e2+e 242

—0,0567 — 0, 76164
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Kapitola 3

Goniometrické funkce na
zakladni skole

Na zakladnich a sttednich skolach se goniometrické funkce probiraji v realném
oboru, proto v této kapitole budeme pracovat s goniometrickymi funkcemi realné
proménné, a také ukazeme pozadavky Ramcového vzdélavaciho programu. Déle
bude sestavena sbirka piikladu pro zdky zakladnich a stfednich Skol, ve které
budou predstaveny piiklady, jejichz feSeni je ziskano vyuzitim goniometrickych
funkei. Velké mnozstvi ptrikladu je tvoreno tak, aby si zaci dokazali predstavit,
kde vsude se v bézném zivoté s goniometrickymi funkcemi muzeme setkat. Ve
sborniku se objevi ale také ptiklady, které slouzi k procviceni goniometrickych
vzorcu na teoretickych piikladech.

Goniometrické funkee jsou vyucovany na zékladnich a stfednich skoldch. Zéci
zékladni skoly se s goniometrickymi funkcemi v pravouhlém trojihelniku vétsinou
setkavaji na konci devatého roéniku. V. Ramcovém vzdélavacim programu pro
Zékladni skoly je goniometrie soucasti nadstavbového obsahu tématického celku
Geometrie v roviné a prostoru ve vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace.

Mezi ocekavané vystupy v RVP ZV daného uciva patii:
e 7ak urcuje velikost 1hlu méfenim a vypoctem,

e 7ak zduvodnuje a vyuzivd polohové a metrické vlastnosti zakladnich ro-
vinnych ttvaru pii feeni tloh a jednoduchych praktickych problému; vyuziva
potiebnou matematickou symboliku,
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e 7ak analyzuje a Tesi aplika¢ni geometrické tlohy s vyuzitim osvojeného ma-

tematického aparatu (viz [10]).

Pro zarazeni goniometrickych funkci do Skolniho vzdélavaciho programu jsem
vyuzila SVP Zakladn{ skoly Kiiznd ve Valagském Mezifiei, na které jsem absol-
vovala Souvislou pedagogickou praxi. Zde jsou goniometrické funkce zarazeny v
devatém roc¢niku v u¢ivu Podobnost, goniometrické funkce.

Ocekavanymi vystupy v daném ucivu jsou:
e 74k rozlisi shodné a podobné tutvary,
e 74k uziva véty o podobnosti trojuhelniku v pocetnich a konstrukénich tilohéch,

e 7ak zna a vyuziva funkce sinus, kosinus, tangens jako podil stran v pravotihlém

trojihelniku.

Do mezipredmétovych vztahu je zarazena tvorba planu, kterda se prolina s
predmeétem Osobnost a socialni vychova.

Pro zastupce sttednich kol jsem si vybrala RVP pro gymnazia. Podle Ramcového
vzdélavaciho programu pro gymnazia se zaci s goniometrickymi funkcemi setkévaji
ve vice tematickych celcich. Zaprvé jsou tyto funkce soucasti tematického celku
Cisla a proménnd, do néhoz pati{ uéivo rovnice a nerovnice. Zaci se zde setkavaji
nejen s linedarnimi a kvadratickymi rovnicemi a nerovnicemi, ale také s logarit-
mickymi, exponencidlnimi a v nasem piipadé zejména s goniometrickymi rovni-

cemi. Mezi ocekavané vystupy odpovidajici danému ucivu patii:

e 73k odhaduje vysledky numerickych vypoctu a efektivné je provadi, ucelné

vyuziva kalkulator,
e 7ak upravuje efektivné vyrazy s proménnymi, uréuje defini¢ni obor vyrazu,

e 7ak fesi soustavy rovnic, v jednodussich pripadech diskutuje resitelnost nebo

pocet Teseni,
e 74k rozliSuje ekvivalentni a neekvivalentni ipravy,

30



e 7ak geometricky interpretuje ciselné, algebraické a funkéni vztahy, graficky

znazornuje feseni rovnic, nerovnic a jejich soustav.

Dalsi tematicky celek, jehoz soucasti jsou goniometrické funkce, je Zavislosti a
funkéni vztahy. V ucivu funkee se zaci seznamuji jak s linedrnimi a kvadratickymi
funkcemi, tak i s logaritmickymi, exponencidlnimi a goniometrickymi funkcemi.
Soucésti je i ucivo zabyvajici se vztahy mezi goniometrickymi funkcemi. Mezi

ocekavané vystupy patii:

e 7&k nacrtne grafy pozadovanych funkei (zadanych jednoduchym funkénim

predpisem) a uréi jejich vlastnosti,
e 74k formuluje a zduvodnuje vlastnosti studovanych funkei a posloupnosti,

e 7ak vyuziva poznatky o funkcich pfi feSeni rovnic a nerovnic, pii urcovani

kvantitativnich vztahu,

e 7ak aplikuje vztahy mezi hodnotami exponencialnich, logaritmickych a go-

niometrickych funkei a vztahy mezi témito funkcemi,
e 74k modeluje zavislosti realnych déju pomoci znamych funkei,
e 74k Tesi aplikacni tlohy s vyuzitim poznatku o funkcich a posloupnostech,

e 7ak interpretuje z funkcéniho hlediska slozené turokovani, aplikuje expo-

nencialni funkci a geometrickou posloupnost ve finanéni matematice.

Déle se ucivo trigonometrie objevuje v tematickém celku Geometrie. Zaci se zde
setkdvaji se sinovou a cosinovou vétou a trigonometrii pravoihlého a obecného

trojuhelniku. Ocekavanymi vystupy daného uciva jsou:

e 7ak ulohach pocetni geometrie aplikuje funkcéni vztahy, trigonometrii a

upravy vyrazu, pracuje s proménnymi a iracionalnimi ¢isly,

e 7ak vyuziva nacrt pti feSeni rovinného nebo prostorového problému,
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e 74k pouziva geometrické pojmy, zduvodnuje a vyuziva vlastnosti geomet-

rickych utvartu v roviné a v prostoru(viz [17]).

Pro zarazeni goniometrickych funkei do skolniho vzdélavaciho programu jsem
vyuzila SVP Gymnazia Frantiska Palackého ve Valasském Mezif{éi. S témito funk-
cemi se setkavaji zaci v druhém rocniku ¢tyiletého studia (ve ¢tvrtém roéniku
Sestiletého studia) v uéivu Funkce, rovnice a nerovnice. Zéci se seznami s gonio-
metrickymi funkcemi, vztahy mezi nimi, jejich vlastnostmi a s grafy téchto funkei.
Také se zde objevuji vyrazy s goniometrickymi funkcemi, jednoduché goniomet-
rické rovnice.

Ocekavanymi vystupy v daném ucivu jsou:

e 7ak zna bézné druhy elementarnich funkei a jejich vlastnosti a zvlastnosti

véetné grafu a vztahu spojenych s danymi funkcemi,

e 7ak Tesi bézné, typické rovnice i nerovnice vztahujici se k jednotlivym

druhum funkei.

Do mezipredmétovych vztahu jsou zarazeny piiklady s kmitavym pohybem a
s vlnénim, které se prolinaji s predmétem Fyzika.

Déle se goniometrické funkce objevuji ve tietim ro¢niku ¢tytletého studia (v
patém rocniku Sestiletého studia) v uéivu Trigonometrie, ve kterém se zabyvaji
zéci goniometrickymi funkcemi v pravouhlém trojihelniku a sinovou a cosinovou
vétou v obecném trojuhelniku.

Ocekavanymi vystupy v daném ucivu jsou:
e 7ak uplatni rozsitené znalosti o pravoihlém trojihelniku,
e 7ak aplikuje sinovou i kosinovou vétu v obecném trojihelniku,

e 74k vyuzije ziskané znalosti k feSeni béznych, typickych tloh zejména z

terénu.

Do mezipredmétovych vztahu je zarazeno skladani sil v predmeétu Fyzika, dale
se dané ucivo prolina do predmétu Zemépis, ve kterém se zaci zabyvaji tématem
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meétické prace a také do predmétu Zaklady spolecenskych véd, ve kterém se zaci
uci o antickych filozofech.

Také zde uvedu RVP SOV pro obor Stavitelstvi a Technické vybaveni bu-
dov. RVP pro tyto obory zde uvadim z duvodu vyzkumného Setieni, které jsem
provadéla na Stredni prumyslové Skole stavebni.

Ve vzdélavaci oblasti Matematické vzdélavani se zaci v ucivu Goniometrie
a trigonometrie zabyvaji orientovanym tihlem, goniometrickou funkci ostrého a
obecného thlu, fesenim pravoihlého trojuhelniku, vétou sinovou a kosinovou,
goniometrickou funkci, fesenim obecného trojuhelniku a také goniometrickymi
rovnicemi.

Mezi ocekavané vystupy zde patii:
e 74k uziva pojmy: orientovany thel, velikost thlu,

e 7ak urci velikost thlu ve stupnich a v obloukové mife a jejich ptrevody,

graficky znézorni goniometrické funkce v oboru realnych ¢isel,

e 7ak urci definiéni obor a obor hodnot goniometrickych funkeci, urci jejich

vlastnosti véetné monotonie a extrému,

e 74k s pouzitim goniometrickych funkeci uréi ze zadanych tdaju velikost stran

a uhlu v pravoihlém a obecném trojihelniku,

e 74k pouziva vlastnosti a vztahu goniometrickych funkei pri feSeni goniome-

trickych rovnic,

e 74k pouziva vlastnosti a vztahu goniometrickych funkei k feseni vztahu v

rovinnych i prostorovych ttvarech,

e 7ak pri TeSeni iloh tucelné vyuziva digitalni technologie a zdroje infor-

maci(viz [18], [19]).

Pro ukdzku skolniho vzdélavaciho programu jsem si vybrala SVP Stredn{ priumyslové

skoly stavebni ve Valasském Mezifi¢i. Goniometrické funkce jsou zarazeny do
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druhého roéniku v uéivu Goniometrie a trigonometrie. Zaci se sezndmi s oriento-
vanym thlem a jeho velikosti v mife obloukové a stupnové, déle s goniometrickymi
funkcemi v oboru redlnych cisel, jejich zakladnimi vlastnostmi a grafy, s gonio-
metrickymi vzorci, ipravou vyrazu s goniometrickymi funkcem, jednoduchymi
goniometrickymi rovnicemi, vétou sinovou a cosinovou a také s feSenim obecného
trojuhelniku.

K ocekdavanym vystupum se fadi:
e 74k uziva pojmy orientovany thel, velikost thlu,

e 7ak urci velikost thlu ve stupnich a v obloukové mife a jejich ptrevody,

graficky znézorni goniometrické funkce v oboru realnych ¢isel,
e 74k urci definuje goniometrické funkce v oboru redlnych cisel,
e 74k sestroji grafy goniometrickych funkei v R,

e 7ak urci definiéni obor a obor hodnot goniometrickych funkci, popise jejich

vlastnosti véetné monotonie a extrému,

e 74k uziva zakladni goniometrické vzorce pii upravach vyrazu s goniomet-

rickymi funkcemi,

e 7ak tesi zakladni goniometrické rovnice, pouziva vlastnosti a vztahy mezi

goniometrickymi funkcemi pii feseni jednodussich goniometrickych rovnic,
e 7ak pouziva sinovou a kosinovou vétu k feseni obecného trojuhelniku,
e 7ak pouziva sinovou a kosinovou vétu k teseni tloh z praxe.

Obsah tohoto uciva se prolind do predmétu Fyzika, kde se zaci setkavaji s kmi-

tavym pohybem a s vinénim.
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3.1. Sbirka uloh

Nyni prejdeme ke sbirce tloh zamétenych na goniometrické funkce. Vsechny
priklady jsou zaméfeny na goniometrické funkce v redlném oboru, protoze kom-
plexni c¢isla v dnesSni dobé nejsou soucasti Ramcového vzdélavaciho programu
pro zakladni ani pro stfedni skoly. Ijlohy jsou rozdéleny podle obtiznosti do tii
kategorii, které odpovidaji obsahu tohoto uciva od 9. ro¢niku zakladni skoly po
4. rocénik stredni skoly, a kazdd z téchto kategorii obsahuje 6 prikladu. Vybeér
prikladu do jednotlivych kategorii podle obtiznosti byl sestaven zejména podle
ucebnic [13], [14] a [15]. Dale jsem se inspirovala v [5], [9] a [1]. Také jsem obtiznost
uloh konzultovala s uciteli matematiky na Zakladni skole Kfizna ve Valasském
Mezifici a na Stredni prumyslové skole stavebni ve Valasském Mezitici. Priklady
nejsou plné prevzaty z diive zminénych ucebnic, ale jejich sestaveni bylo priklady

z uvedené literatury inspirovano.

3.1.1. Kategorie A

Nejméné obtizna kategorie je zde oznacena pismenem A a je urcena pro zaky

9. rocniku zakladni skoly.

Priklad 1. Urcete vijsku mezi dvéma patry, pokud wvite, Ze pocet schodu mezi

dvéma patry je 24, sklon stoupdni je 30° a délka schodu je 31,5cm.

Reseni. Nejprve si vypocitdme hlopricnou délku y jednoho schodu.

Obrazek 3.1: Nacrtek k prikladu 1
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K tomu pouZijeme funkci cosinus.

x  3L5
cosa  cos30

x
cosa=— =y = = 36,4 cm.
Y

Tuto délku vyndsobime cislem 24 a ziskdame tak whlopricnou délku d celého schodiste.
d=24-y=24-36,4=_873cm.
Vysku mezi dvéma patry vypocitame pomoci funkce sinus.
: h : : .
sina = 7 = h =dsina = 873 - sin 30 = 436, 5 cm.

Priklad 2. Z veze vysoké 21 m a vzdalené 27,5m od potoka vidime sirku potoka

v zorném uhlu 4°. Jak je tento potok Siroky?

Obréazek 3.2: Priklad 2

Reseni. Nejprve si vypocitdme ihel 5.

—_—
E —_

e
—_

X d
w

Obrazek 3.3: Nacrtek k prikladu 2

Ten wvypocitame pomoci funkce tangens a vyuzZijeme k tomu viysku veze h a

vzddlenost od potoka x.

x 27,5
_—= ? p— 20 /_
N 71 = [ = 52°37
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Abychom zjistili délku potoka, musime secist ihel alfa a ihel beta, dostaneme tedy
v =a+ [ =52°37 +4° = 56°37". Nyni vyuZijeme funkci tangens a vypocitame
délku potoka.

d
tany = % = d=htany — 2z = 21 - tan56°37 — 27,5 = 4,4 m.
Priiklad 3. Na zacatku kopce cyklista uvidel znacku, ktera cyklistu informovala,
Ze ho ceka stoupdni 7%. Tento kopec méri 4,5 km. Jaky vyskovy rozdil cyklistu

cekda?

Reseni. Nejprve si vypocitdime vhel, pod kterym bude cyklista do kopce stoupat.
K tomu vyuZijeme znacku se 7% stoupanim. To ndm tikd, Ze za 100 m prekondme

vyskovy rozdil Tm. Pro vypocet uhlu a vyuzijeme funkci tangens.

m

D

100 m

Obrazek 3.4: Nacrtek k prikladu 3

7 °
tana = — = o = 4°.
100

Zndame-li thel alfa, miuzZeme nyni vypocitat prevyseni h, které cekd cyklistu pri

délce kopce x = 4,5 km. MuzZeme vyuzit funkci sinus.
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B

Obrazek 3.5: Nacrtek 2 k prikladu 3

sina = E = h=xsina =4,5-1000 -sin4 = 314 m.
x

Priklad 4. Jaky bude obvod pravouhlého trojihelniku ABC' s délkou prepony

8,5 cm, kdyz navic vime, Ze uhel o ma velikost 40°.

B

=

A

Obréazek 3.6: Priklad 4

Reseni. Pro vijpocet obvodu trojihelniku musime zndt velikosti viech jeho stran.
Protoze ze zaddani zname délku prepony a velikost thlu alfa, muzZeme zbylé strany

dopocitat pomoct funkci sinus a cosinus.
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Obrazek 3.7: Nacrtek k prikladu 4

sina=-=b=c-cosa=28,5-sin40 = 5,5¢cm,

cosa=—=a=c-cosa=8,5-cos40 = 6,5 cm.

Ol ol

Nyni staci tyto strany secist a ziskame obvod trojihelniku ABC.
o=a+b+c=6,54+5,5+8,5=20,5cm.

Priiklad 5. Jaky musi byt nejmensi polomer kruhové desky, aby se z ného dal

vyriznout rovnostranny trojiuhelnik ABC o strané a = 10,6 cm?

C

Obrazek 3.8: Priklad 5

Reseni. Pri vjpoctu budeme vychdzet ze skutecnosti, Ze v rovnostrandm trojihelniku
jsou vsechny vysky a téZnice rovny a jejich prusecikem je stied kruznice opsané.
Ddle vime, Ze vijska je usecka spojujici vrchol s protéjsi stranou a také vime, Ze s
touto stranou svird pravy thel.
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Obrazek 3.9: Nacrtek k prikladu 5

S pomoct informace, Ze v rovnostranném trojuhelniku jsou vsechny wvnitrni
uhly stejné velké, tedy o = 60°, dopocitame thel SAB. Zjistime, Ze dostaneme
tihel 5 = 30°.

Ze zadani zndme velikost strany a, muzeme tedy pouZit funkce cosinus a pomoci
poloviny strany a a thlem 5 vypocitat polomeér kruzZnice opsané.

5 53

:} r = 5 =
oS 5 cos 30

= 6,1cm.

= ol

e
Cos — =
2

Priiklad 6. Martin a Karel se vsadili o to, kdo doplave drive k béjce. Oba startuji
ve stejné vzdalenosti od bojky a sméry, kterymi k bojce poplavou, sviragi whel 10°.
Jak daleko stdli na startu od sebe, jestlize vitézny Martin doplaval k bojce za 2,3

minuty rychlosti 0,83 m/s.

Reseni. Nejprve si vypocitdime vzddlenost Martina od bdjky. VyuZijeme vztah,
ktery ndam tika, Ze vzddlenost se rovnd soucinu rychlosti a casu. Ze zaddni vycteme,
se rychlost Martina je 0,83m/s a drdhu uplave za 2,3 minuty. Cas si tedy
prevedeme na sekundy.

2,3min = 183 s
s=v-t=0,83-183 =115m

Z nacrtku 5.1.1 vidime, Ze stred vzdalenosti mezi chlapci svird se vzddlenosti k
bojce pravy uhel. VyuZijeme-li funkci sinus a polovinu uhlu o, budeme schopni

vypocitat polovinu vzddlenosti mezi chlapci.
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o

M x/2 K

Obrazek 3.10: Nacrtek k prikladu 6

sin — =

VRIS

:>x:25$in%:2~115~sin5i20m

3.1.2. Kategorie B

Stredné obtizna kategorie je oznacena pismenem B a je urcena pro zaky 1. a

2. rocniku stfedni skoly.

Priiklad 7. Honza uvidél na Spicce komina capi hnizdo pod thlem 45°. Kdyz
poposel ke kominu o 10m bliZe, vidél hnizdo pod uhlem 53°. V jaké viysce se capi

hnizdo nachdzi?

Reseni. Budeme-li vychdzet z ndsledujictho obrdzku 3.1.2, kde thel o = 45° a
thel 8 = 53°, bude pro vysku komina y a vzddlenost Honzy od komina oznacenou

pismenem x platit:
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Obrazek 3.11: Nacrtek k prikladu 7

tana = Yy =y =xtana
z

Y

t —
anf =15

=y = (z —10)tanf = ztan 5 — 10 tan f.
Nyni ziskdme rovnost:

10tan 3

rztana =ztanf — 10tanf >0 = ———.
tan f — tan o

Po dosazent ziskame rovnost:

~ 10tanb3
¥ Yan53° — tan 45°

= 40,58 = 41m.

Piiklad 8. Necht je ddn kosoctverec ABCD. Délka wihlopricky BD je 6 cm a vztah

mezi uhly je 2ae = 3. Urci obvod kosoctverce.

Reseni. Nejprve vypocitdime velikosti thli o a B. Vychdzime z vlastnosti, kterd

ndm 1ikd, Ze protéjsi uhly v kosoctverci se rovnajt.
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2 Ri2

A a B

Obrazek 3.12: Nacrtek k prikladu 8

Dostaneme tedy rovnost:
200 + 26 = 360° (3.1)

Ze zadani vime, Ze v tomto pripadé pro uhly plati 2o = (. Po dosazeni do

rovnice (3.1) ziskdme:
B+ 28 = 360° = 38 = 360°.

Pro uhly bude platit:
£ =120° a a = 60°.

Piiklad 9. Obsah pldsté kuzZele je 118,94 cm? a obsah podstavy je 50,27 cm?.

Urci velikost ihlu, ktery bude svirat rovina podstavy kuZele se stranou kuZele.
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Obrazek 3.13: Priklad 9

Reseni. V této iloze vyuzijeme vzorce pro vipocet obsahu podstavy kuZele a po-

vrchu plasté kuzele.

Obrazek 3.14: Nacrtek k prikladu 9

Na obrdzku vidime, Ze z téchto vzorcu si pro vypocet uhlu o budeme muset
vyjadrit délku plasté oznacenou pismenem s a polomér podstavy kuzele, ktery je
oznacen pismenem .

Pro obsah podstavy kuzele plati: S, = wr* a pro povrch pldsté kuZele plati:
SL = 7rs.

Z rovnice pro vypocet obsahu podstavy si vyjadrime polomér podstavy r a dosadime
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hodnoty:

S, 50,27
S,=mr’=r=1/2L=/——=4dcm.
m m

Z rovnice pro vypocet povrchu plasté kuzele si vyjadrime délku plasté s a dosadime

hodnoty:

S 118,94
Sy =7rs = 5= "2 = ~— = 9,465 cm.
mr 47

Nyni vyuzijeme funkce cosinus pro vypocet uhlu:

4
cosa:t:—:>a:65°.
s 9 465

Priiklad 10. Cirkusovy stan dosahuje v nejuyssim bodu vysky 15 m. Vrchni plachta

je pripevnéna k zemi osmi lany dlouhymi 20m. Urci obvod stanu.

Obrazek 3.15: Priklad 10

Reseni. Ze zaddni vime, Ze stan je upevnén osmi lany. Dostaneme tedy osmiihelnik,
ve kterém vypocitame velikost vnitiniho ihlu o: o = 360°/8 = 45°.
Protoze vime, Ze osmiuhelnik je tvoren z 8 stejnyjch trojuhelniku, vyuzijeme funkci

sinus pro vypocet délky zdkladny jednoto trojuhelniku:
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yi2

Obrazek 3.16: Nacrtek k ptrikladu 10

o

sin — = = 15,307m.

o
ISELNTS

«
=y = 2xsin — = 2 20si
Y xsm2 sin 5

Nyni délku zdakladny jednoho trojihelniku vyndsobime 8 a ziskdme tak obvod stanu
Os:
Os=8-y=28-15,307 = 122,459 = 122 m.

Priiklad 11. Vyletni letadlo se nachazi ve viysce 900 m nad zemi. Ve chvili, kdy
pilot zjisti, Ze je letadlo poskozeno, md pouze 3 minuty na pristani. V okoli jsou
pouze 1 moznd mista pro pristani. Misto A wvidi pod whlem 82°, misto B wvidi
pod thlem 84° a misto C pod ihlem 86°. Na které misto muze pilot doletét, kdyz
maximdlni rychlost letadla je 200 km/h.

Reseni. Nejprve je potieba vypocitat vzddlenost, do které letadlo zvlddne doletét.

VyuZijeme tedy vzorec, kde s je vzdalenost, v je rychlost a t je c¢as:
t =200 > 10k
s=uvt= — = m.
60

Ddle prevedeme vysku letadla na kilometry:

900m = 0,9 km.
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Aby byl pilot schopen doletét na dané misto, musi platit, Ze vzddlenost letadla od
mista pristdni byt musi mensi nebo rovna 10 km. Nyni se pokusime zjistit, zda by

pilot doletel na misto A:

Obrazek 3.17: Nacrtek k prikladu 11

Ne)

0, N 0,9
l‘ pry
T cos 82°

cos 82° =

=6,5km.
Nyni se pokusime zjistit, zda by pilot doletél na misto B:

cos 84° = 99 =7 = 0,9
T cos 84°

= 8,6 km.

Nyni se pokusime zjistit, zda by pilot doletél na misto A:

)

9 0,9
== ——"=12,9km.
x T Cos86° o m

cos 86° =

Z toho vypliva, Ze pilot muze doletét na misto A nebo na misto B.

Priklad 12. V kvadru ABCDEFGH vypocitejte uhel ACE, kdyz vite, Ze a = 15

cm, b=8 ¢cm a c =10 cm.
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Obrazek 3.18: Priklad 12

Reseni. Nejprve si vypocitame délku ihlopricky AC pomoci Pythagorovy véty:
C

A 15 B
Obrazek 3.19: Nacrtek k prikladu 12
u? =15+ 8% = u= V152 +82 = 17cm.
Ddle vime, Ze uhel EAC je pravy. VyuZijeme tedy pro viypocet uhlu ACE, ktery
oznacime pismenem o, funkci tangens:

E

10

™
A 17 C

Obrazek 3.20: Nacrtek k prikladu 12

17
tana — — — — — 0,588 = o = 30°27' = 30°.
c 10
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3.1.3. Kategorie C

vvvvvv

4. ro¢niku stiedni skoly.

Priiklad 13. Ze strechy hotelu vidime patu ndkupniho centra pod hloubkovym
thlem 64° a ze strechy ndkupniho centra vidime patu hotelu pod hloubkovym whlem
12°. Jak jsou tyto budovy od sebe vzddleny, kdyz vime, Ze vyska ndkupniho centra

dosahuje 70 % druhé odmocniny vysky hotelu.

0,7h

B (a

X

Obrazek 3.21: Nacrtek k prikladu 13

Reseni. Nejprve si pomoci funkce tangens vyjadiime vijpocet vzddlenosti budov

pomoci vysky hotelu:

(3.2)

Nyni si vyjadrime vypocet vzddlenosti budov pomoci vysky ndkupniho centra:

0,7Vh 0,7Vh
== )
z tan

tan 8 =
Pomoct predchozich vztahi vyjadrujicich vzddalenost budov si vyjddrime vijsku ho-
telu:
ho 0, 7h P 0Th
tana  tanp3 tan?ar  tan? 3

0,7?tan’a  0,7%tan’ 64
= h=

tan?  tan?12

= 45,591 m.
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Nyni dopocitdme vzddlenost mezi budovami dosazenim hodnot do rovnice (3.2) :

45,591
l‘ prnd
tan 64

= 22,236 m.

Priklad 14. Pomér stran v pravouhlém trojihelniku ABC je 17 : 15 : 8. Jakou

velikost bude mit nejmensi whel v trojihelniku ABC?

Reseni. Nejprve si oznacime strany trojihelndku ABC malymi pismeny a, b, ¢

tak, Ze pismeno a bude prepona a pismena b a ¢ budou odvésny. Tedy dostaneme:

a=17d,b=15d,c = 8d.

15d

B

Obrazek 3.22: Nacrtek k prikladu 14

Na obrazku 3.1.3 vidime, Ze thel o = 90°. Nyni dopocitame tuhel 3 pomoci

funkce sinus:

b 15d ,
1 = —_- = — - 10 .
sin 3 =174 = [ =61°55

Ddle si vypositame 1hel v pomoci funkce cosinus:

b 15d /
== = =284
AT F It

Nejmensi hel bude tedy v = 28°4".

Priiklad 15. Polomér v dané kruznici k se stredem S je 12,5 cm a kruhovy oblouk
mezi body E a F méri 8cm. Jakd bude velikost usecky GH, jestlize je usecka SH
kolmd na usecku EF a bod G danou usecku EF puli.
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E\GH/F

Obrazek 3.23: Priklad 15

Reseni. V tomto prikladu vyuzijeme pro vipocet velikosti kruhového oblouku

ndsledugici rovnici, ve které | je délka kruhového oblouku a r polomér kruznice:

_ 2mromr N 1801 180-8
T 3607 1800 YT o T w25

— 36°40'.

Ddle v pravouhlém trojihelniku FGS budeme pocitat s ihlem § a pomoci funkce

cosinus vypocitame délku usecky GS:

F!.—/r
Obrazek 3.24: Nacrtek k prikladu 15

GS 36°40’
os% = 1G5 = |GS| = rcos% = 12,5 cos
r

= 11,863 cm.

Nyni staci dopocitat délka tusecky GH:

IGH| =r — |GS| = 12,5 — 11,863 = 0, 637=0, 6 cm.
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Priiklad 16. Urci, v jakém pomeru jsou uhly NTM a KNM v rovnoramenném

lichobézniku KLMN, ktery mad vysku 12 cm a ddle vime, Ze obsah rovnoramenného

trojithelniku TMN je 55,2 cm?.

K T L
Obrazek 3.25: Priklad 16

Reseni. Nejprve vypocitame délku zdkladny a trojihelniku TMN pomoci vzorce

pro vypocet obsahu rovnoramenného trojihelniku:

1 28  2-55,2
_ — = — = ? — 2 .
S 2av =a ” 12 9,2cm

Zamérime se na trojuhelnik TMN a vypocitame uhel NTM oznaceny pismenem

a pomoci funkce tangens:
M i

g

K T

Obrazek 3.26: Nacrtek k prikladu 16

= a = 42°.

[SEINIS
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Nyni ve stejném trojuhelniku dopocitdame whel 3 oznaceny pismenem 3:

180° — 42
- 2

3 = 70°.

Jelikoz je lichobéznik KLMN sloZen ze ti shodnych rovnoramennych trojihelniki,

vypocitame thel KNM jako soucet uhlu o a B:
|ZKNM| =~ =a+ [ =42°+70° = 112°.
Nyni dopocitame pomeér uhli o a y:
a:y=42:112=3:8.

Piiklad 17. Skladnik nasklddal na dopravni lod” prepravni kontejnery do vysky
17,5m. Z mista, na kterém se skladnik nachdzi, lze ze zemé vidét horni hranu
véze z kontejneriu pod ihlem 68°12'. Ddle zjistil, Ze horni hranu kontejneru, kteryj
na lod poloZil jako druhy v poradi, lze vidét pod tihlem 45°. Z kolika kontejnert

je tato véz poskladana?

Reseni. Nejprve zjistime, v jaké vzddlenosti x od kontejneri se skladnik nachdz.

Obrazek 3.27: Nacrtek k prikladu 17
Vyuzijeme funkci tangens a vysku celé véze z kontejneri oznacenou pismenem

ta h N h 17,5 7
n = — = = — 3
@ T v tano  tan 68°12/ m
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Ddle vypocitame vysku jednoho kontejneru oznacenou pismenem y pomoci zndmého
thlu, pod kterym wvidime vrchni hranu druhého kontejneru. Opét zde vyuzZijeme

funkci tangens:

2 t 7 - tan45°
tanﬁ:_yiy:xanﬁ: an
T 2 2

=3,5m.

Nyni pomoct idaju o celkové vijsce véze z kontejnert a vysce jednoho kontejneru

dopocitame pocet p kontejnéru, které tuto véz tvori:

_h 17,5 5
Py s 7
Priklad 18. V obecném trojuhelniku ABC vypocitej uhel a, jestlize vis, Ze a =

4,3cm, c = %a a uhel md velikost 5 = 55°.

Reseni. Pri resent tohoto prikladu vyuzijeme znalost sinové a cosinové vety.

C

A c=5/4a B
Obrazek 3.28: Nacrtek k prikladu 18

Nejprve pomoct cosinové véty dopocitame délku strany b.

5\° 5
b2 =a%+ * —2accos f = a® + (Za) —2a (Za) cosf =

5 2 5
= 4,32+ <1.4,3) —2-4,3. <1.4,3) cos 55 = 20, 867

= b=4,568cm.
Nyni muzeme vyuzit sinovou vétu pro zjistént velikosti uhlu .

a b , sin 3 sin 55
= = sina = a=

= -4.3=0,771 = o =50°27.
sina  sinf3 b 4,568 ’ @
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3.2. Test pro zaky 9. roc¢niku

V této casti diplomové préace se zamérim na vyhodnoceni znalosti zaku, které
se tykaji goniometrickych funkci. Vyzkum provedu formou testu obsahujiciho
ulohy ze sborniku ptikladu. Vyzkum mél byt puvodné provadén na Zakladni skole
Kiizna ve Valasském Mezitici. Na této skole jsem absolvovala 1. i 2. souvislou
pedagogickou praxi. Bohuzel u¢ivo zabyvajici se goniometrickymi funkcemi je na
této skole vyucovano az v devatém rocéniku v meésici ¢ervnu. Proto se z duvodu
pandemické situace a online vyuky dané uc¢ivo na skole nestihlo oducit. Z tohoto
duvodu jsem se obratila na Stredni prumyslovou §kolu stavebni ve Valasském
Mezitici a pozadala jsem ucitele, zda bych vyzkum mohla provést na této skole.
Ucitelé mi vysli vstiict a dali zakum prvnich roéniku na prelomu zari a fijna fesit
priklady kategorie A, tedy Priklady 1 az 6. Po vzoru Matematického klokana méli
k dispozici moznosti odpovedi A-E.

Matematicky klokan je mezindrodni matematicka soutéz inspirovana austral-
skou soutézi poradanou v osmdesatych letech minulého stoleti. Jako prvni zemé
v Evropé zacala Matematického klokana organizovat Francie v roce 1991. Cesk4
republika porada tuto soutéz od roku 1995. V soucasné dobé se soutéz Mate-
maticky klokan porada zhruba v sedmdesdti statech po celém svété. Na konani
této soutéze v Ceské republice spolupracuji Jednota ¢eskych matematiki a fy-
ziku s Katedrou matematiky PdF UP a Katedrou algebry a geometrie PtF UP v
Olomouci. Soutéze se ucastni zaci zakladnich a stfednich skol v Sesti kategoriich,
kterymi jsou: Cvréek (2. - 3. tiida ZS), Klokének (4. - 5. tiida ZS), Benjamin (6.
- 7. t¥ida ZS), Kadet (8. - 9. t¥fda ZS), Junior (1. - 2. roénik SS) a Student (3. -
4. roénik SS). Tato soutéz se kond pro viechny kategorie v jeden den a Zéci fesi
soubor testovych 1loh rozdélenych do trech kategorii podle obtiznosti, pricemz
zaci maji na vybér jednu z péti nabizenych moznosti feseni (viz [20]).

Vyzkumné Setfeni bylo provadéno u zaku prvniho roéniku ve tfidach D1, Al a
T'S1. Protoze se ale ne vsichni zaci seznamili na zédkladni skole s goniometrickymi
funkcemi, vybrala jsem si z téchto t¥id pouze zaky, kteii se uz na zakladni skole

s timto uéivem setkali.
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Prvni roénik Stredni prumyslové skoly stavebni navstévuje celkem 86 zaku. S
goniometrickymi funkcemi se na zakladni skole setkalo pouze 51 zaku, coz bylo
59,3 %.

Celkove se tedy vyzkumu ucastnilo 51 zaku. Ve tiidé D1, ktera je zamérena
na pozemni stavitelstvi a design interiéru, prevazuji poctem divky. Z celkového
poctu 27 zéku tiidy D1 se vyzkumu tcastilo 13 zaku (8 divek a 5 chlapcu). Ve
tride Al, kterd je zaméfena na pozemni stavitelstvi a architekturu, prevazuji
poctem chlapci. Z celkového poctu 30 zaku Al se vyzkumu tucastilo 21 zaku (8
divek a 13 chlapcu). Ve tiidé T'S1, ktera je zaméfena na pozemni stavitelstvi a
technické zarizeni budov, prevazuji po¢tem chlapci. Z celkového poctu 29 zaku
T'S1 se vyzkumu ucastilo 18 zaku (3 divky a 15 chlapcu).

Podminky vyzkumu:
e 7ici maji 25 minut na feSeni piikladu,
e zaci mohou pouzivat kalkulacku,

e zakum bude poskytnut prazdny papir, na kterém mohou provadét vypocty.
Tento papir nebude soucdsti Setfeni, zaci si ho budou moci ponechat.

Pro vétsi motivaci zaku tesit dané priklady jsme se s uciteli domluvili, ze
zaci, kteri budou mit pét a vice prikladu spravné, budou odménéni zndmkou 1
do prubézného hodnoceni.

Ucitelum byly poskytnuty také postupy feseni prikladu a po ukonéeni vyzkumu
si s zaky jednotlivé piiklady prosli, aby zjistili, co jim u danych piikladu délalo
nejvetsi potize. Tyto poznatky zminim v nasledujicim textu pii analyze jednot-

livych prikladu.

3.2.1. Statistické Setfeni celého vzorku respondenti

Ve statistickém Setfeni se zaméiim na vyhodnocovani spravnosti feseni jak

u celého vzorku respondentu, tak zdky rozdélim na divky a chlapce a popiSu,
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jak se teseni u téchto skupin budou lisit. Jak jsem jiz diive zminila, vyzkumu se
ucastnilo 51 zédku. V tomto vzorku bylo celkem 19 divek a 32 chlapcu. Celkova

Uspésnost pii feseni danych prikladu byla 28, 6 %.

V nasledujici tabulce (3.2.1) je ukdzdna procentudlni ispésnost vsech zéku pii
reSeni jednotlivych piikladu. Nejlépe si zaci vedli pii vypoctu prikladu ¢éislo 4, u
kterého byla ispesnost 51, 8 %. Zaktm se také ve 41, 4 % daiilo dojit ke spravnému
vysledku u piikladu ¢islo 3 a 30, 3 % zaku vyftesilo spravné priklad ¢islo 6. Naopak
nejmensi uspésnost reSeni byla u piikladu 2, a to 12,0 %. Daéle pouze 51,8 % zaku
spravné vypocitalo piiklad 5 a 20,4 % zaku bylo uspésnych pii feseni piikladu
¢islo 1. Tabulka 3.2.1 nam také ukazuje, ze v testu byly zastoupeny piiklady

rozdilné obtiznosti.

Tabulka 3.1: Celkova procentualni ispésnost feseni piikladu

Procentualni uspésnost

a1
L
Ty
U

Piikiad 1 Piikiad 2 Piikiad 3 Piikiad 4 Piikiad 5 Piikiad &

[

Nyni se zaméfim na rozdily dspésnosti feseni u divek a u chlapcu. Celkova
uspésnost u divek dosdhla 25,5 % a u chlapcu dosdhla 31,8 %. Dale vidime, Ze u
vsech prikladu kromé prikladu ¢islo 3 a prikladu ¢islo 5, ve kterém byla tspésnost
shodna, tesili priklady 1épe chlapci. U prikladu 1 meély divky nizsi dspésnost o
9,2 %. Nejvetsi rozdil nabizi pitklad 2 a to 13,5 %. Pouze piiklad ¢islo 3 zvladli
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Iépe divky. Zde byl rozdil ale jen 1,5 %. Piiklad 4 nabizi nejvyssi ispésnost feseni
jak u divek, tak u chlapcu. Nicméné opét si vedli 1épe chlapci o 6,8 %. U piikladu
¢islo 5 byla tspésnost u chlapcu a divek shodna. Pii feseni piikladu 6 si opét

pocinali 1épe chlapci a to o0 8,1 %.

Tabulka 3.2: Procentualni ispésnost feSeni piikladu u divek a u chlapcu

Procentualni tispésnost

30

20

b T
: O

Divky Chlepci Divky Chlepci Divky Chlapci Divky Chlepci Divky Chlepci Divky Chlepci

Pfikiad 1 Pfikiad 2 Prikiad 3 Prikiad 4 Piikiad 5 Piikiad &

3.2.2. Statistické Setfreni jednotlivych prikladi

V této casti diplomové prace podrobnéji rozeberu jednotlivé ptiklady. Ukazi,
jaké odpovédi divky a chlapci volili a popisi, co zakum délalo pii feSeni prikladu
potize. Do tabulek jsem zahrnula i moznost bez hodnoceni. To znamena, ze
nékteri zaci pravdépodobné kvuli ¢asovému limitu 25 minut nebo obtiznosti
prikladu nestihli vypocitat vsechny piiklady a proto u nékterych piikladu ne-
byla vybrana zadna odpovéd. Spravna odpoveéd v kazdé tabulce je zvyraznéna

zelenou barvou.

Priklad 1

V piikladu 1 méli zaci za kol pocitat vysku mezi dvéma patry. Zde byla
stravnd odpovéd C. Jak muzeme z grafu 3.2.2 vyéist, chlapci méli 25 % tspésnost,

coz bylo piiblizné o 10 % vice, jak u divek. U tohoto prikladu muzeme vydét, ze
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divky ve vétsim poctu volily odpoved B a D. Spravna odpovéd byla vybréna
nejvétsim pocétem chlapei, tésne za touto odpovédi vybirali chlapci odpovéd
B. Po konzultaci tohoto ptikladu s ucitelem, zaci uvedli jako nejvétsi problém
skutecnost, ze si v nacrtku zakreslili hel a $patné. Také uvadéli informaci,
ze si nepamatuji definice goniometrickych funkci. Tento problém se samoziejmé

prenagel i do nésledujicich prikladu.

Tabulka 3.3: Procentualni tspésnost feseni Prikladu 1 u divek a u chlapcu

Procentualni uspésnost
30,0
25,0

20,0

15,0
10,
: nh
0.0
A B C D E bez

hodnoceni

=

=

m Divky mChipci

Priklad 2

Druhy priklad byl zaméreny na vypocet sitky potoka se spravnou odpovedi
18,8 %, u divek to bylo pouze 5,3 %. Tabulka nam ukazuje, Ze chlapci ve vétsi
mife vybrali jako potenciondlné spravnou odpovéd feseni A. Kdezto divkdm se
jevily jako spravné odpovédi vsechna ostatni fesent (tedy feseni A, C, D, E). Taky
muzeme vidét, ze témet 20 % zaki nevybralo zadnou odpovéd'. Z téchto informaci
miuzeme usuzovat, ze zaci odpoved spiSe tipovali a jako nejpravdépodobnéjsi
feseni se jim jevila odpovéd A. Uciteli poté iikali, Ze tento pifklad byl zdky

velmi obtizny. Spousta zdaku méla problém s nacrtkem a nékolik zaku zapomnélo
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vypocitané thly secist.

Tabulka 3.4: Procentudlni tspésnost feseni Prikladu 2 u divek a u chlapcu

Procentualni uspésnost

A B C D E bez

hodnoceni

30,0
25,0

20,0

10

=

5.:

L=

0,0

m Divky mChlapci

Priklad 3

U prikladu ¢islo 3 zaci pocitali vyskovy rozdil. S timto typem piikladu se
zaci mohou setkat v bézném zivoté, kdyz uvidi dopravni znacku s Nebezpecnym
stoupanim. Z tohoto duvodu jsem také tento piiklad do vyzkumu zaradila. Spravna
odpovéd’ zde byla za B. Priklad 3 spravné vytesilo 42, 1 % divek a 40, 6 % chlapct.
Vysoké procento zaku s timto piikladem problém nemélo, protoze se s timto ty-
pem pitkladu setkali jiz difve. Spatnd odpovéd u nékterych zaku byla zapiicinéna
Spatnym popisem nacrtku, kde zaci pocitali s odvésnou o délce 100 m. Dalsi zaci

zapomnéli ihel dopocitat a ihned pocitali vyskovy rozdil s ihlem o = 7°.
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Tabulka 3.5: Procentualni uspésnost feseni Piikladu 3 u divek a u chlapcu

Procentualni uspésnost

450
40,0
35,0
30,0

25,0
20,0
15,0
5,0
> gl BN =
A B C D E bez

hodnoceni

m Divky mChipci

Priklad 4

V prikladu 4 zaci pocitali obvod pravoihlého trojihelniku. Zde zaci pottebovali
pouze znat definice funkei sinus a cosinus a védeét, jak se pocita obvod u pravouhlého
trojuhelniku. Tento piiklad patfil tedy k jednodussim, proto zde byla také vy-
soka uspésnost. Spravné priklad vyresilo 47,4 % divek a 56,3 % chlapcu. S timto
prikladem si neporadili ti zaci, ktefi si nepamatovali definice funkce sinus a cosi-

nus.
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Tabulka 3.6: Procentualni tspésnost feseni Prikladu 4 u divek a u chlapcu

Procentualni uspésnost
60,0

50,0

40,0

30,0

20,0

= o M 00

0.0 I | ..
b B C D E

m Divky mChipci

=

bez
hodnoceni

Priklad 5

Priklad 5 byl zaméfeny na vypocet poloméru kruhové desky. Spravné feseni u
tohoto piikladu byla odpovéd C. Mizeme vidét, Ze procentudlni Gspésnost byla
u divek a chlapcu témér stejnd a to 15,8 % a 15,6 %. Také si muzeme vsimnout,
7e zaci volili ve vétsi mite odpoved D (26,3 % divek a 25,0 % chlapci). Ostatni
odpovédi byly vybirany zhruba ve stejné mite. Z tohoto muzeme usuzovat, ze
vétsina zakl svou odpovéd nejspise vybrala ndhodné. Velké mnozsvi zdku zde
nevybralo ziddnou odpoved (15,8 % divek a 21,9% chlapci). Zaci uéiteli sdélili,
ze pro né byl priklad velmi obtizny. Nepamatovali si vlastnosti rovnostranného

trojuhelniku a kruznice opsané.
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Tabulka 3.7: Procentualni uspésnost feseni Piikladu 5 u divek a u chlapcu

Procentualni uspésnost
30,0
25,0

20,0

15,0
10,
)
0,0
A B C D E bez

hodnoceni

=

=

m Divky mChipci

Priklad 6

V poslednim prikladu meéli zaci za tkol spocitat vzdalenost dvou plaveu, kde
spavné bylo feseni A. Spravnou odpovéd vybralo 26,3 % divek a 34,4 % chlapct.
Také zde byli zaci, kteri se nedopracovali k zadné odpovedi (15,8 % divek a 15,6 %
chlapcu). Na zacatku tohoto piikladu si zaci museli vypocitat drahu k bdjce, k
¢emuz mohli vyuzit vzorec s=v*t. Pravé tato cast délala zdkum nejvétsi potiz.
Velké mnozstvi z nich si tento vzorec, ktery by méli znat z predmétu fyzika,
nepamatovalo. Déle si néktefi zaci neuvédomili, ze pokud si thel « rozpuli, mohou

vyuzit funkce sinus v pravothlém trojihelniku.
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Tabulka 3.8: Procentualni uspésnost feseni Piikladu 6 u divek a u chlapcu

Procentualni uspésnost
40,0
35,0
30,0

25,0
20,0
15,0
10,0 I II
5,0
oo I B s
b B C D E bez

hodnoceni

m Divky mChipci

Vyzkumné Setfeni nam ukazalo, ze znalosti zaku v oblasti goniometrickych
funkci nejsou na vysoké trovni a je zde velky potencial pro zlepseni védomosti
zaku v daném ucivu. Tento vysledek ale muze byt zapfi¢inén pandemickou si-
tuaci. Z ¢asovych moznosti vyplynulo, ze ucitelé dané ucivo probirali se zaky
jen okrajové. Dalsi moznost je, ze se danému ucivu priklada malo pozornosti na

zakladnich skolach, protoze nebyva u zaku velmi oblibené.
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Prvni ¢ast diplomové préace byla vénovana obecnym vlastnostem komplexnich
¢isel a komplexnich funkei. Déle jsem zde nastinila vlastosti mocninnych tad a
exponencialnich funkeci, které jsem poté vyuzila v ¢asti prace zabyvajici se goni-
ometrickymi funkcemi sinus a cosinus v komplexnim oboru. Zde jsem vysvétlila
vlastnosti téchto funkci, mezi néz patfila napf. parita, periodicita, diferencova-
telnost, a nékteré tyto vlastnosti jsem doplnila o konkrétni piiklady. Také jsem
zde zminila funkce tangens a cotangens v komplexnim oboru a ukéazala nékteré

jejich vlastosti.

V druhé poloviné své diplomové prace jsem jsem nejprve vytvorila sbirku
prikladu obsahujici goniometrické funkce v realném oboru. Ta se skladala ze ti{
kategorii ruzné obtiznosti a kazda kategorie obsahovala 6 prikladu. Tyto priklady
byly vytvareny tak, aby si zaci udélali ptredstavu, ze se s goniometrickymi funk-
cemi mohou setkat v bézném zivoté. Piiklady byly doplnény o zpusob feSeni.
Nasledujici kapitola byla vénovana vyzkumnému Setfeni. Vyzkumné Setreni jsem
pivodné méla provadét na ZS Kiiznd ve Valagském Mezii{él. Z davodu pande-
mické situace se u¢ivo goniometrické funkce na této skole nestihlo probrat. Proto
jsem tento vyzkum provedla na Stredni prumyslové skole stavebni ve Valasském
Mezitiéi v prvnim roéniku na zac¢atku skolntho roku. Pro vyzkum jsem zvolila
priklady kategorie A. Podobné jako u matematické soutéze Matematicky klokan
jsem k témto pifkladim piidala 5 moznych odpovédi. Setfeni se tcastnio cel-
kem 51 zaku (19 divek a 22 chlapcu) z celkového poctu 85 zaku navstévujicich

prvni roénik. Zbyli Zaci se na zékladni Skole s goniometrickymi funkcemi nesetkali,
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proto byli predem z vyzkumu vyfazeni. Zaci dotali 25 minut pro Feseni piikladi.
Z vyzkumu vyplynulo, Ze celkovd tspésnost FeSeni piikladu byla 28,6%. Pri
rozdéleni zaku na divky a chlapce jsme zjistili, Zze divky dosahly dspésnosti 25, 5%
a chlapci 31,8%. Na zacatku vyzkumného Setieni jsem ocekdvala, Ze tispéSnost
feSeni bude vyssi, nez které bylo skutecté dosazeno.

Pri vypracovavani prace jsem si prohloubila znalosti komplexnich goniometrickych
funkci sinus a cosinus. V praktické casti jsem se naucila, jak zpracovat ziskand
data z vyzkumného Setfeni a jak se v téchto datech orientovat. Ukazala jsem
na konkrétnich ptikladech, ze goniometrické funkce jsou velmi casto vyuzivany v
bézném zivoté a presvédcila jsem se, ze pokud jsou tyto funkce zakum ukazovany
na konkrétnich vyuzitelnych ptikladech, zaci k tomuto ucivu ziskaji pozitivnéjsi
pristup. Pri psani diplomové prace jsem se naucila pracovat s cizojazycénymi pu-
blikacemi, prohloubila si znalosti v textovém editoru TeX a pii tvorbé obrazku

jsem se naucila pracovat s programem SMART Notebook.
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Priloha A

Ukazka testu pro zaky 9. ro¢niku



Goniometrické funkce - priklady

Trida: .......

Pohlavi: chlapec —divka

1)

2)

3)

4)

5)

Uréete vy$ku mezi dvéma patry, pokud vite, Ze pocéet schodli mezi dvéma patry je 24, sklon
stoupani je 30° a délka schodu je 31,5 cm.

a) 400,5 cm b) 421,25 cm c) 436,5 cm d) 445,2 cm e) 455,5 cm

Z véze vysoké 21 m a vzdalené 27,5 m od potoka vidime Sifku potok

v zorném Ghlu 4°. Jak je tato feka Siroka? =
=
a)2,1m b) 4,4 m c)12,6 m d)22m
| =
e)31,9m

Na zacatku kopce cyklista uvidél znacku, ktera cyklistu informovala, Ze ho ¢eka stoupani 7 %.
Tento kopec méfi 4,5 km. Jaky vyskovy rozdil cyklistu ¢eka?

a)302m b) 305 m c)310m d)314 m e)319m

Jaky bude obvod pravouhlého trojahelniku ABC s délkou pfepony
8,5 cm, kdyZ navic vime, Ze dhel alfa ma velikost 40°.

a) 17,75 cm b) 20,5 cm c)23cm d) 25,5 cm e) 28 cm

TN
Jaky musi byt nejmensi polomér kruhové desky, aby se z ného dal / \
vyfiznout rovnostranny trojuhelnik ABC o strané a = 10,6 cm? [/

a)3,7cm b) 5cm c) 6,1 cm d) 7,5cm e)8,9cm

Martin a Karel se vsadili o to, kdo doplave dfive k béjce. Oba startujf ve stejné vzdélenosti
od béjky a sméry, kterymi k béjce poplavou, sviraji Ghel 10°. Jak daleko stéli na startu od
sebe, jestliZe vitézny Martin doplaval k béjce za 2,3 minuty rychlostf 0,83 m/s.

a)20m b)22,5m c)25m d)27,5m e)30m



