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1 Uvod

Je lidskou pfirozenosti snazit se na zakladé vlastni zkuSenosti odhadnout dalsi udalosti.
Nejinak je tomu v ekonomii, kde takovy spravny odhad muze znamenat rozdil mezi
milionovymi zisky a pro podnik likvidacni ztratou prostfedkd. Stalo se proto dobrou
praxi, ze podniky vyuzivaji analytickych metod ke zkoumani dosavadniho chovani trhu
a jeho riznych aspekti v daném odvétvi, at’ uz se jedna o vyvoj mé€novych kurzi, cen

akcii nebo prodejnost vyrobku v riznych vé€kovych skupinach.

Z technologického hlediska neni dost dobfe mozné docilit nepfetrzitého pozorovani
a zaznamenavani déni na trhu. Navic kazdé takové pozorovani stoji nemalé naklady, které
s intenzitou pozorovani velice rychle rostou. Pfitom je pfirozené, ze ¢im vice informaci
o zkoumaném problému mame, tim lepsi mame predpoklady se vhodné rozhodnout. Jaké
mnozstvi dat je tedy pro jaké ucely dostatecné? Jaké nejmensi mnozstvi informaci nam
staci k tomu, abychom dokézali s urCitou pravdépodobnosti predvidat, jak se datova sada
chovala v dobé&, kdy méfeni neprobihala? Jednim ze zptsobt odhadu budouciho chovani
naméfenych dat je kombinace matematicko-analytickych metod interpolace, extrapolace

a regrese.

Interpolace nam nabizi doplnéni nameéfenych dat v celém casovém intervalu
zkoumani, zatimco extrapolace umoziiuje rozsifit ziskané informace mimo tento interval
(do minulosti i do budoucnosti). Regrese nam pak poskytuje zpusoby, jak ziskané
informace zjednodusit, aby bylo pro Clovéka snazsi s nimi pracovat, a pfedevsim jim
porozumét. Regresni metody se také daji vyuzit pti odhadu chovani sledované veliCiny,

a to jak uvnitf méfeného intervalu, tak mimo néj (opét v minulosti i budoucnosti).

1.1 Cile prace

1. Seznamit Ctenafe s technikami interpolace, extrapolace a regrese a zpusoby
meéteni chyb jednotlivych metod.

2. Navrhnout experiment pro overeni kvality interpolacni a regresni metody jako
odhadu chovani funkce popisujici vyvoj vybranych ekonomickych dat.

3. Srovnat vysledky interpolacnich metod s danou hustotou uzli pro rizna data
a zméfit chyby jednotlivych nastaveni.

4. Stanovit doporuceni, pro jaké typy dat jsou které metody vhodné a které metody

jsou zcela nevhodné.



Autor si je védom existence mnozstvi kvalitnich knih a publikaci, které podrobné
popisyji analyzu dat matematickymi metodami. Tyto jsou vSak Casto svym rozsahem
a odbornosti nad ramec znalosti studentl ekonomie a vénuji se problematice prevazné

z matematického hlediska.

Cilem této prace je vyuziti znalosti téchto metod k vytvofeni presahu a propojeni
s oborem ekonomie skrze jejich vyuziti na readlnych ekonomickych datech. Na datové
sady riznych ménovych kurzii aplikujeme nékolik regresnich funkci, porovname jejich
presnost z hlediska odhadu budouciho chovani dat a pokusime se nalézt hlavni faktory,

které umoziiuji (€1 znemoziuji) jejich provedeni a ovliviiuji presnost jejich odhadu.



2 Spojitost a hladkost funkce
2.1 Spojitost funkce

Necht f je funkce definovana na n&jakém okoli bodu a. Rekneme, Ze funkce f je spojita

v a, jestlize f konverguje v a k f(a), nebo
lim f (x) = f(a). (1)
xX—a

Rekneme, e funkce f je spojita v otevieném intervalu (a, b), je-li spojita

v kazdém bodé tohoto intervalu.

2.2 Hladkost funkce

Bud’ M oteviena mnozina. Rekneme, ze funkce fje hladka na M, jestlize méa na mnoziné

M spojité vSechny derivace prvniho fadu

lim 7 (x) = f'(xo), Vo € M. @

Z vySe uvedeného vyplyva, ze hladkost je nadfazenou vlastnosti spojitosti. Tj.

vSechny hladké funkce jsou vzdy spojité, zatimco ne vSechny spojité funkce jsou hladké.

2.2.1 Priklady hladkych funkci

Mezi nejznaméjsi a nejpouzivané]si hladké funkce patii:

e polynomy vsech radu,
e exponencialni funkce,
e funkce sinus a kosinus,
1

x2+1

e funkce

2.2.2 Priklady nehladkych Ci nespoijitych funkci
e Absolutni hodnota — nema derivaci v nulovych bodech, tedy neni hladka,
e po castech linearni funkce — nema derivaci v bodech napojeni linearnich ¢asti,
e statisticky Sum,

e Brownuv pohyb.
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2.3 Weierstrassova veéta

Pfi analyze redlnych dat je velmi Casto uzite€né nalézt lokalni extrémy (tj. maximum
a minimum) zkoumané funkce. Jelikoz v ekonomii pracujeme nejCastéji s daty v jedné
dimenzi, mizeme zde uplatnit Weierstrassovu vétu, ktera fika, ze pokud je funkce
[ spojitda na uzavieném intervalu [a, b], nabyva na tomto intervalu své minimalni

i maximalni hodnoty (Stastny, 2011).

Tyto extrémni hodnoty nalezneme mezi stacionarnimi body funkce a krajnimi
body intervalu [a, b]. Rikame, e bod x; je stacionarnim bodem funkce f(x), jestlize

plati:

f'G) = 0. ®3)

Zjistime-li hodnoty druhych derivaci funkce f (x) ve vSech téchto bodech, pak plati,
ze pokud f"(x;) > 0, x; je minimem funkce f(x) a pokud f"(x;) < 0, x; je

maximem [ (x).

11



3 Zakladni typy (kvantitativnich) dat

Data jsou tvarem mnozného Cisla latinského slova datum, které 1ze vyjadrit jako néco
daného a které bylo ptivodné odvozeno z piicesti minulého slova dare, teda dat. Lze je
tedy chapat jako jednozna¢nou reprezentaci faktl, atributd, odrazu d€ju a véci (Sklenak,

2001).

Ve statistice jsou data definovana jako fakta a udaje shromazdéné spole¢né podle

vécné souvislosti pro ucely zkoumani a analyzy.

3.1 Diskrétni data

Diskrétni data jsou takova data, ktera mohou nabyvat pouze spocetné mnoha hodnot. Pti
Ciselné reprezentaci jsou takova data na realné ose zobrazena pomoci izolovanych bodi.
Muzeme si je také predstavit jako spocCetné mnoziny prvkd. Praktickym piikladem

diskrétnich dat tak muze byt s¢itani populace, které probiha kazdy rok.
Mezi nejvyznamnéjsi vyhody diskrétniho pojeti dat patfi:

e Snadné ziskavani dat —jsme schopni zjistit/zmefit konkrétni hodnotu ve vybraném
Casovém okamziku, pfipadné meéfeni opakovat v pravidelnych casovych
intervalech.

e Snadné ukladani — samostatné hodnoty lze snadno uchovat ve formé tabulky
¢i seznamu. Toto pojeti navic umoziiuje pocitacim uchovavat presné vSechny

ziskané hodnoty.
Nejvétsi nevyhodou diskrétnich dat je:

e Neptresnost mefeni — méfenim jsme sice schopni ziskat presné hodnoty v daném
Casovém okamziku, ale tyto Casto nereprezentuji realitu se 100% presnosti.
V dusledku lidskych a pfistrojovych nedostatki tak muze dochazet

k vyznamnému zkresleni hodnot, které pak ovliviiuje vysledky nasi analyzy.

3.2 Spojita data
Spojita data jsou takova data, ktera mohou nabyvat jakychkoliv hodnot v urcitém rozmezi

(intervalu). To znamena, Ze mezi jednotlivymi hodnotami existuje nekonecné mnoho

moznych hodnot, coz je typické pro data, ktera lze reprezentovat na spojitém ciselném

12



mefitku. Priklady spojitych dat zahrnuji veliiny jako venkovni teplota, lidsky vék

a podobng.

Mezi nejvyznamnéj$i vyhody spojitého pojeti dat patii predevsim:

e Snadnd interpretace — spojité funkce umoziuji zjisténi funkcéni hodnoty

v jakémkoliv bodé popisovaného intervalu a snadné pouziti analytickych metod.

Nejvét§imi nevyhodami spojitych dat jsou:

o Obtizné ziskavani — v praxi je v podstaté nemozné ziskavat realné hodnoty
nepietrzité. Napf. teplotu nelze zaznamenavat v redlném Case jinak nez diskrétné.
e Obtizné ukladani — mame-li data popsana spojitou funkci, uchovava se

v pocitacich tato funkce popsana pouze pomoci parametri — tedy diskrétnich dat.

Statistické a numerické metody téméf vyhradné pracuji s diskrétnimi tidaji. Pokud je
potieba pracovat se spojitymi, z diskrétnich dat je modeluji. Pfestoze spojita data by 1épe
umoznila interpretovat i predikovat zkoumany jev, sebrana a ulozena data jsou diskrétni.
Se spojitymi daty pracujeme v teoretickych uvahach a modelech, ale je prakticky

nemozné je zméfit.

13



4 Interpolace dat

Interpolaci rozumime nalezeni pfiblizného tvaru funkce v urcitém intervalu na zakladé
nékolika jejich znamych (naméfenych) hodnot. Jedna se tedy aproximaci diskrétni funkce
funkci spojitou, coz umoziuje nasledné provadét podrobnéjsi analyzu, nez by
na samotnych empirickych datech bylo mozné. Existuje n€kolik zptsobu, jak stanovit

funkéni hodnoty f(xg), f(x1), ... f (x,) vech bodt xy, x4, ... X, zZkoumaného intervalu.

4.1 Po ¢astech konstantni funkce

Nejjednodussim zptusobem, jak vyplnit v§echny hodnoty v urCitém intervalu z nékolika

znamych bodu je po Castech konstantni funkce. Pro tu plati:

fx) = f(x) pro x; < x < Xj4q, 4)

kde f(x;) jsou znamé hodnoty funkce v uzlech méfeni x;. Takova funkce vSak neni

spojita, proto neni jako reprezentace dat z hlediska dalSich operaci pfili§ vhodna.

4.2 Po ¢astech linearni funkce

Chceme-li zajistit spojitost funkce, a pfitom zachovat jednoduchost vypoctu funkénich
hodnot, Ize po¢ateCni data prolozit po Castech linearni (lomenou) funkci. Pro tu plati:

fxin) — f(x) -

Xiv1 — X

fx) =

(x —x;) + f(x) prox; < x < xj4q, )

Tato funkce je jiz spojitd, ale v bodech napojeni neni hladka, coz stale znemoziiuje

nekteré analytické operace.

4.3 Po €astech polynomialni funkce
4.3.1 Kubicky interpolacni spline

Spline je po castech polynomialni funkce, kterd ma spojité derivace do urcitého radu.
Kubicky spline je splinem tretiho fadu, tj. ma spojitou nultou a prvni derivaci a jeho druha

derivace existuje vSude, kromé ptivodnich bodi dat (zn.C?).
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Rekneme, Ze funkce ¢: [xg, x,,] = R je kubicky spline, jestlize

i' (p € Cl[xO)xn]a

ii.  @(x;x;41) je polynom stupné nejvyse 3.
Rikame, Ze ¢ je kubicky interpola¢ni spline k f v bodech xq, ... x,, jestliZe jsou navic
proi = 0,1, ... n splnény podminky:

i fl) = exy,
i f'(x) = @' (x)).

Restrikci ¢ na [x;, x;41] oznacime ;. Tuto funkci Ize psat ve tvaru

@;i(x) = a; + bi(x —x;) + ¢;(x — %)% + d;(x — x)°. (6)

Funkce @ je tedy urCena celkem 4n parametry. Podminky z definice kubického
interpolacniho splinu nam vsak davaji jen 4n — 2 podminek. Da se tedy ocekavat,
ze budeme muset jesté dva parametry zvolit. Nejcastéji se pouzivaji okrajové
podminky v krajnich bodech x, a x,, a to tii typt:

a) @'(x0) = fo, 0" (x) = fo;

b) @"(x0) = fo 0" (xp) = fr';
c) @"(x9) =0,¢"(x,) =0.

Pridanim kterékoli dvojice podminek za) b) ¢) nam zajisti jednoznac¢né definovani splinu.

Kubicky interpolacni spline ur€eny podminkou c) se nazyva prirozeny spline.

4.3.1.1 Konstrukce kubického splinu

Budeme konstruovat spline urceny podminkou b) (jiz je podminka c) specialnim

piipadem). Piedpokladejme nejprve, ze jiz zname Cisla M; = ¢''(x;), tzv. momenty

splinu. Funkce " je spojita a po Castech linearni, nebot kazda ;' je druhou derivaci

polynomu tfetiho stupné, tedy polynomem prvniho stupné. Oznacime-li h; = x;,1 — x;

potom pro x € [x;, X;;,] mame

15



. X — X;
@of(x) = M; + (M — M) ————
Xit1 — X

Xy41 — X X — X; 7
x+1 i
= M; “h + Miyq h
Integrovanim dostaneme @; a @;:
, (Xj41 — x)z (x — x,)z
@i(x) = —Milz—hi+Mi+1Til+Ai (®)
(xip1 — x)° (x —x)? )
Pi(x) = Mil6T + Mi+1Til +A4;(x — x;) + B

Pomoci (znamych) hodnot @;(x;) = f(x;), @;(x;4+1) = f(x;41) uréime konstanty
Ai a Biﬁ

1 1
1 11
f(xiva) = gMi+1hi2 +Ajh; + By = A; (n
fOi) = f(x)  hy
= L+1h' L —EL(MiH - M)
l

Zbyva urcit hodnoty momentd: My, a M, mame zadané, ostatni vypocCteme
ze spojitosti prvni derivace (derivaci funkce ¢; v bodech x;,x;,, se rozumi pfislusna

jednostranna derivace).

, 1
@i-1(x;;—) = EMihi—l + A4

(12)
1 ) = fOa1)  hio
= g Mihiy + === == (M = M)
, 1
(pi(xi; +) = —EMihi +AL
(13)
1 flriv) = f(x)
= -5 Mih; + l“m L—émhﬂ—m)

Z rovnosti obou derivaci (12) a (13) dostaneme po upravach:

16



h;_ hi_1 h h;
Mot oM ) Mg
(14)
_ SGid) = fGa) - fGa) = fxia)
h; hi_q
Oznacime-li A; = hi’_l:hi, w=1-A= hi—izi"'hi’ lze rovnici prepsat ve tvaru
AiMi—q + 2M; + My, = g; (15)

kde g; je prava strana puvodni rovnice, vynasobena vyrazem

hioth Dostavame
soustavu:
2M; + M, = g, — M fy
MMy + 2M; + pyMs = g,
AsMy + 2M5 + usM, = gs (16)

MMy +2M,,_ 1 = In-1— un—lfn”-

Vsimnéme si, ze prvky na diagonale matice soustavy jsou vzdy 2, zatimco soucet
vsech ostatnich prvka v libovolném fadku je mezi 0 a 1. Matice je tedy ostie diagonalné

dominantni, a tedy i regularni (tj. existuje jednoznacné feSeni) (Feistauer & Kucera,
2014).

Pokud bychom se rozhodli rovnici kubického splinu sestavit pro kazdy interval
mezi dvéma body samostatné, 1ze soustavu rovnic sestavit piimo. Napf. pro interval

[x1, x5 ] by soustava vypadala nasledovné:

@(x) = a+bx; +cx? + dx3
"(xy) = b + 2cxq + 3dx?

¢ xq 1 1 (17)

@(x;) = a+ bxy + cx? + dx3

@'(x3) = b+ 2cx, + 3dx3.

Jedna se o regularni soustavu 4 rovnic o 4 neznamych, jejimz vyfeSenim
jednoznacné nalezneme vSechny potfebné koeficienty a, b, ¢, d kubického splinu. Lze

dokézat, ze tato soustava je regularni, coz znamena, ze ma pravé jedno jednoznacné
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feSeni. VSimnéme si, ze nasledujici interval [x,, x3] by opét vyzadoval pouziti a Gpravy
poslednich dvou rovnic ze soustavy (17). Jelikoz jsou dnes v drtivé vétSiné pripada
takovéto ulohy feseny strojove, jakakoli nutnost duplicitniho pouziti dat (v tomto piipadé
rovnic) je neefektivni a nezadouci. Proto je v pfipade softwarového feSeni lepsi pouzit

jednu komplexni soustavu rovnic, jak jsme si ukazali vySe (16).

4.3.2 Lagrangeova metoda — konstrukce interpolaéniho polynomu
Interpolacni polynom je prvni z doposud zminénych metod, kterd proklada vSechny
namétené hodnoty jedinym spojitym polynomem na celém sledovaném intervalu, nikoliv

pouze po ¢astech mezi jednotlivymi hodnotami. Plati pro né;j:

PG = ) LGOS (), (18)
i=0
kde
L) = oyzil* 2 %) (19)
L ?:o,jqci(xi - xj)

Opét tak ziskavame spojitou hladkou funkci, ktera presné prochazi vSemi
naméfenymi body. Jiz na pomérné malém poctu naméfenych hodnot se vSak zacne
ukazovat, ze obzvlasté u bodi na krajich sledovaného intervalu, ziskavaji funkcni
hodnoty interpolacniho polynomu velmi vysokou amplitudu, kterou se vyznamné
vzdaluji oblasti sledovanych dat. I kdyz tak prochéazi v§emi naméfenymi body presn¢,
doplnéni funkénich hodnot na intervalech mezi nimi neni timto zpisobem téméf viibec

reprezentativni.
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Obrazek 1: Graf Lagrangeovy interpolace

Lagrangeova interpolace

Zdroj: vlastni zpracovani
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5 Fourierovy rady

Fourierovy fady slouzi k aproximaci periodickych funkci, kterymi mohou byt popsany
opakujici se d&je, nebo funkci na uzavieném intervalu, ktery tak v podstateé vyhrani jednu
periodu téchto funkci. Uvazime-li nejjednodussi periodické funkce sin(nx) a cos(nx),

mohli bychom 2T-periodickou funkei pfiblizit pomoci trigonometrického polynomu

T,(x) = ay + Z(akcos(kx) + bksin(kx)). (20)
k=1

Necht {¢,} je nekone¢na ortogonalni posloupnost na intervalu (a, b), {c,}
posloupnost realnych Cisel. Necht fada

[oe)

D cntn @)

n=1
stejnomérné konverguje k funkci f na intervalu (a, b). Potom pro kazdé n plati:

_Gen) _Fren)
(On @n)  [|qnl|”

(22)

n

kde (f, @p) je skalarni soucin f a {¢,}, tedy integral jejich soucinu pies zkoumany

interval f:(f - @n) dx a || @, || je Eukleidovska norma posloupnosti {¢,,}.

Je-li posloupnost {¢,} ortonormalni, pak se tento vztah zjednodusi
na ¢, = (f, ®,). Vhodnou volbu takové ortonormalni posloupnosti piedstavuji naptiklad
funkce sin(nx) a cos(nx) svhodné zvolenou periodou, které jsou zakladem pro

nejtypictéjsi formu Fourierovy fady (20).

Necht' {¢,} je ortogonalni posloupnost na intervalu (a, b), f je integrovatelna
na intervalu (a, b). Pak Cisla c,, ze vztahu (22) nazyvame Fourierovy koeficienty funkce
f vzhledem k posloupnosti {¢,} a fadu (21) Fourierovou radou funkce f vzhledem
k posloupnosti {¢,,} (Krisl, 2000).

Vyhodou Fourierovych fad je, ze jsou nekonecné hladké. Maji tedy spojité
derivace vSech (nekone¢né mnoha) fadu. Dalsi jejich vyhodou je také to, ze fada (21) se
postupné priblizyje k funkci, kterou reprezentuje, proto 1ze uvazovat kone¢nou radu jako

hladkou funkci blizkou funkci ptvodni. Tu lze navic snadno ulozit pomoci jejich
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koeficientu c,,. Timto zptisobem lze ukladat spojité funkce s velmi malou chybou pomoci
konecné posloupnosti {c,}, coz je vyhodné naptiklad pro ukladani zvuku do digitalni
podoby. Fourierovy fady mohou kromé interpolace slouzit také k takzvané aproximaci,
kdy chceme hodnoty zadané funkce napodobit jinou funkci, kterd bude mit néjaké pro
nas piinosné vlastnosti, jako napfiklad hladkost, omezenost nebo ulozitelnost pomoci

mensi datové sady, jako jsou prave koeficienty c,,.
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6 Regrese

Regresi hodnot funkce (v nasem ptipadé diskrétni) rozumime takovou jejich aproximaci
jinou (vhodnou) funkci, kterd se jim podle predem zvolené metriky nejvice blizi.
Na rozdil od interpolace tedy nehledame funkeci, ktera pfimo prochéazi znamymi body.

Nejcastéji pouzivanou regresni kiivkou je, kvili své jednoduchosti, ptimka

f(x)=a-x+0b. (23)

Obecné lze vsak zvolit i jiné nez linearni regresni funkce, jejichz nejlepsi polohu vici

prokladanym hodnotam pak budeme hledat.

Nejpouzivanéj§i metrikou pro urCeni optimalni polohy a vzdalenosti funkce
od puvodnich bodt je metoda nejmensich ctverca. O té si fekneme vice v kapitole Meéreni
chyby.

Obrazek 2: Linedrni regrese — priklad viivu jednoho extrému na jinak konzistenini sadu dat

linedrni regrese dat

Zdroj: vlastni zpracovani

Na obrazku 2 muzeme vidét odolnost této metody proti jednomu extrémnimu
vykyvu v pozorované sadé dat. Tento ojedinély vykyv samoziejmé nasi regresni pfimku

ovlivni, ale stale ztistane reprezentativni.
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6.1 Pozadavky na regresni kfivku

Chceme-li reprezentovat nameétena data regresni kiivkou libovolného typu, typicky na ni

klademe jisté pozadavky, jejichz splnéni nam umozni provadét nekteré analytické

ope€race.

1.

Spojitost — spojitost funkce nam umoziuje ziskat odhadované hodnoty
v libovolném ¢asovém bodé. Tato podminka je splnéna automaticky, je-li funkce
hladka.

Hladkost — spojitost vSech derivaci umoziuje napt. vyuzit gradientnich metod.
Jednoduchost — hledany odhad hodnoty v bodé x, ziskame tak, ze do pfedpisu
na8i regresni kiivky dosadime x =x, a dopofteme funkéni hodnotu.
Jednoduchost tohoto vypoctu prispiva k rychlosti a vSeobecné efektivité procesu.
Navic je takova kiivka pro ¢loveéka snadno Citelna.

Blizkost datim — samoziejmym piedpokladem pro regresni kiivku je také to, Ze
vémé reprezentuje aproximovana data. Cim bliz3i je kiivka naméfenym hodnotam
(resp. ¢im mensi je chyba), tim spolehlivéjsi odhad budouciho chovani nam

poskytne. Vice v kapitole Méreni chyby.

Nejslozit€jsim ukolem pti konstrukci regresni funkce je volba vhodného poméru

jednoduchosti a efektivity. Mezi témito totiz zpravidla plati nepfima uméra.

Jedna se o statistickou metodu, ktera mize pracovat s riznymi typy dat. V nékterych

ptipadech se mize ukazat, ze linearni funkce neni vyrazné vyhodn¢jsi regresi z hlediska

naméfené chyby, nez konstantni hodnota. V takovych piipadech nelze sklon regresni

ptimky vnimat jako trend dat. Tato problematika neni tématem mé prace, na jeji otazky

odpovidaji naptiklad metody x2.
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7 Extrapolace

Extrapolace je aproximacni metoda, ktera odhaduje hodnoty funkce mimo interval
znamych hodnot. Jde v podstaté o opak interpolace, ktera hleda hodnoty funkce uvnitt
tohoto intervalu (Pikal, 2020). Jednim zpisobem, jak této metody vyuzit, je predikce
vyvoje zkoumané veliCiny na zakladé znalosti dat z minulosti. Zde je dulezité si
uvédomit, ze presnost takového odhadu se s rostouci vzdalenosti od znamych hodnot
v Case pomerné rychle snizuje. Je proto vhodné pokouset se odhadovat pouze chovani
dané veli¢iny v nejblizsi dobé po posledni znamé hodnoté. Zaroven 1 zde plati obecné
statistické pravidlo, ze ¢im vice dat jiz mame vlivem pozorovani a méfeni k dispozici,
tim presn&jsi analyzu a odhad zkoumané veli¢iny jsme schopni uéinit. Usp&snost odhadu
samoziejme stoji i na tom, ze zkoumana velicina se chova podobnym zptisobem v dobé
meéfeni, jako v dobé, kterou budeme odhadovat. Pokud se jedna o chaoticky jev

nebo dojde k vyrazné zméné v systému, nemusi byt predchozi data pii odhadu pouzitelna.

Dalsim praktickym vyuzitim této metody muze byt napiiklad doplnéni krajnich
hodnot v jiz dfive zminéném kubickém splinu. Jestlize je kubicky spline po ¢astech tvoren
polynomy 3. stupné, které na sebe hladce navazuji (se spojitou nultou i prvni derivaci),
pak jeho druha derivace musi byt po Castech linearni. V ptipadé extrapolovaného splinu
se hodnota druhé derivace v prvnim bod¢ splinu x, bude nachéazet na polopfimce tvorené

body x, a x;, v poslednim bod¢ na polopfimce x,,_5, x,,_1 (Pikal, 2020).

7.1 Vyuziti extrapolace pri konstrukci kubického splinu
Jestlize body [xy, mg], [X1, M1], [X2, m;] lezi na jedné pfimce, mizeme pro nalezeni mg
pouzit rovnici pfimky: y = kx + q. Dosazenim druhého a tietiho bodu dostaneme

soustavu rovnic:

my = kx; +q
1 1 (24)
m2 - kxz + q
Z prvni rovnice vyjadiime q a k ziskame odectenim prvni rovnice od druhé:
ko k my; —my
=m, —kx, Kk =———
q 1 1 Pa—— (25)
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Hodnotu druhé derivace v bodé x, dostaneme, kdyz do my = kx, + q dosadime q a k

z (25). Po upravé by vyjadreni vypadalo takto:

x; — xg) (M, —m
m0=m1+( 1 — Xg)(my —my) (26)
Xy — X1

Stejnym postupem s body [X,_2, My—2], [Xpn—1, Mu—1], [Xn, M, ], vypolitame hodnotu

druhé derivace v poslednim bod¢ splinu:

(2 — 1) (Mg — Mp_7)

m, =m,_,+ 27
"= Moy PN 27)

Obrazek 3: Souradnice bodii na primce

9

Zdroj: vlastni zpracovani
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8 Méreni chyby
8.1 Metoda nejmensich &tvercl

Metoda nejmensich ctverct slouzi k nalezeni optimalniho tvaru a umisténi nami zvolené

funkce ve smyslu jeji minimalni celkové vzdalenosti od namétenych bodu.

Regresni kiivky nabizi moznost reprezentovat libovolné velkou mnozinu dat
hladkou, pfitom velmi jednoduse (fadové jednotkami parametri) popsatelnou funkei,
jejiz typ si navic muzeme sami zvolit. Také pfinasi velikou vyhodu ve své pomeérné
odolnosti proti malému mnozstvi odlehlych dat (zptisobenych naptiklad chybou meéfeni
¢1 malo pravdépodobnou nahodou), ktera jsou vzdalena od jinak stabilniho trendu. Pfi
pouziti interpolacni kiivky by takovy extrém velmi vyrazné ovlivnil jeji tvar a mohl tak

znehodnotit jeji reprezentaci skutecnosti.

Obrazek 4: Metoda nejmensich ctvercii

55

45

Zdroj: vlastni zpracovani

Metoda nejmensich ¢tverca definuje celkovou chybu jako soucet ¢tverct rozdilu

namé&fenych hodnot y; a regresni kiivky f(x) (28).
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E =) IfG) =yl (28)
i=0

Pro ziskani minima této funkce (tedy minimalni chyby) pro regresni pfimku vzhledem
k jejim parametrim a a b je potfeba najit stacionarni bod x,. Pro ten plati E' (xs) = 0.

Jeho nalezenim ziskame rovnice (29), z nichz parametry a a b vypocteme.

n n n
a-inZ +b-2xi :inyi,
i=1 i=1 i=1
n n (29)
a in+b-n:zyl
=1 1=1

Obrazek 5: Graflinedrni regrese dat metodou nejmensich ctvercii

Linearni regrese dat
I I I
30 |- -

20—

10

Zdroj: vlastni zpracovani
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8.2 Lebesgueovy prostory

Dalsi moznosti, jak zméfit celkovou chybu aproximace a urcit tak optimalni polohu a tvar

regresni funkce z funkce puvodni, jsou Lebesgueovy prostory. Jedna se o velmi

komplexni téma, které je blize popsano naptiklad v (Luke§ & Maly, 2002). Pro nase ucely

se z této kapitoly budeme zabyvat pojetim chyby, kterou budeme uvazovat nasledovné:

(30)

e; = f(x;) — a;. (31)

Rovnice (30) a (31) popisuji vypoCet celkové chyby Ej, pfi aproximaci posloupnosti

a, (tj. naméfenych hodnot) funkci f(x). Opét tedy uvazujeme aproximaci diskrétnich

hodnot spojitou funkci.

Parametr p v rovnici (30) mize byt obecné libovolné kladné Cislo, obvykle vétsi

rovno 1. Nejcastéji pouzivanymi pripady, kterymi se i my budeme zabyvat, jsou:

a)

b)

E; — zde se jedna o prostou sumu vzdalenosti nasich dvou funkci v jednotlivych
bodech méfeni zapocCitanou nezavisle na vzajemné poloze, tedy absolutni hodnotu
z rozdilu funkénich hodnot. Pouziti této metody zajisti, ze od vSech boda bude
aproximacni funkce podobné vzdalena a vSechny tyto body stejnou mérou ovlivni
jeji tvar 1 polohu.

E, — lze fici, ze E, je nejuniverzalnéj§i a pouziva se nejcastéji. Duvodem je
predevsim to, ze je jakymsi kompromisem mezi zbylymi dvéma zminénymi
a) a ¢). Jedna se prakticky o metodu nejmensich ¢tvercu, kterou jsme si popsali
vySe. Prace s druhou mocninou zdiraziiuje ,,dalezitost velkych vzdalenosti,
ale zaroven stale bere v potaz vzdalenosti funkce od vSech bodua.

E., — tato metoda v podstaté méfi celkovou chybu jako maximum ze vzdalenosti
nasi aproximacni funkce od vSech bodu. Prestoze nekonecno nelze pii vypoctech
dosazovat za p do rovnice (30), pouzitim velmi vysokych hodnot dostavame
predpis, ktery odpovidd hodnoté nazyvané E., . Jedina hodnota extrémné

vychylena od ostatnich zde velmi vyrazné ovlivni, jak bude nase funkce vypadat.
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Obrazek 6 ukazuje rozdil pti pouziti E;, E, a Eo pfi linearni regresi na stejné sadé
dat s podobnym trendem a jednim extrémem. Zatimco E; je takovym extrémem
ovlivnéno zdaleka nejméné a E, stale jen malo, E..se posune na pul cesty od pivodnich

dat.

Obrazek 6: Linedrni regrese s pouzitim Ep

Linearni regrese s pouzitmE,, E, aE

Zdroj: vlastni zpracovani

8.3 Sobolevovy prostory

Dalsim silnym nastrojem matematické analyzy funkci jsou Sobolevovy prostory. Ty se
mimo jiné vyuzivaji také v teorii distribuce nebo pfi feSeni parcialnich diferencialnich
rovnic. Ve spojitém pojeti predstavuji velice komplexni oblast matematiky, ktera by

vydala na samostatné prace, jako napfiiklad (Leoni, 2017).

Jelikoz se vtéto praci zaméfujeme na analyzu diskrétnich dat méfenych
v pravidelnych intervalech, vystacime si s aplikaci Sobolevovych prostort v diskrétnim
pojeti. Vtakovém je lze pomémé snadno aplikovat na chapani zmény hodnot
zkoumaného systému jako dusledek zmény jeho energie (kazda zména hodnoty je
zpusobena pridanim energie do systému). Derivace nasi diskrétni funkce ve viech bodech
pak ukazuje, kolik energie v sobé systém ma, tj. jak moc je klidny, ¢i proménlivy. Opét

budeme uvazovat tii zakladni méteni chyby: E;(32), E5(33) a E«(34).
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By = ) If (o (32)
i=0

(33)

(34)

Razné formy energie jsou vyznamné pii modelovani procesi a nahrazovani
slozitejsich funkci jednodussimi, zejména tak, aby byl rozdil energii pivodni funkce a jeji
aproximace maly. Alternativné bychom pfi vyhodnoceni vhodnosti aproximacni metody
mohli srovnéavat i Sobolevovskou normu, tedy energii rozdilu obou funkci. Takové pojeti

ale jiz presahuje rozsah této prace.
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9 Aplikace interpolacnich a regresnich metod na
menoveé kurzy

Pro Ceskou republiku, jakozto &lenskou zemi Evropské unie s ekonomikou silng
zamé&fenou na import a export, je jednim z klicovych faktori mé€novy kurz. Pojdme se
proto pfi aplikaci vySe zminénych metod zaméfit na vyvoj kurzu EUR/CZK devizového

trhu. Ten udava silu eura viici korung, tedy za kolik K¢ je mozné koupit 1 €.

V ptilohach A az C jsou k dispozici ceny eura (v Ceskych korunach) zaznamenavané
po fad€ mésicné, Ctvrtletné a rocné od roku 1999 do soucasnosti pievzaté z Ceské narodni

banky (Kurzy devizového trhu — mésicni priiméry - Ceskd ndrodni banka, b.r.).

9.1 Interpolace

Na obrazku 7 muzeme vidét graf vyvoje kurzu meéfeny na zacatku kazdého roku
interpolovany kubickym splinem, jehoz predpisy pro jednotlivé intervaly jsou piilozené
v piiloze D.! Porovname-li tento spline s hodnotami skute&n& naméfenymi ve Stvrtletich,
dostaneme prumérnou chybu E; pfiblizné€ 0,41 €. Realné naméfena data po mésicich se
od splinu primérné vzdaluji dokonce o0 0,44 €. To znamena, ze pii zhusténi dat skutecné
dochazi k ocekavanému zpiesnéni informace, resp. pouzitim méné dat vzrista vzdalenost

odhadu od skutecnych hodnot ve vynechanych bodech.

Potvrzuje se tim ve statistice obecné platné tvrzeni, ze kazda informace navic nam
umoznuje presnéjsi zaveéry (v nasem piipadé odhad). Otazkou ke zvazeni ovSem zustava,
o kolik presnéj§i odhad jsme ziskanim dalSich informaci (zhuSt€nim namétenych dat)
schopni udé¢lat a jak naro¢né je takové zhusténi provést. V tomto konkrétnim ptipadé jsme
ziskali zptesnéni 0,03 € (tedy pfiblizné 0,11 % z primérné hodnoty zkoumané veliCiny)
za cenu tfikrat astéjSitho méfeni.

Je dulezité si uvédomit, ze kazdé statistické méfeni a sbér dat predstavuje jednak
dalsi naklady (jak Casové, tak financni) a jednak je samo o sobé zasahem do systému
zkoumané veliciny, ¢imz ji mize ovliviiovat. Provadét prili§ Casta meéfeni tedy neni

zadoucl.

! Viditelné nepiesnosti grafu (ostré hrany) jsou zpusobeny technologickou nedokonalosti MATLABu.
Piedpisy funkci jsou po Castech kubické polynomy, graf je tedy skute¢né hladky.
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Obrdazek 7: Kubicky spline — vyvoj kurzu EUR/CZK

Vyvoj ménového kurzu EUR/CZK
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Zdroj: vlastni zpracovani

Prestoze manualni konstrukce kubického splinu, resp. sestaveni soustavy (16) a jeji
feSeni je pomérné naro¢né a vyzaduje pokroc¢ilé matematické znalosti, jeho aplikace
pomoci softwaru? je s pouzitim spravnych funkci velice jednoducha jak pro uZivatele, tak

z vypocetniho hlediska.

Neni tedy tfeba metodu soudit podle jeji slozitosti a mizeme se zabyvat pouze

presnosti aproximace, kterou nam poskytuje.

Tabulka 1: Kubicky spline — MATLAB funkce

% nacte data z excelu

T = readtable("eur_to_czk all time.xlsx");
A = table2array(T);

Y = A(:,2);

X

1999:1:1999+1ength(Y)-1;

% vytvori kubicky interpolacni spline
spline_interp = spline(X, Y);

% predpis kubického spline
coefficients = spline_interp.coefs;

% vypiSe predpisy pro jednotlivé intervaly

2 MATLAB m4 v sobé implementované funkce pro praci se splinem pouZité v tabulce 1.
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for i = 1:1:1length(coefficients)

fprintf('Pro interval [%d, %d]:\n", X(i), X(i+1));

fprintf('s(x) = %.4fx"3 + %.4fx"2 + %.4fx + %.4f\n', coefficients(i,1),
coefficients(i,2), coefficients(i,3), coefficients(i,4));
end

%% vykresli

plot(X, YV, "kx', linspace(1999,1999+1length(Y)), ppval(spline_interp,
linspace(1999,1999+1length(Y))), '-', 'linewidth',1.5);

hold on

plot(X, Y, 'kx', 'linewidth',3)

grid on

xlabel('rok");

ylabel('cena eura (K¢)');

title("Vyvoj ménového kurzu EUR/CZK" + newline +"od roku 1999");

hold on

Zdroj: vlastni zpracovani

Podivame-li se na systém z hlediska energie Sobolevovych prostort, dostaneme
hodnoty uvedené v tabulce 2. Ty ukazuji, ze velky vliv na hodnotu jeho energie hraje
skalovani dat, resp. jejich hustota, kterou se rozhodneme pouzit. Proto je dilezité vzdy
na zacatku rozmyslet, jaké hodnoty chceme dopliiovat (¢i pozd€ji odhadovat) a na zaklade
toho zvolit vhodna vstupni data a vhodné pristupy. Naptiklad modelovat mési¢ni hodnoty

na zakladé ro¢nich méteni se timto ukazuje velmi nepiesné.

Tabulka 2: Energie systému FUR/CZK z hlediska hustoty méreni

energie/méreni rocné ctvrtletné mési¢né
celkova 27,05 4222 78.13
primérna 1,04 0,42 0,26
maximalni 3,06 2,25 2,08
minimalni 0,01 0 0

Zdroj: vlastni zpracovani

Dalsim zpasobem vyuziti interpolace, jak jsme si vySe uvedli, je doplnéni
chybéjicich hodnot uvnitt intervalu. Pokud by naptiklad hodnoty pro rok 2010 z né&jakého
divodu nebyly k dispozici (at uz proto, ze méfeni neprobéhlo, nebo se udaje

nedochovaly), mohli bychom se pokusit je interpolovat ze znamych okolnich hodnot.
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Z vysledné aproximace kubickym splinem dostaneme odhadovanou cenu eura 25,89 K¢.
Skute€né naméfena cena vroce 2010 byla 26,14 K¢ Na§ odhad je tedy vzdaleny

od skutecnosti o méné nez 1 %.

Pokud bychom ovSem nem¢li k dispozici ani data z roku 2011, ¢inil by odhad pro
rok 2010 27,5 K¢ a pro rok 2011 26,6 K¢, coz oproti skute¢nym 26,14 K¢, resp. 24,45 K¢
¢ini rozdil 5,2 %, resp. 8 %. To nam ukazuje, ze odhadovat jednu chybé&jici hodnotu
na dostateCné hustém vzorku je s pomémé vysokou presnosti mozné, nicméné pokud

chybi udaju vice, presnost odhadu, ktery jsme schopni ucinit, velice rychle klesa.

9.2 Linearni regrese
Prolozime-li data regresni ptimkou (obrazek 8), ta bude mit (s uzitim optimalizace chyby

pomoci E;) predpis:

y(x) = —0,427x + 886,871. (35)

Dosazenim do (35) zjistime, ze odhadem kurzu pro rok 2023 je 1 € = 23,05 K¢.
Z ptilohy C vidime, ze skute¢na hodnota kurzu byla 23,96 K¢ za euro, coz Cini cca 3,8%

rozdil. V tomto ptipadé plati:

r=r" + 5%, (36)

kde 7 je odhadovana hodnota a 1 je skutecna hodnota kurzu. Vidime, ze odhad se nachazi

v relativné blizkém okoli® realné hodnoty, miizeme ho tedy povazovat za vhodny.

Pouzitim optimalizace chyby pomoci E.. bychom ziskali regresni pfimku

s pfedpisem

y(x) = —0,471x + 974,49. (37)

Odhadovany kurz pro rok 2023 by tak dosazenim do (34) byl 21,66 K¢ za euro, tedy
pfiblizn€ 9,6% rozdil oproti skutecné hodnoté naméfené v daném roce. Vidime tedy,

ze odhad (36) jiz neni splnén a tato pfimka neni pro odhad budouciho kurzu vhodna.

3 Ve statistice obecné povazujeme 5% odchylku za akceptovatelnou.

34



40

38

36

cena eura (K&)
w w
o N

N
[+=]

24

22

20

Je dulezité zduraznit, ze odhad linearni regresi obecné ztraci u vétSiny typu dat
velmi rychle na smysluplnosti. Regresni pfimka totiz ze své podstaty umoziuje zachytit
pouze linearni trend dat. Pokud data stfidavé rostou a klesaji, rostou jinym nez linearnim
tempem, nebo vykazuji jiné nepravidelné chovani, je aproximace takovych dat pfimkou
krajné nevhodna a je zapotiebi zvazit pouziji jiné funkce. Volba funkce zavisi na nalezeni
podobnosti dat s béznymi kiivkami funkci. Podobné, jako aproximujeme funkci te¢nou,
muze byt linearni regrese vhodna na kratkém cCasovém useku, kde se kolisani

ani dlouhodoby nelinearni trend neprojevi.

Obrazek 8: Linedrni regrese (E2) — vyvoj kurzu EUR/CZK

Linearni regrese rocniho vyvoje ménového kurzu EUR/CZK

| |
1995 2000 2005 2010 2015 2020 2025
rok

Zdroj: vlastni zpracovani

9.3 Polynomialni regrese

Jak jsme si demonstrovali vySe, linearni regrese nemusi byt pro nase zkoumana data vzdy
vhodna. Pojd'me se tedy podivat, jak by vypadalo pouziti polynomu vyssiho stupné. I zde

1ze snadno pouzit jiz existujici funkce implementované v MATLABu.
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Tabulka 3: Regrese polynomem vyssiho stupné — MATLAB funkce

clc; close all;

%% nacteni dat z excelu

T = readtable("eur_to_czk_ all time-do2022.x1sx");
A = table2array(T);

Y = A(:,2)";

X = 1999:1:1999+1length(Y)-1;

% Definice funkce E
koef = 2;
E = @(params) nthroot(sum(power(abs(Y - polyval(params,X)),koef)),koef);

% Pocatecni odhad parametr (koeficienty polynomu)
params® = zeros(1,13);

% Nalezeni optimdlnich parametri
optimal_params = fminsearch(E, params@);

% Vypis vysledk(
format shortE
display(optimal_params);

%% Vykresleni
border = 5;

% body

figure ('Name', 'E_2");

plot(X, Y, 'bx', 'linewidth',3);
grid on;

title('Polynomidlni regrese');
xlabel('osa x")

ylabel('osa y")

x1lim([min(X)-border max(X)+border])
ylim([min(Y)-border max(Y)+border])
hold on;

% polynom
fplot(@(X) polyval(optimal_params,X), [min(X)-border,max(X)+border], 'r-',
'LineWidth', 2);

% 0osy

xline(@, 'linewidth',2);
yline(@, 'linewidth',2);
hold off;

Zdroj: vlastni zpracovani

Pouzitim kodu z tabulky 3 dostaneme predpis polynomu 12. stupné, ktery se
v blizkém okoli zkoumanych dat nechova jako piimka a nabizi tedy presnéj§i aproximaci.

V ptipad€, Ze nepouzivame software a pocitame celou situaci ru¢né, mize byt prace
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s polynomy takového stupné nepifiméfené narocna. V piipadé vyuziti dostupnych
softwarti jde ale stale o reprezentaci jedinym vektorem o 13 slozkach, jehoz zpracovani

je trivialni.

Obrazek 9: Polynomialni regrese (E2) — vyvoj kurzu EUR/CZK

Polynomialni regrese rocniho vyvoje ménového kurzu EUR/CZK
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Zdroj: vlastni zpracovani

Dosazenim do polynomu zobrazeného na obrazku 8 dostaneme odhadovanou
cenu eura pro rok 2023 24,82 K¢. To oproti skute¢né cené z piilohy C (23,96 K¢ za euro)
¢ini pouze 3,6 %, coz opét spliiuje rovnici (36) a zarover je skute¢né hodnoté blize nez

pfi predchozim pouziti regresni pfimky.

Prestoze je toto priblizeni pomérné malé, pfipomenime si opét, ze jsme ho docilili
pouhou volbou stupné polynomu, coz v dobfe pfipraveném pocitaCovém programu

nepredstavuje zadnou praci navic.

Pouzitim metody E.. na konstrukci polynomu stejného fadu dostaneme
odhadovanou cenu 25,95 K¢ se vzdalenosti od skutecné ceny 8,3 %. I zde se nam tedy
potvrzuje, ze pouziti metody E. pro urCeni chyby pfi volbé polohy regresniho polynomu

neni vhodnéjsi, nez Castéji pouzivana E,.
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9.4 Regrese Fourierovou radou

Jak jsme si ukazali v pfedchozich kapitolach, polynomy nejsou jediny typ funkci, ktery
se muze pro regresi ukazat jako vhodny. Obzvlasté u ekonomickych funkci, které asto
vykazuji charakter urcitych cykli, muze pouziti periodickych funkci pfinést lepsi
(presngjsi) vysledky. Za pomoci kédu v piiloze F 1ze zjistit, ze pouzitim Fourierovy rady
se dvéma harmonickymi slozkami, jejiz obecna podoba je znazornéna rovnici (38),
dosahneme také pomérné presnych vysledkid. Jeji konkrétni koeficienty pak zjistime
kodem v priloze G. Zde je dulezité zduraznit, ze funkce ma vice nez dva parametry. Neni
proto jisté, ze algoritmus vzdy nalezne jeji optimalni polohu, jako je tomu se dvéma

parametry u linearni regrese.

Ziskany odhad ceny je zde 24,47 K¢, ktery vykazuje chybu 2,1 %. Opét tedy vidime
vyhovujici odhad z hlediska splnéni pozadavku (36) a pomérné vyrazné zpresnéni
odhadované informace. Zde uz bylo ovSem zapotiebi pouziti vice programovych kodia
ajejich spravna interpretace, coz lze povazovat za mirné zkomplikovani. Stile lze
ale konstatovat, ze pouziti této metody je obecné jednoduché, a predevs§im snadno

opakovatelné.
F(x) = ag + a;cos(xw) + bysin(xw) + aycos(2xw) + b,sin(2xw)  (38)

Obrdzek 10: Regrese Fourierovou radou (E2) — vyvoj kurzu EUR/CZK

Regrese rocniho vyvoje ménového kurzu EUR/CZK Fourierovou radou
I I I I I
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Zdroj: vlastni zpracovani
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9.5 Regrese v ¢ase neobvyklych udalosti

Doposud jsme se vénovali zkoumani dat, kterd maji pomérné mirny trend zmény a daji
se tak pomérné presné zvolenymi metodami odhadovat. Pojd'me si nyni ukézat, jak se
vySe popsané regresni metody chovaji na ,,divocejSich™ datech, ktera maji velké rozpéti
mezi minimalni a maximalni hodnotou a mezi témito hodnotami se vyskytuji

nekonzistentng.
Prikladem takovych dat muze byt opét ménovy kurz, pouze se staci zaméfit na jiné
zemg, resp. jiné meény. V této kapitole budeme jako zakladni sadu dat pouzivat ménovy

kurz devizového trhu EUR/RUB* dostupny na portalu Investing, ptilozeny v piiloze E
(EUR RUB Historical Data, 2024).

Obrazek 11: Vyvoj ménového kurzu EUR/RUB

Vyvoj ménového kurzu EUR/RUB
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Zdroj: vlastni zpracovani

Aplikujeme-li stejné metody, jako v predchozi kapitole na tyto data a pokusime se
z hodnot namétenych v letech 1999 az 2004 odhadnout cenu eura v roce 2005 (skute¢na

cena byla 36,56 P), dostaneme udaje zobrazené v tabulce 4.

4 Kurz EUR/RUB ud4v4 silu eura vii¢i rubluy, tedy za kolik rubli je moZné koupit 1 €.
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Tabulka 4: Riizné regrese kurzu EUR/RUB pro rok 2005 a jejich chyby

metoda odhad ceny eura 2005 [P] | chyba [%]
lin. reg. E, 36,07 1,34

lin. reg. Eco 35,33 3,36
polynom. reg. E, 36,16 1,09
polynom. reg. Eo. 35,4 3,17
Fourier. reg. 27,87 23,77

Zdroj: vlastni zpracovani

Zatim, kromé pouziti Fourierovy fady, ktera se vlivem malého vzorku dat znacné
vychyluje, nevidime nic zavazné odlisného od predchozich vysledki. Zda se tedy, ze
i na kurz EUR/RUB lze tyto odhady bezpecné aplikovat. Pokud ovSem totéz provedeme
o 10 let pozdéji (tj. pro odhad ceny v roce 2015, kdy skutecna hodnota Cinila 77,76 P),

dostaneme udaje zobrazené v tabulce 5.

Tabulka 5: Riizné regrese kurzu EUR/RUB pro rok 2015 a jejich chyby

metoda odhad ceny eura 2015 [P] | chyba [%]
lin. reg. E, 46,74 40,0
lin. reg. Eco 48,49 37,6
polynom. reg. E; 45,63 41,3
polynom. reg. Eo. 48,74 37,3
Fourier. reg. 49,83 359

Zdroj: vlastni zpracovani

Jak je mozné, ze tatdz metoda aplikovana na stejnou funkci na jedné Ccasti
zkoumaného intervalu funguje velice presné a na jiné naprosto selhava? Podivejme se

znovu na obrazek 11. Uz ze samotnych dat je vidét, ze v roce 2015 doslo k vyrazné zméné
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chovani dat, ktera oproti puvodnimu (pomérn€ stabilnimu) trendu zacala narazové

uskakovat.

U modelové matematické funkce samoziejmé takové chovani standardné
neoCekavame. Je ale potfeba si opét pfipomenout, ze zde zkoumame data ziskana
meéfenim a pozorovanim realného svéta, kde mohou nastavat necCekané udalosti, které
vstoupi do systému a velmi vyrazné ho ovlivni. Pfesné takova udalost nastala v roce 2014,
kdy probéhla anexe Krymu Ruskou federaci. Tato akce byla odsuzovana jak Evropskou
unii, tak Spojenymi staty a vedla k protiruskym sankcim, které mély za cil trestat ruskou
agresi a podporit Ukrajinu. Jelikoz Rusko bylo jiz tehdy vyznamnou soucasti Evropské
ekonomiky zejména v oblasti energetiky a obchodu, mély tyto sankce obrovsky dopad

nejen na silu rublu.
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10 Aplikace interpolacnich a regresnich metod na
vyvoj pocCtu obyvatel

Dal§im vyznamnym a casto sledovanym ukazatelem, ktery vypovida o (nejen

ekonomicke) situaci piislusného statu je pocCet jeho obyvatel. V této kapitole pouzijeme

vy$e zminéné metody na vyvoj poétu obyvatel na uzemi soudasné Ceské republiky

od roku 1785 do roku 2022 dostupny z CSU, zobrazeny v piiloze H a podivame se, zda

na téchto datech vykazuji stejné vlastnosti (Obyvatelstvo - rocni casové rady, b.r.).

10.1 Interpolace

Na obrazku 12 muzeme vidét graf vyvoje poctu obyvatel méfeny po desetiletich
interpolovany kubickym splinem. Porovname-li tento spline s hodnotami skutecné
naméfenymi v jednotlivych letech, dostaneme prumérnou odchylku piiblizné 97 677,
tedy pfiblizné 1,17 % z primé€mé hodnoty zkoumané veliCiny. To znamena, Ze pfi
zhusténi dat opét dochazi k o¢ekavanému zptesnéni informace, resp. pouzitim méné dat
vzrusta vzdalenost odhadu od skutecnych hodnot ve vynechanych bodech. Opét se
ale vzhledem k tomu, kolik dat jsme vynechali, jedna o pomérné malou chybu pfi jejimz
akceptovani (spokojenim se s méné presnym vysledkem) by bylo mozné si usetfit 9 z 10
meéfeni.

Obrazek 12: Kubicky spline — vyvoj poctu obyvatel CR
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1M1

pocet obyvatel
o]
T

4 | | | | | | | | | | | | |

1785 1805 1825 1845 1865 1885 1905 1925 1945 1965 1985 2005 2025
rok

Zdroj: vlastni zpracovani
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Podivame-li se na systém z hlediska energie Sobolevovych prostort, dostaneme
hodnoty uvedené v tabulce 6. Ty opét potvrzuji, ze zvolend hustota méfeni ma ne energii

velky vliv a pfi jeji interpretaci je potieba brat z uvahu cely kontext, ve kterém je

vypocitavana.

Tabulka 6: Energie systému poctu obyvatel CR z hlediska hustoty méFeni

energie/méreni po desetiletich rocné
celkova 9 734 554 13 928 923
prumérna 405 606 58 524
maximalni 1326 943 1 169 646
minimalni 5983 483

Zdroj: vlastni zpracovani

10.2 Linearni regrese

Prolozime-li data do roku 1910 regresni pfimkou (obrazek 13), ta bude mit (s uzitim

optimalizace chyby pomoci E;) ptedpis:

Obrazek 13: Linedrni regrese (F2) — vyvoj poctu obyvatel CR

%108
= 1

y(x) = 46 260x — 78 681 949.

Linearni regrese vyvoje poétu obyvatel CR

do roku 1910
\ T

(39)

pocet cbyvatel

1780 1790 1800 1810

Zdroj: vlastni zpracovani
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Dosazenim do rovnice (39) dostaneme odhad hodnoty v roce 1911, ktery je
9 720 648 obyvatel. Skutecny pocet obyvatel v roce 1911 byl 10 099 152. N4 odhad tedy
vykazuje odchylku 3,75 %, coz opét spada to pétiprocentni hranice tolerance podle
rovnice (36), nicmén¢ vzhledem k hustoté a velkému poctu jiz dostupnych dat neni tato

hodnota pfilis uspokojiva.

19. stoleti, stejne jako konec 18. a zaCatek 20., je z hlediska vyvoje obyvatelstva
mimoradné stabilni a uspésné obdobi, kdy na Gzemi neprobihaly zavaznéjsi politické
zmeény ¢ revoluce, mimotradné krvavé valky, ani epidemie, které by meély vyvoj

obyvatelstva vyrazné ovlivnit migraci nebo mortalitou.

10.3 Polynomialni regrese
Jelikoz linearni regrese nedokazala ani pii tomto poctu dat poskytnout suverénni odhad
hledané hodnoty, pojd'me se opét podivat, jakého odhadu jsme schopni dosahnout pomoci

polynomialnich funkci.

Prolozenim dat polynomem 21. stupné s optimalizaci chyby E, (obrazek 14)
dostaneme odhadovany pocet obyvatel 10 237 425 s chybou 1,37 %. Polynom 13. stupné
optimalizovany podle E., (obrazek 15) nam da odhad 10 398 406 obyvatel a odchylku
2,96 %. Opét se tedy ukazuje, ze pouziti Castejsi metody E, poskytuje presnéjsi vysledky.

Obrdzek 14: Polynomidlni regrese (E2) — vivoj poctu obyvatel CR

%108 Polynomialni regrese roéniho vyvoje poctu obyvatel CR
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Zdroj: vlastni zpracovani
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Obrazek 15: Polynomidlni regrese (E o) — vivoj poctu obyvatel CR

«108 Polynomialni regrese roéniho vyvoje poétu obyvatel CR
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Zdroj: vlastni zpracovani

10.4 Regrese Fourierovou radou

Pro pouziti Fourierovy fady se i vtomto piipadé ukéazala nejvhodnéjsi (povahou
zkoumanym datim nejbliz§i) fada se dvéma harmonickymi slozkami s obecnym
predpisem (38). Po nalezeni jeji optimalni polohy (obrazek 16) dostaneme odhad
10 114 172 obyvatel s odchylkou pouhych 0,15 %. Tato metoda se tak pro nasi sadu dat
ukazuje jako s piehledem nejlepsi. Je ale dilezité mit na paméti, Ze pro nalezeni a ovéreni
jeji optimalni varianty byla kromé softwarovych vypoct zapotrebi také lidska znalost

a zakladni porozuméni funkcim, coz tuto metodu déla méné univerzalni.
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Obrdzek 16: Regrese Fourierovou Fadou (E2) — vyvoj poctu obyvatel CR

©108 Regrese rocniho vyvoje poctu obyvatel Fourierovou radou
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Zdroj: vlastni zpracovani

10.5 Regrese v ¢ase neobvyklych udalosti

Jiz v pfedchozi kapitole jsme si ukézali, ze 1 metody, které doposud na dané sadé dat
fungovaly velmi dobte, mohou v urcitém bod¢ selhat pod vlivem neocekavané vng;jsi sily,
ktera zaplsobi na systém. Pokusme se nyni z méfeni probéhlych do roku 1945
predpovidat poCet obyvatel v roce 1946 (tabulka 7). Skute¢na hodnota naméfena v roce

1946 byla 9 523 266 obyvatel.

Tabulka 7: Riizné regrese poctu obyvatel CR pro rok 1946 a jejich chyby

metoda odhad poctu obyvatel | chyba [%]
pro rok 1946

lin. reg. E, 11 352 694 19,21

lin. reg. Eco 11236 926 17,99

polynom. reg. E; 11 115 126 16,72

polynom. reg. Eo. 10 835 344 13,78

Fourier. reg. 10 984 423 15,34

Zdroj: vlastni zpracovani
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Opét se ukazuje, ze 1 navzdory velkému mnozstvi dat, ktera doposud vykazovala
jednotny (v tomto piipadé rostouci) trend, mize nastat situace, kdy se vSechny nase
metody ukazi byt velmi chybové. VSimnéme si, ze chybovost vSech metod se zménila
podobnym zptusobem. To naznacuje, ze zména v jejich schopnosti presného odhadu je
skuteCné zpusobena extrémni neocekavanou zmeénou v systému, spiSe nez selhanim

metod samotnych.

V tomto konkrétnim pfipadé se jedna o dusledek druhé svétové valky, béhem niz se

samoziejmé snizoval pocet zivych a po niz doslo k markantnimu odsunu obyvatel

do zahranid¢i.
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Zaver

Tématem této prace je analyza finan¢nich dat metodami prostora funkci. Jejim hlavnim
cilem bylo seznamit Ctenare s analytickymi metodami interpolace, extrapolace a regrese
a pokusit se na vybranych ekonomickych datech zjistit, zda je mozné aplikaci téchto
metod ucinit uziteCné (akceptovatelné¢ presné) odhady ve chvilich, kdy nemame

ke skuteCnym hodnotam pfistup.

Po provedeni experimentu se ukazalo, ze v ptipad¢ interpolace poskytuje velice
vhodnou reprezentaci kubicky interpolacni spline. Jelikoz se jedna o hladkou funkci,
nechava uzivateli prostor pro dalsi analytické operace, jako jsou derivace a integrace.
Navic je reprezentovatelny koneCnym mnozstvim parametri, coz umoziuje jeho velmi
presné uchovavani a zpracovani pomoci vypocetnich softwart. Také se potvrdilo, ze
podle ocekavani se s vyssi hustotou dat zvySuje presnost reprezentace dat interpolacni
funkci. JelikoZ dnes veskeré vypocty mohou probihat s pomoci pocita¢i a zpracovani
velkého mnozstvi dat tak neni problém, plati pro ucely nasi analyzy jednoduse ,,Cim vice
dat, tim 1épe.“ Pokud ovSem jes§t€¢ nemame data k dispozici a budeme k jejich ziskani
muset provadét métfeni, bude ziskani n-krat vétsiho poctu dat zpravidla n-krat naro¢néjsi.
Jak jsme si ale v této praci ukazali, pfinos novych dat v takovém piipadé muze rast
pomaleji. Je tedy dulezité vhodné urcit interval provadéného méfeni. V obou naSich

ptipadech se zvoleni ro¢niho intervalu ukazalo jako dostatecné.

Z vybranych regresi aplikovanych na , klidnych* datech (méfenych v obdobi, kdy
nedochazelo k zddnym neocekavanym udéalostem) se ukazala byt nejpresnéjsi regrese
Fourierovou fadou. Mirnou nevyhodou této metody je, ze vyzaduje slozitéjsi kod
na nalezeni vhodného poc¢tu harmonickych slozek a ur€itou miru vhledu uzivatele. Stale
se ale jedna o proveditelnou regresi, ktera poskytuje velmi dobré vysledky. O néco
jednodussi je pak pouziti polynomialni regrese, optimalizované podle E,. Tato metoda
stale poskytuje dostateCné presné vysledky a jeji provedeni vyzaduje pouze volbu stupné
pouzitého polynomu, coz lze navic opét provést softwarovym testovanim. Nejjednodussi
funkci, kterou lze na regresi dat pouzit, je funkce linearni. I ta na ndmi zvolenych datech
poskytuje s optimalizaci E, solidni odhady. Jeji nejvétsi vyhodou je jednoducha
interpretace a rychléd aplikovatelnost. Je vSak potfeba mit na paméti, ze linearni funkce
nam umoziuje zachytit pouze jeden smér trendu dat, proCez nemusi byt pro nékteré

datové sady vhodna.
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Pouziti téchto regresnich metod na ,,divoka™ data (méfena v dob¢€ zasadnich, tézko
o¢ekavatelnych udalosti) nam ukazalo, ze nahlé zmény systému nejsme zadnou z nich
schopni dostatecné presné¢ predikovat. Nejlepsi se ukazala byt polynomialni regrese
s optimalizaci E, ktera ale stale nedokéaze poskytnout odhad dostatecné piesny, aby bylo

mozné ho povazovat za uziteCny.

Je tfeba si uvédomit, ze tato prace zkouma pouze vlastnosti namétenych dat. Jelikoz
v realném svété (a nejinak v ekonomii) jsou vzdy dusledky velkych udalosti casove
opozdény za udalosti samotnou, je casto mozné pridat do naSeho analytického procesu
informaci, ze s vysokou pravdépodobnosti bude nasledujici zkoumané obdobi timto
zasahem ovlivnéno a podle toho zvolit jiné metody, popfipadé si byt védomi toho, ze pro

nadchazejici obdobi bude nas odhad velmi neptesny.

Summary

This work explores whether it is possible to approximate discrete data such as
development of an exchange rate of the foreign exchange market using a continuous
mathematical function. Its aim is to get accurate, yet easily manageable representation of
data, which could be used to replace some data when missing or to predict their future
behaviour. Its methodology is based on mathematical principles of interpolation,
extrapolation, and regression. The thesis evaluates various interpolation and regression
functions to determine their precision and simplicity, identifying the most appropriate
one. It also shows that appropriately chosen functions are very good to work with data in
periods of peace and economic stability. However, when any unexpected external factor
(such as a war or a major political change) gets involved, it causes the real data to change

drastically, which is something that none of the methods is able to work with.

Key words:

approximation, accurate data representation, discrete and continuous data, exchange rate,

extrapolation, interpolation, regression, regression function
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1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015
2016
2017
2018
2019
2020
2021
2022
2023
2024

Prilohy
A Mésicni ménovy kurz devizového trhu EUR/CZK

35,638
36,025
35,139
32,078

31,49
32,723

30,31
28,721
27,841
26,051
27,169
26,136
24,449
25,532
25,563
27,484
27,895
27,026

27,02
25,452
25,649
25,215
26,141
24,469
23,958
24,716

37,715
35,709

34,64
31,789
31,645
32,857
29,961
28,409
28,231
25,376
28,459
25,976
24,276
25,041
25,476
27,443
27,608
27,039

27,02
25,319
25,725

25,05
25,875
24,439
23,712
25,232

37,989
35,595
34,601
31,388
31,758
32,984
29,782

28,65
28,055
25,221
27,229

25,54
24,392
24,676
25,662
27,394
27,379
27,051

27,02
25,429
25,676
26,575
26,179
25,008
23,683

37,997
36,31
34,55

30,356

31,625

32,514
30,13

28,508
28,01

25,067
26,76

25,313

24,291

24,799
25,84
27,45

27,443

27,031

26,824

25,364

25,677

27,263

25,924

24,437

23,438

37,692
36,555
34,382
30,558
31,391
31,974
30,216
28,271
28,231
25,098
26,738
25,666
24,383
25,322
25,889

27,44
27,396
27,026
26,564
25,644

25,77
27,268
25,558
24,748
23,604

37,152
36,017
33,975
30,295

31,41
31,614
30,032
28,385
28,545
24,314
26,545

25,78
24,285
25,641
25,761
27,451
27,306
27,061
26,263
25,777
25,604

26,68
25,454
24,719
23,696
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36,521
35,619
33,855
29,749
31,877
31,521
30,191
28,445

28,33
23,529
25,787
25,305
24,341
25,434
25,949
27,457
27,091
27,038
26,074
25,842
25,551
26,505
25,641
24,577
23,902

36,415
35,356
34,034
30,796
32,289
31,634
29,592
28,193
27,858
24,286
25,649
24,807
24,273

25,02
25,818
27,816
27,041
27,025
26,101
25,683
25,802
26,166
25,468
24,568
24,112

36,356
35,425
34,188
30,193
32,354
31,6
29,305
28,38
27,573
24,497
25,349
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24,557
24,731
25,787
27,598
27,082
27,021
26,075
25,608
25,867
26,721
25,387
24,573
24,387

36,587
35,275
33,562
30,653
31,985
31,484
29,677

28,29
27,336
24,787
25,836
24,526
24,848
24,938
25,658

27,58
27,103
27,021
25,765
25,818
25,699
27,202
25,485
24,532
24,586

36,403
34,617
33,325
30,756
31,974
31,287
29,261
28,03
26,731
25,183
25,827
24,637
25,453
25,365
26,925
27,666
27,04
27,032
25,536
25,934
25,53
26,463
25,4
24,367
24,489

36,054
34,817
32,592
31,192
32,313
30,647
28,975
27,777
26,3
26,106
26,076
25,165
25,515
25,216
27,517
27,634
27,026
27,03
25,647
25,83
25,498
26,312
25,257
24,269
24,483



B Ctvrtletni mé&novy kurz devizového trhu EUR/CZK

m leden-bfezen  duben-Cerven  Cervenec-zafi  fijen-prosinec

1999 37,156 37,607 36,428 36,34
2000 35,771 36,289 35,459 34,911
2001 34,798 34,298 34,024 33,202
2002 31,756 30,405 30,247 30,853
2003 31,628 31,477 32,167 32,089
2004 32,859 32,027 31,587 31,126
2005 30,014 30,126 29,677 29,298
2006 28,6 28,384 28,33 28,045
2007 28,037 28,266 27,923 26,829
2008 25,562 24,826 24,092 25,342
2009 27,599 26,677 25,598 25,915
2010 25,868 25,589 24,913 24,786
2011 24,375 24,321 24,388 25,279
2012 25,083 25,261 25,065 25,167
2013 25,568 25,831 25,852 26,657
2014 27,441 27,447 27,618 27,624
2015 27,624 27,38 27,072 27,057
2016 27,039 27,039 27,028 27,028
2017 27,02 26,532 26,084 25,651
2018 25,402 25,599 25,711 25,862
2019 25,682 25,685 25,738 25,58
2020 25,631 27,054 26,465 26,663
2021 26,07 25,638 25,496 25,377
2022 24,653 24,644 24,573 24,387
2023 23,785 23,588 24,136 24,521
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C Roc¢ni ménovy kurz devizoveho trhu EUR/CZK

1999 35,638
2000 36,025
2001 35,139
2002 32,078
2003 31,49
2004 32,723
2005 30,31
2006 28,721
2007 27,841
2008 26,051
2009 27,169
2010 26,136
2011 24,449
2012 25,532
2013 25,563
2014 27,484
2015 27,895
2016 27,026
2017 27,02
2018 25,452
2019 25,649
2020 25,215
2021 26,141
2022 24,469
2023 23,958
2024 24,716
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D Predpisy kubického interpolaéniho splinu

Pro interval [1999, 2000]:
s(x) =-0.4368x"3 + 0.6739x"2 + 0.1499x + 35.6380

Pro interval [2000, 2001]:
s(x) =-0.4368x"3 + -0.6365x"2 + 0.1873x + 36.0250

Pro interval [2001, 2002]:
s(x) =1.2820x"3 +-1.9469x"2 + -2.3961x + 35.1390

Pro interval [2002, 2003]:
s(x) =-0.0433x"3 + 1.8991x"2 + -2.4439x + 32.0780

Pro interval [2003, 2004]:
s(x) =-1.7609x"3 + 1.7693x"2 + 1.2246x + 31.4900

Pro interval [2004, 2005]:
s(x) =1.6199x”3 +-3.5134x"2 + -0.5195x + 32.7230

Pro interval [2005, 2006]:
s(x) =-0.2488x"3 + 1.3464x"2 + -2.6866x + 30.3100

Pro interval [2006, 2007]:
s(x) =-0.7398x"3 + 0.6000x"2 + -0.7402x + 28.7210

Pro interval [2007, 2008]:
s(x) = 1.5889x"3 +-1.6194x"2 + -1.7596x + 27.8410

Pro interval [2008, 2009]:
s(x) =-1.7980x"3 + 3.1474x"2 + -0.2315x + 26.0510

Pro interval [2009, 2010]:
s(x) =0.5439x"3 + -2.2464x"2 + 0.6695x + 27.1690

Pro interval [2010, 2011]:
s(x) =1.1194x"3 + -0.6148x"2 + -2.1917x + 26.1360

Prointerval [2011, 2012]:
s(x) =-1.5976x"3 + 2.7435x"2 + -0.0629x + 24.4490

Prointerval [2012, 2013]:
s(x) = 1.4490x"3 + -2.0493x"2 + 0.6313x + 25.5320

Pro interval [2013, 2014]:
s(x) =-1.2563x"3 + 2.2976x"2 + 0.8796x + 25.5630
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Pro interval [2014, 2015]:
s(x) =0.1760x"3 +-1.4711x"2 + 1.7061x + 27.4840

Pro interval [2015, 2016]:
s(x) =0.7821x"3 +-0.9430x"2 + -0.7081x + 27.8950

Pro interval [2016, 2017]:
s(x) =-1.1614x"3 + 1.4032x"2 + -0.2479x + 27.0260

Pro interval [2017, 2018]:
s(x) =1.4384x"3 +-2.0809x"2 + -0.9255x + 27.0200

Pro interval [2018, 2019]:
s(x) =-1.2653x"3 + 2.2344x"2 + -0.7721x + 25.4520

Pro interval [2019, 2020]:
s(x) =1.2267x"3 +-1.5615x”2 + -0.0992x + 25.6490

Pro interval [2020, 2021]:
s(x) =-1.6507x"3 + 2.1187x"2 + 0.4580x + 25.2150

Pro interval [2021, 2022]:
s(x) =1.4179x"3 + -2.8333x"2 + -0.2566x + 26.1410

Prointerval [2022, 2023]:
s(x) =-0.2620x"3 + 1.4204x"2 + -1.6695x + 24.4690

Pro interval [2023, 2024]:
s(x) =-0.2620x”3 + 0.6345x”2 + 0.3855x + 23.9580
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E Rocni ménovy kurz devizového trhu EUR/RUB

rok cenaeura [RUB] rok cena eura [RUB]
1999 26,254 2012 39,636
2000 27,777 2013 40,783
2001 26,663 2014 47,442
2002 26,366 2015 77,755
2003 34,29 2016 81,789
2004 35,579 2017 64,911
2005 36,516 2018 69,75
2006 34,183 2019 74,89
2007 34,499 2020 70,865
2008 36,32 2021 91,853
2009 45,72 2022 86,973
2010 42,105 2023 76,662
2011 40,799 2024 97,178

F Kod pro zjisténi vhodného poctu harmonickych slozek
Fourierovy rady

clc; close all;

%% nacteni dat z excelu
T = readtable("eur to czk all time.xlsx");
A = table2array(T);

Y =A(;,2);
X =1999:1:1999+ength(Y)-1;

% pocet testovanych harmonickych slozek
pocet harmonickych slozek =1:1:8;

chyba = zeros(size(pocet_harmonickych_slozek));

% K-nasobna kiizova validace
k =5; % Pocet skupin pro kiizovou validaci
indices = crossvalind('Kfold', length(X), k);

for i = 1:length(pocet harmonickych slozek)
chyby k = zeros(1, k); % Pole pro uchovani chyb pro kazdou skupinu

forj=1k
test_indices = (indices ==));
train_indices = ~test_indices;
fourier fit = fit(X(train_indices)., Y(train_indices), ['fourier’,
num2str(pocet harmonickych slozek(i))]);
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chyby k(j) = rms(fourier fit(X(test indices)) - Y(test indices));
end

% Prameérna chyba pro dany pocet slozek
chyba(i) = mean(chyby k);
end

for i=1:1:length(pocet_harmonickych slozek)
if min(chyba)==chybal(i)
display(pocet_harmonickych slozek(i));
end
end

% Vykresleni zavislosti chyby na poctu harmonickych slozek
plot(pocet harmonickych slozek, chyba, '-x");

grid on

xlabel("Pocet harmonickych slozek');

ylabel(‘'Primérna RMS chyba');

title('Zavislost chyby na po¢tu harmonickych slozek');

G Kod pro regresi Fourierovou radou

clc; close all;

% nacteni dat z excelu
T = readtable("eur to czk all time-do2022 xIsx"),
A = table2array(T);

% rocni
Y=A(,2);
X =1999:1:1999+ength(Y)-1;

% Pocet harmonickych slozek pro Fourierovu aproximaci
pocet_harmonickych_slozek = 2; % optimalni pocet zjistén scriptem
harmonicke slozky (ptiloha F)

% Fitovani dat Fourierovou fadou
fourier fit= fit(X', Y, ['fourier', num2str(pocet harmonickych slozek)]);

% Ziskani predpisu vysledné Fourierovy fady
predpis = formula(fourier _fit);

a0 = fourier_fit.a0;
al =fourier fit.al;
bl = fourier fit.bl;
a2 = fourier fit.a2;
b2 = fourier fit.b2;
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w = fourier fit.w;

fprintf("Ptedpis vysledné Fourierovy fady: %d + %d*cos(x*%d) + %d*sin(x*%d) +
%d*cos(2*x*%d) + %d*sin(2*x*%d)", a0, al, w, b1, w, a2, w, b2, w);

0dhad2023 = a0 + al*cos(2023*w) + b1*sin(2023*w) + a2*cos(2*2023*w) +
b2*sin(2*2023*w);,
display(odhad2023)

%% Vykresleni
border = 5;

% body

figure (‘'Name', 'E_inf"),

plot(X, Y, 'kx', 'linewidth',3);

grid on;

title('Polynomialni regrese ro¢niho vyvoje ménového kurzu EUR/CZK");
xlabel('rok)

ylabel('cena eura (K¢)')

xlim([min(X)-border max(X)+border])

ylim([min(Y)-border max(Y)+border])

hold on;

% polynom
fplot(@(x) a0 + al*cos(x*w) + b1*sin(x*w) + a2*cos(2*x*w) + b2*sin(2*x*w),
[min(X)-border, max(X)+border], -, linewidth',1.5);

% osy

xline(0, linewidth',2);
yline(0,'linewidth',2);
hold off;

% osy

xline(0, linewidth',2);
yline(0,'linewidth',2);
hold off;

H Vyvoj poétu obyvatel CR

rok pocet ob.  rok pocet ob. rok pocet ob.
1785 4250000 1885 8480362 1985 10336742
1786 4318000 1886 8524953 1986 10340737
1787 4392000 1887 8569544 1987 10348834
1788 4418000 1888 8614135 1988 10356359
1789 4414000 1889 8658727 1989 10362257
1790 4444000 1890 8703318 1990 10362740
1791 4497000 1891 8761173 1991 10308682
1792 4531000 1892 8832295 1992 10317807
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1793
1794
1795
1796
1797
1798
1799
1800
1801
1802
1803
1804
1805
1806
1807
1808
1809
1810
1811
1812
1813
1814
1815
1816
1817
1818
1819
1820
1821
1822
1823
1824
1825
1826
1827
1828
1829
1830
1831
1832
1833
1834
1835
1836
1837
1838
1839
1840
1841
1842
1843
1844
1845

4553000
4570000
4588000
4598000
4633000
4668000
4670000
4659000
4692000
4767000
4823000
4894000
4941000
4883000
4857000
4876000
4853000
4870000
4916000
4951000
4859000
4826000
4810000
4878000
4961000
5021000
5093000
5272791

5353785
5426885
5494633
5567415
5641433
5715138
5831825
5933743
5959643
5996788
6071798
6117669
6114791

6139975
6191643
6200250
6197244
6248539
6314283
6378071

6459128
6531908
6578355
6630222
6682437

1893
1894
1895
1896
1897
1898
1899
1900
1901
1902
1903
1904
1905
1906
1907
1908
1909
1910
1911
1912
1913
1914
1915
1916
1917
1918
1919
1920
1921
1922
1923
1924
1925
1926
1927
1928
1929
1930
1931
1932
1933
1934
1935
1936
1937
1938
1939
1940
1941
1942
1943
1944
1945

8903416
8974537
9045659
9116780
9187901
9259022
9330143
9333853
9404689
9474876
9545134
9615027
9684512
9754475
9824544
9894520
9964789
10035575
10099152
10157344
10221343
10283486
10285882
10221815
10128304
10004335
9921710
9978420
10002030
10112730
10198370
10277770
10369760
10442610
10495940
10549221
10597761
10648057
10702208
10750003
10791313
10826082
10853125
10872519
10888540
10877442
11105990
11159539
11129373
11054018
11034846
11109341
10692912
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1993
1994
1995
1996
1997
1998
1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015
2016
2017
2018
2019
2020
2021
2022

10330607
10336162
10330759
10315353
10303642
10294943
10282784
10272503
10224192
10200774
10201651
10206923
10234092
10266646
10322689
10429692
10491492
10517247
10496672
10509286
10510719
10524783
10542942
10565284
10589526
10626430
10669324
10700155
10500850
10759525



1846
1847
1848
1849
1850
1851
1852
1853
1854
1855
1856
1857
1858
1859
1860
1861
1862
1863
1864
1865
1866
1867
1868
1869
1870
1871
1872
1873
1874
1875
1876
1877
1878
1879
1880
1881
1882
1883
1884

6723727
6768064
6778356
6789915
6826465
6870370
6925780
6976739
7029810
7044048
7045616
7091652
7151837
7214655
7277801
7328855
7373633
7429933
7483274
7528107
7532419
7533238
7584956
7643553
7698830
7754152
7809472
7864793
7920115
7975435
8030757
8086077
8141398
8196719
8252040
8301997
8346588
8391180
8435770

1946
1947
1948
1949
1950
1951
1952
1953
1954
1955
1956
1957
1958
1959
1960
1961
1962
1963
1964
1965
1966
1967
1968
1969
1970
1971
1972
1973
1974
1975
1976
1977
1978
1979
1980
1981
1982
1983
1984

9523266
8765230
8893104
8892613
8925122
9023170
9125183
9220908
9290617
9365969
9442040
9513758
9574650
9618554
9659818
9588016
9621808
9668741
9730019
9785102
9826188
9854241
9877632
9896695
9805157
9830602
9868379
9919519
9994761
10062366
10128220
10189312
10245686
10296489
10326792
10303208
10314321
10322823
10330481
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