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Uvod

Tato bakaléska prace obsahuje téhy nekterych dilezitych funkci vysky-
tujicich se v teorii pravgbodobnosti a statistice.

VySetenim pfibchu funkce rozumime teni vlastnosti funkce a nasledné&nma
nuti grafu funkce. Samotny graf nAm dava mnoheri lgedstavu o tom, jaké&eaka
(zavisla) veltina reaguje na zému jiné (nezavislé) valiny, nag. jak zavisi ujeta draha
na dok, po kterou se i@dnet pohyboval nebo vliv @imérné rychlosti automobilu
na spotebu benzinu. Dale slouzi k rychlé orientaci, ipdpe z ®&j vycist vlastnosti
funkce.

Pokud méme o studované funkci dostatek informaefi rproblém jeji graf
nartnout. Jednou z alternativnich moznosti, vyuziehny praxi, je pgitani pomoci
program Maple, Wolfram Alpha, Graphmatica, Matlad. Dale je mozné vyuZzit
nckteré online aplikace dostupné napna graph.seriesmathstudy.com nebo
um.mendelu.cz. i@stoZze pomoci dkolika malo gikazi ziskame powrrné rychle
vySeteny cely piébéh funkce, program nam \kterych gFipadech ani nesia
Napiklad v situaci, kdy mame sloZitytedpis funkce (napy*-rozdleni), ktery je nato-
lik komplikovany nebo zavisi na parametru, jakdgenu tak v této praci. Proto jsem
zvoleny problémeSila evazré rucné s vyuzitim programu Wolfram Alpha, ktery mi
pomohl k o¥feni spravnosti mych vygti. K tvorbé grafi jsem pouzila jednoduchy
software Graph, s vyjimkou obrazku?2, ktery jsem fevzala z publikacgs].

Prace je roz8lena do dvou ¢asti. Vprvni si uvedeme nezbytny
piehled zakladnich pojintykajicich se pibéhu funkce, bez nichz se v celé praci neobe-
jdeme. Druhacast nas uvede do problematiky teorie pegadiobnosti a statistiky,
podrobré si ukaZzeme postup vypi pribéhu hustot skterych absoluté spojitych roz-
déleni prav@podobnosti a na zakladiskanych adajsestrojime vysledny graf.

Moji snahou bylo fedevSim vytvéit motivacni pomicku ke studiu problemati-
ky prab¢hu funkce, a to jak pro studenty matematickych dld@frodowdeckeé fakulty

Univerzity Palackého, tak pro Sirokouiegmost.



1 Prubéh funkce

V této kapitole si podrokinvyswtlime jednotlivé vlastnosti funkci a zakladni
pojmy s nimi spojené, se kterymi se setkamerygsetrovani ptibéhu funkce. Pro teore-
tickou ¢ast byla pevazr vyuzita literaturdl1], [2], [3] a[4].

Zpravidla nas budou zajimat tyto vlastnosti:

* defini¢ni obor a obor hodnot,

» periodinost, sudost a lichost funkce,

» pras&iky jejiho grafu s osami ay,

 intervaly spoijitosti funkce, body nespoijitosti mity v bodech nespojitosti,

* prvni derivace funkce, kterou vyuZijeme kcemi interval monotonie,
stacionarnich bada lokalnich extrérin,

» druhd derivace funkce s jejiz pomoci stanovimexnfi body, intervaly konvex-
nosti a konkavnosti,

* rovnice asymptot.

1.1 Funkce a jeji graf, funkéni hodnota, definiéni obor,

obor hodnot
Pred samotnym zavedenim padajmtykajicich se vlastnosti funkce, je niéye

nutné uveést &kolik dulezitych definic, které s fibéchem funkce Uzce souvisi. Je tedy

potrebné formulovat pojem funkce, graf, fumik hodnota, defirni obor a obor hodnot.

Definice 1. Realna funkce jedné reélné prémé (dale jen funkce) je zobrazeni
f mnozinyA c R do mnozinyR. Proménnou x € A nazyvamenezavisle pro@nna
Cislo f (x) se nazyvdunkni hodnotafunkcef v bodk x.

Mnozina A c R se nazyvadefinicni obor funkce f a zn&ime ho D(f). MnoZzina

{y eR; y=f(x), x € D(f)} se nazyv@bor hodnofunkcef a zn&ime hoH(f).

Definice 2. Grafem funkcef nazyvame mnozinu vSech hiod

D(f) ={(x,y) € R* x € D(f),y = f(x)}.
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1.2 Periodicita, sudost a lichost

Dulezitymi vlastnostmi funkce jedné prémmé je jeji periodicita, sudost

a lichost, a proto si v této podkapitole uvedenjiehelefinice.

Definice 3. Funkcef se nazyvderiodick] jestlize existuj&islop € (0; o) takové, Ze
a) Vx € R platix € D(f) praw tehdy, kdyzx + p € D(f),

b) f(x +p) = f(x) pro kazdéx € D(f).

Cislo p se nazyva perioda funkce. Nejmensi kladna perioda funkge se nazyva

primitivni periodafunkcef.

Graf periodické funkce fize vypadat naptakto:

¥
]

1 1 X
ol 7 ,
P

Obrazek 1: Graf funkce f(x) = sin(x) + 2.

Pri zkoumani vlastnosti periodické funkce se&istamezit jen na libovolny polo-
zaveny interval délkyp, kde p je primitivni perioda. Takovy interval se nazyva

zakladni interval periodicityeto funkce.

Definice 4. Funkcef se nazyv&ud3 resplicha, jestlize
a)Vx € R platix € D(f) praw tehdy, kdyz—x € D(f),

b) f(—x) = f(x), resp.f(—x) = —f(x) pro kaZzdéc € D(f).

Pozndmka 1.Graf sudé funkce je os®&wsoungrny podle osy a graf liché funkce je

stredow soungrny podle pdatku soustavy sdadnic.



1.3 Monotonie

Pomoci diferencialniho gtu Ize ukit intervaly, v nichz je funkce rostouci, resp.

klesajici a stanovit jeji extréemy (viz podkapitdld).

Definice 5. Jestlize pro vSechny,, x, € (a,b), x; < x, plati

a) f(x1) < f(x), pak se funkcg nazyvérostouci na intervalia, b),
b) f(x1) > f(x;), pak se funkc¢ nazyvaklesajici na intervala, b),
c) f(x1) = f(x,), pak se funkc¢ nazyvanerostouci na interval(a, b),

d) f(x1) < f(x;), pak se funkcg nazyvaneklesajici na interval(a, b).

Véta 1. Nech’ ma funkcef derivaci na oteeném intervali{a, b). Potom plati
a) je-li f'(x) > 0Vvx € (a,b), pak jef rostoucina intervalu(a, b),

b) je-li f'(x) < 0Vx € (a,b), pak jef klesajicina intervalu(a, b),

c) je-li f'(x) =0Vx € (ab), pak jef konstantnha intervalu(a,b),

d) je-li f'(x) <0Vx € (a,b), pak jef nerostouci na interval(a, b),

e) je-li f'(x) = 0Vx € (a,b), pak jef neklesajici na interval(a, b).

Definice 6. Funkce, ktera je rostouci nebo klesajici na intar¢a b), se nazyvayze
monotonnina intervalu(a, b). Funkce, ktera je nerostouci nebo neklesajichtexvialu

(a,b), se nazyvdnonotonnha intervalu(a, b).

1.4 Lokalni extrémy
V této casti si uvedeme definice aty nezbytné fi vySetovani lokalnich
extremi zadané funkce.iBdevSim mluvime o jednotlivych typech lokalnichréxt
a dale ukazujeme, jakigejich hledani pouzit prvni a vySsi derivace siwahé funkce.
Lokélni extrémy hledame vZzdy na otemé mnozia a davaji informaci o vlastnostech
funkce v daném bada jeho bezprostdnim okoli.

Véta 2. (Nutna podminka pro lokalni extréenNecit ma funkcef derivaci v bod
Xo € D(f). Mé&-li funkce f v bod x, lokalni extrém, potonf’(x,) = 0.

Disledek 1. Jestlize existuj¢’(x,) af’'(xy) # 0, pakf nema vx, lokalni extrém.
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Tento disledek nam zmenSuje mnozinu bBpdde je mozny lokalni extrém.
Tedy hledame-li lokalni extrémy funkce, pédwjeme tzv.stacionarni bodya body,

v nichZderivace neexistuje.

Definice 7. Stacionarnim bodenfunkce f nazveme bodx, € D(f), pro ktery

f'(xo) = 0.

Definice 8. Rikame, Ze funkc¢ ma v bod x, € D(f) ostré lokalni maximunf(x,),
resp. ostré lokalni minimurfi(x,), existuje-li redukované okofi*(x,) takove, Ze pro
vdechny body € U*(x,) platif(x) < f(x,), resp.f(x) > f(xo).

Existenci a druh extrému duje prvni postaujici podminka existence lokalniho
extrému:
Véta 3. Neclt f je spojita v bod x, € D(f) a necli maf prvni derivaci na &akém
U*(xy) < D(f) (pricemz vx, derivace existovat nemusi). Pak plati:
a)Je-li f" >0 nalU"(xy) af' <0 naUi(xy), potom maf v bock x, ostré lokalni
maximum.
b) Je-li f" <0 naU*(xy) a f' >0 naUi(xy), potom maf v bod x, ostré lokalni

minimum.

V praxi se tak&asto uziva k weni druhu extrému tzwruha \sta o postdu;ji-
cich podminkéachpro lokalni extrémy:
Véta 4. Neclt x, je stacionarnim bodem funkg¢ea necli existuje nenulovg"’ (x,).
Potom ma funkce v x, ostry lokalni extrém.
a) Je-lif""(xy) > 0, ma funkcef v boct x, ostré lokalni minimum.

b) Je-li f" (xo) < 0, ma funkcef v boct x, ostré lokalni maximum.

Poznamka 2. Pokudf"' (x,) = 0, vySe uvedenoud&u nelze pouzit. V tomtoifpack

zpravidla pouzivdme &fu 3.

1.5 Konvexnost a konkavnost

Pri vySetovani pitibéhu funkce nam obvykle nestaznat definéni obor,

intervaly monotonie a lokalni extrémy. Krénjiz zmininého je nutné kiesrgjSimu
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nakresleni a popisu grafu funkce tak&ldt, zda je funkce konvexni nebo konkavni.

Tyto vlastnosti nam potfize odhalit druha derivace funkce.

Definice 9. Rekneme, Zéunkcef je

a) konvexni na intervald c D(f), jestlize pro kazdéftit body x;, x,, x5 €1,
X1 <x, <x3 plati, ze bod P, = (x,, f(x;)) lezi bu’ pod spojnici botl
P; = (x4, f(x1)) @ P; = (x3, f(x3)) nebo na ni.

b) konkavni na intervalul c D(f), jestlize pro kazdéfit body x;, x,, x5 €1,
x; <x, <x3 plati, Ze bod P, = (x,, f(x;)) lezi bu’ nad spojnici boi
Py = (x1, f(x1)) @ P3 = (x3, f (x3)) nebo nani.

LeZi-li P, pod (resp. nad) spojni®j aP;, nazyva se funkcg ryze konvexniresp.ryze

konkavnj nal.

Definice 10. Rikame, Ze funkceg je konvexni resp.konkavniv intervalul, jestlize

v kazdém bod! je konvexni, resp. konkavni.

Hledani interval konvexnosti, resp. konkavnosti je podle nasleduyigy

vlastre hledanim intervdl, na kterych je funkcg’(x), rostouci resp. klesajici.

Véta 5. Nech’ f méa na(a,b) druhou derivaci. Potom plati
a) f jekonvexnna(a,b) & f"(x) =0Vx € (a,b),

b) f""(x) > 0Vx € (a,b) = f jeryzekonvexnna(a,b),

c) f je konkavnina(a,b) & f"(x) < 0Vx €(a,b),

d) f"(x) < 0Vx € (a,b) = f jeryzekonkavnina(a,b).

1.6 Inflexni body

DalSim velmi dilezitym pojmem, bez kterého se neobejdenievgSetovani

pribéhu funkce, je inflexni bod.

Definice 11. Neclt’ f je spojitd v bod x, a ma v bod x, derivaci (vlastni nebo ne-
vlastni). Rikame, zef ma vx, inflexi, jestli existujeU*(x,) < D(f) tak, zef je
konkavni nal= (x,) a konvexni nal; (x,) nebo naopak. Bodx{, f(x,)) se nazyva

inflexni bodfunkcef.
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Poznamka 3. Inflexni bod pozname tedy tak, Ze &nmdruh& derivace (pokud existuje)

méni znaménko.

K nalezeni inflexnich badnam poniZe nutnd podminka existence inflexe

Véta 6. Nect ma funkcef vbod x, inflexi a necli existuje f"(x,). Potom

f" (xo) = 0.

Poznamka 4.Jedna se o nutnou podminku existence inflexe,lintkgoosta&ujici.
Obracena &ta totiz neplati. Restoze je druha derivace funkcedakém bod nulova,

nemusi mit funkce v tomto bedahflexi.

Disledek 2. Inflexe neniize byt v bodech, ve kterych existuje druha derivage

nenulova.

Pomoci dvou postajicich podminek existence inflexe zjistime inflekody:
Véta 7. Nech méa funkcef spojitou prvni derivaci v badx, a necli existujeU"(x,)
takové, zevx € U*(x,) existujef” (x). Méni-li funkce f'' pti praichodu bodex, zna-
meénko, ma funkce¢ v bo x, inflexi. Nemeni-li f” pti prichodu znaménkgf nema

V x, inflexi.

Véta 8. Nech’ m4 funkcef v bod x, derivaci tetihotadu a nechf " (x,) = 0. Jestli-

zef""(xy) # 0, pak ma funkceg v x, inflexi.

1.7 Asymptoty

Pro nakresleni grafu je ro¥h uzitegné wdét, ma-li zkoumana funkce asympto-
ty. Asymptoty jsou fimky, které nam poskytuji informace o chovani zkangfunkce

prox — + oo a v okoli bod, v nichz ma funkce nespoijitost 2. druhu.

Definice 12.Nech’ je f definovana alespov jednom jednostranném redukovaném
okoli bodu c € R. Ma-li funkce f v bod ¢ alespa jednu jednostrannou limitu

nevlastni, pak seffimka dana rovnict = ¢ nazyvavertikalni asymptota funkge

Definice 13. Necht je f definovana nda, ). Existuje-li gimkap: y = kx + q, takova

~

e
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lim 10 (f (%) = (kx + q)) = 0,

pak se pimkap nazyvaasymptota se sémici funkcef v nevlastnim bogloo.
Poznamka 5. Podobg definujeme asymptotu pro— —oo.

Véta 9. Primka dana rovnigh: y = kx + q je asymptotou funkcg prox — + o pra-
vé tehdy, kdyz existuji vlastni limity

i)
X

k= 1lim,, 4, aq=1im, ;,(f(x) = kx).

Asymptoty lze rozdit do dvou skupin. Pokud existuje asymptota, ker&tse

graf funkce blizi, kdyz se blizi k

a) néjakémugisluc, tak mluvime overtikalni asymptet Tyto asymptoty jsou vzdy
kolmé na osu.
b) hodnot + o, tak mluvime @asymptat se srarnici. Tyto asymptoty jsoufm-

ky vodorovné nebo Sikmé, vzdy jde o graf lineacmkice.

14



2 Hustoty nékterych absolutné spojitych rozdéleni
pravdépodobnosti

Tak jako tomu napovida nadpis této kapitoly, v psicbudeme zabyvatkte-
rymi hustotami absolutnspojitych rozdleni prava@podobnosti. V Gvodu téteasti se
seznamime s pojmy jako je nahodnadmed, rozaleni pravépodobnosti, distribtni
funkce a nakonec hustota nahodnédmai. Pro teoretickowast byla pedevsim vyuzita
literatura[5] a[6].

Nahodna vetiina X predstavujetiselné ohodnoceni vysletlkdhodného pokusu
(pocet zmetk v sérii vyrobki, teplota pacienta ve °C, &t padlych li@ pri hodech
ttfemi mincemi), tedy jeji hodnoty (realizace) jsodivaweny nahodou. Bez uziti nahod-

nych veltin neni myslitelna ani Zadna aplikace matematititissiky.

Zpusob, kterym kazdé hodrioprirazujeme pravgbodobnost toho, Ze nahodna
velicina nabude této hodnoty wtznych ¢iselnych intervalech, se nazyva rotehi
pravdpodobnosti. Jednou z moznosti, jak popsat totosterd je uziti tzv. distribéni

funkce. Rozdleni pravépodobnosti nahodnych véh délime na:

» diskrétni(maji kon€én¢ nebo spdetns mnoho hodnot, n&ppatet vyklicenych
rostlin zn zasazenych rostlin stejného druhu nebdepdodi, které pedchazi
prvnimu padnuti Sestky na kostce v sérii nezavistythodnych pokuis,

» absolut® spojita (maji nespéetne mnoho hodnot, n&pvyska zdravého dosp

Iéhoc¢loveka v cmei Zivotnost daného spi@bitele).

Jejich rozdleni mizeme také popsat alternativnimigpbem — pomoci prave
podobnostni funkce a hustoty, se kterymicasto pracuje |épe nez s obecnou distri-
buéni funkci. Znalost rozfleni pravépodobnosti diskrétni ndhodné vely X je
rovnocenna znalosti jeji pragolodobnostni funkce. V absoldtspojitém gipad je to
ekvivalentni znalosti hustoty. AvSak v mnoha sitohcst&i rozctleni charakterizovat
pomoci r’kolika vhodré zvolenych hodnot, tzwiselnych charakteristik. Mezi nejzna-
mg¢jSi pati stedni hodnota a rozptyl, kteréeplstavuji teoretické obdoby aritmetického

praméru a rozptylu.
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Nize uvedenéesené fiklady budou mit stejnou strukturu, tzn. Ze:

1. uréuji informace o stanoveni deftmiho oboru, oboru hodnot, peri¢dosti,
sudosti a lichosti funkce, fseicich s osamx ay,

2. popisuji intervaly spojitosti funkce, body nespwgiti a limity v bodech
nespojitosti,

3. uvadi vypdaet prvni derivace funkce, kterou vyuzijeme keni intervah mono-
tonie, stacionarnich béd lokalnich extrérin

4. uvadi vypaget druhé derivace funkce a s jeji pomociime intervaly konvex-
nosti a konkavnosti, inflexni body, dale rovnicgraptot,

5. znazotuji grafy funkci.

Ukazeme si pibeh hustoty
* normalniho rozdeni,
» exponencialniho rozteni,

o y-rozdilent.

2.1 Normalni rozdéleni

Normalni rozdleni je jedno z népstji pouzivanych rozéleni prava@podob-
nosti absoluté spojité ndhodné veiny, které je charakterizovano pomodiesini hod-
noty u a rozptylus?. Toto rozéleni zn&ime N(u, 02) a je symetrické podle bodu.
Obvykle popisuje nahodné chyby vznikaji¢i ppakovaném rieni fyzikalnich vekliin
nebo rkkteré dje v prirode, technice i ekonomii. Jakaiglad nahodnéhogk, ktery se
fidi normalnim rozélenim, miZze slouzit nap vyska clovéka, 1Q, délka kodetin,
Zivotni kapacita plic, maximalni dosazené rychimstomobilu atd. Pro funkci hustoty
normalniho rozéeni je typicky tvar Gaussovyrikky, podle niz je také &kdy toho
rozcleni pojmenovano jako Gaussovo réeai.

Specialnim fipadem normalniho roztkni je normované rozteni N(0; 1),

n¢kdy téz standardizované normalni réizahi.

Vysetime piibéh hustoty normélniho rozteni, ktera ma fedpis

(x—pw)?

1 _
f(x)—a—me 202 | x € R,

16



kdeu € R, 0 € R* jsou parametry.

1. Defini¢ni obordané funkce jeD(f) = R. ProtoZze je symetricky kolem nuly,
ma smysl| vysébvat sudost nebo lichost. Funkce neni suda ana hcfripact p # 0,

coz plyne nap z toho, zef(u) # f(—u) anif(u) = —f(u). Pouze prau = 0 se jedna
o funkci sudou, jelikoz plati

f(x) = —=e2e* = f(—x), Vx €ER.

Pomoci rovnicg (x) = 0, tj.

1 _Cxe=w?
e 262 =,

oV2n

urcime phiseiky s osoux. Z toho, ze funkce* je vzdy kladna, vyplyva, Ze neexistuje

_xmw? . , NP
Zzadné realné€islo x takové, abye 202 =0, tj. funkce f(x) nema s osox Zadné

prasetiky.
VySetenim rovnicex = 0, tj.

_(=0-w?
e 202

y:

oV2n

u?

dostavame jediny psetik, ktery protne oswy v hodnok %me_ﬁ.

Dale zjistime znaménko funkce, tj. kladnost a zapst. Z gedpisu funkce jde vi, Ze
f(x) > 0,Vx € R, tudiZ funkce je kladn& ri.

Graficky:

D(f) =R

2. Vypocteme limity funkce v nevlastnich bodech (tzfnoo). Snadno spiitame

. . 1 Gk w? _{eomi)” u)z e~ ®
limeo () = limyn [ 6™ 208 | = = [ze] =0

_ _ . _ew?] o-w?] o0
ahmx_)_oo f(x) = hmx—)—oo _crme 202 = 20—2 [O_ 21-5 ] = 0

Z vypceta vyplyva, Ze v bodl oo | — oo existuje asymptota se smici o rovniciy = 0.

17



3. Abychom nasli intervaly ryzi monotonie a lokalntréxny funkcef, vypcatitame

jeji prvni derivaci. Plati

1 (x—p)?

—57) 26— W) = — e (k- w),

202

_(x—u)z]' ; _mw? (

' 1
fleo) =|—=e
D(f)=R
Pro nalezeni stacionarnich liddinkcef teSime rovnicif’'(x) = 0, tj.

1 _(x-w?

—me e (= =0,

_x=p)?
Po vydleni celé rovnice zapornou konstanteu—— J_ a kladnym vyrazene 202

dostavame
x—u=0.

V naSem pipadt m& uvazovana rovnice prayednoreSenix = u, které je hledanym
stacionarnim bodem funkge JelikoZ jef’ spojita naR a nulova pouze v b&dx = p,
k uréeni znaménka derivace &tavypccitat derivaci v bod z intervalu oo; u)

a (u; o). Napiklad prou —1 € (—oo; u) plati
2

e2zr2 >0

fflu—1) =
aprou+1 € (u; o) plati

12

f'lu+1)= — 3\/_e 202 < 0.

Vysledky zapiSeme do tabulky a zndzornime naose

Interval: (—oo; u) | (u; )
Znaménkof ' (x) + —

Tabulka 1: Znaménko prvni derivace

O

Iz D(f)=R

Z tabulky 1, tzn. z ryzi monotonie plyne, Ze fuaekcneni periodicka.

Graficky:

Protoze jef spojita naR, a tedy i ve stacionarnim bodu= u, a dalef’ meéni pri
prichodu timto bodem znaménko {mi se zde derivace z kladné na zapornou), ma

Z1 s . 1
funkcef v bodt u lokalni maximum s hodnotogﬁ.

18



4. Druha derivace funkce je

17 1 _M ' 1 _(X—#)z 1 _(x—y,)2
i@ =|-mme G- = —ale [ -] +e |

202

1 _(e=p)?

=——=e¢ @ |- (x-w?*+1,D(f") =R

Urcime na jaké mnozinje funkce konvexni, tieSime nerovnici

f"'(x) >0,
cozZ je ekvivalentni s
1 _=m? 1
= [—;(x—y)z + 1] > 0.
. , 1 _G-w? o , , .,
ProtoZze vyraz———= e 202 je vZdy zaporny, lze jim vydit a dostaneme

a3v2n
[—%(x — )2+ 1] < 0.
Po dalSich upravach snadno dostavame
(x —p)? > o2,
neboli
|x —u| > o.

V poslednim kroku v§eSimex—u > o0 A —x+pu > o. Pro lepSi orientaci Si

vysledky zapiSeme do nasledujici tabulky:

Interval: (—o; u—0) |(w—0o;, u+0)| (u+o0; o)
Znaménkof"'(x) + — +

Tabulka 2: Znaménko druhé derivace

Hledanymi inflexnimi body jsow = u — o0 ax = u + 0. Na intervalech-{o; u — o)
a (u+o0; ) je funkce konvexni, zatimco na interva{p — o; u + o) je funkce
konkavni.

Graficky:

v N U

p—o p+o  D(Uf")=R
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5. Na zawr sestrojime graf funkcg.

OIU_\/Z_iD

0

Y

Obrazek 2: Graf hustoty normalniho rozdéleni

2.2 Exponencialni rozcgleni

V teorii pravépodobnosti a matematické statistice je exponerici@ndcleni
dalSim gikladem rozdleni pravépodobnosti absoluthspojitého typu. Typickym i
kladem nahodné veiny s exponencialnim rozténim je doba mezi vyskytem dvou po
sok nasledujicich nahodnych jevNap. ve fyzice dobe popisujecas radioaktivniho
rozpadu, v teorii hromadné obsluhy zase dobkani ve front nebo dobu Zivotnosti
vyrobki a zd&izeni, u kterych dochazi k poruSe ze zcela ndhddpyeéin, nikoliv zako-
nit¢ v disledku mechanického ogebenici disledku Unavy materialu apod.

Toto rozdleni Uzce souvisi s Poissonovym ré&etim, které modeluje @et
n¢jakych udalosti ¥ase (poet dopravnich nehod na vybranéZkvatce za uity
¢asovy interval), zatimco dobu do vyskyttigiuSné udalosti (dobu od jedné nehody do

druhé) Ize modelovat exponencialnim réledim.

Hustota exponencialniho raddni s parametrerm je dana pedpisem

0, pro x <0,
&) 2{%e_i, pro x > 0.
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1. D(f) = R. Z prvnicasti gedpisu funkce jeiejmé, Ze je na interval(l—co; 0)
konstantni, a proto jeji vlastnosti nema smysl pbdiji vySetovat. Pfibéh funkce

budeme tedyeSit pouze pro kladng, pro které ma funkcg piedpis

le_%{.

A
Funkce neni ani suda ani lich4, coz plynefnapoho, Zzef(—1) =0 a f(1) > 0, tzn.
neplati anif (—1) = f(1) anif(—1) = —f(1).
Prisetiky s osoux ziskame z rovnicg(x) = 0 na intervalu0; ), tj.

%e_% =0,x>0.

Z vySe uvedeného vyplyva, Ze rovnice nefegeni, tj. funkce pra > 0 nema s osou

x Zadné piseiky. Priseiiky s osouy nema smysl vySaivat, protoZzec > 0.

Znaménko funkceli e_% je kladné, protoze funkaeg je vzdy kladna a parametr> 0.

2. Funkce je spojita na interval;(o). Vypoiteme limity funkce v krajnich

bodech vysgbvaného intervalu (tzn. v bodebh a). Snadno spitame
limy oo £ (%) = limyoo 7€ 2 = [lxe—x = [ile"“’] -0

Z hodnoty limity plyne, Ze funkcg(x) ma v bod oo asymptotu se sénnici o rovnici

y = 0. Déle plati

. L 1 X2 9 o 1
llmx_,0+f(x)—11mx_,0+7e A= |se A = [Se =-

Funkcef nema vertikalni asymptoty. V béd = 0 mé nespoijitost prvniho druhu, tzn.

skok, jelikoz

lim, o+ f(x) = lim,_ o+ l)te_i = % # 0 = lim,_y- 0 = lim,_- f(x).

3. Abychom nasli intervaly ryzi monotonie a lokalntréxny funkcef, vypcatitame

jeji prvni derivaci. Opt vySetujeme pouze na interva(ld; o). Plati

xs !

f'@) = (37) ==z 5 DU = (0 o0).
Z kladnosti funkcee* a nerovnosti— % < 0plyne, Zef'(x) < 0pro Vx € (0; o),
a proto je funkcef Kklesajici na intervalu(0; ). Funkce f nema lokalni
extrémy na(0; o).
Poznamka 6. V pripac, kdy uvazujeme konstantni funkci dandedgpisemf(x) = 0
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provx < 0, jsou hledanymi stacionarnimi body vSechny bpdy] patici do intervalu

(—oo; 0). Funkcef nema v psatku soustavy sdadnic lokalni ani globalni extrémy.

4. Druha derivace funkce ma tvar
F'@) =(= Se7d) =re 3, va > 0.

Plati Ze, f"(x) > 0, protozZe vyraze% nabyva vzdy kladnych hodnot a hodnota

1 ~ 7 ; w2 , . , . , .
= 0. Uvazovana funkce nema zadné inflexni body a jesé&eni na intervaluQ; o).

5. Ze ziskanych ud4jjiz maizeme snadno detnout graf funkce.

. f(I}

>|-

Obrazek 3: Graf hustoty exponencialniho rozdéleni pro obecné A

Pro gedstavu si uvedeme dalSi grafy této funkce, kteigowvidaji iznym hodnotam

parametru:
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[ f(x)

iaa

b) A=1

-1 1 2

{W¥]

-1

Obrazek 4: Graf hustoty exponencialniho rozdéleni pro A = E

" f(x)

| |

(]
lad

=1

Obrazek 5: Graf hustoty exponencialniho rozdéleni proA=1
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cOA=2

- f(I}

-1 1 2 3 4 3

Obrazek 6: Graf hustoty exponencialniho rozdéleni pro A = 2

2.3 x?-rozdéleni

v?-rozctleni je absoluté spojité rozdleni pravépodobnosti, které ma Siroké
uplatreni v teoretické statistice. Jedna se o ttemti odvozené z normalniho razeni.
Pouzivame ho k testovani nezavislosti nahodnycidimehebo k o¥treni jsou-li dvati
vice vykEri homogenni vzhledem k jisté wghé (nag. posuzujeme-li, zda politické
nazory obyvatel jsoudené v fiznych regionech apod.). Pokud zkouméame, jestli
nahodné vetiny pochazeji z witého rozéleni, mizeme pouzity?-rozckleni. Tento

test je ndm znam pod nézvdrast dobré shody

Véta 10. Nech’ Xi,...... ,X,, Jjsou nezavislé ndhodné ugly, n € N, X; ~ N(0; 1),
Vi =1,......,n. Nahodna vetinaY, = Y™, X? ma hustotu
0, prox <0,
n_y
gn(x) = 2 p'r'ox > 0'

Funkce g, je hustotoutzv. ¥%-rozcleni o n stupnich volnosti, kde € N je

parametr tohoto rozteni.

Vzhledem k odliSnosti ib¢hu funkce pro wzné hodnoty parametra, které
jsou kvalitativr jiné, budeme funkcg,, vySetovat zvlag pro hodnotyn =1, n = 2,
n =3an>4:
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a) Nejdive uvaZzujeme parametr = 1, tj. funkci danou fedpisem

0, prox <0,

1, X -1 X _x
g1(x):{ X2 e 2 X 2e 2 e 2

L 2%1“(%) T Vm  Vemx

prox > 0.

1. Defini¢ni oborD(g,) = R. Funkce neni sudéa ani licha, coz plyneinagoho, ze

g1(—=1) =0 a g,(1) > 0, tzv. neplati anig,(—1) = g,(1) ani g,(—1) = —g,(2).
Pris&iky s osoux vypccitame z rovnice
g1(x) = 0 na(0; o),

cozZ je ekvivalentni s

1 x
X 2e 2

V2m
ProtoZe jmenovatel2r je kladna konstanta a vyrazz nabyvéa pro kazdg kladnych

= 0.

hodnot, st&i jen vyresit

X 2= - 0.
Funkce g;(x) nema Zadné pseiiky s osoux, jelikoZz vySe uvedend rovnice nema
ieSeni, nebd
1
\/_E # 0.

Priseiky s osouy nema smysl| vySaivat, protoZzec > 0.

Pri urcovani znaménka funkce vyjdeme z toho, ze

tzn. funkce g, je kladné prox > 0.

2. Nyni vypcatitame limity funkce v bodech nespoijitosti a na siadefinicniho

oboru. V naSemifpad pouze v bodech* a co. Primym vypaitem dostaneme
1 X
x 2e 2

limx_>0+ gl(X) = limx_,0+ W

Konstantu\/% Ize vytknout ped limitu, a tedy std pouze spditat

-1 x
lim,_,+x ze 2.

Abychom dospli ke spravnému vysledku, budeme uvaZzovat hnékblik situaci.
1
Nejdiive si vyp@itame hodnotlim,,_,+ x" 2, tj.
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1
lim, o+ x 2 = o0,

Dale @i vypoctu vyuzijeme toho, zdim, _,+ e 2 = 1. Tel je jiz snadné dogdtat, ze
l () =—=Ii Fez = -1 (cox 1) =
imy o+ gy (x) = =limy o+ x 2€ —m( ) = .
Pfi vypoctu lim,_,., g4 (x) budeme postupovat obdabjako v gedchozim vypétu.
Plati

1 X

. Yy x2e°2 1 .. Lx _
lim, o g, (x) = hmx_mﬁ = \/%llmx_,oo x 262=0x0=0.

Z vySe uvedeného vyplyva, Ze v Bodo resp. —oo existuji asymptoty se simici

o rovniciy = 0. Funkceg,; ma vertikalni asymptotu o rovnigi= 0.

3. Abychom nasli intervaly ryzi monotonie a lokalnitrény funkceg,, vypciita-

me jeji prvni derivaci a dime jeji definéni obor. Plati

!

g'1(x) = <x:/%zin_%> = \/% [(— %) x_%_le_g + x_%e_g (— %)] =

_x _3 _x _3
e 2x 2 1 X e 2x 2
= Vo (_E_E)‘_ vzm Xt D, x>0

Pro nalezeni stacionarnich lioinkceg, feSime rovnicig’, (x) = 0, tj.

x 3
e 2x 2

2V2m

(x+1)=0.

3

Rovnici si zjednoduSime tak, Ze zapornou konstaritw/'2m a sowin funkci e zx"z,
ktery nabyva vzdy kladnych hodnotiepedeme na pravou stranu rovnice. Upravena
rovnice ma nasledujici tvar

x+1=0.

Resenim rovnice j& = —1. ProtoZe se omezujeme pouze na intervabgd, funkce g,

nema Zadny stacionarni bod.

X 3
Znameénko prvni derivace je zaporne, protoZzeprs 0 je Citatel e 2x 2 (xTH) vzdy

kladny a po jeho vynasobeni zapornou konstartdRr dostavame zaporné znaménko,
tzn. g’';1(x) < 0. Funkce g, je klesajici a nema zadny lokalni extrém na irglerv
(0; ).
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4. Druha derivace funkcg, je

x 3 x !
2

gul(x) — [_ e;\f/%i (x + 1)] = [— Zi/ﬁ (x_% + x_%)l =

!

1 _x _1 _3 Xy 1 23y
=——2m(e2)(x2+x2)+e2(x2+x2)]=

e I EE )| B Ry
= 2\/% > e X X e ZX Zx _4\/ﬁ X X .

Zvypcitane druhé derivace jde vtd ze znaménkog” (x) je kladné, tzn.

_x _5
e 2x 2

Word (x* +2x+3)>0.

Funkceg,; nema zadné inflexni body a je konvexni na intery@i o).

5. Na za¥r zkombinujeme vSechny@dchozi vypoty a obdrzime graf funkce; .

‘[ g (

X

a4

Obrazek 7: Graf hustoty y?-rozdéleni pron = 1

b) Nyni uvazujemer = 2, tedy funkci majici fedpis

0, prox <0,
g2(x) = e_gz_c
> prox > 0.

1. D(g,) = R. Funkce neni suda ani licha, coz plynetnagoho, zgy,(—2) = 0
ag,(2)>0.
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Jelikoze 2 # 0, funkce nema Zadnétmeaiiky s osoux na(0; o). Funkce g, je klad-

né prox > 0, protoZze vyrae_g nabyva vzdy kladnych hodnot.

2. Vypocitané limity funkce v bodech nespoijitosti a krainicodech defiiniho

oboru, tedy v bodech™ a o, jsou nasledujici

X

. . e 2 1., x
lim, o+ go (x) = lim,_ 5+ = Ehmx_)o+ e z=

N |-

1
X1=-
2

. . e 1,. |
alim,_, g, (x) = llmx_mT = Ellmx_)oo ez=-X 0=0.

N|&R

Z konenosti limity v nevlastnim batloo vyplyva, Ze funkce ma v tomto bbasym-
ptotu se srérnici o rovniciy = 0. ProtoZe limita v bo&l 07 je vlastni, funkceg, nema

vertikalni asymptoty.

3. Prvni derivace odpovida vyrazu

g',(x) = —%e_E, x> 0.

Jeji znaménko je zaporné, a proto je funikéx) klesajici na intervaludf o). Funkce
nema zadné stacionarni body.

4. Vypocitdme druhou derivaci

rn 1 —E n
g"2(x) = e72,D(g"2) = (0; ).

Uvazovana funkce nemda Zadné inflexni body. Dalé,pta funkceg, je na intervalu

(0; o0) konvexni, protoZe znameénko druhé derivace jdrida

5. Graf funkceg, je na obrazku.

.

g (x)

\

-

l | ¥
T T T T
1 2 3 4 3

i
M

Obrazek 8: Graf hustoty x>-rozdéleni pron =2
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c) Uvazujemen = 3, tedy funkci majici fedpis

( 0, prox <0,

_x 1 x 1
T

(=g

prox > 0.

1. D(g3) =R. Funkce neni sudad ani lichad, coz plyne inaptoho, Zze

g3(—=1) # g3(1) ani g;(—1) # —g5(1).
Funkce nema zadnégsetiky s osow na(0; oo), protoZefeSeni rovnice

1
xz2=0

nepati do intervalu(0; o). Z predpisug;(x) jde vidst, Ze funkce je kladna pro> O.

2. Ur¢ime limity funkce v krajnich bodech vy$ataného intervalu. Plati

®

1

e 2x2 x 1

: . 1
lim,_, o+ g3 (x) = lim,_ g+ —— N \/_hmx_,0+ e zxz = E(l x0)=0

x 1

a limy_,, g3 (x) = lim, o, eﬁz = \/_hmx_m e zxz =0Xoo=0.

Z vySe uvedeného vyplyva, Ze v koo existuje asymptota se gmici o rovnici

y = 0. ProtoZe limita v bo#07 je vlastni, funkcey; nema vertikalni asymptoty.

3. Prvni derivace méa tvar

X, 11
9's(x) ——re 2 (x 2 —x2), x> 0.

Pro nalezeni stacionarnich lioinkceg; feSime rovnicig’;(x) = 0 na intervalu

(0, ), 4.

X 1 1

1
2\2m
Rovnici si zjednoduSime tak, zZe funkzcj% ez, kterd nabyva vzdy kladnych hodnot,
pievedeme na pravou stranu rovnice. Po Gpna& nasledujici tvar
BER
(x 2—x2)=0.
Resenim rovnice j& = 1. Pomoci stacionarnino bodu reéfiche defingni obor funkce

gs ha dva intervaly(@; 1) a (1; o). Dale utime na jaké mnozinje funkce klesajici, tj.

1
=t 2(x 2—x2)<0
Dostavame tedy, ze > 1. Na intervalu Q; 1) je funkceg’; kladna, tudiz funkcey; je

rostouci na@; 1). Vysledky zapiSeme do néasleduijici tabulky.
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Interval: (0; 1) | (1; )
Znaménkag'; (x) + -

Tabulka 3: Znaménko prvni derivace

Funkce g; ma v bod 1 lokalni maximum shodnotoyz%, protoze g'; meéni pri

praichodu stacionarnim bodem znaménko

4. Druha derivace funkcg; je

o0 =t == (o) s ()] -

x 3

-5 1 1 3 = -
= 4?/22_71 (xi - 2x_5—x_5) = 64\2/326_712 (x?—-2x—1),x > 0.

Pti hledani inflexnich boilfeSime rovnici
X 3
e 2x 2

421

Na intervalu (; o) je feSenim rovnicer = 1 ++/2, které rozdluje D(g"’;) na dva

(x?=2x—-1) =0.

intervaly 0; 1++2) a (1 ++/2; o). P uréovani, kdy je funkce konvexni a konkavni
postupujeme obdoknjako v gredchozich fikladech. Vysledky si afh zapiSeme do
tabulky.

Interval: 0; 1+ V2) (1 +v2; )
Znaménkag''; (x) — +

Tabulka 4: Znaménko druhé derivace

5. Graf funkcegs; je

F 3

-

Obrazek 9: Graf hustoty y?-rozdéleni pron =3
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d) Pron > 3 dostavameimdpis funkce

0, prox <0,
1 -
gn(x) = u prox > 0_

1. Defini¢ni obor g, je mnozZina vSech realnyatisel, tzn.D(g,) = R. Funkce
neni suda ani lichd pro kazdé >3, n € N, coz plyne nap ztoho, Ze
gn(_l) * gn(l) ani gn(_l) * _gn(l)-

Pris&iky s 0sow vypocitame z rovnice
gn(x) = 0 na(0; ),

coz je ekvivaletni s

Jmenovatelzgl“ (%) je kladnéd konstanta a vyraz 2 nabyva vzdy kladnych hodnot,

a proto stéi pouzeresit

n

1
xz ~=0.

JelikoZx > 0, pak také xz ~* > 0. Funkceg,, nema 7adné psesiky s osoux a navic
funkceg,, je kladna.

2. Nyni vypaitame limity funkce v krajnich bodech vy&mtaného intervalu, tj.

v bodech0* a co. Snadno spitame

n X
. s xz ez 1 . n_, X
lim, o+ gn (x) =lim,_,o+ — =7 lim,_,+x2 "e z.

i) ()

X n
Déale si stai uvédomit, Zelim,_,+ez =1 a hodnotalim,_,+xz " pro libovolné

n > 3je nula, protoZe;—l —1 > 0. Nakonec tedy

. 1 . 2_1 _x 1
lim, o+ gn (x) = —=lim, o+ x2 e 2 =
2

or(3) 221(3)

Pfi vypocétu limity lim,_. g, (x) budeme postupovat obdabrako v gedchozim

(0x 1) =0.

vypoctu. Plati
n X
: . x2 'e2 1. n_, o_x
limy_ 0 gn (x) =lim, o — = lim,_,x2 "€ 2.

ZONEA0
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n

X
Pritom vime, Zelim,_ e 2 =0 alim, ., **> = co. Dostavame tedy netity vyraz
"oo X 0", ktery si grepiSeme do tvaru
(00]
llmx_)00 =

V tomto pipact je splréna jedna z podminek pouziti L’Hospitalova pravididomek

rozStime vyrazenx™ a dale upravime

n

>=1 .n n n n -2-m
. x2 x . I 1-n)x . x
lim, oo —=; = lim, xG )_z = limy 00— X 2

ez x e2 e2

Vypocitame si jednotlivé Iimity. Plati, Ze

— —-2-n
a) limy_,,x 2 [oo =0, protoze vyraz— je vzdy zaporny,

n " "
b) limx%wx—{, do niz dosadime pramnou x, je rovna neutitému vyrazu%.
e2

S vyuzitim L’Hospitalova pravidla dostavame

. x™ g vt g X"z I, n!
limy =5 =L limy Lo 2n =% =" lim, o 4n(n — 1) = =7 =M lim, . 2" = = 0.

ez ez ez ez

—2-n

ZvySe popsaného postupu ziskavame, lie, ., x 2 = lim,_ o

S

=0x0=0.

o© |R
NIR

Pro parametryr > 3, z uvedeného vyplyva, Ze v bod resp.—oo existuji asymptoty
se sndrnici o rovnicix = 0. Funkcenema vertikalni asymptoty, protozZe limita v bdl

je vlastni.

3. Pro prvni derivaci funkcg,, plati

=[] - [ () -

X n X n
2

_ e_fxf_ (E _x 1) - e_ﬂfx?_ (n—x—z), x> 0.

()




kterou lze upravit na‘f%in_z n—-x-2)=0.
Kladnou konstant@z*'T (%) a sowin funkci e zxz 2 prox > 0, které nabyvaji vzdy
kladnych hodnot, fgvedeme na pravou stranu rovnice. ZjednoduSenaceoum nasle-
dujici tvar
n—2-x=0.
Reseni jex = n — 2, protoZzen > 2, jde o kladn&eseni. Utime na jaké mnozinje
funkce rostouci, tifeSime nerovnici
g, () >0.
Postup vypétu je obdobny jako u hledani stacionarnich tbdtleSenim nerovnice je
n—2—x>0, coz je ekvivalentni &« <n — 2, tzn. x € (0; n —2). Funkceg, je
rostouci na@; n — 2) a klesajici na intervalwn(— 2; «). ProtoZe derivace funkceém
pii prachodu pes bod n — 2 znaménko, ma v ba&d n — 2 lokalni maximum
(n—z)%‘le‘nT_2

s hodnotou————.

()

4. Druhé derivace funkce je

g'n(x) = [ (H_Z)l = o [(5572) a-x-2+ i Hm-x-2)| =

er(g) 2 o2+1p z

=g UG- e e (-2 - @)

D(g”n) = (0; o).
VySetime body podeelé z inflexe, tj. body > 0 sphiujici rovnici g'',,(x) = 0, a tedy

zg’fllr(ﬁ) {[(g - 1) X7 2e s — %xg—le‘g] (n—x—2)— (e_gxg_z) } —0.
2

.. . « n n , . . .
Rovnici upravime tak, Ze kladnou konstaﬁle(E) nasobime nulou a roznasobime

vSechny zavorky a vytkneme vyra;%‘ExTz. Vysledkem je
%e_E x2 (% —2nx —4n+x% +4x+2) = 0.

, 1 X 5, . L
Vyraz ~e"z xz % prevedeme na pravou stranu rovnice a dostavame
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n—2nx—4n+x*>+4x+2=0,
cozZ je ekvivalentni s
n—x-2)2-2=0.

ReSenim rovniceje =n++vV2 -2 ax=n—+2 -2.
Dale utime na jaké mnozinje funkce konvexni, tgeSime nerovnici

g''n(x) > 0.
Pri vySetovani nerovnice postupujeme obddlako @i hledani inflexnich boil Rese-
nim je tedyx > n ++2 —2 ax > n —+/2 —2. Pro lep&i orientaci si vysledky pro para-

metrn > 3 zapiSeme do tabulky.

Interval: O;n—V2-2)| m—V2-2n+vV2-2) | n+V2-2;0)

Znaménkag'',, (x) + +

Tabulka 5: Znaménko druhé derivace
Z tabulky 5 je zejmé, Ze funkce je konkavni na intervatu— V2 —2; n+ V2 —2),
konvexni na intervalud¢ n —v2 —2) a (@ + V2 —2; o).

5. Nyni zkombinujeme vSechnygxchozi vypéty a ukazeme si, jak vypada graf

funkceg,.

F

g,(x)

Obrazek 10: Graf hustoty x2-rozdélenipron =4



Zavér

Cilem této prace bylo seznanitend&e s vysSatovanim piabehu rekterych dile-
Zitych funkci vyskytujicich se v teorii praggodobnosti a statistice.

V prvni ¢asti bakaléské prace jsem sdgqalevsSim zawfila na teoretickou stran-
definice a ¥ty z této problematiky.

V druhé ¢asti jsemteSila pfibehy hustot tech absolutéh spojitych rozdleni.
Konkrétrt se jedna o normalni, exponencidlniyarozdsleni. Samoejms existuje
mnohem vice roztdeni pravépodobnosti, se kterymi seieme setkat v teorii pravd
podobnosti a statistice, ale dopé&eny rozsah této prace nedovolumevat pozornost
vSem. V jednotlivych fikladech jsem stkin¢ nastinila vyuZziti &chto rozaleni prave-
podobnosti v praxi. Podrobjn jsem prozkoumala jednotlivé vlastnosti vy@stanych
funkci, na zakladl kterych jsem naslednsestrojila vysledny graf.fPieSeni problému
jsem pouZzivala matematicky software Wolfram AlpNe&jv¢tSi vyhodou programu je,
Ze pongrné rychle dokéaze vypoitat tiznéciselné vyjadeni a nakreslit graf. Sama jsem
se ale pes\vdcila, Ze pokud mame sloZjsi predpis funkce, ktery zavisi hned néo-
lika parametrech, tak jako je tomugfirozdsleni, je poteba velké opatrnosti a &kte-
rych piipadech se neda pouzit.

Bakal&skou praci jsem vypracovavala se zajmem a zauj®@jen, Zze jsem si
oprasila svoje znalosti z oblastitbghu funkce, pravébodobnosti a statistiky, ale zis-
kala i mnoho novych. Dale jsem si prohloubila zstl@race s matematickym soft-
warem a zvysSila efektivituip praci s literaturou. Téma bylo proénvelmi prinosné
a potvrdila jsem si, Ze moje volba byla spravna.

Doufam, Ze se mi podifo zpracovat danou problematiku srozumitelnym

a prehlednym zfisobem, ktery dovoliten&i pochopit danou oblast beztgich nesnazi.
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