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Uvod

Téma této diplomové prace je studium teorie agregacnich funkci na konec-
nych svazech. Velkou pozornost v praci vénujeme tomu, jak co nejvice zmen-
Sit pocet funkci obsazenych v generujici mnoziné agrega¢niho klonu. V prvni
¢asti prace pripomeneme obecnou definici agrega¢ni funkce na realném inter-
valu a zaroven ukazeme nejznaméjsi agregacni funkce s jejich grafy. Nasledné
se zabyvame konstrukei klonti pomoci zobrazeni Pol a Inv, pficemz dokdzeme
tzv. Bakerovu-Pixleyho vétu. V nasledujici kapitole se nejprve zamérime na
definici agrega¢ni funkce na svazech a posléze predstavime metodu konstrukce
generujici mnoziny popsanou v ¢lanku [4]. Déale budeme tuto generujici mno-
zinu postupné redukovat. V predposledni a nejdilezitéjsi podkapitole 3.4 této
kapitoly ukazeme, zZe linearni fetézce maji charakteristickou generujici mno-
zinu, ktera je ze vSech n prvkovych svazii nejmohutnéjsi. Zavérem celé préce
jsou dva priklady, na kterych jsou ukazany nejdulezitéjsi vysledky predcho-
zich kapitol.



1 Kratky tvod do agregacnich funkci

Uvazujme mnozinu pfipustnych hodnot (typicky interval). Piikladem mo-
hou byt platy vSech obyvatel Ceské republiky. Nasim cilem je z této mnoziny
hodnot dostat jedinou hodnotu, pfedstavujici urcity charakter dané mnoziny.
Obecné se tento proces nazyva agregace a numerickou funkci provadéjici tento
proces nazyvame agregacni funkce. Nejznaméjsi agregac¢ni funkei je aritme-
ticky prumér predstavujici hodnotu, kolem které se nachéazi nejvice hodnot
z mnoziny naméfenych hodnot. Dalsi znamé agregacéni funkce jsou napii-
klad geometricky ¢i harmonicky primeér nebo minimum a maximum. Pokud
bychom pouzili aritmeticky prameér na jiz zminénou mnozinu plati obcant
CR, tak jak uz vsichni vime, tato hodnota je velice neptesna. Z tohoto du-
vodu bychom mohli polozit otazku, zda existuje jina agrega¢ni funkce, kteréa
by davala pfesnéjsi vysledky. Ze v8eho nejdiive je potieba obecné definovat
agregacni funkci, abychom mohli hledat néjaké dalsi.

Definice 1.1. Necht x = (z1,...,x,) € R". Pak agregacni funkce na inter-
valu I C R je takova funkce A : I" — I, pro kterou plati

i) je neklesajici (v kazdé proménné),
ii) spliuje okrajové podminky, tj.

inf A(x)=1infI a sup A(x)=supl,

xeln xeln
kde ¢islo n se nazyva arita agregacni funkce.

V pripadé plati lze v nékterych pfipadech najit lepsi agregacni funkci
a tedy na predchozi otazku odpovédét kladné. To znamené, Zze v téchto pii-
padech se neosvédcil jako dobrou volbou aritmeticky prameér. Vhodnéjsi agre-
gacni funkei je tzv. medidn, ktery ignoruje nejvétsi a nejmensi platy. Proto
podava mnohem lepsi zastupujici hodnotu nez aritmeticky prameér.

V nasledujicim prikladu ukdzeme rozdil mezi aritmetickym primeérem
a medianem. Zaroven bude vidno, Ze median je v tomto pfipadé mnohem
lepsi reprezentativni hodnotou nez aritmeticky prameér.

Priklad 1.2. Vybereme nahodné devét obcani Ceské republiky a nasSim
tikolem bude urc¢it ,charakteristicky* plat této skupinky lidi. Vybrani lidé
maji nasledujici platy usporadané podle velikosti (kvili medianu):

10000, 11000, 13000, 15000, 18000, 23000, 37000, 59000, 183000.



Nejdrive vypocitame ,,charakteristicky* plat pomoci aritmetického prii-
méru, tj. se¢teme vSechny hodnoty (374000) a vydélime ¢islem 9. Vysledkem
je priblizné hodnota 41555 K¢.

Druhou moznosti jak vypocitat ,charakteristicky“ plat je pomoci medi-
anu, ktery v ptripadé souboru s lichym poc¢tem ¢&isel, vybere prostfedni ¢islo.
Pokud ma soubor sudy pocet ¢isel, pak se na prostfedni dvé ¢isla pouzije
aritmeticky prumeér. Vybrali jsme lichy pocet ob¢ant a proto zvolime prvni
moznost. Prostfednim ¢islem a zéroven i ,,charakteristickym® platem je ¢islo
18000 Ke.

Vidime, ze druhy odhad ,charakteristického“ platu je mnohem pfesnéjsi
nez prvni. Taktéz jsme poukézali na to, pro¢ se zkoumaji agregacni funkce.
Tento problém, ktery jsme nastinili se nevyskytuje pouze u platt, ale i v ji-
nych oblastech. Proto maji agrega¢ni funkce Siroké pole ptisobnosti (pravdé-
podobnost, ekonomika, informatika, atd.).

Nyni predstavime nejznaméjsi agregacni funkce tim zptsobem, Ze urc¢ime
jejich funkéni predpisy a jejich binarni verze zobrazime grafem.
Oznaceni: Je zvykem znacit agregaéni funkce velkymi pismeny, jak je to
nastinéno napiiklad v monografii [3].

AM(x) — %Zx
=1

1

GM(x) = <H xz) ” )
MIN(x) = min{zy,...,2,},
MAX(x) = max{zi,...,2T,},

P(x) = .

Grafy muzeme nakreslit pouze pron = 2. Pro hodnotu n = 1 jsou vSechny
funkce identitami a pro hodnotu n = 3 nelze nakreslit grafy, nebot grafy jsou
4-dimenzionalni. Za interval I zvolme (0,1). Poté zminéné funkce a jejich
grafy vypadaji nasledovné:



0.0

Obrazek 1: Grafy binarnich agrega¢nich funkei AM a GM na intervalu (0, 1)

MIN(z,y) = min{z,y} ;

Obrazek 2: Grafy binarnich agregacnich funkei MIN a MAX na intervalu

(0,1)

MAX (z,y) = max{z,y}

0.0




Pi(z,y) =z ; Pz,y)=y

Obréazek 3: Grafy prvni a druhé binarni projekéni agregac¢ni funkce na inter-
valu (0, 1)

Dalsim dulezitym pojmem je skladani agregacnich funkci, ktery hraje du-
lezitou roli v teorii klonu a nasledné pak v generovani agrega¢niho klonu.
S ohledem na to vyslovime jednu dilezitou vétu o agregacnich funkcich. Du-
kaz této véty uvedeme pozdéji, az budeme toto tvrzeni aplikovat na svazy.

Véta 1.3. [3] Necht I je redlny interval a k,n jsou prirozend ¢isla. Necht
A:I¥ -1 aB,...,B,: I" — I jsou agregacni funkce na I. Pak funkce
C=A(By,...,B): I" — I dand predpisem

O(x) = A(Bl(x), . ,Bk(x)) vx € I

je n-drni agregacni funkce na I.

Ukazeme jednoduchy priklad, kde aplikujeme vétu 1.3. Jako funkci A sice
zvolime ternarni agregacni funkci, ale funkce Bi, B, a B3 budou binérni.
Muzeme tedy nakreslit graf slozené agregacni funkce C'.



Priklad 1.4. Necht I = (0,1) a zvolme za agrega¢ni funkce A, By, Bo, B3
nasledujici funkce:

rT+y+=z
Alwys) =
Bl(iﬂ,y)va' > B2(xay) =Y B3(:c,y):max{x,y}.

Potom podle véty 1.3 je agrega¢ni funkce C' ve tvaru

Cle.y) = 5 (V7 +y+ max{e, )

a jeji graf je zobrazen na obrazku 4.

Obrézek 4: Graf slozené agrega¢ni funkce C'
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2 Konstrukce klonti pomoci zobrazeni Pol a Inv

Agregacni funkce tizce souvisi s teorii klont a proto nejprve pripomeneme
nékolik dilezitych pojmu z této oblasti. Klony lze definovat vicero zptisoby,
my vSak pouzijeme konstrukci vyuzivajici zobrazeni Pol a Inv. Cilem této
kapitoly je dokézat tzv. Bakerovu-Pixleyho vétu, ktera bude pozdé&ji hrat
vyznamnou roli pfi generovani agregacnich klont.

2.1 Zobrazeni Pol a Inv

Uvodem této kapitoly pfipomeneme dva kli¢ové pojmy, které jsou podstatné
k definici klonu. Témi pojmy jsou projektivni zobrazeni (projekce) a skladani
zobrazeni.

Necht A je libovolnd mnozina a n € N. Pak pro kazdé i < n a pro kazdé
T1,...,%, € A je i-td n-drni projekce definovana

Py, .. 1) = Xy

Necht f: A* = Aag,...,q,: A" — A. Potom sloZenim k-arni funkce f
a k n-arnich funkei ¢y, . .., gx rozumime n-arni funkei f(g1,...,gx) : A" — A
definovanou vztahem

flgrs--y96)(x) = f(g1(x),...,0k(x)) Vxe A"

Dale je potteba definovat dvé mnoziny, se kterymi budeme po zbytek této
kapitoly pracovat. Prvni je Off) = {f : A" — A} mnozina vSech n-arnich
funkei definovanych na mnoziné A a druha je Rgl) = {p € A"} mnozina vSech
n-arnich relaci definovanych na mnoziné A. Potom nekone¢nym sjednocenim
pres aritu funkce dostdvame mnozinu

Oq= G oy

n=1

jako mnozinu v8ech kone¢né-arnich funkei definovanych na mnoziné A a mno-
zinu
oo
_ (n)
Ra=JRY
n=1

predstavujici mnozinu vSech koneéné-arnich relaci na mnoziné A.

11
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pojmu této kapitoly, pomoci kterého definujeme zobrazeni Pol a Inv. Diive
nez tak u¢inime, zavedeme symboliku funkci, ktera nas bude provazet celym
textem. Taktéz ndm pomuze 1épe pochopit nésledujici definici.

Oznaceni: Necht M je libovolnd matice typu m x n nad mnozinou A a f je
libovolné n-arni funkce. Pak symbolem f* rozumime funkci f aplikovanou na
radky matice M, tj.

@11 ... Qp1 f(alla-"7an1)

Alm - Gpm flatm, -y Qnm)

vysledkem je m-tice hodnot z mnoziny A.

Analogicky definujeme ¢, kde funkce g je m-arni a aplikovana na sloupce
matice M. Tedy

@11 ... Qp1 9(a11>---,a1m)
g (M) = ¢° oo = : :

A1 - Qo glanty ..y Qum)

vysledkem je n-tice hodnot z mnoziny A.
Vzhledem k dulezitosti pravé zavedeného oznaceni, které bude ¢asto po-
uzivano v dikazech, udélame nazorny piiklad.

Priklad 2.1. Necht M je matice typu 3 x 4 nad mnozinou N, ktera je ve
tvaru

1
M=1 3
5

DD N DN
- w
CRoN

a funkce f je definovana vztahem f(x1,zo, x3,74) = 1 + 2 + 3 + x4, kde
operace + je klasické s¢itani. Pak aplikovanim funkce f na fadky matice M
dostavame

1236 £(1,2,3,6) 12
FMy=f(32 41 )= 3241 |=1 10
56 7 2 £(5,6,7,2) 20
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Pokud bychom chtéli funkci f aplikovat na sloupce matice M, dospéli
bychom k tomu, Ze to nelze, nebot funkce f je kvaternarni, ale sloupce ob-
sahuji pouze 3 prvky. Abychom mohli aplikovat funkci f na sloupce, mu-
sime zvolit jinou matici, ktera musi mit 4 fadky. Zvolime nejjednodussi cestu
a pouze provedeme transpozici matice M.

M" =

S W N
— o DN W
N -3 O Ot

Pak aplikovanim funkce f na sloupce matice MT dostavame

135
Foumy = | 380 = (£023,6), £3,2.4.0), £(5,6,7.2))

6 1 2

— (12,10,20).

Aplikovanim funkce f na fadky matice M™* dospé&jeme ke stejnému pro-
blému jako v predchozim pfipadé.

Definice 2.2. Necht p C A? je d-arni relace na A a necht f : A" — A je
n-arni operace na A. Rekneme, 7Ze operace f zachovdvd relaci p (ozn. f<p),
jestlize pro kazdou matici C' typu d X n nad mnozinou A takovou, Ze kazdy
jeji sloupec nalezi relaci p plati, ze vysledek operace f aplikované na radky
nalezi relaci p.

Jinymi slovy, necht cq,...,c, jsou sloupce matice C' a ry,...,ry jsou
radky matice C, tj.

ry

ryq

Pak plati

CL..nCn€p = [H(C)= [ (cr,.. ) = (f(r1),.. ., f(ra)) € p.

13



Poznamka: Muzeme pouzivat téz oznaceni, relace p je invariantni vzhledem
k funkci f, nebo zkrécené relace p je f-invariantni. Symbolem f <1 R rozu-
mime, ze funkce f zachovava kazdou relaci z mnoziny R. Naopak symbolem
F <1 p rozumime, Ze relace p je invariantni vzhledem ke kazdé funkci f € F.

Pozndmka: Po zbytek této kapitoly budeme, vétsinou v dikazech, pouzivat
pismena ,c“ a ,r* k oznaceni sloupcu a rfadki dané matice a to bud piimo,
jako v predchozi definici, nebo za pouziti indexi.

Piiklad 2.3. Uvazujme mnozinu A = {0,1,2,3,4} a na ni definovanou ter-
narni relaci p = {cy,ca,¢c3,¢4}, kde ¢; = (0,1,2), co = (1,2,3), c3 = (2,3,4)
a cy = (0,2,4). Zvolme funkci f : A> — A danou predpisem

f(x1, @9, 23,04, 25) = 21 + T2 + 23 + 74 + 25 (mod 5)

a ovéime, zda zachovava relaci p. Podle definice zvolime libovolnou matici
typu 3 x 5 slozenou z nékterych sloupci cy, co, c3, c4. Napiiklad

2120 2
C = (c3,co9,c3,¢1,¢c3) = 3 2 3 1 3
4 3 4 2 4
Nyni aplikujeme funkci f na fadky matice C.
120 2 £(2,1,2,0,2)
) = f 2 313 =1 32313 | =
3 4 2 4 f(4,3,4,2,4)

Tedy funkce f nezachovava relaci p.

Na druhou stranu, zvolme funkci g : A* — A jako prvni kvaternarni
projekci, tj.
— 4 —
9(1’1a To, T3, $4) — pl(aj’l; To, T3, 1:4) = 1.
Nésledné, jako v predchozim piipadé, zvolime libovolnou matici D, ten-
tokrat vsak typu 3 x 4. Napriklad

0000
D = (C4,C1,C17C4) = 2 1 1 2
4 2 2 4

14



Aplikovanim funkce g dostavame

0000 9(0,0,0,0)
g (D) = ¢ 112 )= 902112 |=
2 2 4 9(4,2,2,4)

Lehce se presvédcime, ze funkce g zachovava relaci p, nebot vysledek je
vzdy prvni sloupec v libovolné matici D.

Pravé zminény piiklad nazorné ukézal, jaké typy funkci zachovévaji kaz-
dou relaci. Témi funkcemi jsou projekce. Z tohoto diivodu jsou projekce tak
dilezitymi funkcemi v teorii klont.

Nésledné definujeme zobrazeni Pol a Inv. Tyto zobrazeni jsou stejné di-
lezita jako zobrazeni uvedend na zacatku kapitoly, tj. projekce a skladani
funkci. Vime, ze pomoci projekei a skladani funkcei budeme pozdéji definovat
klon, ale touto definici myslime zcela obecnou definici. My vSak budeme klon
definovat pravé pomoci zobrazeni Pol a Inv. Jes$té pfipomeiime co znamené
symbol P(A). Ten predstavuje poten¢ni mnozinu mnoziny A.

Definice 2.4. Necht ' C O4 je libovolna mnozina funkci na mnoziné

A a R C R4 libovolna mnozina relaci na mnoziné A. Potom definujeme
zobrazeni InvF : P(O4) — P(R4) a PolR : P(R4) — P(O4) nasledovné

InwwF={peRa|fapVfeFt={peRa|F<ap},
PolR={fecOs| fap,Vpe R} ={fcOa| faR}.

Jinymi slovy, mnozina Inv F' obsahuje vSechny relace invariantni vzhledem
ke vsem funkcim f € F. Naopak mnozina PolR obsahuje vSechny funkce,
které zachovavaji vSechny relace p € R.

2.2 Vlastnosti zobrazeni Pol a Inv

Tato kapitola ukazuje vlastnosti zobrazeni Pol a Inv, které budeme potiebo-
vat k ovéreni toho, Ze zobrazeni Pol a Inv vytvari klon a déle je vyuzijeme
v dikazu jiz zminéné Bakerové-Pixleyho vété. Ze zac¢atku definujeme Galoi-
sovu konexi, protoze jak uvidime v nasledujici vété, tak zobrazeni Pol a Inv
ji splhuji.

15



Definice 2.5. Galoisova konere mezi mnozinami A a B je dvojice zobrazeni
(f,9), kde f : P(A) — P(B), g : P(B) — P(A) takova, Ze pro vSechny
podmnoziny X, X' C AaY,Y’ C B jsou splnény néasledujici podminky

) XCX'=fX)Df(X') a YCY' =g)2DgY),

i) X Cg(f(X)) a YCFlgv)).

Véta 2.6. [10] Necht F, F;,G C O4 a R, R;,QQ C Ry proi € I jsou libovolné
podmnoziny funkci a relaci definovangch na mnoziné A. Pak plati ndsledujici
vlastnosti:

i) FCG = InvF D InvG,
R C @ = PolR D PolQ;

ii) F C PolInvF,
R C Inv PolR;

iii) Inv PolInvF = InvF,
Pol Inv PolR = PolR;

iv) F CPolR< R C InvFE,

v) Inv (U F) =(IvE,

el el
Pol (U RZ-) - ﬂ PolR;.
el el

Diikaz. Vlastnost i) je pfimym diisledkem definice Inv a Pol.

i1) 7 definice 2.4 vime, Ze mnozina InvF obsahuje vSechny F-invariantni
relace. Pokud bychom nyni na takto vzniklé relace pouzili zobrazeni Pol,
dostaneme funkce, které tyhle F-invariantni relace zachovéavaji. Je ziejmé,
7e mezi tyto funkce patii funkce z F', nebot jsme pomoci nich tyto relace
vytvorili. Analogicky se dikaz provede pro druhou inkluzi.

iii) Necht R = InvF. Pak podle vlastnosti ii) plati R C InvPolR
a F' C PollnvF'. Pokud na druhou podminku aplikujeme operaci Inv, do-
stavame pomoci vlastnosti i) nasledujici inkluzi

InvF D Inv PolInvF.

16



Podle predpokladu plati
R C InvPolR = InvPolInvF C InvF = R.
Odtud tedy dostavame, ze Inv Pol InvE = InvF'. Analogicky by se doka-
zala druhé rovnost z vlastnosti 7).
iv)
F C PolR = InvF D Inv PolR D R,
R CInvF = PolR D PolInvF D F.

v) Jelikoz pro kazdé i € I je F; C |J,.; Fi, pak z vlastnosti i) plyne

Inv (U F) CInvE, Viel.

el

Tedy Inv (UiEI E) je obsazeny v jejich pruniku, tj.

Inv (U F) C () InvE.

i€l i€l

Naopak mnozina ()., InvF; obsahuje relace, které jsou Fj-invariantni pro
kazdé ¢ € I. Pak zfejmé obsahuje relace, které jsou Fj-invariantni pro néjaké

1 € I. Plati tedy
mInVFi C Inv <U E) .

il el

Analogicky se dokéze druhé rovnost. m

V pravé zminéné vété jsme pouzivali kombinaci zobrazeni Inv a Pol, kteréa
budou ve zbytku kapitoly velice dulezita. Dalo by se ocekavat, ze zkombi-
novany operator Inv Pol nebo Pol Inv musi mit ur¢itou vlastnost vzhledem
k tomu, Ze zobrazeni Inv a Pol spliuji Galoisovu konexi. Ukazuje se, Ze ta-
kovou vlastnost skuteéné mé. Tou vlastnosti je uzavérovy operator. Nejdrive
pfipomeneme definici uzévérového operatoru a v dalsi vété dokazeme, zZe
zkombinovany operator Inv Pol nebo Pol Inv je uzavérovym operatorem.

17



Definice 2.7. Necht A je neprazdna mnoZzina. Zobrazeni F' : P(A) — P(A)
se nazyva uzdveérovy operdtor na mnoziné A, jestlize pro vSechny podmnoziny
X,Y C A plati

i) X C F(X),
i) X CY = F(X)C F(Y),
i) F(F(X)) = F(X).

Mnozina F'(X) se nazyva uzaviend a iikame, Ze uzaviend mnozina F(X)
je generovdana mnozinou X.

Obecné lze dokazat, ze slozeni funkci z Galoisovy konexe je uzavérovy ope-
rator. Toto tvrzeni lze napiiklad nalézt v monografii [2]. Dokazali jsme, Ze
zobrazeni Inv a Pol spliuji Galoisovu konexi a tedy podle této véty, zkombi-
novany operator Inv Pol nebo Pol Inv je uzédvérovym operatorem. Nebudeme
zde dokazovat zminéné obecné tvrzeni, ale z divodi korektnosti dokédzeme,
ze Inv Pol a Pol Inv jsou uzévérovymi operétory.

Véta 2.8. Operdtor Pollnv : P(O4) — P(O4) je uzdvérovy operdtor na
mnoziné O 4, tj. pro libovolné podmnoZiny F,G C O 4 plati

i) F C PollnvF,
ii) F C G = PollnvF C PolInvG,
i) PolInv(PolInvF') = PolInvF.

Operdtor Inv Pol : P(R4) — P(Ra) je uzdvérovy operdtor na mnoziné R a,
t5. pro libovolné podmmnoziny R,Q) C R plati

i) R C Inv Pol(R),
ii) R C @ = InvPolR C Inv Pol@Q,
i4i) Inv Pol(Inv PolR) = Inv PolR.
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Diikaz. Dokazeme, ze PollInv je uzavérovym operatorem. Analogicky by se
dokézalo, ze Inv Pol je uzavérovy operéator. Ovéfime vlastnosti z definice 2.7.
Vlastnost 1) je pfimo prvni inkluze vlastnosti ii) véty 2.6.

ii) Necht F,G € O4 a F C G. Pak plati

F C G
InvF O Inv@G
PollnvF C PollnvG,

kde jsme v obou krocich pouzili vlastnost i) z véty 2.6.

iii) Z prvni rovnosti ve vlastnosti iii) véty 2.6 dostavame

PolInv (PolInvF') = Pol (Inv Pol InvF’) = Pol Inv F.

2.3 Bakerova-Pixleyho véta

V této kapitole jiz definujeme pojem klonu. Definice 2.9 je obecnou definici
klonu, ktera jak jiz vime, vyuziva projekce a skladani funkci. Hned vzapéti
se podivame na to, jak to vypada s libovolnym prinikem klonti. Dale bude
nasim cilem ukazat, Ze mnozina funkci Pol Inv /" spliuje definici klonu pro li-
bovolnou mnozinu funkei ¥ C O4, coz odpovida tomu, ze mnoziny Pol InvF'
pro vSechny podmnoziny funkeci F¥ C Oy, jsou pravé vsechny klony na mno-
ziné A.

Definice 2.9. Podmnozina C C O 4 se nazyva klonem na mnoziné A, jestlize
obsahuje v8echny projekce a je uzaviené na skladani funkci.

Véta 2.10. Necht A je libovolnd mnoZina a C;,1 € I jsou klony na mnoZiné
A. Pak N {C; | i € I} je klon na mnozZiné A.

Diikaz. Je potieba ovéfit, ze ({C; | i € I} splhuje definici 2.9. Prvni pod-
minka je evidentné splnéna, nebot kazdy klon C; obsahuje vSechny projekce,
¢imz i ({C; | i € I} musi obsahovat v8echny projekce.
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Necht f je n-arni funkce a gy, . . ., g, jsou m-arni funkce patiici do pruniku
viech klona C;, tj. f,91,...,9m € (){Ci|i € I}. Potom patii i do C; pro
kazdé i € I. Vzhledem k tomu, ze C; jsou klony, tak f(g1,...,9m) € C;
pro kazdé i € I, tedy f(g1,...,9m) € (V{Ci |7 € I}. Tim jsme dokazali, ze
N {C:i | i € I} je uzavieny na skladani. Celkové dostavame, ze ({C; | i € I}
je klon na mnoziné A. O

Korektnost nasledujici definice plyne z pravé zminéné véty 2.10.

Definice 2.11. Necht A je libovolna mnozina a F' C O4 je mnozina funkci
definovanych na mnoziné A. Rekneme, Ze klon C je generovany mnoZinou F,
jestlize C = N {C' | F C C',C’ je klon na A}, tj. C je nejmensi (jednoznacéné
uréeny) klon obsahujici mnozinu funkeci F. Tento klon budeme oznacovat
symbolem C(F).

Navic, jestlize je mnozina funkci ' C O 4 konecnd, pak klon C(F') nazy-
vame konecné generovany mnozinou F.

Véta 2.12. Necht podmnoZina funkci C C Oy je klon na mnoZiné A, pak
PolInvC =C.

Diikaz. 7 predchozich vét vime, Zze plati inkluze C C Pollnv(C. V dalsim
kroku dokazeme obracenou inkluzi Pol Inv C C C. To tedy znamena, Ze pokud
funkce f € PollnvC, pak f € C. Toto tvrzeni je ekvivalentni k tvrzeni: f ¢ C
implikuje f ¢ PolInvC.

Necht g : A" — A je libovolna n-arni funkce definovand na mnoziné
A. Pak ji miizeme reprezentovat! jako prvek mnoziny A" tj. funkce g je
reprezentovana jako |A|"-tice prvki z mnoziny A indexovana vSemi prvky
X1,...,X|am € A", kterou oznacime g. Dale zvolime relaci p nasledovné

p={glgect}can

V nasledujicich dvou krocich dokazeme, ze relace p € InvC a libovolné
funkce, ktera nepatii do klonu C, nezachovava relaci p.

!Naptiklad binarni funkci g : A2 — A, definované na mnoziné A o mohutnosti |A| = 3,
odpovida 3%-tice prvka (yi,...,v9) € A%, kde y; je vyslednou hodnotou funkce f pii
vstupni dvojici x; € A2
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1) Necht h € C je m-arni funkce a g, ...,g, € p. Pak

g(x1) . gm(x1)
G 7 = K| g . gnx) | =
gl(X'\Aw) gm(iwn)

h (gl(Xl), Ce ;gm(Xl))

= h(gl(xi),.'..,gm(xz')) =h(g1, -, 9m),

h (gl (X\A|")7 : agm(X|A\"))

kde xi,..., x4 € A" jsou vSechny navzajem ruzné |A|"-tice mnoziny A”.
Ziejmé funkce h (g1,...,9m) € C, tedy h(g1,...,gm) € p. Tim jsme dokazali,
ze libovolna funkce z klonu C zachovava relaci p.

2) Necht f € O4\C je n-arni funkce a py, ..., p € C jsou n-arni projekee,
jimz po fadé odpovidaji |A|"-tice pf,...,p" € p. Pak

pr(x1) .. pp(xa) f(x1)
I (E?vp_g) = f p?<xi) pZ('Xi) = f(Xl) =
Pxap) - PR 7 (x1ap)

= 7

7 toho, 7ze f ¢ C plyne f ¢ p. Tim jsme dokazali, Ze pokud funkce nepatif
do klonu C, pak nezachovava kazdou relaci z Inv C, tj. f ¢ PolInvC.
]

Véta 2.13. Necht F' C Oy4. Pak mnoZina funkci PolInvFE obsahuje vsechny
projekce a je uzaviend na skldddni funkci, tj. tvori klon.

Dikaz. 1. Necht pl' je i-t4 n-arni projekce a p € InvF' je d-arni relace. Pak
pro kazdé 1 < n plati

(@11, yaaqr), - (Qrpy ey Qan) € p =

= (p?(allu oo 7a1n); oo 7p?(a‘d17 L 7adn)) - <a1i7 oo 7a‘di) € p
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2. Necht f je k-arni funkce a gi,...,gr jsou n-arni funkce takové, ze
f,91,-..,9x<InvF. Necht p C A%, p € InvF, pak bude nasim cilem dokazat,

ze (f(g1,---,9k)) <InvF.
flar,--- ,gk)r<(a11, ey Qq)y ey (A1, ,den)) =
= fr<g{((a11,...,adl),...,(aln,...,adn)>,...

"7g]1;<(a117--'aad1)7"'7(a1n7--'7adn)>) -
:fr(<gl(a117"'7a1n)7'"7gl(adla"'7adn)>7---

g

sfep

te (gk<a117-”7afln)7”'7gk<ad17-">adn))) =

-~

SLEP

=fr (si,...,si) = (f(s’l"),,f(sg)) € p.

]

Disledek 2.14. Necht F' C O4 je libovolnd mnozZina funkci definovanijch
na mnoziné A. Pak C(F) = Pollnv F.

Diikaz. Podle véty 2.13 je PolInvF klon obsahujici mnozinu funkci F', tedy
F C C(F) C PollnvF. Na druhou stranu, z toho, ze F' C C(F') plyne
PolInvF C PollnvC(F') = C(F'). Spojenim obou inkluzi dostavame rovnost
a tedy i tvrzeni disledku. O]

Ve vété 2.13 jsme se zabyvali pouze operatorem Pol Inv a nikoli operéto-
rem Inv Pol. Divod je prosty. Definice klonu je definoviana na mnoziné funkeci,
ale mnozina Inv PolR obsahuje relace. Proto na ni nemuzeme aplikovat defi-
nici 2.9.

V zavéru této kapitoly se budeme zabyvat otazkou, zda dana funkce
patfi do klonu ¢ nikoliv. Odpovédi na tuto otézku, je jiz nékolikrat zmi-
néna Bakerova-Pixleyho véta, kterou zformulovali anglicky matematik Alan
K. Baker a americky matematik Alden F. Pixley. Abychom tuto vétu mohli
vyslovit, musime definovat tzv. nu-funkca.
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Definice 2.15. Necht n > 3 a f je n-arni funkce na A. Pak f se nazyva
nu-funkce (near-unanimity), jestlize pro kazdé =,y € A plati

fly,z,....x) = f(z,y,x,...;2) = ... = f(x,...,z,y) =z,

tj. jestlize vSech n — 1 vstupi z n je stejny, pak i vysledek operace f je stejny.

Specialné pro n = 3 dostavame

funkci f nazyvajici se majoritni funkce na A.

Samoziejmé nasim cilem neni pouze Bakerovu-Pixlyeho vétu vyslovit,
ale i dokdzat. V prvni c¢asti dikazu vyuzivime pouze vlastnosti zobrazeni
Pol a Inv, ale druha c¢éast dikazu je mnohem komplikovanéjsi. V této casti
bude tustfednim pojmem nejmensi invariantni relace na mnoziné, ktery je
vice rozvijen v ¢lanku [9]. Tento pojem budeme definovat v definici 2.21,
ale v ditkazu Bakerové-Pixleyho vété budeme potiebovat konkrétni tvar této
relace, ktery je znédzornén az v lemmatu 2.22. Navic v dikazu tohoto lemmatu
vyuzijeme jisté vlastnosti relaci, kterd tvrdi, Zze kazda F-invariantni relace
je C(F)-invariantni relaci. Abychom tuto vlastnost mohli dokazat, musime
nejdiive definovat fad funkce. Tato definice navic vyuziva dva pojmy, kterymi
jsou term a hloubka termu.

Definice 2.16. Necht X je mnozina proménnych a F' mnozina funkci. Pak
n-drnim termem nad mnozZinou X rozumime

i) kazdou proménnou z € X,

ii) jestlize f € F je m-arni funkce a ty,...,t, jsou n-arni termy, pak
f(t1, ..., tm) je n-arni term,

iii) kazdy dalsi term vznikne koneénym poctem kroku i) a ii).

Pozndmka: Kazdou funkci z mnoziny F' lze napsat ve tvaru termu, pricemz
tento term neni jednoznac¢né urceny, viz priklad 2.19.
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Definice 2.17. Necht X je mnozina proménnych, F' je mnozina funkei a t je
libovolny n-arni term nad mnozinou X . Pak hloubku termu dth(t) definujeme
nasledovné

i) dth(t) =0, jestlize t je proménna,

ii) dth(t) = max {dth(t,),...,dth(tx)} + 1, jestlize t = f(t1,...,tx), kde
f € F je libovolna k-arni funkce a tq,...,t; jsou termy, pro které jiz
zname hloubku.

Definice 2.18. Necht f € C(F) a T je mnozina termi urcujici funkei f.
Rekneme, ze funkce f je 7ddu n, jestlize n = min {dth(t) | t € T}.

Vzhledem ke slozitosti dané problematiky, udélame nazorny priklad.

Piiklad 2.19. Uvazujme mnozinu funkei F' = {f,g,h}, kde f je unérni,
g je binarni a h je ternarni funkce. Predpokladejme, zZe kvaternarni funkci
k € C(F') lze napsat pouze nésledujicimi tfemi termy:

1. k(xq, 0, 3,24) = f(h($17x3ax4>);
2. k($1,962,$37$4) = g<f(h($27$2,$4)),h(f(%)af(@)af(x?,)));

3. k(.’lﬁl,xz,$3,$4> = h(g(f(l’g),h(l’l,l'g,le))

f(g(h(xl,xl,xl),f(xl))>
h(f (@), (x2), f(arg))) |

Nyni uré¢ime hloubku jednotlivych termu urcujici funkei k.

1. Z prvni podminky definice 2.17 plyne, Ze proménné maji hloubku 0
a tedy term h(xq,x3,z4) ma hloubku 1. Aplikovanim podminky ii) z definice
2.17 dostavame, ze term f(h(xy, 3, z4)) mé hloubku 2.

2. Z predchoziho bodu vime, Ze term f(h(zq,x3,24)) méa hloubku 2. Déale
termy f(x;) pro @ = 1,2,3 maji hloubku 1 a tedy aplikovinim podminky
ii) z definice 2.17 dostavame, ze term h(f(x1), f(x2), f(23))) ma hloubku 2.
Celkové term g(f(h(xe,xa,24)), h(f(z1), f(x2), f(x3))) méa hloubku 3.
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3. Termy f(xq) a h(xy,x3,x4) maji hloubku 1. Aplikovanim podminky
ii) z definice 2.17 plati, ze term g¢(f(x2), h(z1, 23, 24)) ma hloubku 2. Za-
ménou parametri nezménime hloubku, proto term g(h(xy, z1, 1), f(x1)) ma
téz hloubku 2. Nacez term f(g(h(x1, 21, 21), f(21))) mé hloubku 3. Posledni
vyskytujici se term h(f(x1), f(x2), f(z3)) ma hloubku 2. Celkové tedy term

h(g(f(x2), h(z1, 23, 24)), f(g(h(21, 21, 21), f(21))), R(f(21), f(22), f(23)))

mé hloubku 4, nebot
max{2,3,2} + 1 =4.
Podle definice 2.18 je funkce k fadu 2, jelikoz nejmensi hloubka termu
urcujici funkei k je 2, tj. min{dth(t,), dth(ts),dth(t3)} = min{2,3,4} = 2,
kde t1,t5,t3 jsou po fadé termy urcujici funkei k.

Pomoci pojmu fad funkce jiz muzeme dokazat nasledujici vétu, ktera
ukazuje vlastnost F-invariantnich relaci.

Véta 2.20. Necht A je mnozina a F C O(A),p € R(A). Pak relace p je
F-invariantni pravé tehdy, kdyz je C(F)-invariantnd.

Diikaz. 1. InvF C Inv C(F')

1. Necht k € C(F) je fadu 1. Pak ji lze napsat ve tvaru k = f(g1,...,n),
kde f € F' a g; jsou projekce. Jelikoz projekce vzdy zachovavaji relaci p, pak
z vlastnosti skladani plyne, Ze i funkce f(g1, ..., g,) zachovava relaci p.

2. Predpokladejme, ze funkce tddu < n zachovavaji relaci p. Chceme
dokéazat, ze funkce fadu n + 1 zachovavaji relaci p. Necht k& = f(g1,...,9n)
je tadu n + 1, pricemz tad ¢g; < n + 1 pro kazdé i € {1,...,n}. Jenomze
podle indukéniho predpokladu, funkce g; zachovavaji relaci p. Tedy i funkce
f(g1,--.,9n) zachovava relaci p.

II. Inv C(F) C InvF
Tato inkluze je trividlni, nebot za pfedpokladu, ze kazda funkce z C(F)
zachovava relaci p, ihned plyne, Ze kazda funkce z F' zachovava relaci p.

]

Poslednim krokem, pfed vyslovenim Bakerovy-Pixleyho véty, je definice
jiz zminéné nejmensi invariantni relace a jejiho konkrétniho tvaru, ktery vy-
uzijeme v dikazu oné véty.
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Definice 2.21. Pro FC O ap€ R(Am) definujeme relaci

FF(p)Zﬂ{p'ER(Am) ngp',p'<F},

tj. ['r(p) je nejmensi m-arni F-invariantni relace na mnoziné A obsahujici
relaci p.

Lemma 2.22. 9] Necht p = {cy, ..., ¢,} je libovolnd d-drni relace a C C Oy
je klon. Pak

Le(p) = {g'(er,- e [g€C™} = {g'(p) | g € C™}
= {(9(r),...,9(ra)) | g€ C™}.

Diikaz. Pravou stranu rovnosti oznac¢ime symbolem ¢ a dokdzeme, Ze relace
¢ je nejmensi d-arni C-invariantni relace na mnoziné A obsahujici relaci p.

i) Inkluze p C ¢ plyne z toho, Ze mnozina funkci C™ obsahuje viechny
n-arni projekce.

ii) Necht uy,...,u, € ¢. Pak pro kazdou p-arni funkci ¢ € C existuji
n-arni funkce g1, ..., g, € C takové, Ze plati

¢ (ug,...,w) = ¢ (gi(p), .-, 95(p) = alg1,- - 9p)"(p).

Jelikoz slozena funkce ¢(g1,...,9,) € C, pak d-tice ¢"(uy,...,u,) € ¢
a tedy ¢ je C-invariantni.

iii) Necht s € ¢. Pak 3h € C™ : s = h(p).

Ozna¢me relaci g = ¢ \ {s}. Predpokladejme, Ze ¥ je C-invariantni.
Jelikoz existuji funkce ¢’ € C®) a ¢/, ... NS C™ takové, ze

q(g1,---,9,) =h,
pak z ii) plati s = h(p) € B, coZ je spor s tim, Ze P je C-invariantni.

]
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Konec¢né jiz vime vSe potiebné k tomu, abychom mohli vyslovit i dokazat
Bakerovu-Pixleyho vétu.

Véta 2.23. (Bakerova-Pixleyho) Necht A je konecnd mnozina a C C Oy
je klon, ktery obsahuge (d + 1)-drni nu-funkci. Pak

C = PolInv\¥C.

Diikaz. 1. Nejdrive dokazeme trividlni inkluzi C C Pol Inv®C. 7 vlastnosti
operatort Inv a Pol plyne

Inv®¢

Pol Inv(¥C.

InvC

)
C =PollnvC C

II. Nyni se zabyvejme inkluzi C D PolInv?C. Necht f je libovolna n-arni
funkce z mnoziny Pol Inv(?C. Pak definujeme mnozinu

Mf:{BgA"|EIg€C("):f|B:9|B}

a dokazeme, ze A" € M. Tedy pro kazdou funkeci f € Pol Inv9C existuje
funkce g € C™ takova, Ze f|an = g|an.

Diitkaz provedeme matematickou indukei pfes mohutnost mnoziny B.

1. Predpokladejme, ze |B| < d. Pokud |B| < d, pak relaci pp muzeme
doplnit libovolnymi vektory z B na piipad |B| = d. Tedy mnozina B je tvaru

B = {(l‘ll, Ce ,len), ey (fL’db Ce wxdn)} g A",
Z mnoziny B vytvorime d-arni relaci pg po slozkach, tj.
_ R
pB—<(x117---7xd1)7---7(x1n7---7xdn>>E A -
Vzajemné jednoznacny vztah mezi mnozinou B a relaci pg miizeme znazornit
nésledujici matici, kde radky jsou prvky mnoziny B a sloupce jsou prvky

relace pp.

11 .. Tin

Tgr .- Tdn
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Nasledné pouzijeme nejmensi d-arni C-invariantni relaci obsahujici relaci
pp 7z lemmatu 2.22. Necht cq,...,c, jsou vSechny d-tice z relace pg a n
odpovida arité zvolené funkce f. Pak

FC(pB) = {gr(clu s 7Cn) | qg c C(n)}
= {g'(pn) | geC™}
= {(9(z11, .- 210), -, 9(Ta1, - - Tan)) | g € C(")} .

7 predpokladu f € PolInv¥C, tj. f «aT¢(pp) plati

frvisooo,vn) €Telpp) Vvi,..., vy € Lelpp).

A tedy plati f(pg) € Tc(pp).

Vzhledem k tomu, ze relace I'¢c(pp) je nejmensi, tak f(pp) nevytvoii
zadnou novou d-tici a odtud plyne, Ze existuje funkce g € C™ takova, Ze
f(pB) = g9(pp). Pak tedy

f(x) =g(x) Vxe€B.

2. Predpokladejme, ze |B| > d a kazd4 podmnozina B’ C A™ pro kterou
plati |B’| < |B| nélezi do mnoziny Mj.

Z toho, ze |B| > d existuje (d 4+ 1) navzajem ruznych prvki z mnoziny
B, tj.
([L’ll, .. ,l‘ln), RN (l‘d+171, o 7l'd+1,n) € B.

Déle pro kazdé i € {1,...,d + 1} definujme mnoziny
B; = B\ {(xi1,...,xi)}.
Podle indukéntho predpokladu existuji funkce g1, ..., gar1 € C™ takové,
Vie{l,...,d+1} VxeB;: f(x)=g(x).

Definujme funkei g nasledujicim zpisobem: g = m(g1, . .., gar1), kde m je
(d + 1)-arni nu-funkce z klonu C. Zfejmé g € C™.
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Pak pro kazdy prvek y € B plati, Ze nalezi alespon d mnozindm z mnozin
By, ..., Bgyi. Predpokladejme, Ze prvek y néleZi mnoZinam B,...,B;_q,
Bji1,...Bgy1. Proto plati

gy) = mlgr, ..., 9ar1)(y) =
= m(gl(}’)y--~;gj71<Y);gj<Y);gj+1<Y);---,gd+1(y)) =
= m(fy),- . [(¥),9), f¥),....[(y) = f(y) VyE€B.

Celkové tedy dostavame, ze pro kazdou funkei z mnoziny Pol Inv(¥C exis-
tuje funkce z klonu C, ktera spliiuje f|4 = g|a. Tim je tvrzeni dokédzané. [

Vétu 2.23 jsme zminili pouze kvili jejimu dikazu. Na druhou stranu na-
sledujici dusledek, ktery je ekvivalentni tvrzeni k Bakerové-Pixleyho véte,
poskytuje uzitecny zpusob, jak Bakerovu-Pixleyho vétu v nasledujicich kapi-
tolach aplikovat.

Disledek 2.24. [5| Necht C je klon na mnoziné A a f € O4. Predpokld-
dejme, Ze klon C obsahuje (d + 1)-drni nu-funkci. Pak f € C prdvé tehdy,
kdyz f zachovdvd vsechny d-drni C-invariantni relace.

Diikaz. Jestlize funkce f € C, pak zachovava vSechny C-invariantni relace
a tedy zachovava i vSechny d-arni C-invariantni relace. Naopak predpokla-
dejme, ze funkce f zachovava vSechny d-arni C-invariantni relace. Podle pred-
chozi véty vime, Ze mnozina vSech funkci zachovavajici vSechny d-arni C-
invariantni relace je stejna jako mnozina vsech funkei zachovavajici vsechny C-
invariantni relace. Odtud plyne, Ze funkce f zachovavé vsechny C-invariantni
relace. [

Zaveérem celé této kapitoly bude dalsi disledek Bakerové-Pixleyho véty,
ktery ukazuje zajimavou vlastnost klont obsahujicich nu-funkci. Tento du-
sledek bude taktéz dilezity v dalsi kapitole, nebot jak se dozvime, tak svazy
obsahuji nu-funkci a tedy agregac¢ni klony jsou kone¢né generované.
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Disledek 2.25. [5] Necht C je klon na konecné mnoziné A obsahugici nu-
funkci. Pak klon C je konecné generovany.

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze A je konecna, pak existuje konetné mnoho
d-arnich C-invariantnich relaci a tedy existuje i kone¢né mnoho d-arnich ne-
C-invariantnich relaci o. Pro kazdou takovou relaci o existuje funkce f, € C
takova, ze f, nezachovava relaci o.

UkéZeme, ze mnozina vSech funkci f, spolu s nu-funkei je konecné gene-
rujici mnozina klonu C. Ozna¢me mnozinu D jako klon generovany nu-funkci
a funkcemi f,. Ziejmé D C C. Dokazeme, ze Inv¥C a InvPD maji stejné
d-arni relace. Z toho, ze D C C plyne, Ze Inv?C C Inv?D. Ale z konstrukee
klonu D vime, ze pro kazdou ne-C-invariantni relaci o existuje funkce f, € D
takova, ze nezachovéava relaci o, tj. o je ne-D-invariantni relace.

Celkové dostavame, ze jelikoz Inv¥C a InvYD maji stejné relace, pak
z Baker-Pixleyho véty obdrzime pozadovanou rovnost D = C. O
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3 Generovani agregacniho klonu

V této kapitole bude nasim cilem veskeré znalosti z predchozich kapitol apli-
kovat na kone¢né svazy. V uvodni kapitole jsme uvedli definici agrega¢ni
funkce na intervalu a zakladni vétu o sklddani agrega¢nich funkei. Totéz
bude nasim cilem vyslovit a tentokrat i dokézat pro svazy.

3.1 Agregacni klon

7 definice 1.1 vime, co je to agregacni funkce na intervalu. Pro pfipomenuti,
je to takova n-arni funkce, kterd je neklesajici a spliuje okrajové podminky.
Nyni tuto definici aplikujeme na svazy.

Definice 3.1. Necht n € N a (L, <) je kone¢ny svaz. Zobrazeni A : L™ — L
se nazyva n-drni agregacni funkce na svazu L, jestlize je neklesajici, tj. pro
kazdé x,y € L™ plati

x <y = A(x) < Ay)

a spliuje okrajové podminky, tj.

A(0,...,00=0 a A(l,...,1)=1.

Abychom méli alesponn néjakou predstavu o tom, jak agregacni funkce
vypadaji na svazu, tak udélame jednoduchy ptiklad. Zvolime tiiprvkovy svaz
a zkonstruujeme na ném binarni agrega¢ni funkci. Priklad takové agregacni
funkce vidime na obrazku 5.

Obrazek 5: Priklad binarni agregacni funkce na tfiprvkovém svazu
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Chceme ukazat, ze agregacni funkce tvoii klon. Jelikoz z definice klonu
(definice 2.9) vime, Ze potFebujeme projekce a skladani funkei, pak nam vy-
vstavaji dvé otazky. Prvni zni, zda projekce splhuji definici agrega¢ni funkce
a druhé, jak je to se skladanim agrega¢nich funkci. Zaméime se nejprve na
projekce. DokédZzeme jednoduché lemma, které odpovi kladné na prvni otézku.

Lemma 3.2. KaZdd projekce je agregacni funkci.

Diikaz. Necht i,n € Nji < n a pl(z1,...,2,) = x; je i-t4 n-arni projekce.
Ovéiime, zda projekce je neklesajici. Z definice usporddani na svazu plyne

x<y<euz <y Vie{l,...,n}.

Odtud z x <y plyne p?(x) = z; < y; = pi(y).
Ovéteni druhé podminky je trividlni. Dostavame tedy, ze kazda projekce

je agregacni funkci.
O

Priklady prvni a druhé binarni projekéni agregacni funkce na tiiprvkovém
svazu jsou zobrazeny na obrazku 6.

Obréazek 6: Binérni projekéni agregacni funkce na t¥iprvkovém svazu

Déle se budeme zabyvat druhou otéazkou, jak je to se skladanim agregac-
nich funkci. Odpovédi na tuto otazku je véta 1.3, kterou musime pretrans-
formovat na teorii svazii. Dokdzeme, Ze slozenim agregac¢nich funkci na svazu
dostaneme agregac¢ni funkci na svazu. Jejim dusledkem je poté zobecnéné
tvrzeni jiz zminéné véty 1.3.
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Véta 3.3. Necht L je konecny svaz a k,n jsou libovolnd prirozend cisla
Necht A: LF — L a By,

..., By : L™ — L jsou agregacni funkce na svazu L.
Pak funkce C' = A (B,

..., B) : L™ — L ddna predpisem
O(x) = A(Bl(x), . ,Bk(x)) vx € L
je n-drni agregacni funkce na L.

Diikaz. Cilem je dokdzat podminky z definice agrega¢ni funkce na svazu.
1. Funkce C' je neklesajici:

Necht x,y € L",x <y. Pak B;(x) < B;(y), pro v8echny 7, (1 < i < k)
a nasledné

C(x) = A(Bi(x), ... Bex)) < A(Bi(y),. .. Bi(y)) = C(y),
2. Funkce C spliuje okrajové podminky:

C’(O,...,O):A(Bl(o,...,O),...,Bk(o,...,0)> = A(0,...,0) =0,

C(l,...,l):A(Bl(l,...,1),...,Bk(1,...,1)> —A1,..., 1) =1.

Diisledek 3.4. Nechtni,...,n; € N a L je koneényj svaz. Necht A : L¥ — L,

By:L™ — L By:L"™— L,...,B:L" — L jsou agregacni funkce defino-
vané na L. Pak sloZend funkce Dy p, g, : L™ — L ddna predpisem

Dapyoo s (1o Tnysimy) = A(Bl(xl, ),
BQ(Inl—‘rl) s 7xn1+n2>7 R
Bk($n1+n2+...+nk,1+17 . 7xn1+...+nk)>

je (ny + ...+ nyg)-drni agregacni funkce na L.

Diikaz. Staci dokazat, Zze funkce Dy p, . p, je neklesajici, protoze platnost

okrajovych podminek je trivialni a dokazala by se analogicky jako v predcho-
zim dikazu.
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Necht prvky x,y € L™*-*" jsou takové, ze x < y. Pak z vlastnosti
direktniho souc¢inu svazu plyne, ze x < y pravé tehdy, kdyz x; < y; pro kazdé
ie{l,....,n1+...+n}. Tedy

(xlv s 7$m) < (yla s 7yn1)7---
MR («rn1+n2+...+nk,1+17 s 7xn1+...+nk) S (yn1+n2+...+nk,1+17 ... 7yn1+“.+nk)'
Odtud dostavame, ze
Dap,...5. (%) =
= A( Bl(xl, e ,$n1), ey Bk(xn1+n2+m+nkil+l, N 7$n1+.‘.+nk > S
N v o ~ —~ -
<B1(y1,-¥ny) B (Yny+ng+..ctng_1+1r-Yng+..tny)

S A<B1(y17 cee 7yn1>7 sy BQ(yn1+n2+---+nk_1+1a s 7yn1+---+nk)> =
= Dap,. .5 (¥)

]

V tuto chvili uz méame vSe potiebné k tomu, abychom mohli definovat
agregacni klon. Z definice 2.9 plyne, Ze podmnozina mnoziny vSech agregac-
nich funkei na svazu L obsahujici vSechny projekéni agrega¢ni funkce, které
je uzaviend na skladani agregacnich funkei je klonem. Nazyvame ho agregac-
nim podklonem. 7 této definice je patrné i to, Ze mnozina vSech agregacnich
funkci na svazu L je klonem, nazyvame ho agregacnim klonem a pravé timto
klonem se budeme po zbytek prace zabyvat. Agrega¢ni klon mnoziny vSech
agregacnich funkei na svazu oznac¢ime Cp. Déle ukdZeme, Ze existuji nu-funkce
na svazech.

Lemma 3.5. Necht (L, \,V) je libovolny svaz, pak funkce

[y, 2) = @Ay V(zAz)V(yAz) (1)
9(w,y,2) = (& Vy) Nz V2) Ay V 2) (2)

jsou monotonni magjoritni funkce na L.
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Diikaz. Predpokladejme, ze y = x. Pak

flr,z,2) = (@xAx)V(eAz)V(eAz)=aV(rtAhz)=xz
g(x,z,2) = (eVa)AN(xVz)AN(zVz)=zA(zVz2)=u1

Zcela analogicky by se to dokazalo pro jiné shodné dvojice prvki. Dale chceme
dokazat prvni podminku z definice 3.1, tj. pro kazdé x,y € L3 takové, Ze
x < y plati f(x) < f(y). Necht x = (x1,29,23) a 'y = (y1,¥2,y3). Pak
z predpokladu x <y plyne, ze x; < y; pro kazdé ¢ € {1,2,3}. Jenomze
operace priisek je monoténni funkce a tedy plati, ze (z; A ;) < (v; Ay;) pro
i,7 € {1,2,3}. Na druhou stranu i operace spojeni je monotonni, ¢imz plati

f(x) = (1 Az2) V(21 Aw3) V(22 Ax3) < (11 Ay2) V(1 Ays) V(2 Ays) = f(y),

coz jsme méli dokazat. Analogicky se dokaZze monoténnost funkce g. O

Z préavé vyslovenych poznatku a z existence majoritnich funkei na svazech
miizeme vyvodit, Ze vSechny vlastnosti klont, které jsme ziskali v predchozi
kapitole 2 mizeme pouzit i na mnozinu vSech agregacnich funkei svazu L. Nej-
ze majoritni funkce jsou agregac¢nimi funkcemi a tedy patii do agregac¢niho
klonu Cy, plyne, ze agregacni klon Cy, je kone¢né generovany. Tim jsme dospéli
k otazce, kterou se budeme dale zabyvat. Jakého tvaru je nejméné mohutné
mnozina generujici agregac¢ni klon Cp, popfipadé jaky je horni odhad vSech
nejméné mohutnych mnozin generujicich agrega¢ni klon Cp?

3.2 Agregacni funkce x a @

Ke konstrukei nejmensi generujici mnoziny agregacniho klonu C; pouzijeme
postup popsany v ¢lanku [4]. Zakladni myslenkou této konstrukee jsou unarni
funkce y a binarni funkce &, ze kterych miizeme za pomoci svazovych operaci
A a V vygenerovat agregacni klon Cy. Nejdiive definujeme zminéné operace
X, © a poté spolu se svazovymi operacemi zkonstruujeme funkce hZ2, pomoci
kterych dokazeme, ze kazda agregacni funkce je spojenim téchto funkci.
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Definice 3.6. Necht (L, <) je kone¢ny svaz. Pak pro kazdé a € L definujme
funkce x,: L — L a ®, : L x L — L nasledovné

1 5z>a,2#0
Xa(w)_{() : jinak,

1 ;2=1y=1
TPB, Yy = 0 ;2=0,y=0
a ; jinak.

Je evidentni, ze funkce x, a @, jsou agrega¢nimi funkcemi na L a navic
pro operaci @, plati asociativni zakon. Proto budeme pouzivat oznaceni

EBbl"i =1 By T2 Do T3 Dp - Dy Tny,
i=1
pricemz pro 0 < b < 1 plati

n

@bxﬁéb & (x1,...,2,) =(0,...,0) mnebo (z1,...,2,)=(1,...,1).

i=1

K definici funkci b je potieba zavést mnozinu .J, nasledujicim zptisobem:
pro a = (ay,...,a,) € L" Jo = {1 <i<n]|a; #0}, kterd predstavuje
mnozinu vSech indexi takovych, Ze na daném misté je nenulovy prvek.

Definice 3.7. Necht n € N a A : L" — L je agregacni funkce. Pro kazdé
a € L™ takové, ze (0,...,0) <a < (1,...,1) definujeme funkci h2 : L™ — L
vztahem

n

i (zy, ... 2n) = /\ Xa; () A @A(a) T;. (3)

1€ Ja i=1

Nasledujici lemma dokazuje korektnost pravé zavedenych funkci, neboli
spliiuji definici agrega¢ni funkce na svazu.
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Lemma 3.8. [4] Funkce h% je agregacni funkce na L, sloZend z nékterijch
agregacnich funkci x a ®. Navic pro kaZdé x = (xy,...,x,) € L™ plati

1 x=(1,...,1)
ha(x) = (1)4(a) ;Xia,x# (1,...,1) (4)

Diikaz. Prvni ¢ast tvrzeni vyplyva z dusledku 3.3 o skladani agregacnich
funkci. ZaméFme se proto na tvar agregaéni funkce hi(x).

Predpokladejme, ze 1 # x > a > 0. Plati nam, ze x > a praveé tehdy, kdyz
x; > a;,Vi € Jo. V tom pripadé x,,(x;) = 1,Vi € Ja. Z toho, ze 1 #x # 0
plyne €D 4, @i = A(a). Odtud obdrzime

n

(%) =\ Xa, (1) A @A(a) z; = 1A Aa) = A(a).

i€Ja i=1

Jestlize x # a, pak z; # a; pro néjaké i € J,. Nasledné tedy x,,(z;) =0,
coz dava za vysledek

n

hd(x) = N Xai (i) A @A(a) z; =0 A Aa) = 0.

i€Ja i=1

O

Véta 3.9. [4] Necht A : L™ — L je libovolnd agregacni funkce na L a funkce
hi je definovdna vztahem (3) pro kazdé a € L™\{(0,...,0),(1,...,1)} = L™
Pak

Ax) =\ hix) vxelL" (5)

acL?
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Diikaz. Necht x € L™ je libovolné. Jestlize x = 0 nebo x = 1, pak podle
lemmatu 3.8 plati, ze vysledkem je 0 nebo 1, tj. spliiuje okrajové podminky.
Proto miizeme predpokladat, ze x € L”. Pouzitim (4) obdrzime

V rix) =\ rix)v \ rix) =\ A@v \/ 0=\ A)

acL?y acL? acLy} acL? acLl?} acLl}
a<x agx a<x agx a<x

Z toho, 7e funkce A je neklesajici a x reprezentuje nejvétsi prvek mnoziny
{a€ L} | a<x} plyne, ze A(a) < A(x) pro kazdé a € L a < x. Odtud
dostavame

V i) ="\ Afa) = Ax),

coZ jsme méli dokazat. ]

Nasledujici véta je primym dusledkem pravé zminéné véty, nebot kaz-
dou agrega¢ni funkei lze ziskat spojenim funkei hZ2, které jsou oviem ziskény
z funkci y, @ a svazovych operaci.

Véta 3.10. [4] Necht L je konecny svaz. Pak agregacni klon Cp na L je
generovdan svazovymi operacemi NV, N a operacemi X, Pq pro a € L.

3.2.1 Dualni princip

Miuzeme polozit otédzku, zda ve formuli (3) lze zaménit prisek za spojeni a ve
vété 3.9 spojeni za prusek. Takovato zaména se nazyva dudlni princip nebo
zkracené dualita. V naSem piipadé je odpovéd kladna a proto ukaZeme, jak
sestrojit duélni formuli k formuli (3) a nasledné pak duélni vétu k vété 3.9.
Jsou-li formule ,,pékné*, pak 1ze dualni formuli vytvorit pouze zaménou spo-
jeni a pruseku, ¢i naopak. Tuto dualitu jsme vidéli napiiklad u nu-funkei pro
svazy (viz vztahy (1) a (2)). Jelikoz vztah (3) neni tak jednoduchy, musime
udélat jesté jednu zménu. Tou zménou je dudlni funkce k funkci y, kterou
oznac¢ime p a definujeme nasledovné.
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Definice 3.11. Necht (L, <) je kone¢ny svaz. Pak pro kazdé a € L definu-
jeme funkci p, : L — L néasledovné

0 sx<ar#1
““(x)_{l - jinak. (6)

Podobné jako v predchozim pripadé vytvorime mnozinu nejednotkovych

indext a vyslovime dualni definici k definici 3.7. Pro a = (ay,...,a,) € L"
ozna¢me mnozinu J, = {1 <i<n|a; # 1}.

Definice 3.12. Necht n € N a A : L™ — L je agregacni funkce. Pro kazdé
a € L™ spliujici (0,...,0) < a < (1,...,1) definujeme funkci g2 : L™ — L
vztahem

n

g:('xla-‘-axn> — \/ Ma,-(xi> V @A(a) Z;.

i€Ja i=1

Nasledujici lemma opét kontroluje korektnost pravé zavedené definice
a ukazuje, ze jsme dualitu zavedli spravné.

Lemma 3.13. [4] Funkce g2 je agregacni funkce na L, sloZend z nékterijch
agregacnich funkci pn a &. Navic pro kaZdé x = (x1,...,x,) € L™ plati

0 ,'XZ(O,...,O)
g:(X): f(a) ,'X;&,X%(O,...,O) (7)

Dokézali jsme vytvorit dudlni formuli k formuli (3). Stéle jsme, ale ne-
zodpovédéli druhou ¢ast otazky, ktera se tykala véty 3.9. I v tomto pripadé
dostavame kladnou odpovéd a za pouziti funkei g2 staéi pouze zaménit spo-
jeni za prusek.

Lemma 3.14. [4] Necht A : L™ — L je libovolnd agregacni funkce na L
a funkce g2 je definovdna vztahem (7) pro kazdé a € L. Pak

Ax) = A gi(x) vxeL" (8)

acl?n
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Samoziejmé i zde dostavame okamzity dusledek lemmatu 3.14, ktery
tvrdi, ze agregacni klon C;, muzeme vygenerovat i za pouziti funkei .

Véta 3.15. [4] Necht L je konecny svaz. Pak agregacni klon Cp na L je
generovdan svazovymi operacemsi NV, N\ a operacemi fi,, B, pro a € L.

Zaveérem celé této kapitoly tykajici se operatort y, p a @ polozime zasadni
otazku. Lze agrega¢ni klon C;, vygenerovat pouze za pomoci libovolnych unar-
nich funkci a svazovych operaci. V tomto piipadé je odpoved zaporné, kterou
dokazuje nasledujici véta.

Véta 3.16. [4] Necht L je svaz s alespor tiremi proky. Pak mnoZina obsahugjict
svazové operace a vsechny undrni agregacni funkce negeneruje agregacni klon

Cr.

Diikaz. Ozna¢me D klon, generovany vSemi unérnimi agregacnimi funkcemi
na L spolu se svazovymi operacemi. Je vidno, Ze klon D obsahuje ternarni
nu-funkce. Proto muzeme pouzit Baker-Pixleyho vétu, ktera tvrdi, ze funkce
f € Op nalezi do klonu D pravé tehdy, kdyz f zachovava vSechny binarni
D-invariantni relace.

Zvolme relaci B = {(1,0), (0,0)} C L% Vsechny unarnf agrega¢ni funkce
splnuji okrajové podminky a odtud je vidét, Zze relace B je invariantni ke
vSem unarnim agregacnim funkcim. Evidentné, B je invariantni i vzhledem
ke svazovym operacim. Tedy B je binarni D-invariantni relace.

Necht a € L je libovolny prvek takovy, ze 0 < a < 1. Necht M je matice,
jejichz sloupce tvoii dvojice (1,0),(0,0) € B. Pak funkce @&, nezachovava
relaci B, nebot aplikovanim funkce @, na sloupce matice M nedostaneme
prvek z relace B, tj.

@Z(M)—@g((l) 8) — (1®,0 0©,0) = (a,0) ¢ B,

Z toho, ze agrega¢ni funkce @, nezachovava vsechny relace, plyne z du-
sledku 2.24, 7e C, # D. O

3.3 Vlastnosti agregac¢nich funkci x a @

V této podkapitole podrobné rozebereme chovani funkei typu x a @ a uka-
zeme jejich dilezité vlastnosti. Budeme se predevsim zabyvat tim, jak nékteré
z funkci y a @ vygenerovat pomoci ostatnich funkci x, @ a svazovych ope-
raci. Uéelem je, abychom dostali co nejméné poc¢etnou mnozinu generujici
agregacni klon Cg.
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Na tvod pripomeneme nékteré dilezité pojmy z teorie svazi, které pfi
generovani funkci typu y a @ hraji vyznamnou roli. Predevsim se jedné
o0 pojmy, jako mnozina spojové ireducibilnich prvka a generujici mnozina
svazu.

Definice 3.17. Prvek 0 # a € L se nazyva spojové ireducibilni v L, plati-li
a=bVec = a=0b nebo a=c

Mnozinu v8ech spojové ireducibilnich prvki svazu L oznacime J(L).

Prvek 1 # a € L se nazyva prisekové ireducibilni v L, plati-li
a=bANc = a=0b nebo a=c

Mnozinu v8ech prusekové ireducibilnich prvki svazu L ozna¢ime M(L).

Definice 3.18. Necht a,b € L, a # b. Rekneme, ze prvek b pokryvd prvek
a (a je pokrgvdn b), jestlize a < b a existuje-li prvek z € L takovy, ze
a<x<b, pak a =2 nebo b= z.

Oznacent: Relaci pokryvani budeme oznacovat symbolem <, tj. a < b, jestlize
prvek b pokryva prvek a.

Definice 3.19. Necht L je svaz s 0 a 1. Pak prvek pokryvajici 0 se na-
zyva atom a prvek, ktery je pokryvan 1 se nazyva koatom. Mnozinu vSech
atomu svazu L ozna¢ime At(L) a mnozinu v8ech koatomi svazu L oznacime

KoAt(L).

Definice 3.20. Svaz L se nazyva atomdrni (resp. koatomdrni), jestlize mno-
zina spojové (resp. prusekové) ireducibilnich prvka obsahuje pouze atomy
(resp. koatomy) svazu L, tj.

J(L) = At(L)  (vesp. M(L) = KoAt(L)).

Lemma 3.21. [6] Neprdzdny prinik podsvazi svazu L je podsvazem svazu

L.

Diikaz. Predpokladejme, ze A;,i € I jsou podsvazy svazu L a jejich prunik
A je neprazdny, tj. A = ({A;,i € I} # 0. Déle uvazujme prvky a,b € A.
Pak a,b € A; pro kazdé i € I, nacez A; je podsvaz a proto plati a Vb € A;
aaAbe A; pro kazdé i € I. Odtud vyplyva, ze aVb e AaaNbe A, tedy
A je podsvaz. n
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Cast nasledujici definice je znama z teorie svazi, kterou ale doplnime
0 novy pojem tzv. nejmeénée mohutné generujici mnoziny svazu.

Definice 3.22. Necht L je svaz a H # () je libovolna podmnoZina v L.
Pak prinikem vSech podsvazii obsahujici mnozinu H, dostaneme podsvaz
generovany mnoZinou H, oznacujeme ho (H)p.

Pokud (H); = L, pak mnozinu H nazyvame generujici mnoZinou svazu

L.

Necht Hy,...,H, jsou vSechny generujici mnoziny svazu L. Ozna¢me
h = min{|H|,...,|H,|}. Pak generujici mnoziny H;, i € {1,...,n} pro
které plati |H;| = h se nazyvaji nejméné mohutné generugjici mnozZiny svazu
L.

Po tomto kratkém opakovani, jiz mizeme pfistoupit k samotnému ge-
nerovani funkci y a @. Nejprve se zaméiime na funkce typu y. Ze vseho
nejdiiv dokdzeme, Ze lze vygenerovat funkce yg a x; pomoci ostatnich funkci
a y1 s vyuzitim funkei . Nasledujici vlastnost nam ukaze, ze dilezitymi
parametrickymi funkcemi typu x jsou takové, které maji spojové ireducibilni
parametr, tj. x.,z € J(L). Posledni vlastnost funkei y se zamérujeme na ato-
mické funkce y, coz jsou takové funkce y,, kde parametr a je atomem svazu.
Dokéazeme, 7Ze ve svazu s vice atomy, lze pomoci jediné atomické funkce y
vygenerovat vSechny ostatni atomické funkce x. I v tomto piipadé pozdéji

vvvvvv

Lemma 3.23. Necht L je alespon ctyrprvkovy konecny svaz. Pak pro kaZdé
a,b,c € L takové, Ze a,b# 1, a £ b, ¢ # 0 plati

i) xo(z) = xc(x @) Vz€EL,
i) x1(z) = Xa (xS x) Vo € L.

Specidlné, pro svaz L s prdvé jednim atomem aq plati

Xo(2) = X, (z) Va € L.

Diikaz. 1)
1 ;=1
1 ;z2>c ’
’ ’ ¢ ; jinak.
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1 s =1
Xe(x®e.x) =< 0 ;=0 = x.(xB.x) = xo(x) Ve L.
Xe(c) ; jinak

1 :2=1

1 ;x>a ’
Xa(l’)z{ T rPpz=¢ 0 ;:2=0
0 ; Jinak, b ; jinak.

Z predpokladu a £ b plyne x,(b) = 0. Plati tedy

1 =1 1 cr—1
Xo (z@pz) =< 0 ;=0 _{ 0 jjinak }_Xl(x)'
Xa(b) ; jinak ’

[]

Lemma 3.24. Necht L je konecny svaz. Pak pro kaZdé aq, ..., a, € L plati

i) Xay (T) Ao A Xa, (T) = Xayv. va, () Y €L,

i) Xar () V..V X, (T) = Xarn.na, (2) = Xo(x) Vo € L, za predpokladu,
Ze ay, ..., a, jsou pravé vSechny atomy svazu L.

Diikaz. 1)

Xat ()N oA Xa, () =1 & o () =1 a...a xu,(x)=1 &
&S r>ap a...a x> a, &
S x> V...Va, & Xav.va,(r) =1

V ostatnich pripadech plati x,, () A ... A Xa,(z) = 0.

i1) Predpokladejme, ze prvky as,...,a, jsou pravé viechny atomy svazu
L. Potom vsechny atomické funkce x,, = 1 pro kazdé 0 # = € L. Spojeni
funkei x4, () V...V Xa, (z) = 0 pravé tehdy, kdyz = = 0, coz podle definice

3.6 presné odpovida funkci .
O
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Véta 3.25. Necht L je svaz s atomy ay, . .., a,. Pak pro pevné zvoleny atom
aj a pro kazdé i € {1,...,n}\ {j} plati

Xa: (T) = Xa, ((ZE A (T B, ) B, (T A (T B, x))) Vo € L.

Driikaz.
1 ;=1
Dy, v = 0 ;2=0
a; ; jinak,
zA1l ;x=1
T (D, ) = xAha; ;0#x#1
N0 ;x=0,
1 ;z=1
= a; ;x>a;,xrF1
0 ;jinak,
1 ;z=
(2 A (7 By, 1) Do, (A (2D, ) = aj ;x>a;,r#1
0 ;jinak,
1 y2>a
Xaj<(x/\(x69aix)) D, (x/\(x@aix)» = {0  finak Xa; ()
m

Ve druhé poloviné této podkapitoly se zamérime na vlastnosti funkei typu
@. Podobné jako u funkci y se nejdiive zamérime na funkce &g a ®;. Doka-
Zeme oboustranné generovani téchto funkci pomoci funkei yg a x1, to zna-
mena, ze z funkci xo a x1 1ze vygenerovat funkce @y a ®; a naopak z funkef
Do a P lze vygenerovat funkce xo a x;. Druhy zptsob generovani bude
v zaveérecné Casti prace nesmirné dilezitym, co se tyce nejméné pocetnéjsi
generujici mnoziny. Druhou a posledni vlastnosti funkci @ je jejich vztah
viéi svazovym operacim.
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Lemma 3.26. Necht L je konecny svaz s atomy aq, . . .,

dugici rovnosti:

i) T ®oy = x1(z) A x1(y),

i) 2 @1y =\ (xa (@) V X)) = x0(2) V x0(0):

i=1
Specidlné:
i) T @y x = x1(z),

i) @1 x = xo(z).

a,. Pak plati nasle-

Diikaz. i)
1 se=1lLy=1 1 se=1
x@oy—{ 0 ; jinak, X1(33)—{ 0 ; jinak,
1 szx=1Ly=1] _
Xl(:v)Axl(y)—{ 0 - jinak }—x@oy-
] 0 ;2=0,y=0 1l sz
x®1y{ 1 :jinak, Xai(m){ 0 ; jinak,
|1 ;2 >a;neboy > q;
Xfli (x) \% Xai (y) - { 0 : Jlnak
Odtud dostavame
"’ {0 ;z=0,y=0
\_/lxal \/X“Zy))_{l : 2 # 0 nebo y # 0.
Tedy
! (0 ;z=0y=0) _
\/1 Xaz \/thz y))_{ 1 ,Jlnak }_x@l Y.
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Lemma 3.27. Necht L je konecny svaz. Pak pro kaZdé a,b € L plati nadsle-
dugici rovnosti:

i) (xBay) N (T Bpy) =T Darvy Vr,y € L,

i) (x®.y)V(xEBpy) =2 Bepy Vr,y € L.

Diikaz. Pokud (x,y) = (1,1) nebo (x,y) = (0,0), pak obé rovnosti jsou
trivialné splnény.

Necht (0,0) # (z,y) # (1,1). Potom pro kazdé z,y € L plati x &, y = a
a x @y y = b. Odtud plynou rovnosti obou tvrzeni, tj.

(DY) ANz Dpy) = aNb=1z DB Y,
(T@ay)V(eDpy) = aVb=1Dany.

3.3.1 Dalsi vlastnosti funkci x pomoci horizontalnich sum

Po vysloveni véty 3.25 vyvstava otézka, zda lze podobnym zptsobem vy-
generovat i koatomické funkce y. Ukazuje se, Ze odpovéd neni tak snadné,
jako v pripadé atomickych funkei y. K vygenerovani koatomickych funkei y
totiz nelze pristupovat zcela obecné. Abychom mohli vygenerovat koatomické
funkce y, tak koatomy musi spliovat jistou podminku. Nésledujici lemma do-
kazuje, prozatim jediny mozny zpusob, jak vygenerovat koatomické funkce
X- Z tohoto diuvodu se koatomickymi funkcemi xy nebudeme déle zabyvat.

Lemma 3.28. Necht' L je konecnyj svaz s koatomy z1,...,2m, kde m > 2.
Predpoklddejme, Ze vSechny koatomy 21, . . ., zm, svazu L pokrijvaji jeding a ten
samyj prvek, tj. existuje praveé jeden prvek b € L takovy, Ze b < z; pro kaZdé
i€ {l,...,m}. Pak koatomickou funkci x., proi € {1,...,m} lze vyjdadrit
ve tvary

Xz (1) = <I>(:c A (z @, x)) Vo e L, 9)
kde

O(z) = x1 (x V(z &, x)) V X1 <:1: V(z ., x)) (10)
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Diikaz. Nejdiive zjistime obecny tvar funkce ® (viz vztah (10)) a posléze do
ného dosadime vztah (9).

1 ;xz=1nebox =z, proj#1
zV(xr®, x) = 21 ;x<z,r#0
0 ;2=0,

1 ;x=1nebox =z proj#1
xi(zV(z @, 1)) = {0 s < 2. ’

Analogicky dostaneme druhy vyraz ve funkci ®, akorat misto indexu 1 je
index m. Celkové je funkce ® tvaru

1 ;x=1neboxr=2z;, Ve {l,...,m

kde predpoklad existence prvku b spoc¢iva v tom, aby vSechny prvky svazu L
az na koatomy, byli mensi nez vSechny koatomy, tj.

VeeL Vie{l,....m}:x<z.

Tedy funkce ® zobrazuje koatomy z; na hodnotu 1, jinak je vysledkem
hodnota 0. Zavérem se podivame na vyraz (9).

1 ;z=1
TPy, x = 0 ;2=0
z; ; jinak,
1 ;z=1

2o =z

T A(x @, x) = b ;x=bnebox =z, proj#i
r ;x<b
0 ;x=0,
1 ;o2=1nebor =12 | _

]

Ve zbylé ¢asti této podkapitoly budeme Fesit nasledujici otazky: Lze gene-
rujici vztahy v lemmatu 3.28 vyuzit ke generovani jinych funkei typu x? Pro
jakou dalsi t¥idu svazii, kromé t¥idy jedno-atomickych svazi, 1ze vygenerovat
vSechny atomické funkce x? Na prvni otazku odpovime kladné s vyuzitim
tzv. horizontdlnich sum. Co se tyce druhé otazky, tak dokidzeme, ze dalsi
tiidou je tfida vSech svazii, neboli v kazdém svazu lze vygenerovat vSechny
atomické funkce y.
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Definice 3.29. [7| Svaz L nazveme horizontdlni sumou podsvazi L;,i € I,
jestlize
i) L=JL;
icl
if) L;NL; ={0,1} pro kazdé i,j € I,i # j,

iii) avb=1aaAb=0prokazdéi,j € I,i# japrokazdéa € L;\{0,1},
be L;\{0,1}.

Vzhledem k tomu, Ze ve zbytku prace budeme za podsvazy L; brat pouze
linearni fetézce, tak vyslovime tvrzeni, které tyto horizontalni sumy charak-
terizuje.

Véta 3.30. [7| Ohraniceny svaz L je horizontdlni sumou ohranicenych line-
arnich tetézci pravé tehdy, kdyz aVb =1 a aNb =0 pro kaZdou dvojici
nesrovnatelnijch prvki a,b € L.

Pozndmka: Ttidu vSech svazi, které jsou ve tvaru horizontalni sumy n lineér-
nich fetézci, oznacime symbolem HC,,. Potom o svazech z této tfidy budeme
hovotit jako o HC,-svazech. Na obrazku 7 je znadzornén HC,,-svaz se speci-
alnim oznacenim prvki pro snadnéjsi pochopeni. Na druhou stranu plati, ze
kazdy svaz je horizontalni sumou sama sebe a tedy i linearni fetézec je hori-
zontalni sumou. My vSak budeme povazovat linedrni fetézce za horizontalni
sumy Tetézci a tedy tiidu HC; ztotoznime s tiidou linearnich fetézca.

q
19'1. 2441 N4
1o 2, N,
2
1
1, N,
0

Obrazek 7: Obecny HC,,-svaz

Na obréazku 8 jsou zobrazeny vsechny HC,,-svazy (n = 1,2,3,4) s po¢tem
prvki 5 a 6. VSechny svazy, s mensim poc¢tem prvki, jsou horizontalni sumy.
Jedné se o linearni fetézce nebo horizontalni sumu dvou triprvkovych fetézct.
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Obrazek 8: Vsechny HC,,-svazy s péti a Sesti prvky

S pojmem HC,,-svazu jiz miuzeme odpovédét na prvni otazku, tykajici se
vyuziti vztahi z lemmatu 3.28. Diive nez pfistoupime k odpovédi, tak nasti-
nime zpusob, jakym dané vztahy vyuzijeme. V lemmatu 3.28 jsme ptredpo-
kladali, ze koatomy z1, ..., z, pokryvaji jediny a ten samy prvek b. Odtud
uz je patrné, ze podsvaz (b, 1) obsahujici koatomy z1,. .., 2, spliuje definici
3.29, jelikoz je horizontalni sumou m tiiprvkovych line4drnich fetézct. V na-
sledujici vété 3.32 dokadzeme, jak vztahy z lemmatu 3.28 ovliviwuji HC,,-svazy,
které jsou ,,pfimo vloZeny* do svazu L, tzv. NC-podsvazy.

Definice 3.31. Necht M je podsvaz svazu L s nejmensim prvkem 0y, a nej-
vétsim prvkem 1,,. Pak se podsvaz M nazyva NC-podsvazem (non-covering)
svazu L, jestlize zadny prvek z podsvazu M nepokryva ¢ neni pokryvan
prvkem z L\ M, vyjma nejmensiho a nejvétsiho prvku podsvazu M, tj.

Vo€ M\ {0y, 1} By,2€L\M:y <z nebo x < z.

Na obrazku 9 je znazornény rozdil mezi (oby¢ejnym) podsvazem a NC-
podsvazem. V prvnim svazu jsou intervaly (0,d) a (e, h) (oby¢ejnymi) pod-
svazy, které nejsou NC-podsvazy. Podsvaz (0,d) neni NC-podsvazem, pro-
toze prvek b je pokryt prvkem f € L\ (0,d) a prvek ¢ je pokryt prvkem
1 € L\ (0,d). Totéz plati i u podsvazu (e, h), kde prvek f pokryva prvek
be L\ (e h). Ve druhém svazu jsou (0,d) a (e, h) NC-podsvazy. Neexistuji
totiz prvky mimo podsvaz, které by pokryvaly nebo byly pokryvany prvky
z tohoto podsvazu. S timto objasnénim jiz mizeme pristoupit k nasledujici
vete.
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Obrazek 9: Rozdil mezi (oby¢ejnym) podsvazem a NC-podsvazem

Véta 3.32. Necht L je konecny svaz a M € HC,, pro néjaké n € N,n > 2.
Predpoklddejme, Ze svaz M je NC-podsvazem svazu L, pricemz vSechny atomy

podsvazu M oznacime prvky ci,...,c, a nejmensi a nejuétsi prvek svazu M
oznacime po tad€ Oy, 15y € L. Pak funkce x.,, proi =1,...,n lze vyjadrit
ve tvaru
o (@) = <I><x A (z @, a:)) Vze L, (11)
kde
(@) = x1y (2 V (@ @, 2)) Vi (2V (@ @6, 2) ). (12)

Diikaz. Dukaz provedeme podobné jako v lemmatu 3.28. Nejdrive se tedy
podivame na funkci ® a poté do ni dosadime vyraz x A (z &, x).

1 ;=1
x s <
TV (x B, z) =4 ;<
0 ;=0

Ve jinak.
Zaméfme se na posledni podminku z V ¢;. Vzhledem ke konstrukci HC,,-

svazii vime, ze pro kazdy prvek x € M, nesplhujici predchozi podminky,
plati x V ¢; = 1. Pro ostatni prvky y € L, nespliujici predchozi podminky,
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uz nutné musi platit y V c; > 1.

0 ;x<cinebox >cy,x <1y
XlM(x\/(x@ﬂ x)):{ 1 'jinak.1 1

Analogicky se dokédze tvar vyrazi obsahujici prvek c,. Spojenim obou téchto
vyrazi dostaneme funkci ®, ktera méa predpis

] 0 ;2<0ym
(I)(x)_{l : jinak.

Ve druhé ¢asti dikazu analyzujeme formuli (11). Vyraz = A (z &, x)
bude podobny vyrazu, ktery jsme jiz ovéfovali na zacatku dikazu. Poté
ho dosadime do funkce ® a dokdZeme, Ze se jedna o funkci x.,. Pro kazdé
i€ {l,...,n} plati

1 ;=1

€T s < Oy
T A (@, ) =4 ¢ e

0 ;=10

x Ac; ;jinak.

Pro posledni podminku plati totéz co predtim, ale misto prvku 1,; pouzijeme
prvek Oy, tj. pro kazdy prvek y € L, nesplhujici predchozi podminky, plati
yAc; <0y

®(z A (z @, ) :{ (1) s }:Xci(x)'

; jinak
O

Nyni ¢astecné odpovime na druhou otazku. Hledame takové typy svazi,
u kterych by §lo vygenerovat vSechny atomické funkce typu x. Prozatim vime,
ze lze vygenerovat jedinou a tim zaroven vSechny atomické funkce y u svazu
s pravé jednim atomem. Dale z véty 3.25 plyne, Ze u kazdého svazu s vice
atomy, 1ze vygenerovat témeér vsechny atomické funkce x, neboli pravé jednu
atomickou funkci x potfebujeme k vygenerovani ostatnich atomickych funkci.
Nésledujici tvrzeni, které je disledkem véty 3.32, ndm dokazuje, Ze u vsech
HC,,-svazt lze vygenerovat vSechny atomické funkce y.

51



Disledek 3.33. Nechtn € N a L € HC,, je svaz s atomy aq, ..., a,. Pak lze
vygenerovat vsechny atomické funkce x,, ndsledujicim zpisobem:

Xa; () = ‘I)<95 A (T Dq, x)) Ve e L,

kde
d(x) =x1 (x V (z B, :L‘)) V X1 (a: V ( B, x))

Diikaz. Pro HCq-svazy disledek plati, nebot x¢ = x,. Zaméfime se proto na
HC,,-svazy pro n > 2. Dtkaz bychom mohli provést tim zptsobem, ze apliku-
jeme vétu 3.25 a poté aplikovanim véty 3.32 vygenerujeme zbylou atomickou
funkci y. Pro tentokrat vétu 3.25 nepouzijeme a ditkaz provedeme pouze za
pouziti véty 3.32.

Predpokladejme, ze svaz L € HC,, ma atomy a,...,a,. Pak podle véty
3.32 lze kazdou atomickou funkci x vyjadiit vztahem

X, (T) = <I)<:U A (z Bq, x)),

kde
d(z) =x1 <a: V (z B, :c)) V X1 (:c V (z D, a:))

Pricemz nikde ve zminénych vztazich neni pouzita zadné atomicka funkce y.

Tim jsme dokézali tvrzeni disledku. O]
Vratme se k vété 3.32 a podivejme se na vlastnosti prvki ¢y, ..., ¢,. Lehce
se presvédcéime, ze prvky cq,...,c, pokryvaji jediny prvek 0p; a spojenim

dvou libovolnych prvki ¢; a ¢; dostavdme prvek 1,,. Odtud vyvstava otazka,
zda tyto predpoklady sta¢i k vygenerovani funkei x.,, pro ¢ € {1,...,n}.
Ukazuje se, ze odpovéd je kladné. Vysledkem je, Ze vétu 3.32 muZzeme zobec-
nit.

Véta 3.34. Necht L je konecny svaz a n € N,n > 2. Predpokldadejme, Ze

existugi prvky ci,...,c, € L pokryvagici jeding a ten samy prvek b € L
a existuje prvek d € L takovy, Ze pro kazdé i,j € {1,...,n},i # j plati
¢; Ve =d. Pakproi=1,...,n lze vyjddrit funkce x., ndsledujicim zpiso-
bem:

Ve (@) = ®(2A (v @ 1)) Vo el

kde
d(x) = x4 (:v V (x B, 93)) V Xa <$ V(z @, :1:))
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Diikaz. Necht ¢; € L, i € {1,...,n} je libovolny, ale pevné zvoleny. Chceme
dokézat, ze pro prvky > ¢; nabyva funkce x., hodnoty 1 a pro ostatni prvky
nabyva hodnoty 0. Pro hodnoty 0 a 1 je to zfejmé. Proto predpoklddame, ze

0<x<l.
l.x>¢

Xer (:C) =

(I)(:c A (z &, 96)) =0z Ner) =P(cr) =

xd<01 V(c1 @, a1 ) V Xd <61 V(a1 &, Cl)) =
Xa(c1Ver)Vxale Ve, =
Xa(c1)Vxa(d)=0VvV1=1.

(v A (00, 7)) = B A c) = Blen) =

Xd( Cn 6901 Cn)>\/Xd<cnv<Cn ®cn Cn)) =
Xa (en V1)V xa(en Ve,) =
Xa (d) V xq(cn) =1V 0 =1

.x>c, 1 £ 1L i#n

Xe: (7)

@(x A (z @, x)) =Pz Aey) = P(e;) =

Xd (Ci V (Ci D, Cz>) V Xd (Ci V (Ci De,, cz)> —
Xa(ciVer)Vxa(aVe,) =
Xa(d)Vxq(d)=1Vv1=1.

Pro+ =1 a ¢ = n dostaneme opét hodnotu 1. Jedind zména bude v poslednim
rfadku, kde bude 0 vV 1 = 1.

dr<cexr<d
= @(3:/\(1‘ D, x)) =d(z) =

= Xd(ac\/ T B¢, T >\/Xd(x\/(x@cnx)>:
= xa(xVea)Vyxa(zVe,) =
= Xa(c1) Vxa(ca) =0VO0=0.

Xe: (7)

33



5. Prvky x a ¢; jsou nesrovnatelné. Pak plati

Ya(®) = @(vA (1) = o),

kde y < b. Ze 2. podminky plyne, ze pro prvky x < ¢; < x < b nabyva
funkce ® hodnoty 0.
Dokazali jsme, ze funkce x., nabyvaji hodnot 1 pouze za predpokladu, ze

x > ¢;, coz odpovida definici funkce x.,. Tim je tvrzeni dokazano.
]

Disledek 3.35. Necht L je konecny svaz a n € N,n > 2. Predpokladejme,
Ze existugi proky cq, . .., c, € L pokryvajici steyny prvek b € L a existuje prvek
d € L takovy, Ze pro riznd i,5 € {1,...,n} plati podminka ¢; V ¢; = d. Pak
pro ty proky ¢; € L, i € {1,...,n}, jenZ ten prvek b je jedinyg, tj. ¢; pokryjvd
jenom a pouze prvek b, lze vyjddrit funkce x., stejnym zpisobem jako ve véeté
3.34.

Diikaz. Dukaz je zcela analogicky jako dikaz véty 3.34, jen na misto genero-
vani v8ech funkei x.,, ¢ € {1,...,n} se zaméfime na ty funkce y.,, kde prvek
¢; spliuje vlastnost, ze pokryva pouze prvek b. O

Disledek 3.36. Necht L je koneény svaz a KoAt(L) je mnoZina vsech koa-
tomi svazu L. Predpoklidejme, Ze existuje podmnoZina Z C KoAt(L) pokry-
vajici jedinyg a ten samy prvek b € L. Pak koatomickou funkci x., z € Z lze
vyjadrit ve tvaru

Yo () = @(x INCEY a:)) VoelL
kde

d(x) =x1 (x V(z @, x)) V X1 (a: V(z @, x)), 21,29 € Z, 21 # 2.

V zavéru pristi podkapitoly se k tomuto tématu jesté vratime a proto po-
jmenujeme prvky d a cq, ..., ¢, z véty 3.34. Prvek d budeme nazyvat spojovym
D-prvkem a jemu odpovidajici prvky ci, ..., ¢, budeme nazyvat C-prvky.

Zbyva nam kompletné odpovédét na druhou otazku ohledné tiidy svazii,
u kterych lze vygenerovat vSechny atomické funkce y. Jak uz jsme tekli, tak
tato tfida bude odpovidat tiidé vSech svazu z duvodu, Ze k vygenerovani
vSech atomickych funkei x je potfeba pouze funkce yo nebo x; a funkei @.
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Disledek 3.37. Necht L je konecny svaz s atomy aq,...,a,. Pak lze vyge-
nerovat viechny atomické funkce x,, podle ndsledujictho vztahu:

Xa; () = ¢>(:c A (T Dq, x)) Vo € L,

kde
O(z) =x1 (x V (z & a:)) = Xo(x).
Diikaz.
1 ;=1
Xai(x)zi)(x/\(x@ai m)) =<¢0 ;=0

O(z Aa;) ; jinak.

Predpokladejme, ze x # 0 a x # 1. Pak

X, () = (I)(JI A CLz‘) = { gggs) : finzakéi

Hodnoty 0 a a; dosadime do funkce ® a dostaneme
2(0) = x1(0V (0@0)) =x:(0) =0
@(a) = xifaV(@®a)=x(@v)=xl)=1

Tim je dusledek dokazany. Lze ho dokézat i jednodussim zptisobem s vyuzitim
toho, ze funkce ®(x) = xo(x). Sta¢i do podminky éi) v lemmatu 3.24 dosadit
za x vyraz o A\ (x @4, ) pro pevné a;. Tim pro 0 # x # 1 dostaneme

Xay (T A (T Ba, ) VootV Xa, (A (2 Dy, ) V..oV Xa, (T A (T Dy, 7)) =
= X%‘(x A (:U Do, l‘)) = XO(SC A (x Do, .T})),

kde Xa; (@ A (x @q, x)) = 0 pro j # i a Xq,(z A (¥ Do, ¥)) = Xa, (). Pripady
x=0ax =1 jsou trivialni. O]
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3.4 Mohutnost generujici mnoziny agregac¢niho klonu

V této kapitole zuzitkujeme vSechno, co jsme doposud zjistili a budeme se
predevsim zabyvat otédzkou, kterou jsme polozili na konci kapitoly o agregac-
nich klonech, tj. jaky je horni odhad nejméné mohutné mnoziny generujici
agregacni klon Cy. Nez pristoupime k samotné odpovédi na zminénou otazku,
je nutné definovat nékolik dulezitych pojmii.

Definice 3.38. Necht L je (kone¢ny) svaz a G je libovolna generujici mnozina
agregacniho klonu Cy,.

1. Mnozinu G nazveme (x,® )-generujici mnozZinou, jestlize obsahuje
pouze funkce typu y, @ a svazové operace.

2. Mnozinu G nazveme (u,® )-generujici mnoZinou, jestlize obsahuje
pouze funkce typu p, & a svazové operace.

3. Mnozinu G nazveme minimdlni generujici mnozinou, jestlize pro libo-
volnou funkei f € G plati, ze mnozina G\ { f } negeneruje agrega¢ni klon
Cr, tj. zddna vlastni podmnozina mnoziny G neni generujici mnozinou
agregacniho klonu Cy,.

Nasim cilem bude nalézt takovy obecny tvar (x, ®)-generujici mnoziny,
z kterého budeme moci usoudit, Ze je hornim odhadem vSech nejméné mohut-
nych generujicich mnozin agrega¢niho klonu Cp. Vzhledem k tomu, Ze k do-
kazovani budeme vyuzivat Bakerovu-Pixleyho vétu, tak nemtzeme z hledané
mnoziny vyloucit svazové operace, nebot bychom pfisli o nu-funkce. Z tohoto
diivodu se zabyvame pouze funkcemi y a .

Nejdfive se budeme zajimat o funkce typu x. V podkapitole 3.3 jsme
zjistili, jak svazové operace ovliviji funkce x. V pripadé priuseku funkci
Xz1s- - > Xa, dostaneme funkei x,, kde y = 21 V... V x,. Tim padem do-
kdZzeme vygenerovat vSechny funkce y,, kde prvek b je spojenim nékterych
prvki svazu L. Presné tuto podminku spliiuji vSechny prvky z L, které nejsou
spojové ireducibilni, tj. L\ J(L). Vysledkem je, Ze hledana mnozina obsahuje
funkce x, pro x € J(L). Dale uvazujme dva pfipady pro mnozinu spojoveé ire-
ducibilnich prvka J(L) = At(L) a J(L) # At(L). Prvni ptipad neni mnozny,
jelikoz z néasledujici véty plyne, Ze za tohoto predpokladu lze vygenerovat
vSechny funkce typu x a tim paddem nemuze byt hornim odhadem.
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Véta 3.39. Necht L je konecny svaz a mnozina spojové ireducibilnich prvki
obsahugje pouze atomy svazu L, tj. J(L) = At(L). Necht Hy je minimdlni ge-
nerujici mnozina svazu L. Pak mnoZina {®y | b € HL}U{V, A} je minimdlni
(x,® )-generujici mnoZinou agregacniho klonu Cy,.

Diikaz. Predpokladejme, Ze miniméalni (x,®)-generujici mnoZina obsahuje
pouze funkce &,,b € Hp a svazové operace, kde Hy je nejméné mohutné
generujici mnozina svazu L. DokéZzeme, Ze pomoci téchto funkei lze vygene-
rovat v8echny funkce typu x. Diikaz minimality provedeme zcela analogicky,
jako dikaz véty 3.16, tzn. nalezneme mnozinu dvojic (relaci), ktera je uza-
viend na generujici funkce a dokdzeme, Ze existuje agregacni funkce, pro
kterou tato mnozina neni uzaviena.

Z lemmatu 3.27 plyne, ze z funkci @,,0 € Hp lze vygenerovat vSechny
ostatni funkce @, tj. ®.,c € L\ Hy. Dale pomoci funkce @y lze vygenerovat
funkci x; nasledujicim vztahem:

T ®oxr=x1(x) VxelL.

Pouzitim dusledku 3.37 dostavame, Zze pomoci funkce y; lze vygenerovat
v8echny atomické funkce xgy,...,Xa,, kde At(L) = {ai,...,a,}, podle
vztahu:

Xa, (T) :q><x/\(x@ai x)), VeeL, ie{l,...,n}

kde
O(x) =x1 (:1: V (z & 93))

V poslednim kroku aplikujeme na vSechny funkce x,, lemma 3.24 a tim do-
staneme vSechny funkce yq4 pro d € L. Tim jsme dostali mnozinu obsahujici
funkce xe., ®. pro e € L a svazové operace. Podle véty 3.10 plati, Ze tato mno-
zina generuje agrega¢ni klon Cy. Zavérem dostavame, ze mnozina obsahujici
pouze funkce @,,b € H} a svazové operace generuje agregacni klon Cy.

Zbyva nam dokazat, Ze se jedna o minimélni generujici mnozinu. Symbo-
lem J oznac¢ime (y,®)-generujici mnoZzinu obsahujici pouze funkce @y, b € Hp,
a svazové operace. Dokazeme, Ze mnozina J\ {®,}, pro néjaké a € Hp, nege-
neruje agregac¢ni klon Cy. Necht M je podsvaz svazu L generovany mnozinou
Hp \ {a}. Pak zvolme mnozinu B jako mnoZinu vSech dvojic (z,z), kde x je
prvkem podsvazu M, tj.

B={(z,z)|x€ M}.
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Ovéiime, Ze je uzaviena na vsechny operace z mnoziny J \ {®,}.

(/0

<0> s r=y=0
Ty [ TRy ) Ly
@C(x y)_(x@cy)_ <1> el

V = ,
Ty zVy
Ty TAY

Evidentné vysledek funkce ., pro dvojice z mnoziny B, vzdy padne do
mnoziny B, protoze prvek ¢ € Hy \ {a}. Podobné spojenim, ¢i prisekem
dvojic z mnoziny B, dostaneme opét dvojici nalezici mnoziné B, jelikoz M je
podsvazu svazu L. JenomZe mnozina B neni uzaviena na operaci &,, protoze
prvek a nenélezi podsvazu M, ¢imz tedy dvojice (a,a) nenélezi mnoziné B.
Tim jsme dokazali, Zze mnozina J je minimélni (x,®)-generujici mnozinou
agregacniho klonu C, za predpokladu J(L) = At(L). O

Predpokladame tedy, ze plati J(L) # {a1,...,a,} = At(L). Pak existuje
prvek b € J(L) takovy, ze b # a; pro kazdé i € {1,...,n} a nasledné z lem-
matu 3.23 plyne, ze pomoci Yy, lze vygenerovat funkci y;. Dale z dusledku
3.37 dostavame, ze pomoci funkce x; lze vygenerovat vSechny funkce x,,.
Zavéreénym krokem je vygenerovani vSech funkei y, pro x € L pouzitim
lemmat 3.23 a 3.24. Dohromady plati, Ze z mnoziny spojové ireducibilnich
prvki muzeme odstranit vSechny atomy, pfipadné prvek 1, tj. hledand mno-
zina obsahuje funkce y, pro z € J(L) \ {1,a1,...,a,}.

Nyni prejdeme k funkcim @. Tento pfipad je jednodussi, protoze staci po-
uzit funkce @, pro x € Hy, kde Hy je minimalni generujici mnozina svazu L.
Poté s vyuzitim lemmatu 3.27 dostaneme, Ze lze vygenerovat vSechny funkce
@, proy € L\ Hy. Pro funkce @ nam vyplyva, ze hledanad mnozina obsahuje
funkce @, pro x € Hy. V nasledujici vété ukazeme dulezitost mnoziny Hj,
spo¢ivajici v tom, Ze Zadnou dalsi funkci @,, pro a € Hy \ {0, 1}, nelze vy-
generovat. Predpoklad, ze a # 0 a a # 1 je dulezity v tom smyslu, Ze pokud
minimalni (x,®)-generujici mnozina obsahuje alespon jednu funkei typu ¥,
pak lze vzdy vygenerovat funkce @y a &, pomoci lemmatu 3.23.
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Véta 3.40. Necht L je konecny svaz a H je minimadlni generujici mnozina
svazu L. Oznacme mnoZinu

G:{Xa|a€L}U{GBb|b€H\{O,1}}U{\/,/\}.

Pak mnozina G. = G\{®.} pro libovolné c € H\{0, 1}, negeneruje agregacni
klon Cy,.

Diikaz. Predpokladejme, Ze mnozina B obsahuje v8echny dvojice (x, z), kde
x € [H\{c}], tj. = je prvkem podsvazu generovaného mnozinou H \ {c}.
Ovéfime, ze mnozina B je uzaviena na vSechny operace z mnoziny G..

c ) _ ( Xa(®) )
w(2)-(0)
kde pro > a dostavame dvojici (1,1) a jinak dostaneme dvojici (0,0). Obé
tyto dvojice néalezi mnoziné B. Déale ovéfime funkce @y, pro b € H \ {c}.

(T YN _ [ r@ey\_ (0
w(ny) =) =(3)en
V piipadé, (z,z) = (y,y) = (0,0) nebo (z,z) = (y,y) = (1,1) dostaneme
dvojice (0,0) a (1,1). Posledni operace jsou prusek a spojeni.

/\r(x y):<:1:/\y)’

Ty TAY

vr(:v y):(x\/y).
Ty zVy

Evidentné obé dvojice do mnoziny B patii, nebot jsme ji tak zkonstruovali.
Nyni na libovolné dvojice z mnoziny B aplikujeme funkci &..

D, = = .
Ty T Dy c
Jenomze dvojice (c,c) nenalezi mnoziné B, protoZze prvek ¢ je jednim z ge-

neratort svazu L a nelze ho vygenerovat pomoci prvki z mnoziny H \ {c}.
Tim jsme dokézali, Ze mnozina G, negeneruje agrega¢ni klon Cy. O
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Spojenim obou pfedchozich odstavci dostdvame, ze hledana generujici
mnozina agrega¢niho klonu Cy, je ve tvaru

{Xa]aeJ(L)\{l,al,...,an}}u{@b | beHL}u{\/,/\},

a jeji mohutnost predstavuje horni odhad pro nejméné mohutné generujici
mnoziny

([J(L)| —=n—=1)+|HL| +2 pro 1€ J(L),
(IJ(L)| —n)+ |HL| +2, pro 1¢ J(L).

Dualné pro svaz L s koatomy z1,..., 2, a z mnoziny prisekové ireduci-
bilnich prvki M(L) miZzeme vytvorit mnozinu tvaru

{,ua | aEM(L)\{O,zl,...,zm}}U{GBb|b€HL}U{\/,/\}.

Jeji mohutnost je rovna

(IM(L)] =n—1)+|Hy| +2 pro 0€ M(L),
(IM(L)| —=n)+ |Hp|+2, pro 0¢ M(L).

Tvrzeni 3.41. Necht L je konecny svaz s n atomy a m koatomy a Hy je
neyméné mohutnd generujici mnozina svazu L. Necht G je libovolnd nejméné
mohutnd mnozZina generujici agregacni klon Cr. Pak

|G| < min {|J(L)| — n, [M(L)| — m} + |HL| + 2.

Navice, pokud 1 € J(L),0 € M(L), pak pro mohutnost generujici mnoziny G
plati
|G| <min {|J(L)] —n —1,M(L)| —m — 1} + |Hp| + 2.

Nadale se budeme vénovat pouze (x,®)-generujicim mnozinam, nebot
cokoliv dokézeme pro (x,@®)-generujici mnoziny, tak pomoci duality to lze
prevést na (u,®)-generujici mnoziny. Jako prvni se budeme vénovat hornimu
odhadu z tvrzeni 3.41. Nasim cilem je nalézt takovou tiidu svazii, které maji
nejmohutnéjsi minimalni (x,®)-generujici mnoziny ze viech svazti. Tudiz hle-
dame takovy svaz L, jenZ jeho mohutnost minimalni (x,®)-generujici mno-
ziny je ostie vétsi, nez mohutnost minimalni (x,®)-generujici mnoziny libo-
volného svazu M se stejnym poctem prvki jako svazu L. Otézku muzeme
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preformulovat tak, ze hledame takové typy svazu, jenz maji nejmohutnéjsi
mnoziny spojové ireducibilnich prvku a zaroven nejmohutnéjsi minimalni ge-
nerujici mnoziny svazu L. Nyni uz je odpovéd v celku jasna. Hledana tiida
odpovida tridé linearnich fetézcii. Nasledujici véta dokazuje, Ze lineérni fe-
tézce maji nejmohutnéjsi minimalni (y,®)-generujici mnoziny, a zaroven uka-
zuje jakého jsou tvaru.

Véta 3.42. Necht' n > 4 je prirozené cislo a L je konecny svaz o n prvcich
s libovolnym atomem a. Predpoklddejme, Ze mnozina K md tvar

K:{Xb]beL\{O,a,l}}U{@c|c6L\{0,1}}U{v,/\}.

Pak svaz L je linedrnim tetézcem prdave tehdy, kdyZ mnozina K je minimadlni
(x, ® )-generujici mnoZinou agregacniho klonu Cp, obsahujici {V, \}.

Diikaz. 1. Necht L je linearni fetézec a f je libovolné agregac¢ni funkce z K,
kterd neni svazovou operaci. Ozna¢me K = K \ {f}. Chceme dokazat, Ze
klon D generovany mnozinou K neni agregaénim klonem C. Z toho, ze klon
D obsahuje svazové operace, plyne existence nu-funkci. Muzeme tedy po-
uzit Bakerovu-Pixleyho vétu tvrdici, ze kazda agrega¢ni funkce z D musi
zachovavat kazdou binarni D-invariantni relaci. Nasim cilem je nalézt tako-
vou D-invariantni relaci, kterda neni zachovavana néjakou agregacni funkei.
Mnozina K obsahuje dva typy funkei, a proto se zaméiime na dva pifpady.

1. Necht f = x. pro ¢ € L takové, Zze ¢ neni atom nebo ¢ # 1. Z lem-
matu 3.23 vime, Ze funkce yg = x4 & X1 1ze vzdy vygenerovat. Zvolme relaci
B ={(z,z) | x € L} U{(b,c)}, kde prvek b spliuje b < c.

Volba relace B samoziejmé zavisi na funkei f. Jelikoz funkce f je typu y,
pak rozdilnou dvojici je pravé dvojice (b, c), kde f(b) =0 a f(c) = 1. Druha
¢ast relace B vznikne z dvojice (b, ¢) aplikovanim ostatnich funkei. Ovéime,
7e takto definovana relace je K-invariantni.

()= (2= (1). o
() () (1): o o

Pouzitim libovolné agrega¢ni funkce @, € K,e € L\ {0,1} na libovolné
dVOjiCe (Ou()) 7£ (II)xQ) 7é (17 1)7 (070) 7& (ybyQ) 7é (17 1) z B dostavame

r(xl yl)_<$1@ey1>_<€)
o —~ — .
To Yo To Be Yo e
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Tim jsme dostali tvar relace B. Nakonec ovérime, zZe relace B je uzaviena na
Svazové operace.

(o) = Gun)=2)

(22) - ()1

Zcela analogicky se dokaze prusek. Skutecné, takhle definované relace B je
K-invariantni a tedy je binarni D-invariantni relaci. Jenomze funkce f neza-
chovéava relaci B, nebot

(=)= (1) en

Odtud podle Baker-Pixleho véty plyne, ze Cr, # D.

) ;pro x <b

o o o o

) ; pro x > c.

2. Necht f = &, pro ¢ € L riizné od 0 a 1. Potom muzeme relaci £ zvolit
nasledujicim zpiusobem E = {(d,0) |d € L\ {c}} U{(0,0),(1,0)}.

V tomto piipadé jsou kli¢ové dvojice (0,0) a (1,0), podobné jako ve vété
3.16. Druhou c¢ast relace £ dostaneme aplikovanim vsech ostatnich funkeci
praveé na tyto dvojice. I tentokrat musime ovérit, ze se jedné o K-invariantni
relaci.

Pouzitim libovolné agregaéni funkce @, € K dostavame

(o 0)-(oan)-(5)

Tim jsme dostali tvar relace E. Pokud bychom nyni pouzili agregac¢ni
funkce x. € K nebo svazové operace, tak nedostaneme zadnou novou dvojici.
Oveétili bychom to stejné jako v pfedchozim piipadé, jenomze tentokrat je to
trivialni, protoZe aplikovanim funkei x. € K dostaneme dvojice (0,0) nebo
(1,0) a pro svazové operace je vysledek ziejmy. Tedy relace E je K-invariantni
a jedna se o binarn{ D-invariantni relaci. Jenomze funkce f nezachovava relaci
E, nebot pro z,y € L\ {c}, © # y plati

(5 5)=(oet) (o) e

Pak podle Baker-Pixleho véty, Cp # D.
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II. Predpokladejme, ze mnozina K je minimalni (y, ®)-generujici mno-
zinou agregacniho klonu Cy, obsahujici {V, A}, tj. K = K \ {g} negeneruje
agregacni klon Cy, pro libovolnou funkci g € K.

Ztejmé v kazdém svazu P, ktery neni linearnim retézcem, existuji prvky
s,t € P takové, ze s\t =u a sVt =wv, kde u a v jsou néjaké prvky z P
rizné od s a t.

Jestlize existuji prvky s,t € P takové, ze u # 0 nebo v # 1, pak lze
vynechat operace @, nebo ¢, dle lemmatu 3.27. Predpokladejme, ze lze
vygenerovat funkci @,, pak K = K \ {®,} generuje agrega¢ni klon Cy, coz
je spor s predpokladem.

Pokud pro vSechny prvky s,t € P plati u = 0 a v = 1, pak podle
véty 3.30 plati, ze svaz P € HC,, pro néjaké n > 2. Aplikovanim dusledku
3.33 dostavame, ze lze vygenerovat vSechny atomické funkce x pomoci funkce
X1(x) = 2@z = (x By 2)A(x @y ), kde a, b € P jsou libovolné nesrovnatelné
prvky. To znamena, ze mnozina K bez vSech atomickych funkci y generuje
agregacni klon Cy,, coz je spor. Vysledkem je, Ze jedina tiida svazu, ktera nam
zbyla, je tfida HC; odpovidajici t¥idé linearnich fetézc. O]

Disledek 3.43. Necht L je alespon ctyrprvkovy konecnyj svaz a mnoZina K
je minimdlni (x, ® )-generujici mnozina agregacniho klonu Cp. Pak svaz L je
linearnim Tetézcem prave tehdy, kdyz

|K| = 2n — 3.

Diikaz. 7 véty 3.42 vime, Ze (x, ®)-generujici mnozina K ma tvar
K={xs|bc L\{0,a,1}}U{@.|ce L\{0,1}}U{V, A}

Oznaéme mnoziny M = {x; | b € L\{0,a,1}} a N = {®. | c € L\{0,1}}
a ur¢eme jejich mohutnosti.

M| = |L|-3=n~—3,
IN| = |[L|-2=n—2

Pak pro mnozinu K plati

K| = [MUNU{V, A} = [M[+[N]+[{V,A}]
= n—=3)+(n—2)+2=2n-3.
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Ve vété 3.42 jsme predpokladali, ze pocet prvkia ve svazu je vétsi nez 3.
Otézkou by proto mohlo byt, jak je to se svazy s mensim poctem prvkii.
Odpovédi je néasledujici lemma, ve kterém dokézeme, jak vypadaji minimélni
nejméné mohutné (y, @)-generujici mnoziny agrega¢nich klont zminénych
svazil. Zaroven se podivame na rozdil generujicich mnozin obou ¢tyiprvko-
vych svazii.

Lemma 3.44. Necht L je svaz s n prvky. JestliZe
i) n =2, pak minimdlni (x,® )-generujici mnozina md tvar {V, \}.
ii) n =3, pak minimdlni (x, ® )-generujici mnoZina md tvar
{®0, Ba, B1} U{V, A}, kde pruek a spliuje 0 < a < 1.
iit) n =4, pak minimdlni (x,® )-generujici mnoZina md tvar

1. {xo} U{®a, &} U{V, A}, jestlize L je linedrni fetézec, spliugjici
0<a<b<l

2. {Ba, Do} U {V, A}, jestlize L € HCy, tj. L je horizontdlni suma
dvou tiiprvkovych linedrnich fetézci (prvky a,b € L spliujici 0 #
a#1a0#b+#1 jsou nesrovnatelné).

Diikaz. i) Predpokladejme, ze svaz L mé dva prvky 0 a 1. Pak podle véty
3.10 méa (x, ®)-generujici mnozina tvar

{x0, x1} U{@0, ®1} U{V,A}.

Nejprve se zamétrime na funkce y. Z definice 3.6 dostavame, ze obé funkce
jsou identity. tj.
Xo(x) = x1(z) = 2.

Za druhé se presvédcéime, Ze pro funkce By a @ plati nasledujici vztahy

55@03/ = x/\yv
rdry = zVy.

Overili jsme, ze funkce y ani @ nepotiebujeme a tedy dvouprvkovy svaz ma
(x, @)-generujici mnozinu tvaru {V, A}.

i1) Predpokladejme, ze svaz L ma 3 prvky 0, a, 1. Pak podle véty 3.10 ma
(x, ®)-generujici mnozina tvar

P = {X0s Xa, X1} U{®0, Da, D1} U{V,A}.
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Jelikoz svaz mé pouze jeden atom, pak yg = x,. Dale z lemmatu 3.26 plati,

ze t@ox = x1() ax@1x = Xxo(x). Tim jsme dostali odpovidajici tvar (x, ®)-
generujici mnoziny. Zbyvéa dokézat minimalita generujici mnoziny. Generujici
mnozina obsahuje pouze funkce &,, pro a € Hy, kde Hy, je nejméné mohutné
generujici mnozina svazu L, tj. Hp = {0,a,1}. Tedy z dusledku 3.39 plyne,
ze generujici mnozina je minimalni.

iii) Predpokladejme, ze svaz L mé 4 prvky 0, a,b, 1. Pak podle véty 3.10
mé (x, ®)-generujici mnozina tvar

{X0, Xa» Xps X1} U {Bo, B, By, B1} U {V, A}.

V ptedchozich podminkach jsme méli zaruc¢eno, ze svaz je jediny. Tahle vlast-
nost nyni neplati, protoze existuji dva ¢tyiprvkové svazy. Musime tedy zkon-
struovat obé (x, ®)-generujici mnoziny.

1. Jestlize svaz L je linearni fetézec, pak tvrzeni ihned plyne z véty 3.42.

2. Necht svaz L je horizontalni suma dvou t¥iprvkovych linearnich retézct,
tj. prvky 0 # a # 1 a 0 # b # 1 jsou nesrovnatelné. Pak mnozina spojové
ireducibilnich prvkii obsahuje pouze prvky a a b, tj. J(L) = {a, b}. Pak z véty
3.39 a jejiho dusledku 3.39 plyne, Ze mnozina ve tvaru {@®,, By} U {V, A} je
miniméalni (y, @)-generujici mnozinou agregac¢niho klonu Cy.

]

Na zacatku této podkapitoly jsme zjistili, za jakych predpokladi mini-
malni (x,®)-generujici mnoZina neobsahuje Zadnou funkei typu x. Podobnym
zpusobem bychom se mohli ptat na otazku, kdy minimalni (y,®)-generujici
mnozina obsahuje alespon jednu funkci typu y. Odpovédi je véta 3.46, kteréd
je pouze nutnou podminkou k existenci funkce typu x, nikoliv postacujici.
Protiptikladem je totiz priklad 3.51, ktery podminku ve vété 3.46 nespliuje,
ale obsahuje funkci typu x. Predtim nez vyslovime vétu 3.46 je nutné defi-
novat dilezity pojem.

Definice 3.45. Necht L je svaz a prvky a,b € L splhuji a < b. Rekneme, ze
prvky a a b se vzdajemné jednoznacné pokryvaji, jestlize pro prvek a plati, Ze
je pokryvan pouze prvkem b a naopak pro prvek b plati, Ze pokryva pouze
prvek a, tj.

B2zecL\{ab}:x=<b nebo a~<x.
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Véta 3.46. Nechl L je konecny svaz a (a,b) je vzdjemné jednoznacéné se
pokrijvagici dvojice prvki takovd, Ze a # 0 a b # 1. Pak kaZdd minimdlni
(x,® )-generujici mnoZina agregacniho klonu Cy, obsahuje funkci xy.

Diikaz. Zvolme mnozinu G jako (y,®)-generujici mnoZinu agrega¢niho klonu
Cr, obsahujici vSechny funkce typu x a &, tj.

G={xz|zeliu{d,|yecLU{AV}.

Dokéazeme, ze mnozina G, = G \ {x»} negeneruje agrega¢ni klon Cr. Tim
dokazeme, ze funkce x;, musi byt obsazena v kazdé minimalni (x,®)-generujici
mnoziné a tim zaroven i v kazdé nejméné mohutné (x,®)-generujici mnoziné.
Zvolme mnozinu B = {(a,b)} U {(x,z) | x € L}. Ovéfime, ze mnozina B je
uzaviend na vSechny operace z mnoziny Gy. Necht x € L\ {b} a y € L, pak

plati
1 ; pro x < a,
XQ(Z):C;((Z;): gé% ;zrozlt;a-

Evidentné, aplikovanim funkce x, na libovolnou dvojici (z, z), z € L dosta-
neme opét dvojici (0,0) nebo (1,1).

o a z\ _ (aDyz\ [y
v\b z) \bd,z) \y)’
Aplikovanim funkce @, na dvojice (z,2) a (2/,2'), kde 2,2’ € L, dostaneme
opét dvojici shodnych prvki.

Kdyby a = 0, pak aplikovanim funkce @; na dvojice (0,b) a (0,0) do-
staneme dvojici (0, 1), podobné v piipadé b = 1, aplikovanim funkce @ na
dvojice (a,1) a (1,1) dostaneme dvojici (0, 1).

V pripadé spojeni a pruseku se lehce ovéri, ze dostaneme dvojice z mno-
ziny B, nebot vysledkem jsou pouze dvojice (a,b) nebo (z, z). Tim jsme ové-
fili, Ze mnozina B je uzaviena na vSechny operace z mnoziny G,. Jenomze
neni uzaviena na operaci Yy, jelikoz

[ a Xo(a) 0
= prm— B_
()= (0 )= (1) ¢
7 Bakerové-Pixleyho véty plyne, Ze mnozina G, negeneruje agregac¢ni klon

Cr. [l
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Lemma 3.47. Necht L je konecny svaz a minimdlni (x,® )-generujici mno-
Zina agregacniho klonu Cp, obsahuje alespon jednu funkci typu x, pak neobsa-
huge funkce xo,x1 a @o, ®1.

Diikaz. Plyne z disledkia 3.23, 3.23 a z lemmatu 3.26. O]

V podkapitole 3.3.1 a v dikazu véty 3.42 jsme vidéli uziteéné vlastnosti
horizontalnich sum linearnich tetézct. Ukazuje se, Ze maji jesté jednu vlast-
nost, tykajici se mohutnosti (y,®)-generujici mnoziny.

Véta 3.48. Necht n € N je pevné zvolené a {L; € HC,, | i € I} je systém
konecnyjch svazi se stejngm poctem proki. Pak vsechny minimdlni nejméné
mohutné (x,® )-generujici mnozZiny agregacnich kloni Cy, jsou stejné, aZ na
oznacend proki, tj. maji stejny pocet funkci typu x a stejny pocet funkci typu
D.

Diikaz. Predpokladejme, ze vSechny svazy L; maji k prvki. Déle z konstrukce

HC,-svazi vidime, ze kazdy svaz L; ma n atomi x1,...,z,. Pro kazdy jiny
prvek z; # 1,5 € {n+1,...,k — 2}, kde zp = 0 a x,_; = 1 plati, ze
existuje jediny atom z,, p € {1,...,n} takovy, ze z, < z;. Pak je evidentni,

ze kazdy prvek x; spliuje vétu 3.46, neboli existuje prvek y € L takovy,
ze prvky y a x; tvori vzajemné jednoznacné pokryvajici se dvojici. Tedy
nelze vygenerovat zadnou funkei x, pro z € L\ {0,1,z4,...,x,}. Pfitom
funkce x,,, p € {1,...,n} lze vygenerovat z funkce x1, kterou vygenerujeme
z nékteré funkce x,, v € L\ {0,1,z1,...,2,}. Takova funkce vzdy existuje,
nebot pro svaz, ve kterém takova funkce neexistuje plati, ze 0 < x, < 1, tedy
vSechny atomy se shoduji se vSemi koatomy. Jenomze takovy svaz je ve tiidé
HC,, jediny.

Pro funkce & je ditkaz trivialni, protoze vSechny prvky, kromé 0 a 1, tvoii
nejméné mohutnou generujici mnozinu svazu L;, ¢ € I. Jelikoz vSechny svazy
L; maji stejny pocet prvki, pak ziejmé maji i stejné mohutné generujici
mnoziny. Zavérem, kazdy svaz L;, ¢ € I ma minimélni nejméné mohutnou
(x,®)-generujici mnozinu ve tvaru

{Xm|x€L\{0,1,x1,...,xn}}U{@y|?J€L\{O,1}}U{\/7/\}.
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Z véty 3.42 vime, jaké typy svazii maji nejmohutnéjsi minimalni (y, ®)-
generujici mnoziny ze vSech minimélnich (x, @)-generujicich mnozin svazi
se stejnym poctem prvkii. Proto se naskyta otazka, zda existuji takové typy
svazi, které by méli naopak nejméné mohutnéjsi miniméalni (x, ®)-generujici
mnoziny, tj. zajimé nas dolni odhad pro mohutnosti (, ®)-generujicich mno-
zin. Odpovéd na tuto otazku je prozatim neznamé, a proto vyslovime pouze
hypotézu, ktera by mohla byt vhodnou odpovédi na zminénou otazku.

Hypotéza 3.49. Necht L je n prvkovy atomdrni svaz a pro kazdy jiny n pro-
kovy atomdrni svaz M plati

|H| < [Hul,

kde Hy, a Hy jsou nejméne mohutné generujici mnoZiny svazi L a M. Pak
pro minimdlni nejméné mohutné (x,® )-generujici mnoziny G, a Gy agre-
gacnich kloni Cp a Cyy plati nerovnost

|GL| < |Guml-

Za predpokladu platnosti této hypotézy, snadno nalezneme dolni odhad
pro (x,®)-generujici mnoziny. Odhadem je mnoZina mohutnosti |Hy| + 2 ve

tvaru
{@b |be HL} U {v,/\}.

V nésledujicim ptikladu 3.50 uvidime, Ze toto neni jediné mozné vyjadieni
dolniho odhadu, ale z hypotézy plyne, Ze mohutnost kazdého dolntho odhadu
je rovna mohutnosti vySe zminéné mnoziny.

Moznou platnost hypotézy 3.49 ukdZzeme na tiidé pétiprvkovych a Ses-
tiprvkovych svazii, to znamend, Ze sestrojime vSechny pétiprvkové a Sesti-
prvkové svazy a podivame se na mohutnosti jejich (y, ®)-generujicich mno-
zin. S vyuzitim vSech vlastnosti, které jsme dokazali v podkapitolach 3.3
a 3.3.1, zkonstruujeme pro vSechny takové svazy odhadované nejméné mo-
hutné (y, ®)-generujici mnoziny. Predtim nez piejdeme k piikladu, zavedeme
oznaceni, které pii konstrukei (y, ®)-generujicich mnozin budeme vyuzivat.

68



Necht F' a G jsou libovolné mnoziny funkci a Proj je mnozina vsSech
projekei. Rekneme, 7e z mnoziny F' lze vygenerovat mnozinu GG nebo mnozina
G je generovdna mnozinou F' (ozn. F = G ), jestlize G C PolInvF | tj. kazdou
funkci z G lze vyjadrit vhodnym slozenim funkeci z F'U Proj. Naptiklad

o la € JL)}U{A VI {Xa|a € L}
nebo

{@p|be HLy U{A V= {@y | bE LY.

Priklad 3.50. Nejprve se zabyvejme pétiprvkovymi svazy. VSechny pétiprv-
kové svazy, az na izomorfismus, jsou zobrazeny na obrazku 10. Nyni bude
nasim cilem zkonstruovat odhady vSech nejméné mohutnych minimalnich
(x, @)-generujicich mnozin pétiprvkovych svazii. Budeme postupovat nésle-
dovné:

1. Nalezneme nejméné mohutnou generujici mnozinu Hy, svazu L.

2. Pouzitim lemmatu 3.27 dostaneme, Ze z parametrickych funkci &, s pa-
rametrem z mnoziny Hy, a svazovych operaci, lze vygenerovat vSechny
funkce typu &, tj.

{@, |z e H}U{A V= {8, |y e L}

3. 7 funkci ®g, 1 vygenerujeme funkce y; a yo s vyuzitim lemmatu 3.26.

4. Za pomoci vSech atomickych funkci @, svazovych operaci a funkci
X1, P1, lze vygenerovat pouzitim dusledku 3.37 v8echny atomické funkce

typu x, tj.
{x1, @1, A\, VI U{@a | a € At(L)} = {xa | a € At(L)}.
5. Z mnoziny funkci obsahujici vSechny atomické funkce y a svazové ope-

race vygenerujeme, za pouziti lemmatu 3.24, vSechny takové funkce s,
kde prvek b € L je spojenim nékterych atomd, tj.

{Xa | a € A(L)}U{A,V} = {Xb | AC At(L),b= \/ EAa} :
Dalsi generovani funkei y zalezi na konkrétnim typu svazu L. Tento po-

stup neni obecnym postupem k hledani takové (x, @)-generujici mnoziny.
Jedna se pouze o pomocny postup.
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Obréazek 10: VSechny pétiprvkové svazy az na izomorfismus

Nyni uz miazeme konstruovat jednotlivé odhady (x, ®)-generujicich mno-
zin, které budeme zna¢it symboly K;, ¢ € {1,...,5} odpovidajici danému
svazu. Zacneme konstrukci generujici mnoziny svazu 2, protoze pro svaz 1
pfesné vime, jak vypada nejméné mohutna (y, ®)-generujici mnozina, diky

vete 3.42, tj.

Kl = {Xb7 XC} U {EB(Z7 @b, EBC} U {\/, /\} .

H;, =

{®p, ®c, A, V}
{®0, ®1}

{xo}

{x1,®s, B, A, V}
Ky, =

{0,b, c},

{®Ba, @1},

{X17X0}7

{Xa},

{xbs X}

{@o, ®p, B} U{V, A},

kde jsme v predposlednim a poslednim generujicim kroku vyuzili lem-

mata 3.23 a 3.28.
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=
=
=

Hp

{®a, Bo, A, V}
{®0, @1}

{X1, ®a, Bi, A, V}
K3

{a,b,c},

{®0, @1},

{x1; X0},

{Xa» Xb}

{Xe} U{®a, @b, B} U{V, A},

kde jsme v poslednim generujicim kroku pouzili vétu 3.32. Je vidét, ze
jedinou funkeci, kterou jsme nedokézali vygenerovat je funkce x. a z véty
3.46 plyne, Ze musi byt obsazena v minimélni generujici mnoziné.

4:
HL = {aa b7 1}7
{@av@b7/\7\/} > {@07@6}7
{6907 @1} = {X17X0}7
{Xla@b@aa@b:/\av} > {XaaXb}?
{Xa,qu} = {XC}7
Ky = {@4, @y, @1} U{V,A}.
o:
HL = {aa b7 C}7
{@aa@b7/\7\/} > {@07@1}7
{@07 691} = {XbXO}’
{le@av@ba@w/\av} = {Xava?XC}a
K5 - {®a7®b7@0} U{va/\}
Nésledné ur¢ime mohutnosti vSech mnozin K;, i € {1,...,5} a vyvodime

z toho odpovidajici dusledky.
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| K|

|Ks| =
|K5| =
|Ky| =
K5 =

SIS = NS BN

Z vysledkt miuzeme vidét, ze (x,®)-generujici mnozina linearniho fetézce ma
opravdu nejvétsi mohutnost, ale zajimavéjsi poznatek je ten, ze plati hypo-
téza 3.49, neboli atomérni svaz s ¢islem 5, ma nejméné mohutnou minimélni
(x,®)-generujici mnozinu. Na druhou stranu vidime, Ze existuji dalsi péti-
prvkové svazy, jejichz (x,®)-generujici mnoziny maji stejnou mohutnost jako
(x,®)-generujici mnozina svazu s ¢islem 5. Pro presnéjsi vysledky, ohledné hy-
potézy 3.49, zkonstruujeme jesté vSechny Sestiprvkové svazy (obr. 11) a pro-
vedeme totéz co u pétiprvkovych svazi. Budeme opét pouzivat pomocného
postupu zminéného na zacatku prikladu. I tentokrat zacneme svazem s ¢islem
2, pricemz
K1 = {X: Xes Xa} U {Pa, Bo, Be, Ba} U {V,A}.

1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 1 1 1 1
kL . d d 1 d d d
b b . 5 ¢ b<Pd N ¢
@ a a a a ba b a b
0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
c d c d d d d 1
OO D 8
0 0 0 0 0 0 0
9 10 11 12 13 14 15

Obrazek 11: VSechny Sestiprvkové svazy az na izomorfismus

Q0 T O &
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H;, = {0,a,c,d},
{®c, @a, A,V = {Dp, @1},
{®0, @1} = {x1, X0},
{xo} = {xd},
X1, @ ®as A VE = {Xes Xals
Ky = {xo} U{Da, De, ®a} U{V, A},

pricemz nam zustala funkce y,, kterou nedokdzeme vygenerovat, pro-
toze (a,b) je dvojice vzajemné jednoznacné se pokryvajicich prvka
a plati véta 3.46. Podobny pripad nastane u svazu s ¢islem 4,6,7, 8,10
a 12, kde naptiklad u svazi 4 a 6 existuji dvojice (¢,d) a u svazu 7
existuje dvojice (b, c).

H;, = {0,b,¢,1},
{®6: Be, A, VE = {0, Bal,
{®0, 81} = {x1, X0}
xo} = {xa}-

V dalsim kroku jiz musime zvolit néjakou funkci typu x a s jeji pomoci
vygenerovat ostatni funkce. Zvolime funkci x4, nacez pouzitim véty 3.34
a lemmat 3.23 a 3.26 dostaneme

{xa> ®p, De; A, VE = {Xe Xes

{Xa, @, ®a}y = {xo,x1}

{x0,x1, V., A} = {®o, P},
K3 = {xa} U{@®, ®c} U{V,A}.

Lehce se presvédcime, Ze se jednd o miniméalni (x, @)-generujici mno-

Zinu?.

“Naptiklad, mnozina B = {(a,c),(b,d)} U {(z,x) | z € L} je uzavfena na operace
z K3\ {xd}, ale neni uzaviena na operaci xg4.
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H;, = {0,b,c,d},
{@p, B, A,V = {Ba, D1},
{@0, @1} = {x1,x0},
{xo} = {x.},
{xa, @6, @e, A VE = {xes Xe s
Ky = {xatU{Dp, ®c,®a} U{V,A}.
H;, = {0,b,¢,d},
{Dp, B, A,V = {Ba, D1},
{@0, @1} = {x1,x0},
{xo} = {x.},
{X1, B, Be, i, A, VE = {Xb, Xes Xats
K5 = {®0,®, e, Ra} U{V,A}.
H;, = {a,b,d, 1},
{@a: @6, A, VY = {Do, B},
{@0, @1} = {x1,x0},
{x1,®1, Pa Bos A\, VY = {Xas Xo )
Xas X6, A} = {Xe)s
Ks¢ = {xa}U{Ba, @, Ba} U{V,A}.
H;, = A{a,b,c, 1},
{®a, Db, A,V = {®Bo, Da},
{@0, @1} = {x1,x0},
{x1,®1, Da o, A\, VE = {Xas Xb s
Xa X6, A} = {xa}s
K; = {x:}U{®a B, ®:} U{V,A}.



H;, =

{®a, Db, A\, V}
{@0, @1}

{x1, ®a, Db, \, V}
Ky =

{a,b,c,d},

= {Do, @1},

= {xuxoh

= {XoXo}s

{Xe> Xa} U{Ba, ©p, Be, Daf U{V, A}

V tomto pfipadé ndm zustaly dvé funkce typu y, kterymi jsou y. a xq,
protoze ve svazu 8 existuji dvé dvojice vzajemné jednoznacné se pokry-
vajicich prvki, kterymi jsou (b, c) a (¢, d).

9:
H;, = {c,d, b},
{®c, ®a, Dy, A\, V} = {®o, B, ®1},
{©0, 81} = {x1.x0},
{X1,®c, ®a, \,VE = {Xes X}
{x1, ®1, 0, ®os A, VE = {Xas X}
Ko = {®p, e, @a} U{V,A}.
10:
H;, = {a,b,cd},
{Ba, o, N,V = {Do, @1},
{®o, @1} = {x1, X0},
X1, ®a, @5, A VE = {Xa X0},
Ko = {XeXa} U{@a, @b, @, @a} U{V, A}
Toto je druhy a posledni pripad, kdy nam zistanou dvé funkce typu
X. Obdobné jako u svazu 8, tak i zde existuji dvé dvojice vzajemné
jednoznacné se pokryvajicich prvka, kterymi jsou (a,c) a (b, d).
11:
H;, = {a,b,c},
{®a, ®p, ®c, A\, VY = {Ba, ®1},
{®o0, @1} = {x1,x0},
X1, 1, Ba, O, A VE = {Xay X
X xo: A} = {xa}s
X1, @, ®a, A\, VE = {xe)s
K = {@4, By, B} U{V,A}.
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12:

13:

14:

15:

H, =

{®a, By, A, V}

{®0, @1}

{X1, Ba, By, e, A, VY
K12 =

{a,b,c,d},

= {Do, @1},

= {xu X0}

= {Xa» Xbs Xe )

{Xa} U {Ba, @, D, Da} U {V, A}

Zbyla nam funkce y,, ponévadz ve svazu 12 tvoii (¢, d) vzajemné jed-
noznacné se pokryvajici dvojici. Toto je posledni piipad, kdy nam zu-
stane funkce typu . V néasledujicich pripadech lze vygenerovat vSechny

funkce typu y.

Hp,

{Ba, Bp, Be, N\, V}

{@o, @1}

{x1, @1, ®a, B, e, A, V)

{Xa7Xb7 /\}
K3

Hy,

{®a, B, A\, V}

{@0, @1}

{x1,®1, Ba, Bp, Bc, A, V}

{Xa’ Xb7 /\}
K14 -

¢ oy

Hp,

{®a, @y, A, V}

{®0, ®1}

{X1, ®a, ®b; e, Ba, A, V}
K5

¢ U
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{a,b,c},
{®0, Ba, @1},
{x1, x0},
{Xa> Xbs X}

{xa},
{Ba, Bp, B} U{V, A}

{CL, b? C, 1}7
{®o, Ba},
{X17 X0}7

{Xa7 Xb? XC}7
{Xd}a

{@®a, Bp, Be, D1} U{V, A}

{CL, b7 ¢, d}v
{@07 6Bd}y
{X17 XO}:

{Xll7 Xbs Xes Xd},
{@aa @by @07 @d} U {\/, /\} .



Shrnutim vSech konstrukei dostavame nasledujici mohutnosti odhadova-
nych nejméné mohutnych (x,®)-generujicich mnozin:

|K1| =
|Ks| =
K5 =
|Ky| =
|K5| =
K| =
|K7| =
|Ks| =
|Ky| =
[K1o| =
|[Ku| =
|Kio| =
|Ki3| =
K| =
|Ki5| =

S O Ot 1 Ot 00 Ot 00 O O O O Ot O ©

Ve tridé Sestiprvkovych svazii mame dva atomarni svazy, kterymi jsou svazy
s ¢islem 13 a 15. Svaz s ¢islem 15 neptipada v uvahu, protoze jeho mohut-
nost generujici mnoziny Hj, je ostfe vétsi, nez mohutnost generujici mnoziny
Hj svazu 13. Tedy nam ztistal pouze svaz s ¢islem 13, jehoz mohutnost mini-
mélni nejméné mohutné (x,®)-generujici mnoziny je rovna 5. Podle hypotézy
3.49, neexistuje (y,®)-generujici mnozina Sestiprvkového svazu s mensi mo-
hutnosti. Nami odhadnuté (y,®)-generujici mnoziny tuto vlastnost spliuji
a tedy hypotéza 3.49 plati.

Ve vysledcich muzeme vidét i platnosti vét 3.48 a 3.46. Napriklad svazy
8 a 10 jsou HCy-svazy a maji stejné minimélni nejméné mohutné (y,®)-
generujici mnoziny. Véta 3.46 hovotila o vzajemné jednozna¢né se pokryva-
jicich prvcich. V nasem piipadé to jsou napiiklad dvojice: (a,b) ze svazu 2,
(¢,d) ze svazi 4 a 6, (b, ¢) ze svazu 7, atd. Tim padem jejich odpovidajici mi-
nimalni (x,®)-generujici mnoziny musi obsahovat alespoii jednu funkci typu
X, coZ je evidentné pravda.
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Zéavérem této podkapitoly se vratime ke spojovym D-prvkim a C-prvkim
z véty 3.34. Pro pripomenuti, C-prvky jsou takové prvky ve svazu, jenz pokry-
vaji jediny a ten samy prvek a spojenim libovolnych dvou C-prvki dostaneme
stejny prvek, ktery se nazyva spojovy D-prvek. Oc¢ividné, vSechny C-prvky
prislusejici nékterému spojovému D-prvku, jsou spojové ireducibilni. Z tvr-
zeni 3.41 plyne, ze (x, ®)-generujici mnozina obsahuje vSechny funkce y, pro
z € J(L)\At(L). Odtud vidime, Ze (x, ®)-generujici mnozina muze obsahovat
funkce, které lze vygenerovat. Na nésledujicim prikladu ukdZzeme postup, jak
se téchto funkci zbavit. Opét to nebude obecny postup, ale pouze navod, jak
u svazi, které maji C-prvky, nalézt odhad nejméné mohutné (y,®)-generujici
mnoziny.

Pi#iklad 3.51. Ukolem je ke svazu L, ktery je zobrazen na obrazku 12, nalézt
odhad nejméné mohutné (x, &)-generujici mnoziny.

0

Obrézek 12: Svaz L
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3

Necht Hp je libovolna nejméné mohutné generujici mnozina® svazu L.

Pak plati nasledujici generujici postup:

{@w A\ VI|zeH} = {&|yeLl}
{@o0, &1} = {x1, X0}

{X0, Pas Doy, e, Da, A, VE = {Xas Xbs Xes Xd )
{Xas Xy Xes Xas A = {XGs Xas Xa}

kde jsme pii generovani atomickych funkei x pouzili funkci yg namisto funkci
X1 a @1. Tato tprava je korektni a pouze zjednodusuje pozdéjsi kontrolu.
V tuto chvili nam ziistaly funkce X, X, Xg, Xhs Xi> Xks Xm> Xn» Xos Xp- Lame-
ffme se na funkce xe, X £, Xgs Xa, Xis Xm, jelikoz prvky e, f, g jsou C-prvky od-
povidajici spojovému D-prvku o, prvky h,i jsou C-prvky odpovidajici spo-
jovému D-prvku n a prvek m je C-prvkem odpovidajici spojovému D-prvku
q. V poslednim zminéném piipadu vyuzijeme dusledek 3.35. Tedy existuji
prvky [ a m, jenz pokryvaji stejny prvek d, jenomze prvek [ pokryva i prvek
g. Spojenim prvka [ a m je prvek ¢. Podle disledku 3.35 to znamena, ze
pomoci funkce x, lze vygenerovat pouze funkeci x,,, nikoliv funkei x;. Pak
podle véty 3.34 a disledku 3.35 dostavame

{an@l>@m7/\>\/} = {Xm}a
{Xm@e)@fa@g?/\)\/} = {XeaXfan}7
{XTw@h’@i?/\?\/} 3 {Xh7xl}

Odtud vyplyva, Ze jiz zustaly pouze funkce Xo, Xn, X&, Xp- Nyni staci zkou-
mat pouze to, zda nékteré funkce lze vygenerovat pomoci jiz vygenerovanych

Y v

funkci. Nejuzitecnéjsi funkei je funkce x, protoze

{XjannXla/\} = {XO?XP}’

Tim padem zbyly funkce y, a xx. Zde uz nepfedpokladame zadné dalsi ge-
nerovani a vysledkem je nésledujici odhadovand nejméné mohutna (y,®)-
generujici mnozina

G:{Xnan}U{@:c|x€HL}U{\/7/\}'

Dikaz toho, Ze mnozina G je minimalni (x,®)-generujici mnozinou je
jednoduchy. Zvolime napiiklad mnoziny By = {(g, k), (I,p)}U{(x,z) | x € L}

3Autor této diplomové price je presvédéeny, Ze mnozina Hy = {a,c, f, h,i,m,p} je
nejméné mohutnou generujici mnozinou svazu L, ale nemohl to dokézat.
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a By = {(h,n), (e,i)}U{(z,x) | x € L}. Lehce se pfesvéd¢ime, ze mnozina B;
je uzaviena na operace z G'\ {x«}, ale neni uzaviena na operaci x,,. Podobné
mnozina By je uzaviena na operace z G \ {x,}, ale neni uzaviena na operaci
Xk-

Dostali jsme velice piekvapivy vysledek, nebot (y,®)-generujici mnozina
G obsahuje funkci x,,, pficemz prvek n neni spojové ireducibilni, tj. n ¢ J(L).
Zavérem prikladu ovérime, ze jsme konstruovali dobie. Zkontrolujeme pouze
generovani funkci y, protoze generovani funkci @ je trividlni, tj. zacneme
generovat atomické funkce typu y.

Xa(2) = Xxo(z A (z @0 ),
() = xo (:L‘ A (z Dy 3:)),
Xe() = xo(z A (x @, 2)),
xa(z) = xo(z A (z ©q2)),
Xi(2) = Xalz) A xp(),
Xq(®) = Xal() A Xxal2),
xi(z) = xo(®) A xalz),
Xm(z) = ®1(zA (2@, 1)),
Xe(x) = <I>2(x/\ (x e x)),
Xr(@) = oz A(z &),
Xo(7) = P2z A (z&,7)),
xn(z) = <I>3(x/\ (x By, x)),
Xi(x) O (x A (z &®; x)),
Xo(®) = x;j(%) A x(x),
Xp(@) = xilz) A xi(@),
kde
Dy (x Xq(:p\/(x@lx))\/Xq(x\/(x@ma:)),

o K

() =
2(2) = Xo(zV (2@ )V Xo(zV (z 8, 7)),
(z) =

3 Xn(zV (z ®p2)) Vxa(zV (z @ 2)).

V nasledujici tabulce jsou ovéreny vSechny funkce y, které ve svém zapisu
vyuzivaji nékterou z funkei ®;, pro ¢ = 1,2,3 a tedy i atomarni funkce ¥,
nebot v tom pripadé je funkce ® piimo rovna funkci xq. Z tabulky je vidét,
ze jsme ke generovani funkei y pouzivali spravné vztahy a nami odhadnuté
minimélni mnozina je korektné zvolené.
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x a|blc|dlelflg|h|it|jlk|l|m|n|lo|p|q

D, 1j1j1(ofryrj1rjrjry1rjrjry1 11141

Dy rjoj1rfrfryrj1rjrjry1rjrjry1 411141

O 1{ojtrjryoj1ry1rjry1jrj1ry1j1ry1j1r1j1
O (x N (rBpx)) |0[0[0[0]0O]0[0O|O|0O|O|O0O|O|1]0]0|0]|1
Oy(x AN (xBex)) |[0]0]0O]O[1[0O]0O|1]1]{0|0O]0O|O0|1]1]0]1
Po(x AN (z@®sx)) [0]0[0/0[0/1]0/0(0]1]|0O]|0|O0|0[1]|0]|1
Qy(z AN (xPByz)) [0]0|0]0]|0O[O0O|2{0O|0O|O0OfL]|1|O0[0|1]1|1
O3(x AN (x®px) |[0]0[0J0O|0O[0[0|1]0[0|0|0]0|1]0]|0]0
O3z A(xP;x)) [0]0]0[0[0[0|0O[0]|1]|0[0O|0O]O0O |1 1|01
Xo(z A (x®ex)) [[1]0[0]0[0[0]0]|0]|0O[1]|0]0|0|0]1]0]1
YorA(@ayz) [[o]1]o]o|1|1|1]1|1]1]|1|1]0|1][1]1]1
Xo(x Alx®.2)) |[0]0]1[0[0[0|0[0]|0O|1]0|0]O0]O0O|1|0]1
Xo(x A(x@®gx)) ([0[0]0][1]0[{0]0|0O|O(0O|O[1|1]|0]|0|1]|1

Tabulka 1: Vy¢isleni nékterych funkei typu x z prikladu 3.51.

3.5 Konkrétni priklady agregacnich funkci

Zavérem celé prace zuzitkujeme vse, co jsme se dozvédéli v celé kapitole
o generovani agregacniho klonu. Vychozim svazem bude tiiprvkovy a poté
i étyfprvkovy linearni Fetézec, nebot lze jednoduse nakreslit svaz L?. Proto
veskery postup bude i graficky znazornén. V piikladu nejdiive ur¢ime mi-
nimalni nejméné mohutnou (x,®)-generujici mnozinu daného svazu, a poté
zvolime libovolnou binarni agregacni funkci A na daném svazu. Nasledné
vyuzijeme funkce hZ z definice 3.7, ze kterych, za pouziti véty 3.9, vygene-
rujeme nasi zvolenou agregacni funkci A. Vlastnosti funkci y a & vyuzijeme
pii konstrukei funket hZ.
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Necht L je t¥iprvkovy linearni fetézec s prvky 0, a, 1. Pak podle lemmatu
3.44 je tvar mnoziny K nasledujici

K - {@07 690,7 @1} U {\/7 /\} )

kde

1 sz=1y=1 ~J O ;2=0,y=0
x@oy_{O ; jinak, $@1y—{1 : jinak,

0 ;2=0,y=0

T DY = I ye=Ly=1
a ; jinak.

Oznaceni: Na nasledujicich obrazcich oznacuje bezpatkové pismo vedle Se-
dych oblasti to, kam se zobrazuji body z dané oblasti (misto ¢arkovanych ¢ar
na obrazku 5).

Obrézek 13: Funkce ®q, B, a 1

Zvolme libovolnou agregacni funkei A, napriklad tu z obrazku 5 :

( = (0,0),(0,@)
A(x,y) = a (m,y) = (a,O), (07 1)7 (a’a)7 (av 1)
: ( = (1,0),(1,a),(1,1).

Déle podle vztahu (3) z definice 3.7 zkonstruujeme funkce hZ(x,y) pro
kazdé (0,0) # a # (1,1). Vime, Ze u tfiprvkového svazu lze vygenerovat
vSechny funkce typu y. V néasledujicich rovnostech vyuZzijeme znamé vztahy
pro funkce x, tj. xo(z) = = &1 x, xo(z) = Xa(2), x1(7) = = By .
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hiow(@,y) = (y&1y) Az @oy),
hia0)(2,9) (@1 2) A (2 Ba y),
hon(,y) = (Y@oy) A (rSay),
hw(@y) = ((z@12)A(yd1y)) Az D y),
hig(e,y) = (z@ox) Az @1y),
hé;)(%y) ((z ®12) A (y Boy)) A (z Do y),
hé,a)<x7y) = ((33 Go ) A (y &1 y)) A (z @1 y).

Nyni musime v8echny funkce vy¢islit pro vSechny hodnoty (z,y). Pro
prehlednost vytvorime tabulku.

(z,y) | (0,0)|(0,a)|(a,0) | (0,1)|(a,a) | (1,0)](a,1) | (L,a)|(1,1)

higw(@y) || 0 0 0 0 0 0 0 0 1
hém (x,y)| O 0 a 0 a a a a 1
hém)(m, y)| O 0 0 a 0 0 a 0 1
hpa (@ y) | 0 0 0 0 a 0 a a 1
hig(@y) | 0 0 0 0 0 1 0 1 1
hiyn(@,y) || 0 0 0 0 0 0 a 0 1
hiw(@y) || 0 0 0 0 0 0 0 1 1

Tabulka 2: Vyéisleni funkef hZ svazu L2.

7 véty 3.9 vime, Ze spojenim funkei hZ(x,y) dostaneme agrega¢ni funkci
A. V nasem pripadé to zjistime z tabulky tak, Ze na jednotlivé sloupce po-
uzijeme operaci spojeni, a tim dostaneme nasi zvolenou agrega¢ni funkci A.
My pouzijeme druhou metodu, ktera je pracnéjsi, ale nazornéjsi. Znazornime
viechny funkce h2 z tabulky 2, ¢ili kazdy Fadek predstavuje ur¢itou binarni
agregacni funkci na svazu L. VSechny tyto agrega¢ni funkce odpovidajici
rfadkim jsou znazornény na obrazku 14.
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1 1 1 1
a
a
a
0 0 0 0
1 1

0

Obrazek 14: Agrega¢ni funkce odpovidajici fadkim v tabulce 2

Déale provedeme spojeni vSech agregacnich funkci znézornénych na ob-
razku 14 a dostaneme agrega¢ni funkci z obrazku 5.

Timto pfikladem jsme nazorné ukazali, Ze ke kazdé agregacni funkci A
nad t¥fprvkovym linearnim fetézcem, existuje 7 funkei hZ takovych, 7e je-
jich spojenim dostaneme agregacni funkci A. Stejny postup pouZijeme i na
ctyrprvkovy linearni fetézec. Jedinym rozdilem bude to, Ze muzeme pouzit
vétu 3.42, tzn. lze vygenerovat vice funkci, coz se promitne pii konstrukci
funkei hZ2.

Necht L je ¢tyrprvkovy linearni fetézec s prvky 0, a, b, 1. Podle véty 3.42
je tvar mnoziny K nasledujici

K ={xp} U{®a, Bp} U{V,A}.

Necht A je agregacni funkce dana predpisem (viz obrazek 15):

EasenEaes.,,
o a ) l’,y ,CL, a,a, , s s
A@Y =N b (@) = (0.), (0,1), (a,b), (a, 1), (b, D)
]' 7 (I7y) (17a)7( 71)’(]‘7 )7(]‘71>

84



(0,0)

Obrazek 15: Agrega¢ni funkce A

Podobné jako v predchozim piipadé, sestrojime funkce hZ(x, %) pro kazdé

> >
S e
s =

>
&

—~
jS]
S
=
o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~~~ o~~~

B

> =
o S e
()

—_— — — —  —  —  —  —  —  —  —  — — —

&
ARSI ST ST S S SN~ O SN SN~ S

(0,0) # a # (1,1). V nasledujicich rovnostech uz vidime pomérné dost zna-
mych vztaht, které jsme vyuzivali pti generovani ostatnich funkci.

Xo(y By y) A (T Ba y),

Xo(z @ ) A (Xo(2 Ba ) A X6 (y Bay)),
a(y) A (T & y),

(xo(z @y ) A xo(y B y)) A (2 Ba y),
Xo(2) A (xXo(x Do ) A xo(y Ba y)),

Xo(Y Ba y) A (T By y),

(xo(z @&y ) A xo(y)) A (z By y),

(xe(@) A xo(y @6 9)) A (2 Ba y),

Xo(7 Bo ) A (2 B4 y),
(xb(z @b ) A Xb(y Bay)) A
(xs(@) A xo(y)) A (@ @p y),
(Xb(l" Da ) A Xp(y Doy y)) (Xb(l" Sy ) V Xu(Y D y)),
(xe(@) Axs(y @a y)) A (xo(z @b 2) V x6(y S y)),

(X ) Axe(y)) A (xo(z @y ) V xo(y 1 y))-

(z @y y),

Xb T Dy x
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Déle vytvorime tabulku pro v8echny hodnoty (x, y). Tentokrat pro ovéfeni
pouzijeme prvni postup, tj. na jednotlivé sloupce aplikujeme operaci spojeni.
Vysledkem je zvolené agregacni funkce A.
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Z.Avér

V prvni ¢asti prace jsme pfipomnéli pojem agrega¢ni funkce na intervalu
a znézornili vybrané grafy agregacnich funkci. Nasledné jsme ukézali jednu
z dulezitych vét teorie agregac¢nich funkcei, ktera se tykala skladani agregacni
funkei. V dalsi casti jsme se zabyvali konstrukei kloni pomoci zobrazeni
Pol a Inv, kterou jsme pak vyuzili k dokdzani Baker-Pixleyho véty. Posledni
kapitola pojednéava o agrega¢nim klonu. V této ¢asti jsme se snazili co nejvice
zredukovat generujici mnozinu agrega¢niho klonu.

Cela oblast tykajici se agrega¢nich funkei na svazech je v rozkvétu, a proto
existuje i jina konstrukce nejmensi generujici mnoziny. Je mozné, ze odpovéd
na otazku je kladna, ale prozatim se konstrukce R. Halase a J. Pocse popsané
v ¢lanku [4] zda tou nejprijatelnéjsi.
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