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Katedra matematiky
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V Hradci Králové dne 11. 5. 2015 Dana Libotovská
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Úvod

Jako téma své bakalářské práce jsem si vybrala normálńı a Studentovo rozděleńı, se kterými
jsem se setkávala během svého studia. Ovšem zaměřila jsem se předevš́ım na jejich historii a
vědce, kteř́ı za nimi stály.

Normálńı rozděleńı patř́ı mezi nejd̊uležitěǰśı a nejpouž́ıvaněǰśı spojitá rozděleńı v̊ubec.
Někdy se též nazývá Laplaceovo-Gaussovo, podle francouzského matematika a fyzika Pierra
Simona de Laplace a německého matematika a astronoma Carla Friedricha Gausse. Nicméně,
jak se později dozv́ıte, již před Laplaceem a Gaussem popsal normálńı rozděleńı ještě jeden
francouzský matematik. Studentovo rozděleńı je odvozené od normálńıho rozděleńı. Někdy se
pro něj použ́ıvá též značeńı t-rozděleńı. Jeho historie je spjata s osobnost́ı Williama Sealyho
Gosseta, pivovarńıka z Anglie.

V prvńı kapitole bude přibĺıžen život i práce výše uvedených matematik̊u. V daľśı kapi-
tole bude zavedena náhodná veličina, spojitá i diskrétńı, náhodný vektor a náhodný výběr.
Následuje kapitola o normálńım rozděleńı, jeho historii, podobě, standardizaci a rozděleńıch,
které z něho vycháźı. Seznámı́me se s centrálńı limitńı větou a se Studentovým rozděleńım.

Nakonec se vrát́ıme k náhodnému výběru a ukážeme si, jak rozděleńı výběrových pr̊uměr̊u
můžeme aproximovat právě k normálńımu rozděleńı.

Veškeré ilustrace byly nakresleny dle předlohy a všechny grafy byly vytvořeny v programu
GeoGebra. Práce je vysázena systémem LATEX.
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Kapitola 1

Významńı vědci v historii
normálńıho a Studentova rozděleńı

Normálńım rozděleńım se v minulosti zabývalo mnoho vědc̊u. My si ovšem přibĺıž́ıme jen ty
nejd̊uležitěǰśı, a to nejen z hlediska jejich vědecké práce, ale budeme se zabývat i jejich životy.
Kromě nich si přibĺıž́ıme i hlavńıho str̊ujce Studentova rozděleńı.

1.1 Carl Friedrich Gauss

Obrázek 1.1: Carl Friedrich Gauss

Než se dozv́ıme něco o Carlu Friedrichovi,
měli bychom si trochu přibĺıžit jeho předky.
Roku 1710 se Gauss̊uv děd přestěhoval
do Brunšviku, kde se živil zahradničeńım,
předevš́ım zelinářstv́ım. V roce 1744 se na-
rodil Gerhard, otec Carla Friedricha. Stal
se řemeslńıkem, ale dostalo se mu mno-
hem lepš́ıho vzděláńı, než bylo u tehdeǰśıch
řemeslńık̊u obvyklé. Vyznal se jak v me-
chanice, tak i v počtech. Byl nejdř́ıve
městským správcem vodárny, tzv. was-
serkunst meistr, později se stal účetńım
a pokladńım životńı pojǐst’ovny (přesněji
pohřebńıho spolku brunšvického).

Děd z matčiny strany Christoph Benze
ze vsi Velpke byl kameńıkem, při jehož práci
jsou nutné geometrické znalosti. Měl syna
Friedricha, který se stal tkalcem a protože
měl šikovné ruce, vyráběl si sám r̊uzné
př́ıstroje. Carl Friedrich měl velikou úctu
ke strýcovým dovednostem a nazýval ho ro-
zeným géniem.

Roku 1741 se narodila Dorothea, matka
našeho Carla Friedricha.[29] V roce 1769 se
přestěhovala do Brunšviku. Dorothea vyni-
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kala svou dobromyslnost́ı a moudrost́ı. Seznámila se s Gerhardem Gaussem a v roce 1776 se
za něj provdala. Rok na to, 30. dubna 1777 mu porodila syna, jemuž bylo dáno jméno Johann
Friedrich1. A v tom jediném potomku se soustředilo všechno matematické nadáńı, které bylo
v obou rodinách. Jak sám Gauss později vtipně vypravoval, uměl dř́ıve poč́ıtat než mluvit.

Jeho otec, který měl jednoho léta vyplácet mzdu dělńık̊um za přesčas, vypoč́ıtal podle
jednotlivých hodin, co by měl každý jednotlivec dostat. Když však před svým malým synem
oznámil sv̊uj výsledek dělńık̊um, Carl Friedrich se ozval, že je výsledek vypoč́ıtán chybně a
pověděl otci zcela jistě, co by mělo vyj́ıt. Překvapený otec poč́ıtal znovu a byl zahanben,
protože zjistil, že jeho tř́ıleté d́ıtě mělo pravdu.

Stejně zaj́ımavý je př́ıpad, který se mladému počtáři přihodil, když v obecné škole v roce
1786 postoupil do počtářské tř́ıdy. Při matematické kompozici tu byl zaveden systém, kdy
se kompozice odevzdávaly učiteli na st̊ul popořádku, jak byl kdo hotov, aby byla posouzena
nejenom správnost, ale i rychlost a zběhlost v poč́ıtáńı matematických př́ıklad̊u. Při prvńı
kompozici, ve které se jednalo o součet řady č́ısel od 1 do 100, sotva řekl učitel J. G. Büttner
zněńı úlohy, měl již Gauss výsledek vypoč́ıtán a prvńı položil kompozici učiteli na st̊ul se
slovy:

”
Ligget se!“ (Tu lež́ı!).[27] Zbytek času klidně seděl v lavici sledovaný ned̊uvěřivými

zraky svého učitele i jeho asistenta Martina Bartelse. Gauss přǐsel na jednoduchý výpočet
této řady. Všiml si totiž, že vždy součet opačných prvk̊u z řady dá pokaždé stejný součet,
tedy: 1 + 100 = 101, 2 + 99 = 101, atd. což nakonec dá součin 50 · 101 = 5 050.[29] Bylo po
kompozici a Gaussova odpověd’ byla samozřejmě správná. Brzy sám pan učitel uznal, že se
od něj Gauss nemůže naučit ničemu novému a objednal mu z Hamburku knihu, v ńıž by mohl
samostudiem dál pokračovat.

V době, kdy měli žáci problémy s obyčejnou násobilkou, Gauss již ovládal Newtonovu
binominálńı poučku, ovládal nekonečné řady a přechod na diferenciálńı a integrálńı počet mu
nedělal žádné problémy.

Roku 1788 začal chodit na gymnázium ve svém rodném městě, kde byl hned zařazen do
druhé tř́ıdy d́ıky svým rozsáhlým znalostem. Zde se rychle naučil Cicer̊uv sloh, který je znát
v Gaussových latinských spisech. Vedle toho se zdokonaloval v matematice tak, že se brzy po
městě a okoĺı roznesla pověst o jeho neobyčejných znalostech a dovednostech.

Roku 1791 přičiněńım státńıho rady Zimmermanna a tajného rady Feronce bylo zjednáno
divotvornému počtáři slyšeńı u dvora vévody brunšvického, Karla Wilhelma Ferdinanda, který
poznal, jaký génius v Gaussovi dř́ımá a dle zásluhy ho ocenil. Źıskal nejen uznáńı, ale vévoda
se stal Gaussovým mecenášem. Proto se Gauss mohl bezstarostně oddat svým milovaným
studíım, aniž by byl nucen přihĺıžet ke skromným prostředk̊um svého otce.

Po ukončeńı školy nastoupil v roce 1792 na collegium Carolinum, kde se zdokonaloval
nejen v klasických a moderńıch jazyćıch, ale ukončil zde svá matematická studia, probráńım
klasických Newtonových, Eulerových a Lagrangeových spis̊u.

V roce 1795 přestoupil na univerzitu v Göttingenu, kde se zabýval studiem filologie,
ovšem úspěchy, které měl v matematice, rozhodly brzy nadobro. 30. března 1796, kdy mu
ještě nebylo ani 20 let, se mu podařila geometrická konstrukce sedmnáctiúhelńıku jen pomoćı
prav́ıtka a kruž́ıtka. Význam tohoto objevu neńı ve výsledku, ale v d̊ukazu, který spoč́ıval v
hluboké analýze rozkladu polynom̊u na činitele, jenž otevřel dveře pozděǰśı Galoisově teorii.[1]
Výsledek zveřejnil ve svém monumentálńım d́ıle Disquisiones Arithmeticæ2. Gauss̊uv počin

1Ještě roku 1792 se podepsal do matriky collegium Carolinum Johann Friedrich Carl Gauss aus Braun-
schweig. Později již své prvńı jméno vynechával z neznámých d̊uvod̊u.

2Aritmetické výklady
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byl milńıkem, jelikož od dob Eukleida se to nikomu nepodařilo.
Mnoho matematik̊u se již po tiśıce let snažilo o sestrojeńı pravidelných n-úhelńık̊u pomoćı

prav́ıtka a kruž́ıtka. Dokázali sestrojit n-úhelńıky, kde n je násobkem tř́ı, pěti a mocnin č́ısla
2. Gauss k tomuto výčtu přidal daľśı mnohoúhelńıky, konkrétně s počtem stran ve tvaru
Fk = 22k + 1, kde k ∈ N. Několik prvńıch takto vzniklých č́ısel je: F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17,
F3 = 257, F4 = 65 357, F5 = 4 294 967 297.3 V roce 1832 byl sestrojen 257úhelńık.[24]

Když v roce 1798 ukončil svá univerzitńı studia, vrátil se do Brunšviku, kde se připravoval
na doktorát z filozofie, která se považovala za závěrečnou zkoušku na německých univerzitách.

Matematická dizertace, kterou v roce 1797 předložil na Helmstädtské univerzitě, po-
dala d̊ukaz základńı věty algebry.4Gauss̊uv d̊ukaz, třebaže ne př́ılǐs přesvědčivý, byl pozo-
ruhodný svou kritikou dř́ıvěǰśıch pokus̊u. Později zveřejnil daľśı tři d̊ukazy tohoto d̊uležitého
výsledku, posledńı na padesáté výroč́ı prvńıho, což svědč́ı o tom, jaký význam tomuto tématu
přikládal.[1] Základńı věta algebry má hned několik verźı, z nichž jedna zńı, že každý poly-
nom čili mnohočlen stupně n ≥ 1 s reálnými nebo komplexńımi koeficienty má n reálných
nebo komplexńıch kořen̊u. Jinak vyjádřeno, pro každý polynom P (x) n-tého stupně, existuje
n hodnot xi, pro něž plat́ı P (xi) = 0. Polynom n-tého stupně má tvar

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x+ a0 = 0 kde an 6= 0

Gauss na sv̊uj prvńı d̊ukaz přǐsel v roce 1797. Jeho d̊ukaz se zaměřoval na polynomy s reálnými
koeficienty. Podle dnešńıch měř́ıtek nebyl Gauss̊uv d̊ukaz zcela kompletńı, protože se v něm
spoléhá na spojitost některých křivek, proti všem předchoźım pokus̊um to ale bylo výrazným
zlepšeńım.[24]

Po formálńım zakončeńı svých studíı začal pracovat na svém d́ıle, které by mu zaručilo
slávu, kdyby náhodou nic jiného nenapsal. Jedná se o teorii č́ısel, kterou začal sestavovat
v roce 1795 a v roce 1801 byl spis vydán. Název

”
Disquisitiones arithmeticæ“5 značil velmi

objemný spis. Ovšem v této době bylo opravdu málo matematik̊u, kteř́ı dokázali tento ori-
ginálńı spis oplývaj́ıćı tolika novými výzkumy č́ıst a proniknout do něho. Kniha zač́ıná prvńım
pojednáńım o modulárńı aritmetice, pak zevrubně prob́ırá řešeńı kvadratických polynom̊u dvou
proměnných v oboru celých č́ısel a konč́ı teoríı faktorizace.[1] O tomto kĺıčovém d́ıle Stephen
Hawking napsal:

”
Když Gauss začal pracovat na svých epochálńıch Disquisitiones Arithme-

ticæ, byla teorie č́ısel pouze souborem izolovaných poznatk̊u . . . V Disquisitiones zavedl pojem
kongregace, j́ımž teorii č́ısel sjednotil.“[24] Jak řekl matematik Leopold Kronecker,

”
ohro-

muj́ıćı je už jen pomyslet na to, že jediný člověk v tak mladém věku dokázal vytvořit tak hluboké
a skvěle uspořádané pojednáńı o celé nové discipĺıně.“[24] Gauss̊uv př́ıstup k předkládáńı vět
následovaných d̊ukazy, d̊usledky a př́ıklady, jak jej předvedl v Disquisitiones Arithmeticæ,
napodobili i daľśı matematici, kteř́ı přǐsli po něm. Disquitiones byly počátkem, z něhož v
19. stolet́ı vycházela práce řady předńıch badatel̊u v teorii č́ısel.[24]

Nicméně Gauss se tehdy dostal do povědomı́ široké veřejnosti d́ıky výpočtu dráhy aste-
roidu Ceres, kterou p̊uvodně objevil v roce 1800 italský astronom Giusseppe Piazzi. Tento
objev vzbudil senzaci, ale asteroid zmizel za Sluncem dř́ıve, než bylo možné provést dostatek
pozorováńı na to, aby se s dostatečnou přesnost́ı dala vypoč́ıtat jeho oběžná dráha a aby se
dalo určit, kde se asteroid znovu vynoř́ı. O čest ho znovu naj́ıt soutěžilo mnoho astronom̊u,
ale zv́ıtězil Gauss.[1] Gauss byl schopen dokázat správnost své metody v roce 1809 d́ıky

3Takto vytvořená č́ısla jsou známá jako Fermatova a nemuśı to být vždy prvoč́ısla.
4Matematické tvrzeńı ř́ıkaj́ıćı, že každý polynom v oboru komplexńıch č́ısel muśı mı́t alespoň jeden kořen.
5

”
Aritmetické výklady“
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normálńımu rozděleńı chyb. Normálńı rozložeńı bylo popsáno už dř́ıve v roce 1805 matema-
tikem Adrien-Marie Legendrem6, ale Gauss tvrdil, že jej využ́ıval už od roku 1795. Gauss
skutečně použ́ıval normálńı rozděleńı a byl považován za jeho objevitele. Ale v roce 1908
anglický statistik Karl Pearson nalezl historické spisy, dokazuj́ıćı, že normálńı rozděleńı ve
skutečnosti objevil jǐz o stolet́ı dř́ıve anglický matematik Abraham de Moivre.[8]

V roce 1802 bylo Gaussovi nab́ıdnuto, aby dělal ředitele hvězdárny v Petrohradě, to však
odmı́tl, raději z̊ustal ve své vlasti, kde mu bylo vévodou nab́ıdnuto 400 tolar̊u ročně a tak
mohl dále pracovat podle své libosti. Když pak byl vévoda brunšvický poslán jako diplomat
do Petrohradu a zjistil, jak si tam génia Gausse ceńı a chtěj́ı ho pro sebe źıskat, plat mu ještě
zvýšil.

Tato doba pobytu Gausse v rodném městě patř́ı k nejlepš́ım v jeho životě. V roce 1805 se
oženil. Vzal si Johannu Ostrofovu, s ńıž se d̊uvěrně znal již několik let a blaženě s ńı žil do
roku 1809, kdy bohužel zemřela.

Roku 1807 se stal profesorem astronomie a také ředitelem hvězdárny ve městě Göttingen.
Na tomto mı́stě p̊usobil až dokonce svého života. V této době byla uveřejněna tzv.

”
metoda

nejmenš́ıch čtverc̊u“ spoč́ıvaj́ıćı v minimalizaci chyb měřeńı, na ńıž se zakládal Gauss̊uv úspěch
při určováńı planetárńıch drah.

Původně sepsal toto d́ılo v němčině, avšak po naléháńı nakladatele Perthese, který ho
chtěl vydat ve francouzštině, kv̊uli větš́ımu odbytu, Gauss přeložil spis alespoň do latiny. Dne
28. března 1809 dokončil k tomuto epochálńımu d́ılu předmluvu a dal mu název

”
Theoria

motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem ambientum“.7 Uveřejněńı tohoto
spisu naplnilo celý hvězdářský svět novým obdivem. Diplomy pro Gausse se hrnuly ze všech
učených společnost́ı z celého světa.

Do této slávyplné doby připadá i smutná rodinná událost. Dne 10. zář́ı 1809 porodila
Gaussova žena Johanna třet́ı d́ıtě, avšak den po porodu zemřela. Gauss ale dlouho vdovcem
nebyl. Za necelý rok, 4. srpna 1810, si vzal za ženu Minu, dceru tamńıho dvorńıho rady
Waldecka. Mina byla d̊uvěrnou př́ıtelkyńı zesnulé Johanny a znala dobře rodinné poměry a
dokázala znovu upevnit rodinné blaho.

Gauss si po svatbě obĺıbil život v Göttingenu. Odmı́tl nab́ıdku práce v Berĺıně, kam ho
chtěli povolat, aby oživil slávu tamńı univerzity. Göttingen vábil všechny hvězdáře, kteř́ı se
zde chtěli naučit novým metodám v pozorováńı i poč́ıtáńı drah. Na podzim roku 1816 se
přestěhoval náš ředitel do nové hvězdárny. Ř́ıdil ji a tvořil zde až do konce svého života.

Gauss přijal výzvu, aby prováděl pozorováńı v oblasti Hannoveru, a kv̊uli tomuto výzkumu
pobýval často v terénu. Tento projekt, který prob́ıhal mezi lety 1818–1832, narážel na mnohé
problémy, ale současně vedl k četným novým poznatk̊um a technologickému vývoji. Jako jeden
z výsledk̊u tohoto projektu Gauss vymyslel heliotrop.8

Podnikal mnoho cest po Německu za vědci a účastnil se r̊uzných výzkumů. V roce 1828
poznal při svém pobytu v Berĺıně fyzika Wilhelma Webera9. Gausse velice zaujaly jeho mag-
neticko-elektrické práce. V roce 1833 vydal pojednáńı o měřeńı absolutńı intenzity zemského

6Adrien-Marie Legendre byl francouzský matematik narozen v polovině osmnáctého stolet́ı. Přispěl k rozvoji
statistiky, teorie č́ısel matematické a analýzy a abstraktńı algebry.

7

”
Teorie pohybu nebeských těles ob́ıhaj́ıćıch po eliptických drahách kolem Slunce“

8Zrcadlový př́ıstroj vrhaj́ıćı slunečńı paprsky daným směrem na velkou vzdálenost. Použ́ıvá se k signalizaci
dalekých měřických ćıl̊u.[4]

9Wilhelm Eduard Weber byl něm. fyzik, profesor na universitě v Göttingenu. Byl členem Královské
společnosti v Londýně a francouzské akademie. Zabýval se elektrickými a magnetickými jevy. Určil rychlost
světla.[4]
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magnetismu. Rok na to sestrojil s Weberem prvńı elektrický telegraf, jenž byl roku 1837 upra-
ven Steinheilem pro širš́ı použit́ı. V roce 1839 vydal své třet́ı fundamentálńı d́ılo

”
Allgemeine

Theorie des Erdmagnetismus“10, tedy všeobecnou teorii magnetismu.
Neustával ve své práci ani s přibývaj́ıćım věkem. Každý den si ovšem našel čas na

odpočinek. Mezi jedenáctou hodinou a jednou chodil do čtenářského muzea, kde udržoval
spojeńı se všemi svými známými a s pomoćı novin i s okolńım světem.

Bohužel postupem času umı́rali jeho stař́ı přátelé (Olbers, Bessel, Schumacher, Gold-
schmiedt a jińı). Všichni ctitelé jeho génia opouštěli pozemský svět, jen on, nejslavněǰśı z nich,
žil.

Teprve koncem roku 1854 se dostavily př́ıznaky nemoci, na d̊ukaz toho, že ani on neńı
nesmrtelný. Nemoc začala otokem nohou a s postupem času se zhoršila. Duševně byl ještě
čilý, ale nemoc ho přesto pokořila. 23. února ráno v 1 hodinu a 5 minut se navždy zastavilo
jeho srdce skoro současně s jeho hodinkami. Gausse neńı v́ıce! Rozlehlo se smutným hlasem
po celém vzdělaném světě: Gauss bude věčně ž́ıti! Bylo hlasu tohoto jasnou ozvěnou. [27]

Gauss považoval sv̊uj sedmnáctiúhelńık i ve starš́ım věku za sv̊uj největš́ı úspěch a žádal,
aby byl vytesán na jeho hrobě. Kameńık to podle legendy odmı́tl s t́ım, že tak obt́ıžně sestro-
jený obrazec by se v konečném výsledku prakticky nelǐsil od kružnice.

Obyčejně se lidé domńıvaj́ı, že matematici bývaj́ı nudńı, dokonce bezcitńı a nepř́ıstupńı.
Co je na tom pravdy ted’ nebudeme rozeb́ırat, ovšem Gauss byl velmi jemnocitný a předevš́ım
jeho rodina mu byla nadevše. Jeho něžná starost o matku, která u něj na hvězdárně posledńıch
22 let bydlela, mohla být vzorem pro každého syna. Staral se i o blaho všech svých dět́ı, jichž
měl z prvńıho i druhé manželstv́ı po třech, vždy dva syny a jednu dceru. I o vnoučata se
staral v́ıc, než bylo zvykem.

Přátelstv́ı Gauss nevyhledával, ale pokud si někdo źıskal jeho sympatie, byl mu př́ıtelem v
pravém slova smyslu až do smrti. Byl prostě milý a obětavý. Jeho největš́ımi přáteli byli ast-
ronom a geodet Heinrich Christian Schumacher a fyzik Wilhelm Weber. Jen se Schumacherem
si vyměnil nad 2 500 dopis̊u.[27]

Gauss nevyhledával žádné zábavy ani hlučná povyražeńı. Nejraději pracoval ve své hvěz-
dárně, ale sv̊uj čas rovnoměrně rozděloval mezi rodinu, psaćı st̊ul a observatoř. Co se týče
zábav ryze duševńıch, měl rád zejména čteńı rozmanitých spis̊u, předevš́ım krásné literatury.
Obĺıbil si německého spisovatele Jeana Paula11 pro bohatost myšlenek, hloubku citu a jeho
humor. Později četl i anglickou literaturu, zejména Waltera Scotta12, jehož d́ıla znal dopo-
drobna.

Ve věku 62 let se rozhodl naučit se rusky. Provedl to pomoćı slovńıku a gramatiky tak
rychle, že brzy dokázal č́ıst prózu i poezii. Vedl skoro celou korespondenci s Petrohradem v
ruštině a velice rád se bavil s Rusy, kteř́ı zav́ıtali do Göttingenu, v jejich rodném jazyce.

Gauss byl velice nábožensky založený, věřil v nesmrtelnost duše a nejvyšš́ı božskou spra-
vedlnost.

Nestaral se o vyznamenáńı, i když za žádné nezapomněl slušně poděkovat. Dokonce byl
schopný napsat i dva nebo tři dopisy Schumachrovi, aby se dozvěděl, zda ten či onen, komu
chtěl poděkovat za vyznamenáńı, se oslovuje

”
Excellenz“ či ne. Nestaral se ani o zvučné a

10

”
Obecná teorie zemského magnetismu“

11Jean Paul, vl. jm. Johann Paul Friedrich Richter byl něm. spisovatel, který se proslavil zejména humoris-
tickými romány a pov́ıdkami.[4]

12Sir W. Scott byl skotský romantický básńık a prozaik. Autor román̊u ze skotských, anglických i evropských
dějin, jimiž začal tradici evropských historických román̊u jako Waverley, Rob Roy, Ivanhoe atd.[4]
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čestné tituly, kterých měl tedy požehnaně.13 Nestaral se ani o peńıze. Byly mu nab́ızeny r̊uzné
posty s větš́ım platem, ale on raději z̊ustal ve své milované hvězdárně.

Gauss byl nejenom velice nedostižný génius, ale také velice slušný a skromný člověk.

1.2 Abraham de Moivre

Obrázek 1.2: Abraham de Moivre

Abraham de Moivre se narodil 26. května
1667 ve Vitry-le-François, v oblasti Cham-
pagne, který je asi v p̊uli cesty mezi Pař́ıž́ı
a Nancy. Jeho otec, Daniel de Moivre, byl
chirurgem. Rodina nebyla nějak zvlášt’ bo-
hatá, ale stálý př́ıjem v té době znamenal
hodně. De Moivreovi rodiče byli protestanti.
Nejdř́ıve tedy navštěvoval katolickou školu
ve Vitry, která byla velmi nábožensky to-
lerantńı vzhledem k vypět́ı, které panovalo
ve Francii. Když mu bylo jedenáct, rodiče
ho poslali na protestanskou akademii do Se-
danu. Po několika letech zde, studoval daľśı
2 roky logiku v Saumuru, kde se mu do
rukou dostalo i pár matematických spis̊u, i
když matematika nebyla jeho oborem. V roce
1684 odešel do Pař́ıže, kde studoval fyziku na
Collége de Harcourt a soukromě ho z mate-
matiky doučoval Jacques Ozanam.[26]

Když v roce 1685 Ludv́ık XIV. ediktem z
Fontainebleau zrušil edikt nantský, prohlásil
t́ım protestanské náboženstv́ı nezákonným.
Hugenoti se stali předmětem perzekućı, byli
pronásledováni a terorizováni. De Moivre byl
uvězněn kv̊uli své v́ı̌re v opatstv́ı St. Martin,
ale životopisci se rozcházej́ı v délce jeho po-
bytu zde. Posléze emigroval do Anglie, kde
strávil 66 let svého života.[26] Po př́ıjezdu
do Londýna se stal soukromým učitelem ma-
tematiky. Docházel za svými studenty domů
nebo se s nimi setkával v londýnských kavárnách.

De Moivre se dál věnoval studiu matematiky po návštěvě Williama Cavedishe, hraběte
z Devonshiru , u něhož viděl Newtonovu knihu Principia Mathematica.[17] Už při přečteńı
prvńıch stran pochopil, že je tento spis mnohem hlubš́ı než ostatńı knihy, co dř́ıv četl. Protože

13Jeho úplný titul zněl: Tajný dvorńı rada, komandér řádu Dannebrogského, ryt́ı̌r řádu Guelfického, fran-
couzského řádu čestné legie, pruského řádu pro civilńı zásluhy a řádu hvězdy severńı, profesor a ředitel
hvězdárny v Göttingenu, člen společnosti nauk v Göttingenu, Londýně, Kodani, Praze, Upsale, člen aka-
demie věd v Berĺıně, Neapoli, Pař́ıži, Mnichově, Stockholmu, Palermu, Bologni, Tuŕıně, Brusselu, Petrohradě,
člen společnosti

”
socie italiana“, společnosti př́ırodovědecké v Marburgu, astronomické v Londýně, umělecké

v Edinburghu, fyzikálńı v Cambridge a Frankfurtu, matematické v Hamburku, literárně-vědecké v Kurlandu,
Athenea ve Florencii, královského Institutu holanského, americké akademie pro vědy a uměńı atd.[27]
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neměl moc volného času, vytrhal z knihy listy, ty nosil po kapsách a proč́ıtal si je mezi
jednotlivými lekcemi matematiky, které dával svým student̊um.

Roku 1692 se seznámil s Edmundem Halleym, který byl v té době náměstkem minis-
tra Královské společnosti, a brzy poté se setkal s Newtonem, se kterým se spřátelil.[17][26]
V roce 1697 byl zvolen členem Královské společnosti. V roce 1710 byl de Moivre jmenován
do komise ustavené Královskou společnost́ı, která měla rozhodnout spor o prvenstv́ı objevu
diferenciálńıho a integrálńıho počtu mezi Isaacem Newtonem a Gottfriedem Wilhelmem Leib-
nizem. Jeho jmenováńı do komise ale souviselo s jeho přátelstv́ım s Isaacem Newtonem.

De Moivre byl pr̊ukopńıkem v analytické geometrii a v teorii pravděpodobnosti. V roce
1718 publikoval práci

”
The Doctrine of Chance: A method of calculating the probabilities of

events in play“14. Definice statistické nezávislosti jev̊u se objevila v jeho knize v souvislosti
s řadou problémů týkaj́ıćıch se vrháńı kostek a jiných her. Jeho objevem jsou také statistiky
úmrtnosti a objev teorie úrokového počtu.

Vydáńı The Doctrine of Chance z roku 1756 obsahovalo to, co bylo pravděpodobně
největš́ım Moivreovým př́ınosem do oblasti pravděpodobnosti a statistiky, a to aproximace bi-
nomického rozděleńı podle normálńıho rozděleńı v př́ıpadě velkého počtu pokus̊u.[26] De Moivre
nejprve publikoval tento výsledek v latinské brožuře 13. listopadu 1733. Moivreovým ćılem
bylo zlepšit Bernoulliho zákon velkých č́ısel. Práce obsahuje:

”
. . . prvńı výskyt normálńıho pravděpodobnostńıho integrálu. Objevil ho, i když nedokázal

pojmenovat parametr, který se nyńı nazývá směrodatná odchylka . . .“[3]
De Moivre proslul vzorcem

(cosx+ i sinx)n = cos(nx) + i sin(nx).[2]

Tento vzorec je znám jako Moivreova věta, a plat́ı pro libovolné komplexńı č́ıslo x a
libovolné celé č́ıslo n.[26]

Přes značný de Moivre̊uv vědecký př́ınos byla jeho hlavńım zdrojem př́ıjmů soukromá
výuka matematiky. Uvád́ı se, že byl pravidelným zákazńıkem Slaughterovy kavárny, která
se nacházela v St. Martin’s Lane na Cranbourn Street, kde źıskával nějaké peńıze z hrańı
šach̊u. V zoufalé snaze źıskat křeslo na univerzitě v Cambridge požádal Leibnize přes Johanna
Bernoulliho, aby ho ṕısemně podpořil u vedeńı Cambridgeské univerzity. Bernoulli tak učinil
v roce 1710, vysvětlil Leibnizovi, jaký de Moivre žije mizerný život v chudobě. Vlastně Leibniz
se setkal s de Moivrem už dř́ıve, když byl v Londýně v roce 1673, a pokusil se źıskat profesuru
pro de Moivra v Německu, ale bez úspěchu. Dokonce i jeho vlivńı angličt́ı přátelé, jako Newton
a Halley, mu nemohli pomoci źıskat univerzitńı post. Přinejmenš́ım za to mohl z části i jeho
francouzský p̊uvod.

De Moivre pokračoval ve studiu pravděpodobnosti a matematiky až do své smrti v roce
1754. Pár jeho spis̊u bylo zveřejněno až po jeho skonu. Č́ım byl starš́ı, t́ım se stával le-
targičtěǰśım a potřeboval deľśı dobu ke spánku. Všiml si, že spal nav́ıc 15 minut každý den
a d́ıky tomuto faktu správně spoč́ıtal datum své smrti, jako v den, kdy doba jeho spánku
překroč́ı 24 hodin, tedy 27. listopadu 1754.[3] Zemřel v Londýně a jeho tělo bylo pohřbeno v
kostele St Martin-in-the-Fields, později bylo jeho tělo přestěhováno.

14Teorie pravděpodobnosti: Zp̊usob výpočtu pravděpodobnosti událost́ı ve hře
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1.3 Pierre Simon, markýz de Laplace

Obrázek 1.3: Pierre Simon de Laplace

Pierre Simon byl synem venkovského země-
dělce Pierra de Laplace a Marie Anny So-
chon, kterou si Pierre de Laplace vzal, ve
svých 26 letech, 6. června 1744. Pierre Simon
se narodil jako čtvrté z pěti dět́ı, 23. března
1749 v Beaumontu-en-Auge v Normandii.
Měl starš́ı sestru Marii Annu a mladš́ıho bra-
tra Olivera. Starš́ı dvojčata Jacques Pierre
a Julie Marguerite bohužel zemřela, když
Pierru Simonovi byly 2 roky. V 8 letech přǐsel
i o svou matku.[15]

Jako malý chodil do benediktinské školy
v Beaumontu-en-Auge, jelikož si jeho otec
přál, aby se stal knězem. Už tady se proje-
vilo jeho nadáńı na matematiku. V roce 1766
nastoupil na univerzitu v Caen na teologic-
kou fakultu, ale namı́sto studia na univerzitě
se roku 1768 přestěhoval do Pař́ıže. Zdá se
tedy, že nikdy neźıskal titul. Na univerzitě,
byl vyučován dvěma nadšenými učiteli mate-
matiky, Christophem Gadbledem a Pierrem
Le Canuem, kteř́ı mu otevřeli oči a pro-
budili jeho zańıceńı pro matematiku.[15]
Do Pař́ıže dorazil s doporučuj́ıćım dopi-
sem, který byl adresován Jeanu Le Ron-
dovi d’Alembertovi. Tehdy bylo Laplacemu
pouhých 20 let. D’Alembert mu pomohl źıskat profesuru na École Royale Militaire, kde učil
v letech 1769–1776.[1] Měl na starost výuku geometrie, trigonometrie, základńı analýzy a
statistiky mladistvým kadet̊um z dobrých rodin.[14]

Laplace začal brzy vydávat své vlastńı matematické spisy. Jeho počátečńı praćı byl spis
z 28. března 1770, který pojednával o minimech a maximech funkćı. Hned následuj́ıćı spis z
18. července 1770 pojednával o diferenčńıch rovnićıch.[14]

V roce 1773 źıskal Laplace přidružené členstv́ı ve Francouzské akademii věd.[1] V roce 1780
Laplace a chemik Antoine-Laurent Lavoisier aplikovali kvantitativńı metody na porovnáńı
živých a neživých systémů a dokázali pomoćı kalorimetru, který předt́ım vynalezli, že dýcháńı
je formou spalováńı. Laplace se pak vrátil k bádáńı na poli astronomie, zkoumal planetárńı
odchylky, vzájemné gravitačńı p̊usobeńı planet jako celek a v roce 1786 dokázal, že to, jak
se oběžné dráhy planet od sebe vzdaluj́ı nebo se k sobě přibližuj́ı, vždy z̊ustane malými,
stabilńımi odchylkami, které se zase oprav́ı. Účinky odchylek jsou proto mı́rné a stabilńı,
nikoli rostoućı a ničivé.

Posledńı zdánlivou anomálii v teoretickém popisu slunečńı soustavy odstranil v roce
1787, když prohlásil, že zrychleńı Měśıce záviśı na excentricitě oběžné dráhy Země. Třebaže
středńı pohyb Měśıce kolem Země záviśı předevš́ım na jejich vzájemné gravitačńı přitažlivosti,
poněkud se zmenšuje p̊usobeńım Slunce na Měśıc. Z teoretického popisu slunečńı soustavy
tak zmizela posledńı hrozba nestability.
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Roku 1796 Laplace publikoval pojednáńı
”
Exposition du systéme du monde“15, částečně

populárńı stat’ o své práci na poli nebeské mechaniky. Kniha obsahovala
”
mlhovinnou ne-

bulárńı hypotézu“, která viděla p̊uvod slunečńı soustavy v ochlazováńı a smršt’ováńı plynné
mlhoviny, což silně ovlivnilo budoućı názory na p̊uvod vesmı́ru. V roce 1773 začal praco-
vat na významném životńım d́ıle, inspirovaného Newtonem.

”
Traité de mecanique céleste“16,

která vyšla v pěti svazćıch v letech 1798–1827, shrnovala výsledky źıskané jeho matematickým
vývojem a využit́ım gravitačńıho zákona. Pustil se do řešeńı obt́ıžného úkolu: proč se zdá,
že se oběžná dráha Jupiteru neustále smršt’uje, zat́ımco oběžná dráha Saturnu se v jednom
kuse rozṕıná. Vzájemná gravitačńı interakce těles slunečńı soustavy byla tak složitá, že ma-
tematické řešeńı se jevilo jako nemožné; i sám Newton (1642–1727) dospěl k závěru, že to,
aby byla zachována rovnováha soustavy, opakovaně vyžaduje Bož́ı zásah. Laplace pak přǐsel s
teoríı neměnnosti středńıch vzdálenost́ı planet (pr̊uměrnou úhlovou rychlost́ı). V témže roce
předložil ucelenou mechanickou interpretaci slunečńı soustavy, když ukázal metody pro výpočet
pohyb̊u planet, jejich měśıc̊u a jejich odchylek včetně řešeńı problému př́ılivu a odlivu moře.
Dı́ky této knize se stal slavným.[1]

15. května 1788 se oženil s Maríı Charlotte de Courty de Romanges. Narodily se jim dvě
děti. Před Velkou francouzskou revolućı zastával velice lukrativńı mı́sto

”
zkoušej́ıćıho pro

královské dělostřelectvo“. V této funkci měl to potěšeńı zkoušet slibného sedmnáctiletého
mlad́ıka jménem Napoleon Bonaparte.[23] Patrně proto, že nezastával vyhraněné politické
názory a nepatřil k aristokracii, unikl za Francouzské revoluce uvězněńı a popravě. Dost mu
také pomohlo, že se přiznal k

”
nepřekonatelné nenávisti ke královské rodině.“[23] Byl prezi-

dentem Komise pro zeměpisné měřeńı17, pomáhal při organizaci metrického systému, pomáhal
založit vědeckou Arcueilskou společnost a stal se markýzem. Šest týdn̊u sloužil jako ministr
vnitra v Napoleonově vládě; ten vzpomı́nal, že Laplace

”
vnesl do vlády ducha nekonečně

malých veličin“.[1]
Prvńım významným pojednáńım o pravděpodobnosti, které propojuje teorii pravděpo-

dobnosti a kalkulus byla
”
Théorie analytiqui des probablités“18. Prvńı vydáńı, které vyšlo v

roce 1812, Laplace věnoval
”
Velkému Napoleonovi“. Ve vydáńı z roku 1814, kdy se k moci ve

Francii opět dostali Bourboni, napsal
”
pád impéria, které chtělo źıskat nadvládu nade všemi,

mohl být s velkou pravděpodobnost́ı předpovězen každým, kdo je zběhlý v pravděpodobnostńım
počtu.“[23] V tomto pojednáńı se zabývá metodami nalezeńı pravděpodobnosti složeného jevu
z pravděpodobnost́ı jeho složek metodou nejmenš́ıch čtverc̊u nebo Buffonovou jehlou19 spolu
s řadou jejich praktických aplikaćı.

Stephen Hawking nazval
”
Théorie analytiqui des probablités“

”
mistrovským kusem“ a

dodal:
”
Laplace zastával názor, že svět je deterministický a že v něm žádné pravděpodobnosti

neexistuj́ı. Pravděpodobnosti jsou pouze d̊usledkem našeho nedostatečného poznáńı.“[24]
K objasněńı toho, jak pravděpodobnostńı procesy vedou k předv́ıdatelným výsledk̊um,

Laplace uvád́ı př́ıklad, kdy je několik nádob umı́stěných dokola. V jedné nádobě jsou jen b́ılé
mı́čky, ve druhé jen černé a v ostatńıch je r̊uzný poměr černých a b́ılých mı́čk̊u. Jestliže z
jedné nádoby vytáhneme jakýkoli mı́ček a vhod́ıme ho do sousedńı nádoby a pokračujeme

15

”
Soustava světa“

16

”
Nebeská mechanika“

17Board of Longitude
18Analytická teorie pravděpodobnosti
19Francouzský př́ırodovědec, matematik a osv́ıcenský spisovatel Georges Louis Leclerc, hrabě de Buffon

ukázal, že házeńım jehly na nalinkovaný list paṕıru a poč́ıtáńım př́ıpad̊u, kdy se jehla dotkne linky, je možné
odhadnout hodnotu matematické konstanty π. [24]

16



s t́ım pořád dokola, nakonec bude ve všech nádobách stejný poměr b́ılých a černých mı́čk̊u.
Laplace na tom ukazuje, jak

”
přirozené śıly“ dokážou vytvořit výsledky, které se vyznačuj́ı

předv́ıdatelnost́ı a jistým řádem.
”
Je pozoruhodné, jak se věda zrozená z úvah o hrách založe-

ných na náhodě stává nejvýznamněǰśım předmětem lidského poznáńı . . . Nejd̊uležitěǰśı otázky
života jsou ve skutečnosti ve své věťsině pouze úlohami pravděpodobnosti,“ napsal Laplace.[24]

Laplace zemřel 5. března 1827 ráno. Jen málo událost́ı by zp̊usobilo, že by Francouzská
akademie věd zrušila svou sch̊uzi, ale v ten den, kdy Laplace zemřel, ji zrušila jako projeveńı
respektu jednomu z největš́ıch vědc̊u všech dob.[5]

1.4 William Sealy Gosset

Obrázek 1.4: William Sealy Gosset

William Sealy Gosset se narodil 13. června
1876 v Canterbury ve Velké Británii jako
prvńı z pěti dět́ı Anges Sealy Vidalové a
plukovńıka Frederica Gosseta, který patřil
mezi tzv. Royal Engineers, obecně známých
jako ženisté, kteř́ı zajǐst’ovali technickou pod-
poru britských ozbrojených sil. Plukovńık
Frederic Gosset pocházel ze staré huge-
notské20 rodiny, která musela opustit Fran-
cii po zrušeńı ediktu nantského. Rodina ne-
byla dobře finančně zajǐstěná, proto bylo
štěst́ım, že William Gosset źıskal stipendium
na Winchester College. Gosset chtěl j́ıt ve
šlépěj́ıch svého otce, proto se přihlásil na
Royal Military Academy ve Woolwichu, kam
ho bohužel nepřijali kv̊uli jeho špatnému
zraku. Namı́sto toho pokračoval ve svém stu-
diu na New College v Oxfordu. Během studia
byl oceněný několika tituly za své vědomosti
z matematiky21 a z chemie22.[6]

Po dokončeńı školy v roce 1899 ho
zaměstnal Arthur Guiness ve své firmě
Arthur Guiness, Son & Co., Ltd. se śıdlem v
Dublinu v Irsku. Byl zaměstnán v pivovaru
St James’s Gate Brewery, který se zabýval
výrobou černého piva. Management firmy
najal v té době řadu čerstvých absolvent̊u23

20Hugenoti byli francouzšt́ı protestanti, stoupenci Kalv́ınova učeńı, které se ve Francii rozš́ı̌rilo kolem poloviny
16. stolet́ı. Bojovali proti královské moci a nepřátelstv́ı s katoĺıky vedlo až k náboženským válkám. Časem
uzavřeli spojenectv́ı s anglickou královnou Alžbětou I. a vytvořili si v jižńı Francii prakticky samostatné
územı́. Ediktem nantským z roku 1598 dosáhli náboženské svobody a politické rovnoprávnosti. Po jeho zrušeńı
v roce 1685 byli krutě pronásledováni.[4]

21

”
First in the Mathematical Moderations examination“

22

”
First-Class Degree in Chemistry“

23Jako nov́ı pivovarńıci byli jmenováni: v roce 1893 Thomas Case, 1895 Alan McMullen, 1897 Arthur Jackson,
1899 E. G. Peake, v ř́ıjnu 1899 W. S. Gosset, v lednu 1900 Geoffrey Phillpotts atd.[12]
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z Cambridge a Oxfordu s nejlepš́ımi výsledky v naději, že zavedou do výroby nové věděcké
metody, které by optimalizovali vařeńı piva. Měli potřebu pečlivěǰśı vědecké analýzy r̊uzných
proces̊u, z nichž každý hluboce ovlivňoval kvalitu finálńıho produktu pivovaru, piva. V tomto
Gosset nezklamal. Začal si časem uvědomovat d̊uležitost statistických metod při postupech,
které ve firmě převládaly. Aplikoval své statistické znalosti, a to jak v pivovaru, tak na farmě,
k výběru nejlepš́ıch a nejvýnosněǰśıch odr̊ud ječmene.[12]

Gosset si obzvlášt’ uvědomoval problém malých výběr̊u. Tehdeǰśı statistické metody ne-
nab́ızely žádný vhodný aparát na zpracováńı náhodného výběru malého rozsahu. Dosavadńı
praxe se zaob́ırala pouze náhodnými výběry větš́ıho rozsahu. Malé vzorky, nicméně, byly ty-
pické pro Gossetovu práci v pivovaru. Gosset měl za úkol posoudit kvalitu r̊uzných druh̊u
vařených piv, přičemž měl k dispozici jen malý počet vzork̊u, často méně než 10. Nebyla to
tedy žádná náhoda, ale okolnosti pivovarské práce, že se

”
Studentova“ pozornost zaměřila na

tento problém.[30] Gosset se začal hlouběji věnovat této komplikaci, což shrnul v nepubliko-
vaném spisu “The Application of the ‘Law of Error’ to the work of the Brewery”24 datovaném
3. listopadu 1904. Když nenašel potřebné informace v literatuře, dohodl si sch̊uzku s Carlem
Pearsonem25 v červenci 1905. A později v letech 1906 až 1907 s povoleńım Guinesse, strávil
Gosset dva semestry akademického roku v Pearsonově biometrické laboratoři na University
College v Londýně.[6]

V roce 1906 se oženil s Marjory Surtees, nejmladš́ı dcerou Jamese Surteese Philpottse a
zároveň sestrou svého spolupracovńıka Geoffreyho Philpottse, který s ńım pracoval od roku
1900. Joan Fisher Box je svém článku

”
Guiness, Gosset, Fisher and Small Samples“ napsala

o mladých pracovńıćıch pivovaru
”
Než se oženili, žili spolu v Guinessově domě pro nezadané

pivovarńıky v St. James’ Gate. V práci spolu jedli v pivovarské j́ıdelně. Mimo službu, byli
hodně aktivńı hlavně v př́ırodě; lyžovali, lovili ryby, plavili se na lodi, hráli golf, jezdili na
kole, procházeli se po Wicklow Hills, navštěvovali se, četli a pov́ıdali si spolu. V některých
ohledech byl jejich život jako prodloužeńı vysoké školy.“[12]

Postupně Guiness rozš́ı̌ril výzkumná zař́ızeńı. V roce 1900 se otevřely Guinessovy výzkum-
né laboratoře, v roce 1901 experimentálńı sladovna a v roce 1903 experimentálńı pivovar. Od té
doby bylo možné sledovat ječmen vypěstovaný na pokusných poĺıch, od zaset́ı po sklizeň, přes
sladovnictv́ı a pivovarnictv́ı až ke konečnému pivu, v jedinečné a komplexńı řadě pozorováńı.[7]

Problémy, kterými se Gosset zabýval, shrnul ve vědeckém časopise Biometrika, jehož spo-
luzakladatelem byl právě profesor Pearson. Po následuj́ıćıch 25 let Gosset publikoval v Bio-
metrice celkem 14 článk̊u, které napsal pod pseudonymem Student.

A proč publikoval právě pod t́ımto pseudonymem? Zaměstnanci pivovaru neměli obecně
dovoleno publikovat své výsledky, Gossetovi byla však udělena výjimka pod podmı́nkou, že
bude publikovat právě pod pseudonymem kv̊uli utajeńı před ostatńımi zaměstnanci. Daľśım
d̊uvodem, proč publikoval pod pseudonymem, byl ten, že jeho matematické a filozofické závěry
nemohla využ́ıt konkurence pro své potřeby. Taktéž se střetáváme s tvrzeńım, že anonymita
byla požadována př́ımo Guinessem, aby se právě konkurence mimo jiné nedozvěděla, jak
je výhodné zaměstnávat statistiky. Pseudonym

”
Student“ vymyslel Christopher Digges La

Touche, který byl výkonným ředitelem pivovaru.[30]
Gosset byl velmi bystrý, s vysokými ideály a rozpustilým smyslem pro humor. Měl velmi

přitažlivou povahu, byl tichý, přirozeně přátelský, ochotný, trpělivý, loajálńı, každý ho měl

24

”
Aplikace ’Zákonu chyby’ na práci v pivovaru“[30]

25Carl Pearson byl britský matematik, biolog a filozof pozitivista, zakladatel matematické statistiky a jej́ı
aplikace na biologii (biometrika). Byl profesorem na University College v Londýně, kde založil historicky prvńı
katedru statistiky.
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rád a věřil mu. Ve velmi rozhádaném světě statistiky, se mu podařilo být v přátelském vztahu
s každým. Nikdy nebyl zaměstnán jako statistik.[12] I když si mnoźı lidé mysleli, že

”
Studen-

tova“ génia je pro pivovarnictv́ı potažmo celý pr̊umysl škoda. Byly mu nab́ızeny i akademické
pozice, Gosset ovšem z̊ustal věrný své práci sládka, nebot’ to byla právě jeho práce a praktické
problémy, které vedly k zavedeńı nového Studentova t-rozděleńı.

Gosset pracoval v pivovaru celý sv̊uj život, nakonec se stal v roce 1935 sládkem v Park
Royal, novém pivovaru v severozápadńım Londýně, který ovšem spadal pod firmu Guinees,
Son & Co., Ltd.. William Sealy Gosset zemřel o 2 roky později 16. ř́ıjna 1937 v Beaconsfieldu
ve Velké Británii na srdečńı infarkt. Zanechal po sobě ženu, tři děti (dvě dcery a jednoho
syna), a také vnoučka.
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Kapitola 2

Náhodná veličina

Zpracováno dle [10], [11], [18], [19], [25], [28] a [31].
Náhodným pokusem nazveme všechny činnosti, jejichž výsledek neńı jednoznačně předur-

čen podmı́nkami, za kterých prob́ıhaj́ı, a které jsou (alespoň v zásadě, teoreticky) neomezeně
mnohokrát opakovatelné za stejných podmı́nek. Nicméně nastane právě jeden z možných
výsledk̊u množiny prvk̊u, kterou nazýváme základńı prostor. A náhodná veličina je pak zob-
razeńı, které nabývá hodnot z R. Náhodnou veličinou je např́ıklad počet teček, které padnou,
při hodu kostkou, počet zásah̊u do terče nebo počet orl̊u při hodech minćı atd.

Definice 2.0.1. Necht’ Ω je neprázdná množina s prvky ω1, . . . ωn, n ∈ N. Množinu Ω
nazveme základńı prostor nebo prostor elementárńıch jev̊u a prvky ωi, i = 1, . . . , n ele-
mentárńı jevy. Náhodným jevem nazýváme každou podmnožinu množiny Ω a označ́ıme ho
A.

Definice 2.0.2. Necht’ Ω je libovolná neprázdná množina. Neprázdný systém A podmnožin
množiny Ω se nazývá σ-algebra, jestliže plat́ı

1. A ∈ A ⇒ A′ ∈ A,

2. Ai ∈ A, i = 1, 2, · · · ⇒
∞⋃
i=1

Ai ∈ A.

D̊ukaz. Viz [19, str. 158]

Definice 2.0.3. Necht’ Ω je množina výsledk̊u daného pokusu. Je-li A σ-algebra podmnožin
množiny Ω, nazývá se A jevové pole. Prvky A ∈ A se nazývaj́ı náhodné jevy.

Věta 2.0.1. Je-li Ω neprázdná množina výsledk̊u náhodného pokusu a je-li A nějaká σ-algebra
náhodných jev̊u definovaná na Ω, potom plat́ı

1. ∅ ∈ A, Ω ∈ A,

2. A1, . . . , Ak ∈ A ⇒
k⋃
i=1

Ai ∈ A,

3. A1, A2 · · · ∈ A ⇒
∞⋂
i=1

Ai ∈ A,

4. A1, . . . , Ak ∈ A ⇒
k⋂
i=1

Ai ∈ A,

20



5. A,B ∈ A ⇒ A−B ∈ A.

D̊ukaz. Viz [31, str.21]

Poznámka 2.0.1. Dvojice (Ω,A) se nazývá měřitelný prostor.

Definice 2.0.4. Necht’ (Ω,A) je měřitelný prostor. Potom zobrazeńı P : A → R s vlastnostmi:

1. P (Ω) = 1, P (∅) = 0

2. 0 ≤ P (A) ≤ 1 pro všechny A ∈ A

3. jestliže A1, A2, . . . ∈ A a Ai ∩Aj = ∅, když i 6= j, tak

P

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P (An).

se nazývá pravděpodobnost.

Poznámka 2.0.2. Trojice (Ω,A, P ) se nazývá pravděpodobnostńı prostor.

Definice 2.0.5. Necht’ (Ω,A, P ) je pravděpodobnostńı prostor, pak zobrazeńı: X: Ω→ R se
nazývá náhodná veličina, právě když

∀x ∈ R : {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} ∈ A

Definice 2.0.6. Funkce, která popisuje tzv. rozděleńı náhodné veličiny, F : R→ R definována
vztahem

∀x ∈ R : F (x) = P (X ≤ x),

kde P (X ≤ x) znač́ı P ({ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x}), se nazývá distribučńı funkce.

Poznámka 2.0.3. Náhodná veličina, která se ř́ıd́ı rozděleńım daným distribučńı funkćı F (x)
se zapisuje X ∼ F (x) př́ıpadně u speciálńıch náhodných veličin speciálńım znakem.

Věta 2.0.2. Vlastnosti distribučńı funkce:

1. 0 ≤ F (x) ≤ 1,

2. lim
x→−∞

F (x) = 0,

3. lim
x→∞

F (x) = 1,

4. F (x) je neklesaj́ıćı, tedy pro všechna xi < xj plat́ı F (xi) ≤ F (xj),

5. pro libovolná reálná a ≤ b plat́ı P (a < X ≤ b) = F (b)− F (a),

6. pro všechna č́ısla x0 plat́ı P (X = x0) = F (x0)− lim
x→x−0

F (x),

7. distribučńı funkce je zprava spojitá v libovolném bodě x0 ∈ R; limitu zleva budeme značit
lim
x→x−0

F (x) = F (x− 0),
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8. P (X < x) = F (x− 0),

9. P (a < X < b) = F (b− 0)− F (a),
P (a ≤ X ≤ b) = F (b)− F (a− 0),
P (a ≤ X < b) = F (b− 0)− F (a− 0).

D̊ukaz. Viz [19, str. 38–39]

Náhodná veličina může být diskrétńı či spojitá.

2.1 Diskrétńı náhodná veličina

Definice 2.1.1. Distribučńı funkce náhodné veličiny X, FX , se nazývá diskrétńı, existuje-li
posloupnost reálných č́ısel {xn}, kde n ∈ N,N ⊆ N, a j́ı odpov́ıdaj́ıćı posloupnost kladných
č́ısel {pn}, kde n ∈ N, takové, že plat́ı

FX(x) =
∑
n≤x

pn.

Plat́ı
∑
n∈N

pn = 1, pn > 0 a pn = P (X = xn). Funkce pn = p(xn) se nazývá pravděpodob-

nostńı funkce náhodné veličiny X. Má-li náhodná veličina X diskrétńı distribučńı funkci,
ř́ıkáme, že X je diskrétńıho typu a jej́ı rozděleńı se nazývá také diskrétńı.

2.1.1 Alternativńı rozděleńı

Náhodná veličina X ∼ A(θ) nabývá pouze hodnot 0 nebo 1, znamenaj́ıćı např.
”
úspěch“

nějakého pokusu, jehož pravděpodobnost je θ, kde θ ∈ (0; 1).

p(x) =


1− θ pro x = 0,

θ pro x = 1,

0 jinak.

2.1.2 Binomické rozděleńı

Binomické rozděleńı udává počet
”
úspěch̊u“ v n nezávisle opakovaných pokusech, přičemž

v každém z těchto pokus̊u nastává
”
úspěch“ s pravděpodobnost́ı θ, kde θ ∈ (0; 1) a n je

přirozené č́ıslo. Binomické rozděleńı s parametry n, θ má náhodná veličina, která nabývá
hodnot x = 0, 1, . . . , n s pravděpodobnost́ı

p(x) =

{(
n
x

)
px(1− p)n−x x = 0, 1, . . . , n,

0 jinak,

kde p ∈ (0, 1), n ∈ N. Označme krátce X ∼ Bi(n, θ).
Středńı hodnota E(X) = nθ a rozptyl D(X) = nθ(1− θ).
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Obrázek 2.1: Pravděpodobnostńı funkce Bi(25; 0, 6) proložené normálńı křivkou

2.2 Spojitá náhodná veličina

Definice 2.2.1. Řekneme, že náhodná veličinaX je spojitá, jestliže existuje taková nezáporná
reálná funkce f(x) definovaná pro všechna reálná č́ısla, že plat́ı:

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt pro všechna x ∈ R. (2.1)

Funkce f(x) z výrazu (2.1) se nazývá hustota pravděpodobnosti náhodné veličiny X.

Věta 2.2.1. Každá spojitá (až na spočetně mnoho bod̊u), reálná funkce f(x) reálné proměnné
x je hustotou pravděpodobnosti nějaké náhodné veličiny X tehdy a jen tehdy, splňuje-li podmı́nky:

1.
∫∞
−∞ f(x)dx = 1,

2. f(x) = dF (x)
dx ,

3. f(x) ≥ 0 x ∈ (−∞,∞).

2.2.1 Normálńı rozděleńı

Viz kapitola 3.

2.2.2 χ2 rozděleńı

Věta 2.2.2. Necht’ jsou X1, . . . , Xn nezávilé náhodné veličiny, Xi ∼ N(0, 1), ∀i = 1, . . . , n.

Náhodná veličina Yn =
n∑
i=1

X2
i má hustotu

f(x) =

0 pro x ≤ 0,
1

Γ( ν
2

)2
ν
2
x
ν
2
−1e−

x
2 pro x > 0.

Poznámka 2.2.1. Vı́ce o Γ funkci v sekci 5.1.

Definice 2.2.2. Hustota f(x) z věty 2.2.2 je hustota tzv. χ-kvadrát rozděleńı o ν stupńıch
volnosti, ν ∈ N je parametr tohoto rozděleńı. Označujeme X ∼ χ2(ν).

2.2.3 Studentovo t-rozděleńı

Viz kapitola 5.
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2.2.4 Fisherovo-Snedecorovo rozděleńı

Věta 2.2.3. Necht’ jsou X1, X2 nezávilé náhodné veličiny, Xi ∼ χ2(νi), i = 1, 2. Náhodná

veličina Y =
X1
ν1
X2
ν2

má hustotu

f(x) =


0 pro x ≤ 0,

Γ
(
ν1+ν2

2

)
ν
ν1
2

1 ν
ν2
2

2

Γ( ν12 )Γ( ν22 )
· x

ν1−2
2

(ν2+ν1x)
ν2+ν1

2

pro x > 0.
(2.2)

Definice 2.2.3. Hustota f(x) ze vztahu (2.2) je hustota tzv. Fisherova-Snedecorova rozděleńı
o (ν1, ν2) stupńıch volnosti.1 Označujeme X ∼ F (ν1, ν2).

2.3 Náhodný vektor

Definice 2.3.1. Mějme pravděpodobnostńı prostor (Ω,A, P ), na kterém jsou definované
náhodné veličiny X1, . . . , Xn. Pak se X = (X1, . . . , Xn)′ nazývá náhodný vektor. Funkci

∀(xi, . . . , xn) ∈ Rn; F (x1, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1 ∧ . . . ∧Xn ≤ xn)

nazýváme distribučńı funkćı náhodného vektoru X. Někdy se j́ı ř́ıká sdružená distribučńı
funkce náhodných veličin X1, . . . , Xn. Dále plat́ı limity

lim

x1→∞

...

xn→∞

F (x1, x2, . . . , xn) = 1

∀i ∈ {1, . . . , n}; lim
xi→−∞

F (x1, x2, . . . , xn) = 0

1Stupně volnosti tvoř́ı uspořádanou dvojici, jejich pořad́ı nelze zaměňovat.
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∀i ∈ {1, . . . , n}; lim

x1→∞

...

xi−1→∞

xi+1→∞

...

xn→∞

F (x1, x2, . . . , xn) = Fi(xi).

Fi(xi) se nazývá marginálńı distribučńı funkce náhodné veličiny Xi.

Definice 2.3.2. Existuje-li taková funkce f , že plat́ı

F (x1, . . . , xn) =

∫ xn

−∞
. . .

∫ xn

−∞
f(u1, . . . , un)du1 . . . un

pak ř́ıkáme, že vektor X má spojité rozděleńı a že f je jeho sdružená hustota. Plat́ı

f(x1, . . . , xn) =
∂nF (x1, . . . , xn)

∂x1, . . . , ∂xn
skoro všude.

Věta 2.3.1. Mějme náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′. Necht’ F (x1, . . . , xn) je jeho sdruže-
ná distribučńı funkce a necht’ Fi(xi) je marginálńı distribučńı funkce náhodné veličiny Xi, i =
1, . . . , n. Řekneme, že náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou nezávislé, plat́ı-li pro všechna reálná
x1, . . . , xn vztah

F (x1, . . . , xn) = F1(x1)F2(x2) . . . Fn(xn).

Věta 2.3.2. Necht’ náhodný vektor X má sdruženou hustotu f(x1, . . . , xn). Označme fi(xi)
marginálńı hustotu veličiny Xi, i = 1, . . . , n. Pak náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou nezávislé
právě tehdy, plat́ı-li

f(x1, . . . , xn) = f1(x1)f2(x2) . . . fn(xn) skoro všude.

Definice 2.3.3. Je-li dána spojitá náhodná veličina X s hustotou f(x), pak č́ıslo

E(X) =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx

se nazývá středńı hodnota, pokud integrál existuje.

Definice 2.3.4. Je-li dána spojitá náhodná veličina X s hustotou f(x), pak č́ıslo

D(X) =

∫ ∞
−∞

x2f(x)dx− E(X)2

se nazývá rozptyl, pokud př́ıslušné integrály existuj́ı.
√
D(X) se nazývá směrodatná odchylka

náhodné veličiny X.
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2.4 Základńı soubor a náhodný výběr

Zpracováno dle [19] a [25].
Skupinu prvk̊u nebo jednotek, které můžou být předmětem našeho zkoumáńı, budeme

nazývat základńım souborem. Základńı soubor může být reálný nebo hypotetický. Reálný
základńı soubor je takový, jehož prvky existuj́ı, a teoreticky se může každý jeho prvek podro-
bit statistickému zkoumáńı. Hypotetický soubor existuje pouze v našich představách. Rozsah
základńıho souboru může být konečný nebo nekonečný. Každý základńı soubor je charakteri-
zovaný př́ıslušnými znaky, které můžeme popsat nějakým zákonem rozděleńı pravděpodobnosti
a určitými konstantńımi ukazateli, které nazýváme parametry. Takovými parametry jsou
např́ıklad středńı hodnota, rozptyl nebo směrodatná odchylka.

V nejr̊uzněǰśıch reálných situaćıch nemuśıme rozpoznat správné rozděleńı pravděpodob-
nosti základńıho souboru ani jeho parametry. Proto se muśıme často spokojit s t́ım, že ze
základńıho souboru uděláme náhodný výběr, který tvoř́ı výběrový statistický soubor a na
základě hodnot sledovaného znaku na jednotlivých prvćıch výběrového statistického sou-
boru můžeme źıskat informace o rozděleńı pravděpodobnosti základńıho souboru, resp. o
jeho neznámých parametrech. Tedy na základě několika pozorovaných hodnot sledovaného
znaku zevšeobecňovat pro celý základńı soubor. Tento individuálńı zp̊usob usuzováńı je cha-
rakteristický pro statistické metody.

Definice 2.4.1. Náhodným výběrem ze základńıho souboru budeme nazývat posloupnost
nezávislých náhodných veličin X1, . . . Xn, které maj́ı stejné rozděleńı jako základńı soubor.

Definice 2.4.2. Libovolnou náhodnou veličinu T , která vznikne jako funkce náhodného
výběru X = (X1, . . . , Xn), budeme nazývat statistikou nebo výběrovou charakteristikou.

Definice 2.4.3. Necht’ X = (X1, . . . , Xn) je náhodný výběr rozsahu n př́ıslušný k statis-
tickému znaku X. Statistiku

1. Xn = 1
n

∑n
j=1Xj nazýváme výběrový pr̊uměr,

2. S2
n = 1

n−1

∑n
j=1(Xj −Xn)2 nazýváme výběrový rozptyl,

3. Sn =
√
S2
n nazýváme výběrová směrodatná odchylka.
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Kapitola 3

Normálńı rozděleńı

Zpracováno dle [10], [11], [13], [19], [22], [28] a [31].
Normálńı či Gaussovo rozděleńı pravděpodobnosti je považováno za nejd̊uležitěǰśı rozděleńı

pravděpodobnosti spojité náhodné veličiny.[22] Je to asi nejv́ıce použ́ıvané rozděleńı pro mo-
delováńı náhodného chováńı proměnných v empirických vědách. Je tomu tak minimálně ze
čtyř př́ıčin:

1. mnoho sledovaných proměnných můžeme aproximovaně (tzn. s uspokojivým přibĺıžeńım)
modelovat pomoćı tohoto rozděleńı;

2. některé jiné proměnné lze převést jednoduchou transformaćı na proměnnou, jež má
normálńı rozděleńı;

3. existuje mnoho statistických procedur, které byly v d̊usledku předchoźıch dvou bod̊u
odvozeny pro toto rozděleńı;

4. protože plat́ı centrálńı limitńı věta (viz kapitola 4), lze často aproximovaně použ́ıt pro-
cedury, jež byly na základě normálńıho rozložeńı navrženy, také při statistickém hodno-
ceńı proměnných, které se t́ımto rozděleńım v̊ubec neř́ıd́ı.[16]

Jak již bylo zmı́něno dř́ıve, normálńı rozděleńı jako prvńı ve skutečnosti popsal anglický
matematik Abraham de Moivre (1667–1754). De Moivre objevil

”
zákon chyb“ a popsal ho

v roce 1733 v článku
”
Approximatio ed summam terminorum bonomii (a + b)n in seriem

expansi“1. Zjistil, že když se nashromážd́ı mnoho nezávislých náhodných faktor̊u, pak vy-
tvoř́ı křivku zvonového tvaru, kde méně běžné hodnoty najdeme na obou konćıch křivky,
zat́ımco běžněǰśı hodnoty se soustřed’uj́ı směrem ke středu. Abraham de Moivre popsal v roce
1733 pomoćı normálńı křivky limitńı chováńı binomického rozděleńı, když se snažil aproxi-
movat výpočty jednotlivých pravděpodobnost́ı binomického rozděleńı po velká n. Rozděleńı,
jež navrhl de Moivre pro tento účel, se nakonec ukázalo být d̊uležitěǰśı než samo binomické
rozděleńı. V roce 1812 odvodil nezávisle normálńı rozděleńı francouzský matematik Pierre
Laplace (1749–1827). Jak Laplace, tak Carl Friedrich Gauss (1772–1855) interpretovali toto
rozděleńı jako zákon chyb a použ́ıvali ho pro interpretaci astronomických a geodetických
měřeńı, výsledk̊u hazardńıch her a přesnosti dělostřelecké střelby.[16]

1

”
Aproximace součtu binomických člen̊u (a+ b)n rozš́ı̌rených do řady“
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Křivka hustoty má středńı hodnotu2 µ, kde µ ∈ (−∞,∞), a směrodatnou odchylku σ,
jež je měř́ıtkem š́ı̌rky křivky3, kde σ ∈ (0,∞). K jeho označeńı se použ́ıvá N(µ, σ2). Křivka
představuj́ıćı hustotu pravděpodobnosti f(x) normálńıho rozděleńı se nazývá Gaussova.[16]
Jelikož jak středńı hodnota, tak i směrodatná odchylka může být skoro jakékoli č́ıslo, existuje
nekonečně mnoho r̊uznorodých Gaussových křivek.

Zdá se, že se Gaussova křivka
”
objevuje zčistajasna“ pokaždé, když se nashromážd́ı mnoho

náhodných faktor̊u, a proto j́ı lidé již od jej́ıho objeveńı přisuzovali téměř mystické vlastnosti.
Gaussova křivka svým zp̊usobem vyjadřuje

”
božský zákon př́ırody“, kterým se ř́ıd́ı spousta

jev̊u v reálném světě. Např́ıklad výška lid́ı, kapacita plic nebo hodnoty IQ maj́ı tendenci
být normálně rozloženy kolem svého pr̊uměru. Totéž plat́ı pro řadu daľśıch proměnných, s
nimiž se setkáváme v př́ırodě. V roce 1960 Eugene Fama z chicagské univerzity ukázal, že
procentové změny v cenách akcíı a daľśıch aktiv prodávaných na dobře funguj́ıćıch trźıch
se ř́ıd́ı normálńım rozděleńım. Tento objev vedl k založeńı kvantitativńı finančńı analýzy.
Později se ukázalo, že i devizové výplatńı poměry měn lze modelovat pomoćı normálńıho
rozděleńı. Hodnoty a pravděpodobnosti normálńıho rozděleńı jsou spoč́ıtány a nalezneme je v
tabulkách, a tak nám umožňuj́ı provést pravděpodobnostńı výpočty pro libovolnou náhodnou
proměnnou, která se ř́ıd́ı t́ımto rozděleńım.[8]

Obrázek 3.1: Gaussova křivka

Uved’me si jeho kĺıčové parametry:

1. Pravděpodobnost, že hodnota náhodné veličiny s normálńım rozděleńım se nelǐśı od
středńı hodnoty o v́ıce než jednu směrodatnou odchylku, je přibližně 68 %.

2. Pravděpodobnost, že hodnota náhodné veličiny s normálńım rozděleńım se nelǐśı od
středńı hodnoty o v́ıce než dvě směrodatné odchylky, je přibližně 95 %.

3. Pravděpodobnost, že hodnota náhodné veličiny s normálńım rozděleńım se nelǐśı od
středńı hodnoty o v́ıce než tři směrodatné odchylky, je přibližně 99,7 %.

2pr̊uměr, nebo centrum hmoty, pokud oblasti vytvořené křivkou přisoud́ıme určitou
”
váhu“

3směrodatná odchylka je jednotka mı́ry, kterou uplatňujeme ve vodorovném směru přes křivku
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4. Pravděpodobnost, že hodnota náhodné veličiny s normálńım rozděleńım se nelǐśı od
středńı hodnoty o v́ıce než čtyři směrodatné odchylky, se bĺıž́ı jistotě.[8]

Chvost normálńıho rozděleńı je oblast na pravé straně od nějakého bodu, který se nacháźı
napravo od středńı hodnoty, nebo symetricky oblast na levé straně od nějakého bodu, který se
nacháźı nalevo od středńı hodnoty. Název

”
chvost“ má p̊uvod v myšlence Williama Gossetta,

který v roce 1908 nakreslil tento vtipný obrázek:

Obrázek 3.2: Chvosty Gaussovy křivky

Normálńı rozděleńı je popsáno křivkou, která je

1. jednovrcholová,

2. symetrická,

3. asymptotická vzhledem k ose x,

4. zvonového tvaru.

Obrázek 3.3: Různé druhy Gaussovy křivky

Hustota pravděpodobnosti normálńıho rozděleńı je dána vztahem:

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 x ∈ (−∞,∞) . (3.1)
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Z analytického vyjádřeńı hustoty pravděpodobnosti normálńıho rozděleńı jsou patrny
následuj́ıćı d̊uležité vlastnosti:

1. je symetrická vzhledem k parametru µ,

2. v bobě µ nabývá maxima pro dané σ,

3. velikost maxima je nepř́ımo úměrná velikosti parametru,[22]

4. inflexńı body jsou µ− σ a µ+ σ.

D̊ukaz. [28, str. 97]

Mezi normálńı rozděleńı se poč́ıtá i degenerované rozděleńı, kde náhodná veličina X
nabývá hodnoty µ s pravděpodobnost́ı 1. Jelikož rozptyl takové veličiny X je nulový, znač́ıme
toto rozděleńı N(µ, 0).

Distribučńı funkce F (x) je pro x ∈ (−∞,∞) dána předpisem:

F (x) =
1

σ
√

2π

∫ x

−∞
e−

(t−µ)2

2σ2 dt .

Středńı hodnota a rozptyl jsou

E(X) =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx =

∫ ∞
−∞

x
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t = x−µ

σ

dt = 1
σdx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∫ ∞
−∞

(tσ + µ)
1

σ
√

2π
e−

t2

2 σdt =

∫ ∞
−∞

tσ
1√
2π

e−
t2

2 dt+

∫ ∞
−∞

µ
1√
2π

e−
t2

2 dt =

=
σ√
2π

∫ ∞
−∞

te−
t2

2 dt+
µ√
2π

∫ ∞
−∞

e−
t2

2 dt = σ · 0 + µ · 1 = µ ,

protože
∫∞
−∞ e−

t2

2 dt =
√

2π (Laplace̊uv integrál) a
∫∞
−∞ te

− t
2

2 dt = 0, jelikož te−
t2

2 je omezená
lichá funkce.

D(X) =

∫ ∞
−∞

x2f(x)dx− E(X)2 =

∫ ∞
−∞

x2 1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 dx− µ2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t = x−µ

σ

dt = 1
σdx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∫ ∞
−∞

(tσ + µ)2 1

σ
√

2π
e−

t2

2 σdt− µ2 =

∫ ∞
−∞

(t2σ2 + 2tσµ+ µ2)
1√
2π

e−
t2

2 dt− µ2 =

=

∫ ∞
−∞

(t2σ2)
1√
2π

e−
t2

2 dt+

∫ ∞
−∞

2tσµ
1√
2π

e−
t2

2 dt+

∫ ∞
−∞

µ2 1√
2π

e−
t2

2 dt− µ2 =

=
σ2

√
2π

∫ ∞
−∞

t2e−
t2

2 dt+
2σµ√

2π

∫ ∞
−∞

te−
t2

2 dt+
µ2

√
2π

∫ ∞
−∞

e−
t2

2 dt− µ2 =

= σ2 · 1 + 2σµ · 0 + µ2 · 1− µ2 = σ2 ,
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protože
∫∞
−∞ e−

t2

2 dt =
√

2π (Laplace̊uv integrál) a též
∫∞
−∞ x

2e−
t2

2 dt =
√

2π.
∫∞
−∞ te

− t
2

2 dt = 0,

jelikož te−
t2

2 je omezená lichá funkce.

Obrázek 3.4: Integrály
∫
x2e−

x2

2 dx a
∫

e−
x2

2 dx

Uvedeme si několik vlastnost́ı, které plat́ı pro náhodné veličiny s normálńım rozděleńım
ve spojeńı s konstantou či jinou náhodnou veličinou se spojitým rozděleńım.

Věta 3.0.1. Necht’ a, b jsou reálná č́ısla. Je-li X ∼ N(µ, σ2), pak

a+ bX ∼ N(a+ bµ, b2σ2).

D̊ukaz. Viz [11, str. 63].

Věta 3.0.2. Necht’ máme dvě nezávislé náhodné veličiny X a Y , jež jsou normálně rozděleny,
X ∼ N(µ1, σ

2
1) a Y ∼ N(µ2, σ

2
2), má rozděleńı jejich součtu X + Y tvar

X + Y ∼ N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2).

D̊ukaz. Viz [11, str. 64]

Věta 3.0.3. Necht’ X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny, pro které plat́ı Xi ∼ N(µi, σ
2
i ),

i = 1, . . . , n. Označme µ =
n∑
i=1

µi a σ2 =
n∑
i=1

σ2
i . Pak

n∑
i=1

Xi ∼ N(µ, σ2).

D̊ukaz. Viz [11, str. 65].

Věta 3.0.4. Necht’ X1, . . . , Xn je výběr z N(µ, σ2), kde σ2 > 0. Pak plat́ı tvrzeńı

1. X ∼ N
(
µ, σ

2

n

)
,

2. je-li n ≥ 2, pak (n−1)S2

σ2 ∼ χ2(n− 1),

3. je-li n ≥ 2, jsou veličiny X̄ a S2 nezávislé.

D̊ukaz. Viz [11, str. 70]
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De Moivre zkoumal normálńı rozděleńı během svého studia aproximaćı binomického rozdě-
leńı, které vzniká např́ıklad při házeńı minćı. Pierre Simon de Laplace využil tohoto rozděleńı
v roce 1783 k měřeńı chybovosti a Carl Friedrich Gauss jej v roce 1809 aplikoval při zkoumáńı
astronomických dat.

Antropolog Francis Dalton k normálńımu rozděleńı napsal:
”
Stěž́ı znám něco tak př́ıhod-

ného k rozńıceńı představivosti onu nádhernou formu kosmického řádu vyjádřenou
”

zákonem
četnosti chyb“. Je to zákon, který by stař́ı Řekové, kdyby jej znali, přiřadili ke svým boh̊um.
Ve svém poklidu a naprostém sebezapřeńım vládne i nejdivočeǰśımu chaosu.“[24]

3.1 Standardizované normálńı rozděleńı

Zpracováno dle [19] a [25].
Jestliže parametr µ = 0 a σ = 1, pak se toto rozděleńı nazývá normálńı standardizo-

vané či normované rozděleńı pravděpodobnosti a znač́ı se N(0, 1). Dosazeńım těchto hodnot
parametr̊u do vztahu (3.1) dostaneme jeho hustotu pravděpodobnosti:

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 =
1√

2π · 1
e−

(x−0)2

2·12 ,

a dostáváme hustotu pravděpodobnosti pro N(0, 1), kterou označ́ıme ṕısmenem ϕ:

ϕ(x) =
1√
2π

e−
x2

2 .

Distribučńı funkce standardizovaného normálńıho rozděleńı označ́ıme Φ(x) a je dána vztahem

Φ(x) =

∫ x

−∞

1√
2π

e−
t2

2 dt .

Mezi distribučńımi funkcemi normálńıho rozděleńı pravděpodobnosti N(µ, σ2) a N(0, 1)
plat́ı vztah

F (x) = Φ

(
x− µ
σ

)
.

D̊ukaz. F (x) =
x∫
−∞

1√
2πσ

e−
(t−µ)2

2σ2 dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z = t−µ

σ

dz = dt
σ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

x−µ
σ∫
−∞

1√
2π

e−
z2

2 dz = Φ(x−µσ )

Tento vztah můžeme odvodit i podle věty 3.0.1, když najdeme takové parametry a a b,
aby náhodná veličina U = a+ bX měla rozděleńı N(0, 1)

a+ bµ = 0

b2σ2 = 1

z toho plyne

b =

√
1

σ2
=

1

σ

a = −bµ = −µ
σ
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tedy

U = −µ
σ

+
1

σ
X =

X − µ
σ

.

3.2 Standardizace

Při výpočtu úloh se spojitými náhodnými veličinami, které maj́ı normálńı rozděleńı, se tato
rozděleńı obvykle lǐśı svými parametry µ a σ. Pro usnadněńı výpočt̊u je vhodné tyto náhodné
veličiny tzv.

”
normovat“. Od náhodné veličiny X odečteme jej́ı středńı hodnotu µ a následně

vyděĺıme jej́ı směrodatnou odchylkou σ. Plat́ı tedy (X−µ)
σ má rozděleńı N(0,1). Tato náhodná

veličina se nazývá normovaná a označuje se U .
Distribučńı funkce normované náhodné veličiny U , kterou znač́ıme F (u) je vyjádřena

vztahem:

F (u) = P (U ≤ u) =
1√
2π

∫ u

−∞
e−

t2

2 dt = Φ(u).

Hodnoty standardizované normálńı veličiny jsou uvedeny v tabulkách.
Při sestavováńı tabulek N(0, 1) rozděleńı pravděpodobnosti se využ́ıvá toho, že standar-

dizované normálńı rozděleńı pravděpodobnosti je symetrické kolem bodu 0, tj. pro jeho dis-
tribučńı funkci plat́ı vztah

Φ(−x) = 1− Φ(x)

a pro jeho hustotu plat́ı
ϕ(−x) = ϕ(x).

Často řešenou úlohou je určeńı pravděpodobnosti, že náhodná veličina X s normálńım
rozděleńım N(µ, σ2) nabude některé hodnoty z intervalu, jehož krajńımi body jsou x1 a x2.
Tuto pravděpodobnost lze vypoč́ıtat pomoćı vzorce:

P (x1 < X ≤ x2) = Φ

(
x2 − µ
σ

)
− Φ

(
x1 − µ
σ

)
.

3.3 Přehled rozděleńı odvozených od normálńıho

Zpracováno dle [19] a [31].

Věta 3.3.1. Necht’ jsou X1, . . . , Xn nezávislé náhodné veličiny, Xi ∼ N(0, 1), ∀i = 1, . . . , n.
Pak náhodná veličina

Yn =

n∑
i=1

X2
i ∼ χ2(n)

neboli ch́ı-kvadrát o n stupńıch volnosti

Věta 3.3.2. Necht’ jsou X1, X2 nezávislé náhodné veličiny, Xi ∼ χ2(ni), i = 1, 2. Potom má
náhodná veličina

Y =

X2
1

n1

X2
2

n2

∼ F (n1, n2)

neboli Fisherovo-Snedecorovo rozděleńı s n1 a n2 stupni volnosti.
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Rozděleńı Označeńı Hustota Definičńı obor

normálńı N(µ, σ2) 1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 R

χ2 rozděleńı χ2(ν) 1

Γ( ν
2

)2
ν
2
x
ν
2
−1e−

x
2 (0,∞)

Studentovo t(ν)
Γ( ν+1

2
)√

πν Γ( ν
2

)

(
1 + x2

ν

)− ν+1
2 R

Fisher-Snedecorovo F (ν1, ν2)
Γ
(
ν1+ν2

2

)
ν
ν1
2

1 ν
ν2
2

2

Γ( ν12 )Γ( ν22 )
· x

ν1−2
2

(ν2+ν1x)
ν2+ν1

2

(0,∞)

Tabulka 3.1: Hustoty rozděleńı

Věta 3.3.3. Necht’ jsou X0, X1, . . . , Xn nezávislé náhodné veličiny a necht’ Xj ∼ N(0, 1),
∀j = 0, 1, . . . , n. Pak náhodná veličina

Tn =
X0√∑n
j=1X

2
j

√
n ∼ t(n)

neboli Studentovo rozděleńı s n stupni volnosti.

Obrázek 3.5: Křivky hustot rozděleńı N(0, 1), χ2(3), t(1), F (6, 3)
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Kapitola 4

Centrálńı limitńı věta

Zpracováno dle [11], [13], [16], [19], [22] a [31].
Normálńı rozděleńı se často vyskytuje v experimentech, nicméně mnoho r̊uzných pro-

měnných neńı normálně rozděleno, a proto by nebylo vhodné použ́ıt normálńı rozděleńı jako
model. Přesto, jestliže jsou vzorky dost velké, normálńı rozděleńı může být použito k nalezeńı
jistých pravděpodobnost́ı spojených s experimentem, protože jeho výsledky jsou známy z
matematické statistiky. Použ́ıvaj́ı se k tomu vlastnosti rozděleńı výběrových pr̊uměr̊u.

Rozděleńı výběrových pr̊uměr̊u má následuj́ıćı vlastnosti:

1. µȳ = µy, tj. středńı hodnota rozděleńı výběrového pr̊uměru (viz definice 2.4.3) je stejná
jako středńı hodnota základńıho souboru,

D̊ukaz. Viz [19, str. 138]

2. σ2
ȳ =

σ2
y

n , tj. rozptyl rozděleńı výběrového pr̊uměru je stejný jako rozptyl základńıho
souboru dat rozděleného podle rozsahu souboru n,

D̊ukaz. Viz [19, str.138]

3. pokud je n dostatečně velké, je rozložeńı výběrového pr̊uměru téměř symetrické a jed-
novrcholové.

Třet́ı vlastnost můžeme specifikovat. Pokud je soubor normálně rozdělen, pak rozděleńı výbě-
rového pr̊uměru je také normálně rozděleno. Pokud neńı normálně rozdělen, pak je rozděleńı
výběrového pr̊uměru přibližně normálně rozděleno pro velká n. Tato posledńı vlastnost je
známa jako centrálńı limitńı věta.

Věta 4.0.4. (Lindbergova-Levyho) Necht’ {Xi}∞i=1 je posloupnost nezávislých náhodných ve-
ličin, které maj́ı stejné rozděleńı pravděpodobnosti se středńı hodnotou E(X) a konečným
rozptylem D(X) = σ2, kde σ2 > 0. Pak distribučńı funkce transformované náhodné veličiny

lim
n→∞

P

(∑n
i=1Xi − nE(X)

σ
√
n

< x

)
= Φ(x),

limitně konverguje k distribučńı funkci N(0, 1).

D̊ukaz. Viz [22, str. 156]
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Věta 4.0.5. (Moivreova-Laplaceova integrálńı věta) Necht’ náhodná veličina Yn má ∀n ∈ N
binomické rozděleńı Bi(n, θ). Označme F (x) distribučńı funkci náhodné veličiny

Zn =
Yn − nθ√
nθ(1− θ)

.

Potom plat́ı

lim
n→∞

F (x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt = Φ(x), ∀x ∈ R.

D̊ukaz. Yn =
∑n

k=1Xk, kde X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny se stejným alterna-
tivńım rozděleńım. µ = E(X) = θ, σ2 = D(X) = θ(1 − θ) ∈

(
0, 1

4

〉
. Normované součty Zn

odpov́ıdaj́ı normovaným součt̊um ve větě 4.0.4.

Poznámka 4.0.1. Pro dostatečně velká n má náhodná veličina

Zn =
Yn − nθ√
nθ(1− θ)

přibližně normálńı rozděleńı N(0, 1), nebo jinak formulováno pro velká n má binomická
náhodná veličina Yn přibližně normálńı rozděleńı N(nθ, nθ(1− θ)).

Aproximace jsou vyhovuj́ıćı, jsou-li splněny podmı́nky nθ(1− θ) > 9 a 1
n+1 < θ < n

n+1 .

Obrázek 4.1: Zobrazeńı pravděpodobnostńı funkce binomického rozděleńı Bi(100; 0, 5)
proložené normálńı křivkou N(50, 25)

Věta 4.0.6. Necht’ náhodná veličina Xn má χ2(n) rozděleńı pravděpodobnosti. Pak pro n→∞
má náhodná veličina

Y =
Xn − n√

2n

normálńı rozděleńı pravděpodobnosti N(0, 1).

D̊ukaz. Viz [11, str. 337]
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Kapitola 5

Studentovo t-rozděleńı

Studentovo rozděleńı je odvozené od normálńıho, než se j́ım však budeme podrobněji zabývat,
muśıme si připomenout několik základńıch poznatk̊u ze dvou speciálńıch funkćı, se kterými
budeme dále pracovat.

5.1 Gama a beta funkce

Zpracováno dle [22] a [25].

Definice 5.1.1. Necht’ s ∈ R+. Funkce Γ f : R+ → R+ definovanou vztahem

Γ(s) =

∫ ∞
0

xs−1e−xdx

nazýváme gama funkćı nebo Eulerovým integrálem 2. druhu.

Gama funkce je zobecněńım faktoriálu reálných č́ısel.
Plat́ı pro ni:

1. Γ(s+ 1) = sΓ(s),

2. Γ(1) = 1,

3. Γ
(

1
2

)
=
√
π,

4. Γ(s) = (s− 1)! pro přirozené s.

Definice 5.1.2. Necht’ p, q ∈ R+. Funkci B f : R2
++ → R definovanou vztahem

B(p, q) =

∫ 1

0
xp−1(1− x)q−1dx

nazýváme beta funkćı nebo Eulerovým integrálem 1. druhu.

Pro beta funkci plat́ı:

1. B(p, q) = Γ(p)Γ(q)
Γ(p+q) ,

2. B(p, q) = B(q, p).
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5.2 t-rozděleńı

Zpracováno dle [11], [13], [20], [25] a [28].
William Sealy Gosset v roce 1908 publikoval pojednáńı, ve kterém poznamenal, že jestliže

náhodné výběry velikostně menš́ı než 30 jsou brány z normálńıho rozděleńı a tyto výběry
použity pro odhad rozptylu, pak statistika

ȳ − µ
s√
n

neńı normálně rozdělena. Pravděpodobnosti chvost̊u tohoto rozděleńı jsou větš́ı než pravdě-
podobnosti standardizovaného normálńıho rozděleńı.

Gosset také poznamenal, že pokud se n zvyšuje, toto nové rozložeńı se přibližuje ke
standardizovanému normálńımu rozděleńı. Jak už v́ıme, protože Gosset nemohl publikovat
pod svým jménem, použ́ıval pseudonym Student. Proto se toto rozděleńı nazývá Studentovo
rozděleńı.

Věta 5.2.1. Necht’ X a Y jsou nezávislé náhodné veličiny, přičemž X ∼ N(0, 1) a Y ∼ χ2(ν).
Pak má náhodná veličina

T =
X√
Y
ν

Studentovo t-rozděleńı o ν stupńıch volnosti, které se znač́ı t(ν) a má hustotu

f(x) =
Γ
(
ν+1

2

)
√
πν Γ

(
ν
2

) (1 +
x2

ν

)− ν+1
2

nebo se také uvád́ı

f(x) =
1

√
ν B

(
1
2 ,

ν
2

) (1 +
x2

ν

)− ν+1
2

.

D̊ukaz. Pro d̊ukaz této věty ještě budeme potřebovat následuj́ıćı větu.

Věta 5.2.2. Necht’ X,Y jsou nezávislé náhodné veličiny s hustotami pravděpodobnost́ı fX a
fY a necht’ fY (y) = 0 pro y ≤ 0. Potom má náhodná veličina Z = X

Y hustotu

g(z) =

∫ ∞
0

yfX(zy)fY (y)dy ∀y ∈ R.

Náhodná veličina T = X√
Y
ν

= X
√
ν√
Y

je vyjádřena pod́ılem náhodných veličin X ∼ N(0, 1)

a Y ∼ χ2(ν).

Hustota náhodné veličiny X je pro x > 0 dána funkćı fX(x) = 1√
2π

e−
x2

2 a hustota náhodné

veličiny Y je pro y > 0 fY (y) = 1

Γ( ν2 )2
ν
2
y
ν
2
−1e−

y
2 , pro y ≤ 0 je hustota fY (y) = 0.

Provedeme transformaci Z =
√
Y , takže T = X

√
ν

Z . Náhodná veličina Z bude nabývat
stejně jako Y pouze kladných hodnot. Distribučńı funkce FZ je pro z > 0 rovná
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FZ(z) = P (
√
Y < z) = P (Y < z2) =

∫ z2

0

1

Γ
(
ν
2

)
2

2
ν

y
ν
2
−1e−

y
2 dy =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y = t2

dy = 2tdt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∫ z

0

1

Γ
(
ν
2

)
2

2
ν

(t2)
ν
2
−1e−

t2

2 2tdt =

∫ z

0

1

Γ
(
ν
2

)
2

2
ν
−1
tν−1e−

t2

2 dt

Takže FZ(z) =
∫ z

0
1

Γ( ν2 )2
2
ν−1

tν−1e−
t2

2 dt a hledaná hustota náhodné veličiny Z je

fZ(z) =
1

2
ν
2
−1Γ

(
ν
2

)zν−1e−
z2

2 pro y > 0.

Náhodná veličina S = X
√
ν má podle věty 3.0.1 rozděleńı N(0, ν). Po dosazeńı jeho

středńı hodnoty a rozptylu do vzorce hustoty normálńıho rozděleńı f(x) = 1
σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2 pro

x ∈ R dostáváme hustoty náhodné veličiny S

fS(s) =
1√
2πν

e−
s2

2ν .

Ted’, když známe obě d́ılč́ı hustoty, můžeme podle věty 5.2.2 odvodit hustotu náhodné

veličiny T = X
√
ν√
Y

f(t) =

∫ ∞
0

xfS(tx)fZ(x)dx =

∫ ∞
0

x · 1√
2πν

e−
t2x2

2ν · 1

2
ν
2
−1Γ

(
ν
2

)xν−1e−
x2

2 dx =

=
1

2
ν
2
−12

1
2
√
πνΓ

(
ν
2

) ∫ ∞
0

xν−1e
−x

2

2

(
t2

ν
+1
)
xdx =

1

2
ν
2
− 1

2
√
πνΓ

(
ν
2

) ∫ ∞
0

xν−1e
−x

2

2

(
t2

ν
+1
)
xdx =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z = x2

2

(
t2

ν + 1
)

dz = x
(
t2

ν + 1
)

dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

2
ν−1
2
√
πνΓ

(
ν
2

) ∫ ∞
0

2
ν−1
2 z

ν−1
2

(
t2

ν
+ 1

)− ν−1
2

e−z
(
t2

ν
+ 1

)−1

dz =

=

(
t2

ν + 1
)− ν−1

2
−1

√
πνΓ

(
ν
2

) ∫ ∞
0

z
ν−1
2 e−zdz =

Γ
(
ν+1

2

)
√
πνΓ

(
ν
2

) ( t2
ν

+ 1

)− ν−1
2
−1

f(t) =
Γ
(
ν+1

2

)
√
πνΓ(ν2 )

(
t2

ν
+ 1

)− ν+1
2

∼ t(ν)

Studentovo rozděleńı je:

1. jednovrcholové,
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2. symetrické kolem nuly, tzn. F (−x) = 1− F (x), resp. f(−x) = f(x),

3. záviśı na ν tzv. stupńıch volnosti, kde ν ∈ N,

4. pro ν →∞ konverguje k N(0, 1).

Obrázek 5.1: Křivka hustoty Studentova rozděleńı v porovnáńı s Gaussovou křivkou

Distribučńı funkce je dána vztahem

F (x) =

∫ x

−∞

Γ(ν+1
2 )

√
πν Γ

(
ν
2

) (1 +
x2

ν

)− ν+1
2

dx.

Obrázek 5.2: Křivka distribučńı funkce Studentova rozděleńı t(1) a normálńıho standardizo-
vaného rozděleńı N(0, 1)

Středńı hodnota E(X) = 0 pro ν > 1 a rozptyl D(X) = ν
ν−2 , pokud ν > 2.
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D̊ukaz. f(x) = a ·
(

1 + x2

ν

)− ν+1
2
, x ∈ R, kde a =

Γ( ν+1
2

)
√
πν Γ( ν2 )

,

E(X) = a
∫∞
−∞ x

(
1 + x2

ν

)− ν+1
2

dx = 0 podle integrálu z liché funkce.

Poznámka 5.2.1. Proč se ν 6= 1?
∞∫
−∞

xf(x)dx =
0∫
−∞

xf(x)dx+
∞∫
0

xf(x)dx

∞∫
0

xf(x)dx = lim
t→∞

t∫
0

a · x
(

1 +
x2

ν

)− ν+1
2

dx = a lim
t→∞

t∫
0

x

(
1 +

x2

ν

)− ν+1
2

dx =

= a lim
t→∞

[
− ν

ν − 1

(
1 +

x2

ν

)− ν−1
2

]t
0

= a lim
t→∞

(
− ν

ν − 1

(
1 +

t2

ν

)− ν−1
2

+
ν

ν − 1
1−

ν−1
2

)
=

= a lim
t→∞

(
− ν

ν − 1

(
1 +

t2

ν

)− ν−1
2

+
ν

ν − 1

)
= − aν

ν − 1

{
lim
t→∞

(
1 +

t2

ν

)− ν−1
2

− 1

}
;

podmı́nky ν 6= 0 a ν 6= 1.

Poznámka 5.2.2. Pokud je funkce lichá, splňuje podmı́nku

∀x ∈ D(f) : f(−x) = −f(x)

takže

−x
(

1 +
(−x)2

ν

)− ν+1
2

= −
(
x

(
1 +

x2

ν

))− ν+1
2

a graf liché funkce je souměrný podle počátku.

Obrázek 5.3: Grafy funkce x
(

1 + x2

ν

)− ν+1
2

pro r̊uzná ν
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D(X) = a

∫ ∞
−∞

x2

(
1 +

x2

ν

)− ν+1
2

dx = 2a

∫ ∞
0

x2

(
1 +

x2

ν

)− ν+1
2

dx =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x =

√
νy

1−y

dx =
√
ν

2

√
1−y

(1−y)2
√
y
dy

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2a

∫ 1

0

νy

1− y

(
1 +

νy
1−y
ν

)− ν+1
2 √ν

2

√
1− y

(1− y)2√y
dy =

= aν
3
2

∫ 1

0

y

1− y

(
1 +

y

1− y

)− ν+1
2

√
1− y

(1− y)2√y
dy =

= aν
3
2

∫ 1

0

√
y

√
1− y(1− y)2

(
(1− y)−1

)− ν+1
2 dy = aν

3
2

∫ 1

0

√
y(1− y)−

5
2 (1− y)

ν+1
2 =

= aν
3
2

∫ 1

0
y

1
2 (1− y)

ν
2
−2dy = aν

3
2 B

(
3

2
;
ν

2
− 1

)
= aν

3
2 ·

Γ
(

3
2

)
· Γ
(
ν
2 − 1

)
Γ
(
ν+1

2

) =

=
Γ(ν+1

2 )ν
3
2

√
πν Γ(ν2 )

·
1
2Γ
(

1
2

)
· Γ
(
ν
2 − 1

)
Γ
(
ν+1

2

) =
ν√

π Γ(ν2 )

1

2

√
π Γ
(ν

2
− 1
)

=
ν

2
·

Γ
(
ν
2 − 1

)
Γ
(
ν
2

) =

=
ν

2

(
ν
2 − 2

)
!(

ν
2 − 1

)
!

=
ν

ν − 2
pro ν > 2,

podle integrálu ze sudé funkce.

Poznámka 5.2.3. Pokud je fukce sudá, pak muśı splňovat

∀x ∈ D(f) : f(x) = f(−x)

takže

(−x)2

(
1 +

(−x)2

ν

)− ν+1
2

= x2

(
1 +

x2

ν

)− ν+1
2

a graf sudé funkce je souměrný podle osy y.

Obrázek 5.4: Grafy funkce x2
(

1 + x2

ν

)− ν+1
2

pro r̊uzná ν
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Věta 5.2.3. Necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z normálńıho rozděleńı N(µ, σ2), potom
náhodná proměnná t definovaná vztahem

t =
X̄ − µ
S

√
n, kde S2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

má t-rozděleńı s n− 1 stupněm volnosti.

Věta 5.2.4. Máme dané dva nezávislé náhodné výběry, jeden o rozsahu n1 z rozděleńı N(µ1, σ
2)

a druhý o rozsahu n2 z rozděleńı N(µ2, σ
2). Necht’ X̄1, X̄2, S

2
1 a S2

2 jsou výběrové pr̊uměry a
rozptyly. Potom náhodná proměnná t definovaná vztahem

t =
X̄1 − X̄2 − (µ1 − µ2)

S

√(
1
n1

+ 1
n2

)
má Studentovo rozděleńı s (n1 + n2 − 2) stupněmi volnosti, kde

S =

√
1

n1 + n2 − 2
(n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2 .

D̊ukaz. [25, str. 161]

5.3 Cauchyovo rozděleńı

Zpracováno dle [11], [21], [22] a [25].
Cauchyovo rozděleńı má dva parametry a a b, kde a ∈ (−∞,∞) a b ∈ (0,∞). Jeho hustota

pravděpodobnosti je dána vztahem

f(x) =
1

π
· b

b2 + (x− a)2
, x ∈ (−∞,∞)

a distribučńı funkce má tvar

F (x) =
1

2
+

1

π
arctan

(
x− a
b

)
.

Standardizované Cauchyovo rozděleńı má parametry a = 0 a b = 1 a dostáváme jej jako
pod́ıl dvou náhodných nezávislých veličin maj́ıćıch N(0, 1) rozděleńı pravděpodobnosti. Jeho
hustota je

f(x) =
1

π
· 1

1 + x2

a jeho distribučńı funkce je

F (x) =
1

2
+

1

π
arctanx .

Jedná se o speciálńı typ Studentova rozděleńı s jedńım stupněm volnosti.
Toto rozděleńı nemá ani středńı hodnotu ani rozptyl, jelikož∫ ∞

−∞
x

1

π
· 1

b2 + (x− a)2
dx =∞ .
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Obrázek 5.5: Cauchyovo rozděleńı C(0, 1) v porovnáńı s t-rozděleńım t(2)
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Kapitola 6

Výběrové rozděleńı výběrových
pr̊uměr̊u

Ne vždy dokážeme rozpoznat rozděleńı pravděpodobnosti statistického souboru ani jeho para-
metry. Proto, jak už jsme dř́ıve zmı́nili, se muśıme spokojit s t́ım, že uděláme ze statistického
souboru náhodný výběr, který tvoř́ı nový výběrový statistický soubor, podle něhož źıskáme
povědomı́ o rozděleńı p̊uvodńıho statistického souboru. Použijeme výběrový pr̊uměr, který je
definován vztahem

Xn =
1

n

n∑
j=1

Xj .

A podle výše zmı́něných vlastnost́ı výběrových pr̊uměr̊u (viz kapitola 4) je µX̄ = µX a

σ2
X̄

=
σ2
X
n a pro dostatečně velká n je rozděleńı výběrového pr̊uměru téměř symetrické a

jednovrcholové, je tedy přibližně normálně rozděleno.
My uděláme výběrový pr̊uměr pro ńıže uvedený statistický soubor, nejprve o 5 výběrech,

jehož výběrový pr̊uměr budeme značit X̄, a pak o 20 výběrech, jehož výběrový pr̊uměr budeme
značit Ȳ . Potom můžeme porovnat, jestli se µ a σ2 ř́ıd́ı podle vlastnost́ı výběrového pr̊uměru.

Pracuji s programem, který je dostupný na http://onlinestatbook.com/.
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Vytvořili jsme si vlastńı rozděleńı, které ani zdaleka nepřipomı́ná normálńı či jiné rozděleńı
a které může nabývat jedné ze 32 hodnot s r̊uznou pravděpodobnost́ı. Jeho středńı hodnota
je v tomto př́ıpadě 15,49 a směrodatná odchylka je 10,03.

Začneme s výběrem o velikosti 5, takže se nám vybere 5 hodnot z našeho pravděpodob-
nostńıho rozděleńı a po spuštěńı animace se nám těchto 5 hodnot zpr̊uměruje a vykresĺı se
nám velikost prvńıho pr̊uměru.
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Znovu to zopakuji a vykresĺı se nám daľśı pr̊uměr.

A tento výběr můžeme zopakovat třeba ještě 20 krát.
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Řekněme, že bychom toto chtěli udělat třeba 10 000 krát. Takže se nám vygeneruje pět ná-
hodných č́ısel v souladu s naš́ım pravděpodobnostńım rozděleńım, vykresĺı jejich pr̊uměr a to
udělá 10 000 krát. Všimněte si, že už to dost připomı́ná křivku normálńıho rozděleńı. Středńı
hodnota se po 10 000 výběrech změnila na 15,49, takže se rovná p̊uvodńı středńı hodnotě a
směrodatná odchylka se zmenšila.
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Můžeme to samé zopakovat pro větš́ı výběr třeba o velikosti 20. Tentokrát se nám vybere
20 hodnot a zakresĺı se nám jejich pr̊uměr a opět to můžeme udělat třeba 10 000 krát.
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U výběru o rozsahu 20 máme středńı hodnotu 15,50 a směrodatnou odchylku pouhých
2,24, takže hodnoty se v́ıce bĺıž́ı středńı hodnotě, což je logické, protože č́ım větš́ı máme
výběr, t́ım je menš́ı pravděpodobnost, že se nám všechny hodnoty vyberou bud’ z jednoho
konce rozděleńı nebo naopak z toho druhého. Nav́ıc jsme obě výběrová rozložeńı proložili
křivkami normálńıho rozložeńı, takže se můžete přesvědčit, že se tato výběrová rozložeńı
normálńımu rozložeńı bĺıž́ı. Ještě si porovnáme středńı hodnoty soubor̊u:

µX = 15, 49

pro n = 5 µX̄ = 15, 49 = µX

pro n = 20 µȲ = 15, 50 ≈ µX

a jejich rozptyly

σ2
X = 10, 032 = 100, 6009

pro n = 5 σ2
X̄ = 4, 472 = 19, 9809

σ2
X̄ =

100, 6009

5
= 20, 12018

σ2
X̄ ≈

σ2
X

5
pro n = 20 σ2

Ȳ = 2, 242 = 5, 076

σ2
Ȳ =

100, 6009

20
= 5, 03045

σ2
Ȳ ≈

σ2
X

20
.
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Závěr

Ćılem této bakalářské práce bylo přibĺıžeńı historie normálńıho a Studentova rozděleńı. Nor-
málńı rozděleńı popsalo nezávisle na sobě hned několik vědc̊u. Abraham de Moivre pomoćı
normálńı křivky popsal limitńı chováńı binomického rozděleńı, když se snažil aproximovat
výpočty jednotlivých pravděpodobnost́ı binomického rozděleńı po velká n. Pierre Simon de
Laplace odvodil toto rozděleńı jako zákon chyb stejně jako Carl Friedrich Gauss a oba ho
použ́ıvali pro interpretaci astronomických a geodetických měřeńı, výsledk̊u hazardńıch her a
přesnosti dělostřelecké střelby. William Sealy Gosset popsal, d́ıky své práci pivovarńıka, t-
rozděleńı, které z normálńıho rozděleńı vycháźı, ale pravděpodobnosti jeho chvost̊u jsou větš́ı
než u standardizovaného normálńıho rozděleńı.

Zpočátku byl velký problém sehnat nějaké podrobněǰśı informace jak k samotným vědc̊um,
tak předevš́ım ke Studentovu rozděleńı. V českém jazyce jsem objevila pouze biografii Carla
Friedricha Gausse a Pierra Simona de Laplace. Proto jsem hodně čerpala převážně z anglické
literatury a anglicky psaných text̊u. Ve většině českých učebnic statistiky se zas nacházely
pouze kusé informace ke Studentovu rozděleńı, dlouho jsem proto sháněla učebnice s nějakými
podrobněǰśımi informacemi. Dı́ky psańı práce jsem si rozš́ı̌rila své znalosti normálńıho i Stu-
dentova rozděleńı.

Do budoucna by šla práce určitě ještě rozš́ı̌rit o detailněǰśı popis a historii χ2 a Fisherova-
Snedeckorova rozděleńı, př́ıpadně i o využit́ı všech těchto rozděleńı.
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3.5 Křivky hustot rozděleńı N(0, 1), χ2(3), t(1), F (6, 3) . . . . . . . . . . . . . . . 34
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http://www.jstor.org/stable/2245613.

[13] DOWDY, Shirley a Stanley WEARDEN. Statistics for research. New York: John Wiley
& Sons, 1983, 537 s. ISBN 0-471-08602-9.

53



[14] GILLISPIE, Charles Coulston, Robert FOX a I GRATTAN-GUINNESS. Pierre-
Simon Laplace, 1749-1827: a life in exact science [online]. Princeton, N.J.: Prin-
ceton University Press, c1997, xii, 322 p. [cit. 2015-03-16]. ISBN 06-910-1185-0.
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