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Na tomto mı́stě bych rád poděkoval doc. Ing. Michalu Kurážovi Ph.D. za ka-
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Abstrakt

Abstrakt

Ćılem této práce bylo rozš́ı̌reńı modelu DRUtES o modul umožňuj́ıćı výpočet sdru-

ženého transportu vlhkosti, tepla a mı́sitelné látky v proměnlivě nasyceném po-

rézńım prostřed́ı. Jednalo se předevš́ım o implementaci konstitučńıch vztah̊u po-

pisuj́ıćıch sdružený transport do zdrojového kódu modelu ve smyslu Galerkinovy

metody konečných prvk̊u. Kromě implementace těchto vztah̊u bylo třeba vytvořit

systém nač́ıtáńı konfiguračńıch soubor̊u do datových struktur modelu a udělat

několik sṕı̌se menš́ıch úprav kódu modelu. Správnost implementace jsem ověřil

porovnáńım numerického a analytického řešeńı jednotlivých transportńıch pro-

ces̊u. Transport vlhkosti jsem porovnal s Philipsovým semi-analytickým řešeńım

Richardsovy rovnice v difuzńım tvaru. Transport tepla a mı́sitelné látky s ana-

lytickým řešeńım advekčně disperzńı rovnice. Tato srovnáńı ukázala vyhovuj́ıćı

podobnost numerického a analytického řešeńı a ověřila správnost implementace.

Vliv sdružeńı na transport jsem porovnal s numerickým řešeńım nesdružených

transport̊u. V tomto př́ıpadě jsem určoval správnost implementace tok̊u sṕı̌se

kvalitativně srovnáńım s odbornou literaturou. Před př́ıpadným použit́ım je třeba

provést validaci sdruženého modelu porovnáńım s měřenými daty.

Kĺıčová slova: Sdružené transportńı procesy, transport vlhkosti, transport tepla,

transport mı́sitelné látky, nenasycená zóna, porézńı prostřed́ı, metoda konečných

prvk̊u
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Abstrakt

Abstract

The objective of this thesis was to implement a new module to the DRUtES mo-

del code, which allows to calculate coupled transport of moisture, temperature

and miscible substance in a variably saturated porous media. The main part of

the practical phase of the thesis was to implement appropriate constitutive re-

lationships describing a coupled transport to the Galerkin finite elements scheme

previously implemented in the DRUtES model. Besides this, a corresponding con-

figuration files were made to assign parameters of the model into program data

structures as well as a little bit of other programming work elsewhere in the

code. Numerical solution of each transport equation was compared with its ana-

lytical solution. 1D moisture transport with the Philips semi-analytic solution

of diffusive form of Richards equation. 2D temperature and miscible substance

transport with an analytical solution of advection-dispersion equation. This com-

parisons suggested that the implementation was correct. The coupling of these

processes was compared with a reference numerical solution. In this case was

the fitness of results assessed in more qualitative manner with a literature. Before

use of this coupled model to solve a real world problem, I would recommend to

make a similar assessment with the real data.

Key words: Coupled transport processes, moisture transport, temperature trans-

port, miscible substance transport, unsaturated zone, porous media, finite ele-

ments method
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2.4.2.1 Tok kapalné fáze. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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θs saturovaná objemová vlhkosti [L3.L−3] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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K nenasycená hydraulická vodivost [L.t−1]/[M.t.L−3] . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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γ koeficient osmotického potenciálu [−] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Kapitola 1

Úvod

Nenasycená zóna p̊udńıho profilu je část hydrologického cyklu, kde docháźı k vý-

měně hmoty a energie mezi atmosférou a podzemńı vodou. Většinou to také bývá

část p̊udńıho profilu, kde se vyskytuj́ı kořeny rostlin, odkud čerpaj́ı p̊udńı vláhu

a živiny obsažené v p̊udě. Je to komplexńı systém, kde docháźı k perkolaci vody

směrem k hladině podzemńı vody či k transportu vody opačným směrem d́ıky

evapotranspiraci. Směr takového prouděńı záviśı na energetické bilanci v daném

okamžiku. Distribuce teploty (energetického stavu) se rovněž pod́ıĺı na trans-

portu p̊udńı vláhy ve vertikálńım směru. Př́ıtomnost mı́sitelných látek (např́ıklad

určitých soĺı) v p̊udě může mı́t negativńı vliv na úrodnost pole. V př́ıpadě eko-

logické havárie může mı́t uniklý kontaminant vliv na životńı prostřed́ı v dané

oblasti po relativně dlouhou dobu. Doba, po jakou se daná látka udrž́ı v této

oblasti je jistě předmětem zajmu.

Tyto děje, jako transport vody, teploty a koncentrace mı́sitelné látky, se

navzájem ovlivňuj́ı. V takovém př́ıpadě lze použ́ıt sdružený model, kde je určitým

zp̊usobem mezi těmito procesy vytvořen vztah. Pohledem této práce je model di-

ferenciálńı rovnice, která je sdružená pomoćı člen̊u, které reprezentuj́ı významný

vliv jednoho procesu na jiný.

Náplńı této práce bylo použ́ıt takto sdružený model publikovaný v článćıch No-

norio et al. (1996a) a Nonorio et al. (1996b) a implementovat jej do modelu

DRUtES, který vytvořil vedoućı této práce doc. Ing. Michal Kuráž, Ph.D. v rámci

své disertačńı práce (Kuráž, 2011). Noboriho články (Nonorio et al., 1996a,b) jsou

1



1.1 Metodika

jakousi metodikou a jsou v textu mnohokrát citovány.

Noboriho model je složen ze tř́ı sdružených parciálńıch diferenciálńıch rovnic,

jejichž koeficienty maj́ı určitý fyzikálńı význam. V 2. kapitole této práce jsem

se pokusil tento význam vysvětlit. V prvńı části této kapitoly je nadefinováno

porézńı prostřed́ı a jeho retenčńı vlastnost, Darcy-Buckinghamův zákon a mo-

del nenasycené hydraulické vodivosti. Dále je v této kapitole popsán absolutńı

a gradientńı vliv teploty a koncentrace mı́sitelné látky na nenasycenou hydrau-

lickou vodivost. Nakonec jsem ukázal ř́ıd́ıćı rovnice a jejich okrajové podmı́nky.

V 3. kapitole jsem sṕı̌se intuitivně vysvětlil Galerkinovu metodu konečných prvk̊u

a předevš́ım jsem zde ukázal jej́ı aplikaci na ř́ıd́ıćı rovnice řešeného modelu.

V daľśı kapitole jsem popsal adresářovou strukturu modelu a soubory, které jsem

v pr̊uběhu práce vytvářel či modifikoval. V rámci závěrečné 5. kapitoly jsem pro-

vedl kontrolu implementace Nohoriho modelu do modelu DRUtES. Provedl jsem

v ńı porovnáńı numerického řešeńı se známým analytickým řešeńım daných rovnic

a popsal několik testovaćıch běh̊u modelu u sdruženého problému.

1.1 Metodika

Při vytvářeńı modelu bylo nejprve třeba identifikovat členy ř́ıd́ıćıch rovnic a upra-

vit je pomoćı metody konečných prvk̊u. Tento postup je popsán v podkapitole 3.2

a v apendixu A.1, A.2 a A.3. Dále pak zapsat do kódu konstitučńı vztahy a je-

jich parametry, které jsem pak napojil na výpočetńı část modlu DRUtES. Tyto

konstitučńı vztahy jsem ukázal předevš́ım v kapitole 2.4. Správnost vytvořeného

modelu jsem následně zkontroloval. To jsem popsal v kapitole 5.

2



Kapitola 2

Teorie

V této kapitole bych rád vysvětlil děje, které ovlivňuj́ı prouděńı kapalin v nena-

sycené zóně p̊udńıho prostřed́ı a popsal je matematicky tak, jak byly implemen-

továny do modelu DRUtES. Jedná se tedy o popis modelu. Teorie, která se týká

prouděńı kapalin a plyn̊u nenasycenou zónou, byla vyvinuta převážně v prvńı po-

lovině 20. stolet́ı, přestože teorie fundamentálněǰśı fyziky, z které vztahy vycházej́ı,

je samozřejmě starš́ı. V prvńı části této kapitoly jsem prošel základńı charak-

teristiky popisuj́ıćı p̊udńı prostřed́ı. Z hlediska sdružených transportńıch děj̊u

v porézńım prostřed́ı je podstatná definice celkového a d́ılč́ıch potenciál̊u, které

ř́ıd́ı transport vlhkosti. Rovněž jsou v této kapitole uvedeny modely retenčńıch

čar a hydraulických vodivost́ı tak, jak byly v modelu DRUtES implementovány.

Dále je zde odvozen jak absolutńı vliv teploty a koncentrace kontaminantu na

hydraulické vlastnosti prostřed́ı, tak vliv koncentračńıch i teplotńıch gradient̊u

na celkový tok řešených proces̊u. Na konci kapitoly jsou ukázány a vysvětleny

ř́ıd́ıćı rovnice řešených problémů a stručně vysvětlen koncept sdružených trans-

portńıch proces̊u i jejich diskretizace pomoćı metody konečných prvk̊u, která byla

v modelu DRUtES již implementována.

2.1 Porézńı prostřed́ı a nenasycená zóna

Porézńı prostřed́ı je materiál tvořený shlukem v́ıce či méně chaoticky uspořádaných

p̊udńıch agregát̊u a prázdných (mezi-agregátových) prostor, pór̊u. Jedná se o p̊udńı
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2.1 Porézńı prostřed́ı a nenasycená zóna

prostřed́ı. Poměrné zastoupeńı pór̊u v daném prostřed́ı se vyjadřuje pórovitost́ı

n [−] definovanou jako poměr objemu pór̊u Vp [L3] k objemu daného p̊udńıho

vzorku VT [L3],

n =
Vp
VT
.

Pokud se dané prostřed́ı začne plnit nějakou kapalinou, zavád́ı se tzv. obje-

mová vlhkost θ [L3.L−3], která vyjadřuje poměr objemu p̊udy, který obsahuje

kapalinu, Vl [L3] k celkovému objemu vzorku VT (Kut́ılek et al., 2004),

θ =
Vl
VT
.

Zároveň s plněńım vzorku kapalinou ubývá ve vzorku prostor, kde se vyskytuje

p̊udńı vzduch. Obsah p̊udńıho vzduchu a [L3.L−3] je vyjádřen jako poměr objemu

vzduchu Vg [L3] k celkovému objemu vzorku VT [L3] (Warrick, 2001),

a =
Vg
VT
.

Přesto, že objemová vlhkost je běžně definována jako objem kapalné fáze

k objemu vzorku, muśıme ji z pohledu této práce chápat jako sumu objemové

vlhkosti kapalné fáze a objemové vlhkosti vodńıch par v p̊udě. Tedy jakési

θ = θl + θv.

V Nonorio et al. (1996a) je totiž poč́ıtána Richardsova rovnice s vlivem kapalné

i plynné fáze v jedné rovnici. Proto budu v této práci mluvit o transportu vlhkosti,

kterým je tedy transport kapalné i plynné fáze vody v p̊udě.

Dále je definována saturovaná objemová vlhkost θs [L3.L−3] a reziduálńı obje-

mová vlhkost θr [L3.L−3], kde saturovaná objemová vlhkost je vlhkost při úplném

nasyceńı prostřed́ı. Reziduálńı objemová vlhkost je vlhkost, která v p̊udńım vzorku

z̊ustává i po odvodněńı, je v p̊udě uzavřená. Objemová vlhkost může být pomoćı

saturované objemové vlhkosti a reziduálńı objemové vlhkosti normalizována na

interval od nuly k jedné, na takzvanou efektivńı objemovou vlhkost θe (Kut́ılek
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2.2 Potenciál p̊udńıho prostřed́ı

et al., 2004),

θe =
θ − θr
θs − θr

.

Půdńı prostřed́ı, pokud je nenasycené, je složeno ze tř́ı složek: p̊udy, vody

a p̊udńıho vzduchu (obvykle s velkých obsahem vodńıch par). Půdńı voda je

v tomto konceptu smáčivá fáze a p̊udńı plyn nesmáčivá. Voda při plněné přilne

k částečkám p̊udy a vytlač́ı od nich p̊udńı plyn. Voda poté zab́ırá menš́ı póry

a p̊udńı plyn větš́ı (Warrick, 2001).

V tomto modelu neńı transport vodńıch par v p̊udńım vzduchu explicitně

poč́ıtán samostatnou rovnićı, přesto je efekt tohoto transportu do modelu zahrnut

jako př́ır̊ustek či úbytek k difuzńım a advekčńım člen̊um rovnic (viz. dále).

2.2 Potenciál p̊udńıho prostřed́ı

Popsat celkový potenciál v p̊udńım prostřed́ı je obt́ıžné. Jedná se totiž o sumu

d́ılč́ıch potenciál̊u. Podle typu úlohy můžeme uvažovat pouze vybrané potenciály,

které významně ovlivňuj́ı celkový potenciál v dané úloze. Pro modelováńı prou-

děńı čisté vody p̊udńım prostřed́ım obyčejně postač́ı potenciál matrice, často

značený jako tlaková výška, a gravitačńı potenciál. Tlaková výška v nenasycené

zóně pak vyjadřuje práci, která muśı být vykonána p̊udńım prostřed́ım, aby se

infinitezimálńı kvantita vody dostala do určité výšky nad volnou hladinu (Baver

et al., 1972). Potenciál se tedy v nenasycené zóně udává se záporným znaménkem,

které vyjadřuje odevzdanou práci. V tomto př́ıpadě je celkový potenciál

Ψ = h+ z,

kde Ψ je celkový potenciál, h hydraulická výška a z gravitačńı potenciál, tedy

výška od dané referenčńı hladiny (postaveńı referenčńı hladiny určuje znaménko

tohoto potenciálu). Dimenzi potenciál̊u jsem záměrně vynechal. Stručně ji poṕı̌su

dále v textu.

V př́ıpadě tohoto modelu je zahrnut i transport mı́sitelné látky. V tomto

př́ıpadě je vhodné do celkového potenciálu zahrnout i osmotický potenciál ψπ.
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2.2 Potenciál p̊udńıho prostřed́ı

Celkový potenciál Ψ pak bude (Baver et al., 1972)

Ψ = h+ ψπ + z.

Osmotický potenciál v roztoku s vodou je zp̊usoben bipolárńım charakte-

rem molekul vody, který vyvolává přitahováńı vody rozpuštěnými ionty určité

látky. Daľśı podmı́nkou vzniku osmotického potenciálu je př́ıtomnost polopro-

pustné membrány. Póry membrány jsou natolik velké, že jimi může procházet

molekula vody, molekula rozpuštěné látky či molekula vody ve vazbě s danou

látkou již nikoli. Tento princip lze ukázat na pokusu, kde jsou dvě spojené nádoby

rozdělené polopropustnou membránou a kde je do jednoho ramene takto spo-

jených nádob přidána látka, která se ve vodě rozpoušt́ı. Voda je přitahována mo-

lekulami rozpuštěné látky, která ale nemůže procházet membránou. To zp̊usob́ı

zvýšeńı hladiny v rameni nádoby s rozpuštěnou látkou. Na obrázku 2.1 je tento

děj znázorněn. Zvyšováńı hladiny zastav́ı až t́ıha kapaliny. Rozd́ıl hladin je pak

osmotický potenciál ψπ. Osmotický tlak tedy v tomto př́ıpadě zp̊usobuje pohyb

kapaliny proti směru gravitačńıho potenciálu. Čistá kapalina by se pohybovala ve

směru svého gravitačńıho potenciálu. Jinými slovy, kapalina nesoućı rozpuštěnou

látku se pohybuje z oblasti své vyšš́ı koncentrace od oblasti s nižš́ı, z pohledu

rozpuštěné látky se pohybuje voda z oblasti s nižš́ı koncentraćı do oblasti s vyšš́ı.

Podle toho, jestli se na děj d́ıváme z hlediska rozpuštěné látky či vody, voĺıme

znaménko před osmotickým gradientem. Pokud by byla membrána propustná pro

molekuly kapaliny stejně jako pro molekuly rozpuštěné látky, osmotický tlak by

se neměl jak projevit, osmotický potenciál by nevznikal a hladina kapaliny by

v obou ramenech trubice na obrázku 2.1 byla ve stejné výši (Baver et al., 1972).

Porézńı prostřed́ı tedy můžeme uvažovat jako jakousi tř́ı-rozměrnou mem-

bránu, kde p̊usob́ı osmotický tlak takto popsaným zp̊usobem. Jak přesně je os-

motický tlak implementován do modelu DRUtES jsem popsal v podkapitole 2.4.2.

Rád bych se zde krátce zmı́nil o jednotkách p̊udńıho potenciálu. Potenciálńı

energie může být vyjádřena jako energie vztažená k hmotě v jednotkách joule

na kilogram. Potenciál má pak dimenzi L2.t−2. Pro vyjádřeńı potenciálu se často

použ́ıvá dimenze délky L, kterou źıskáme vyděleńım potenciálu v energetických
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2.3 Retenčńı charakteristika porézńıho

prostřed́ı

ψπ

Obrázek 2.1: Spojité nádoby s membránou

jednotkách gravitačńım zrychleńım. Vynásobeńım potenciálu v energetických jed-

notkách hustotou vody źıskáme celkový potenciál v Pa. Má tedy dimenziM.L.t−2.

V modelu Nonorio et al. (1996a) je potenciál vyjádřen dimenźı energie L2.t−2.

2.3 Retenčńı charakteristika porézńıho

prostřed́ı

Retenčńı charakteristiku prostřed́ı vyjadřuje retenčńı křivka (např.: (Kut́ılek et al.,

2004)). Tato křivka vyjadřuje vztah mezi potenciálem a objemovou vlhkost́ı. Ji-

nak řečeno vyjadřuje, jakou práci vykoná porézńı prostřed́ı za dané vlhkosti, aby

se voda udržela na určité hladině nad volnou hladinu (Baver et al., 1972). Re-

tenčńı křivky je třeba zjistit pro danou p̊udu měřeńım. Existuj́ı parametrizované

vztahy retenčńıch křivek. Jedńım z nejpouž́ıvaněǰśıch je křivka dle van Genuchten

(1980),

θ(h) =

 θr + θs−θr
(1+(α|h|)n)m

pro h < 0

θs pro h ≥ 0
(2.1)

kde α, n a m jsou empirické parametry. Parametr α udává pozici inflexńıho bodu

křivky a jeho převrácená hodnota udává vstupńı hodnotu vzduchu. Parametr n

udává prudkost klesáńı retenčńı křivky od θs (Wösten & van Genuchten, 1988).
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2.4 Retenčńı charakteristika porézńıho

prostřed́ı

Parametr m ovlivňuje zakřiveńı křivky v oblasti kde se, pro nižš́ı (v́ıce záporné)

tlakové výšky, začne bĺıžit reziduálńı objemové vlhkosti. Přitom m lze odvozovat

zvlášt’, či je možné jej zapsat ve vztahu k n jako m = 1−1/n pro n ∈ (1.25, 6) (van

Genuchten & Nielsen, 1985).

Daľśı zp̊usob, jak lze retenčńı čáru odvodit, je např́ıklad podle Huston & Cass

(1987). Tato parametrizace retenčńı křivky obsahuje čtyři parametry a je tvořena

dvěma funkcemi. Exponenciálńı funkćı (v podstatě se jedná o funkci Brooks a Co-

rey) a funkćı parabolickou. Úpravami bĺıže popsanými v článku Huston & Cass

(1987) je určen předpis pro inflexńı bod,

θi =
2bθs

1 + 2b
,

kde jsou funkce
”
spojeny“ a následně funkce samotné

θ(h) =

 θs
(
h
a

)−1/b
θ < θi

θs − θsh2(1−θi/θs)
a2(θi/θs)−2b θ ≥ θi.

(2.2)

Výsledná funkce je tedy křivka sigmoidálńıho tvaru, podobně jako funkce křiv-

ky (2.1).

Na obrázku 2.2 jsou ukázány křivky (2.1) a (2.2) prokládaj́ıćı data1. U křivek

označených indexem 1 byly hledány všechny parametry, u křivek označených

indexem 2 byla napevno zadána saturovaná objemová vlhkosti.

Retenčńı čáry (2.1) a (2.2) jsou implementovány do kódu DRUtES. Křivka van

Genuchten (1980) předevš́ım pro jej́ı rozš́ı̌renost a pro jej́ı konotace na nena-

sycenou hydraulickou vodivost (viz. ńıže). Křivka dle Huston & Cass (1987) je

implementovaná do modelu Nonorio et al. (1996a) a Nonorio et al. (1996b), proto

ji lze v modelu DRUtES zvolit při zadáváńı vstupńıch dat. Výhodou retenčńı křivky

dle Huston & Cass (1987) by mohlo být, že k jej́ı parametrizaci je nutno odvodit

o jeden parametr méně než u křivky van Genuchten (1980). Pokud parametr m

rovnice (2.1) urč́ıme jako 1− 1/n, výhoda křivky dle (2.2) již neńı relevantńı.

1K proložeńı dat jsem použil nelineárńı metodu nejmenš́ım čtverc̊u v baĺıčku R.
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2.4 Tok vlhkosti p̊udńım prostřed́ım

Obrázek 2.2: Retenčńı čáry: vG1, vG2 - retenčńı čára dle van Genuchtena; HaC1, HaC2 -
retenčńı čára dle Huston a Casse

2.4 Tok vlhkosti p̊udńım prostřed́ım

V této části jsem popsal nenasycenou hydraulickou vodivost a jej́ı závislost

na teplotě a koncentraci mı́sitelné látky. Následně pak konstitučńı vztahy vy-

jadřuj́ıćı vliv teplotńıho a koncentračńıho gradientu na transport kapalné i plynné

fáze v porézńım prostřed́ı.

2.4.1 Darcyho zákon a hydraulická vodivost

Hydraulická vodivost ovlivňuje tok dané kapaliny určitým porézńım prostřed́ım.

Nasycená hydraulická vodivost vyjadřuje rychlost prouděńı prostřed́ım při jed-

notkovém hydraulickém gradientu. To vycháźı z Darcyho zákona p̊uvodně po-

psaném v (Darcy, 1856). Darcy odvodil, že existuje lineárńı závislost mezi rych-

lost́ı toku kapaliny a gradientem měřených tlak̊u v r̊uzných částech pokusné ko-

lony. Směrnićı této lineárńı závislosti je kýžená nasycená hydraulická vodivost.

Obecně je Darcyho zákon

q = −Ks∇Ψ, kde Ψ = h+ z. (2.3)
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Pokud je vzdálenost referenčńı hladiny z = 0, gradient hydraulické výšky h je

∇h = 1 a celkový potenciál Ψ se tedy rovněž rovná jedné, je tok q [L.t−1] roven

nasycené hydraulické vodivost Ks [L.t−1].

V nenasyceném prostřed́ı již neńı objemová vlhkost rovna saturované a po-

tenciál může j́ıt do záporných hodnot (jak je popsáno v předešlé sekci). Tok v ne-

nasycené zóně popsal Edgar Buckingham. Darcy-Buckinghamův zákon, který je

Buckinghamovým rozš́ı̌reńım Darcyho zákona, lze zapsat

q = −K(Ψ)∇Ψ,

kde K(Ψ) je nenasycená hydraulická vodivost. Detailněǰśı popis Darcyho a Darcy-

Buckinghamova zákona a jejich platnost́ı lze nalézt v mé bakalářské práci (Jeřábek,

2012).

Nenasycená hydraulická vodivost K vyjadřuje v podstatě totéž, co nasycená,

má i stejnou dimenzi [L.t−1]. Rozd́ıl je v prostřed́ı, kde se uplatňuje. Nenasycená

hydraulická vodivost se obyčejně popisuje funkćı závislou na objemové vlhkosti θ

či na potenciálu Ψ. Je to funkce sigmoidálńıho tvaru zač́ınaj́ıćı v Ks pro Ψ = 0 či

θ = θs. Jak se prostřed́ı začne odvodňovat, na uvolněńı dané kapaliny v porézńım

prostřed́ı je třeba vykonat stále větš́ı práci. To zp̊usobuje zpravidla prudký pokles

nenasycené hydraulické vodivosti. Darcy-Buckinghamův zákon je již vztahem ne-

lineárńım. Tvar křivky je závislý na p̊udńım typu a tekutině, která se prostřed́ım

pohybuje.

Nenasycenou hydraulickou vodivost lze vyjádřit pomoćı relativńı hydraulické

vodivosti Kr. Za předpokladu platnosti kapilárńıho modelu takový vztah odvo-

dil Mualem (1976),

Kr(θ) = θle

( ∫ θ
0

1
h(θ)

dθ∫ θs
0

1
h(θ)

dθ

)
, (2.4)

kde l je empirický parametr (dle Mualem (1976) roven 0.5, což je potvrzeno

např́ıklad v článku Wösten & van Genuchten (1988)).

Parametrizovaný vztah pro relativńı hydraulickou vodivost źıskal van Genuch-

ten (1980) substitućı rovnice (2.1) do rovnice (2.4). Tento vztah pak vypadá
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následovně:

Kr(h) =
1− (αh)mn(1 + (αh)n)−m

(1 + (αh)n)m/2
. (2.5)

Z relativńı hydraulické vodivosti a z nasycené hydraulické vodivosti lze pak

jednoduše odvodit nenasycenou hydraulickou vodivost

K(h) = Kr(h)Ks. (2.6)

Pochopitelně existuj́ı i daľśı modely nenasycené hydraulické vodivosti. V mo-

delu DRUtES je však implementován jen tento, proto se daľśım modely nebudu

v práci zabývat.

2.4.1.1 Vliv teploty na nenasycenou hydraulickou vodivost

Vliv teploty na nenasycenou hydraulickou vodivost lze zavést např́ıklad použit́ım

principu podobnosti prostřed́ı. Miller & Miller (1956) se i t́ımto fenoménem ve své

studii zabývali. Jedná se o princip, kde, pokud jsou podobná, mohou se charak-

teristiky dvou prostřed́ı navzájem odvozovat za použit́ı tzv. měř́ıtkového faktoru.

Na obrázku 2.3 vid́ıme dvě podobná prostřed́ı v podobném stavu, která se lǐśı

pouze charakteristickou délkou λ, která hraje roli měř́ıtkového faktoru.

Obrázek 2.3: Ukázka dvou prostřeńı lǐśıćı se charakteristickou délkou λ (Miller & Miller, 1956)

Dále pak ř́ıkaj́ı, že existuj́ı systémové parametry, které mohou sloužit jako

charakteristická vlastnost a hraj́ı poté roli měř́ıtkového faktoru. U hydraulické

vodivosti je vlastnost, která vyjadřuje podobnost, viskozita ν (Miller & Miller,

1956). Kinematická viskozita se s teplotou měńı. Dı́ky tomu lze zapsat vliv teploty
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na hydraulickou vodivost jako (Giakoumakis & Tsakiris, 1991)

KT (h)ν(T ) = KTref (h)ν(Tref ) = K∗(h),

kde Tref je referenčńı teplota [K], KTref (h) hydraulická vodivost při referenčńı

teplotě [L.t−1], ν(Tref ) viskozita kapaliny při referenčńı teplotě [L2.t−1]. K∗(h)

je normalizovaná hydraulická vodivost již na teplotě nezávislá. KT (h) a ν(T ) je

hydraulická vodivosti a kinematická viskozita při požadované teplotě T . Pokud

tedy chceme odvodit nenasycenou hydraulickou vodivost při teplotě T , využijeme

normalizovanou hydraulickou vodivost a hodnotu viskozity za dané teploty ν(T ),

tedy

KT (h) =
KTref (h)ν(Tref )

ν(T )
=
K∗(h)

ν(T )
.

V publikaci de Silans et al. (1989) je odvozen vliv teploty z nasycené hydrau-

lické vodivosti, která se poté dosad́ı do rovnice (2.6).

Tento př́ıstup lze obdobně použ́ıt k odvozeńı vlivu teploty na retenčńı čáru.

Jako charakteristická vlastnost je ale mı́sto kinematické viskozity použito po-

vrchové napět́ı σ. Vliv povrchového napět́ı na retenci vody je z pohledu vlivu

viskozity na hydraulickou vodivost převrácený (Miller & Miller, 1956). Samotný

postup bude obdobný jako u předchoźıho př́ıpadu. Mějme tedy

θT (h)

σ(T )
=
θTref (h)

σ(Tref )
= θ∗(h),

odkud následně odvod́ıme θT (h) při požadované teplotě

θT (h) =
θTref (h)σ(T )

σ(Tref )
= θ∗(h)σ(T ). (2.7)

Výše popsaná metoda se v anglické literatuře nazývá surface-tension, viscous-

flow model, (STV F model) (Giakoumakis & Tsakiris, 1991). Tedy model za-

hrnuj́ıćı povrchové napět́ı (surface-tension) a viskozitu toku (viscous-flow) jako

hlavńı děje vyjadřuj́ıćı vliv teploty na prouděńı vody nenasycenou zónou p̊udńıho

prostřed́ı. Tento model dobře funguje u hrubozrnných nestrukturńıch p̊ud (Ni-

mmo & Miller, 1986).
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Jiný model slouž́ıćı k vyjádřeńı vlivu teploty na nenasycenou hydraulickou

vodivost je tzv. gain faktor model. Poprvé byl prezentován v článku Nimmo &

Miller (1986). Tento model rovněž zahrnuje princip charakteristické vlastnosti.

V článku Nimmo & Miller (1986) je odvozen pro retenčńı křivku. V Noboriho

modelu je zahrnut i do nenasycené hydraulické vodivosti podle Giakoumakis &

Tsakiris (1991). Samotný gain faktor model nenasycené hydraulické vodivosti

vypadá následovně:

GK(h) =
1−KTref2(h)/KTref1(h)

1− ν(Tref1)/ν(Tref2)
, (2.8)

kde GK(h) je funkce gain faktoru, která je již na teplotě nezávislá. STFV

model předpokládá, že je poměr KTref2(h)/KTref1(h) a ν(Tref1)/ν(Tref2) stejný,

gain faktor model ř́ıká, že se poměr KTref2(h)/KTref1(h) a ν(Tref1)/ν(Tref2) lǐśı

a tuto odlǐsnost se snaž́ı do odvozeńı vlivu teploty na K zahrnout. K odvozeńı

je třeba znát dvě křivky nenasycené hydraulické vodivosti při dvou r̊uzných tep-

lotách (Nimmo & Miller, 1986). K výpočtu samotného K při teplotě T pak plat́ı

vztah

KT = KTref1(h)(1−GK(h)(1− ν(Tref1)/ν(T ))). (2.9)

Přitom plat́ı, že pokud je G(h) = 1, odpov́ıdá rovnice (2.9) rovnici (2.7).

Obdobně lze použ́ıt gain faktor model i pro retenčńı křivku a vliv povrchového

napět́ı. Funkce gain faktor modelu potom vypadá analogicky s rovnićı (2.8),

přitom se zohledňuje převrácený vliv povrchového napět́ı na retenci kapaliny.

Funkce tedy vypadá následovně:

GΨ(h) =
θTref2(h)/θTref1(h)− 1

σ(Tref2)/ν(Tref1)− 1
. (2.10)

Vliv teploty T na retenci kapaliny pak lze odvodit pomoćı funkce GΨ(h) jako

θT (h) = θTref1(h)(1 +GΨ(h)(σ(T )/σ(Tref1)− 1)).

K ilustraci vlivu gain faktor modelu na nenasycenou hydraulickou vodivost

jsem použil data z článku Giakoumakis & Tsakiris (1991). Data jsou ukázána

v tabulce 2.1. Mějme měřená data s teplotou 20◦C a 8◦C a hledaný odhad K
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při teplotě 3◦C. Pr̊uběhy nenasycených hydraulických vodivost́ı při těchto tep-

lotách jsou zobrazeny na grafu 2.4b. Nenasycená hydraulická vodivost při teplotě

3◦C je na grafu 2.4b rovněž odhalena, přestože je v tento okamžik neznámá.

Jako prvńı krok je třeba spoč́ıtat pomoćı dvou referenčńıch teplot funkci GK(h)

dle rovnice (2.8). Pr̊uběh této funkce je ukázán na grafu 2.4a. Nyńı již můžeme

dopoč́ıtat upravenou nenasycenou hydraulickou vodivost pro teplotu 3◦C dle rov-

nice (2.9) za použit́ı referenčńı teploty Tref1. Důležité při tomto postupu je volit

Tref1 a Tref2 takové, že Tref1 > Tref2. Pokud porovnáme měřenou a odhadnutou

hodnotu nenasycené hydraulické vodivosti při teplotě 3◦C vid́ıme, že jsou křivky

poměrné rozd́ılné, přesto se odhad ke známé hodnotě přibĺıžil.

Tabulka 2.1: Data použita pro ilustraci gain faktor modelu Giakoumakis & Tsakiris (1991)

α [cm−1] n [−] Ks [cm.h−1] θs [cm3.cm−3] θr [cm3.cm−3]
Tref1 = 20◦C 0.042 2.9 10.82 0.3 0.06
Tref2 = 8◦C 0.037 2.47 7.51 0.3 0.06
T = 3◦C 0.031 2.70 4.55 0.3 0.06

(a) Funkce samotného gain faktoru (b) Vliv teploty na K(h) pomoćı GK(h)

Obrázek 2.4: Ukázka gain faktor modelu

Obě varianty gain faktor modelu mohou být zjednodušeny jen na lineárńı

závislost GK/Ψ = ah + b, kde koeficienty a a b jsou odhadnuty z pr̊uběhu ori-

ginálńıch funkćı (2.8) (ukázané na obrázku 2.4a) a (2.10). Mı́sto funkce gain

faktor modelu lze použ́ıt i konstantńı hodnotu (Giakoumakis & Tsakiris, 1991).

Obě tyto varianty jsou v modelu zahrnuty. Přestože varianta gain faktor mo-

delu ukazuje lepš́ı výsledky (zejména v oblastech s menš́ım nasyceńım), je velmi

obt́ıžné danou funkci G źıskat. Měřeńı nenasycené hydraulické vodivosti je obecně

časově velmi náročné. Měřeńı nenasycené hydraulické vodivosti ve dvou teplotách

o to v́ıce.
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K vyjadřováńı nenasycených hydraulických vodivost́ı, ale i retenčńıch křivek,

se mohou použ́ıt tzv. pedotransferové funkce. Pomoćı nich lze přibližně určit

potřebné p̊udńı charakteristiky ze snadněji měřitelných p̊udńıch vlastnost́ı, jako

je např́ıklad p̊udńı textura, obsah organické hmoty v p̊udě či hustota p̊udy. Po-

moćı v́ıcenásobné lineárńı regrese po částech je pak možné odvodit vlhkosti pro

dané hydraulické výšky či př́ımo určit koeficienty model̊u hydraulických vodivost́ı

pro určité p̊udńı typy (Rawls et al., 1982). Obdobně lze použ́ıt techniky nelineárńı

regrese k určeńı těchto parametr̊u (Saxton et al., 1986). Tyto funkce poté můžeme,

např́ıklad z citovaných článk̊u, odvodit, nicméně pro účely odhadnut́ı vlivu tep-

loty na retenčńı křivku i nenasycenou hydraulickou vodivost je třeba př́ıslušná

data doplnit o teplotu, při ńıž byla měřena. Nevýhodou může být, že takto odvo-

zené křivky nebudou přesně odpov́ıdat hodnotám ve specifické zájmové oblasti.

Vzorky p̊ud použité při odvozováńı parametr̊u pedotransferových funkćı se mo-

hou systematicky lǐsit dle lokalit, kde byly odebrány. Kompilace p̊ud použitých

v článku Rawls et al. (1982) jsou p̊udy Spojených stát̊u amerických, kde je vývoj

p̊ud ovlivněn jinými pedogenetickými faktory, proto se zjǐstěné parametry mohou

systematicky lǐsit od těch odvozených z p̊ud středoevropských.

Přestože viskozita ovlivňuje hydraulické vlastnosti v závislosti na teplotě,

daná závislost nemuśı vždy přesně platit. Constantz (1982) provedl pokus, při

němž ukázal, že změna nenasycené hydraulické vodivosti je u větš́ıho nasyceńı

řádově větš́ı než hodnota odhadnutá pomoćı změn ve viskozitě. To může např́ıklad

zp̊usobovat rozd́ılná viskozita p̊udńıch vod ovlivněná j́ıly v p̊udě (Constantz,

1982), či vliv uzavřeného vzruchu.

2.4.1.2 Vliv koncentrace mı́sitelné látky na nenasycenou hydraulickou

vodivost

Vliv koncentrace na křivku nesycené hydraulické vodivosti je v tomto modelu

proveden rovněž pomoćı viskozity. Funkce viskozity, která je v modelu použita,

je závislá na teplotě i koncentraci. Viskozita se se stoupaj́ıćı teplotou projevuje

exponenciálńım poklesem, se stoupaj́ıćı koncentraćı lineárně. Funkce dynamické
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viskozity µ použité v modelu je funkce

µ(T, c) = 0.01(−1.469+200.93/(T+116.71))(1.0 + 9.359 · 10−2c+ 9.320 · 10−3c2), (2.11)

kde c je koncentrace [M.M−1]. K źıskáńı kinematické viskozity je třeba vydělit

µ hustotou dané kapaliny. Kapalina je v tomto př́ıpadě roztok nějaké ve vodě

mı́sitelné látky. Je tedy třeba dělit hustotou daného roztoku. V modelu byla v

rámci této práce mı́sitelná látka s̊ul NaCl. Hustota roztoku NaCl je funkce

ρl(T, c) = ρw(T )
(
1 + 3.956 · 10−2c− 1.154 · 10−3c2

)
, (2.12)

kde ρw je hustota čisté vody závislá na teplotě, tedy,

ρw(T ) =

(
1.0− (x− 3.9863)2(T + 288.9414)

(508929.2(T + 68.12963))

)
· 103. (2.13)

Po vyděleńı rovnice (2.11) rovnićı (2.12) źıskáme vztah pro kinematickou viskozitu

ν(T, c) = µ(T, c)/ ρl(T, c).

T́ımto zp̊usobem lze zahrnout vliv teploty a koncentrace mı́sitelné látky na hyd-

raulickou vodivost. Jedná se o absolutńı teploty a koncentrace. U sdružených pro-

ces̊u v p̊udńım prostřed́ı je transport vlhkosti ovlivněn rovněž teplotńım a kon-

centračńım gradientem. Vodivostńı členy, které tento vliv vyjadřuj́ı, jsou popsány

v daľśı podkapitole.

Hydraulické vlastnosti p̊ud jsou ovlivněny koncentraćı mı́sitelných látek nejen

vlivem změn viskozity. Na chemické složeńı kapaliny v p̊udńım prostřed́ı rea-

guj́ı předevš́ım j́ıly obsažené v p̊udách. Částečky j́ıl̊u se projevuj́ı s negativńım

nábojem (Bohn et al., 1985). Kationty přirozeně rozpuštěných soĺı v p̊udńı vodě

maj́ı tendenci se na j́ılové částečky navazovat. Jedná se zejména o kationty Ca2+,

Mg2+, Na+ a K+. Jejich zastoupeńı je v běžných p̊udách v uvedeném pořad́ı

(Bohn et al., 1985). U běžných p̊ud můžeme rovněž ř́ıci, že Ca2+ p̊udu stabilizuje

a zvyšuje jej́ı hydraulickou vodivost, zat́ımco Na+ hydraulickou vodivost snižuje.

Na+ má tendenci se dostat do dvojvrstvy j́ılových částeček a t́ım zp̊usobit jej́ı

bobtnáńı. Vlivem Na+ rovněž docháźı k rozpadáváńı agregát̊u pudy a tyto od-

padlé části ucpávaj́ı póry s menš́ım pr̊uměrem. V p̊udě se pak měńı rozděleńı
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velikosti pór̊u i jej́ı hustota a docháźı ke snižováńı hydraulické vodivosti (McNeal

& Coleman, 1966). Rozsah těchto objemových změn záviśı na typu j́ılu vysky-

tuj́ıćım se p̊udě. Rovněž reversibilita této degradace záviśı na typu j́ılu. U p̊ud

s velkým obsahem montmoriolitu se ukazuje, že reversibilita je po aplikaci Ca2+

největš́ı, ne však úplná (McNeal & Coleman, 1966).

Stejně tak pH p̊udńı vody může mı́t vliv na hydraulickou vodivost (Suarez

et al., 1984). Pokles hydraulické vodivosti zp̊usobený vyšš́ım obsahem volných

kationt̊u Na+ může být umocněn právě vyšš́ım pH p̊udńı vody, a to zejména

v oblastech s aridńım klimatem (Suarez et al., 1984).

Vlivy chemických látek popsaných v předchoźıch odstavćıch však do modelu

zahrnuty nejsou. Týkaj́ı se kontinuálńıch změn v p̊udě a prob́ıhaj́ı sṕı̌se v dlou-

hodoběǰśım časovém měř́ıtku.

2.4.2 Vliv teplotńıho a koncentračńıho gradientu na prou-

děńı tekutin v porézńım prostřed́ı

Při transportu p̊udńı vláhy s vlivem teplotńıho gradientu je nutno poč́ıtat rovněž s

transportem vodńıch par. Jednak proto, že teplota je p̊udńım vzduchem transpor-

tována, a rovněž proto, že teplo se spotřebovává př́ı vypařováńı. S transportem

p̊udńıch par je vhodné poč́ıtat např́ıklad v úlohách, které zahrnuj́ı evapotranspi-

raci. Vlivem tepla na prouděńı vlhkosti v p̊udách se zabývali Philip & de Vries

(1957), kteř́ı odvodili difuzivitu pro vlhkostńı i teplotńı gradient s vlivem na trans-

port vodńıch par a kapaliny. Tuto teorii použili a rozš́ı̌rili Nassar & Horton (1989a)

o vliv koncentrace mı́sitelné látky. Nassar & Horton (1989a) rovněž podpořili

ńıže uvedená odvozeńı experimentem ukazuj́ıćım pohyb vlhkosti a koncentrace

rozpuštěné soli vlivem teplotńıho gradientu (Nassar & Horton, 1989b). V této

části práce jsem odvodil př́ıslušné vodivosti2 vyjadřuj́ıćı vliv gradientu potenciálu,

teplotńıho a koncentračńıho gradientu na tok vlhkosti porézńım prostřed́ım.

2V originálńıch článćıch (Nassar & Horton, 1989b) a (Philip & de Vries, 1957) jsou tyto
koeficientu odvozeny pro objemovou vlhkost a jsou nazývány difuzńı. Model Nonorio et al.
(1996a) řeš́ı Richardsovu rovnici v kapacitńım tvaru, kde jsou tyto koeficienty funkćı potenciálu.
Proto jsou při tomto odvozeńı rovnice upraveny pro funkčńı závislost na potenciálu a ne na
objemové vlhkosti, jako je tomu v originálńıch článćıch (Nassar & Horton, 1989b; Philip &
de Vries, 1957)
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Mějme tedy rovnice pro tok kapaliny a par (Nassar & Horton, 1989b; Philip

& de Vries, 1957)

ql = −KΨl∇Ψ−KT l∇T −Kcl∇c−Ki, (2.14)

qv = −KΨv∇Ψ−KTv∇T −Kcv∇c (2.15)

a výslednou rovnici pro tok vlhkosti, qw = ql + qv,

qw = −(KΨl +KΨv)∇Ψ− (KT l +KTv)∇T − (Kcl +Kcv)∇c−Ki. (2.16)

Všechny koeficienty jsou funkćı hydraulické výšky h. Významy jednotlivých vo-

divost́ı jsou pro přehlednost ukázány v tabulce 2.2. Člen KΨl tedy vyjadřuje vliv

gradientu tlakových výšek na tok kapalné fáze. Ostatńı vodivosti v tabulce 2.2

maj́ı analogický význam. Člen Ki v rovnici 2.14 a 2.16 vyjadřuje vliv gravitace,

i je jednotkový vektor ve směru p̊usobeńı gravitačńıch sil.

Tabulka 2.2: Přehled vodivost́ı vstupuj́ıćıch do rovnic (2.14), (2.15) a (2.16)

na tok
kapalné fáze

na tok
plynné fáze

vliv gradientu
tlakové výšky

KΨl KΨv

vliv
teplotńıho gradientu

KT l KTv

vliv
koncentračńıho gradientu

Kcl Kcv

Rovnice (2.16) tedy popisuje tok vlhkosti s vlivem teplotńıho a koncentračńıho

gradientu. Dosazeńım rovnice (2.16) do rovnice kontinuity je odvozená př́ıslušná

parciálńı diferenciálńı rovnice pro výpočet transportu vlhkosti v p̊udńım prostřed́ı.

V následuj́ıćım textu jsem vysvětil vztahy vyjadřuj́ıćı jednotlivé vodivostńı členy

rovnic (2.14), (2.15) a (2.16) ukázané v tabulce 2.2. Vzhledem k relativně velkému

počtu parametr̊u, které obsahuj́ı tyto vodivosti, jsem je popsal v pr̊uběhu odvo-

zeńı.
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2.4.2.1 Tok kapalné fáze.

Začněme s rovnićı (2.14). Prouděńı kapaliny v nenasycené zóně porézńıho prostřed́ı

popisuje Darcy-Buckinghamův zákon vycházej́ıćı z Darcyho rovnice (2.3). Pokud

je v p̊udńım prostřed́ı př́ıtomna mı́sitelná látka, je třeba do celkového potenciálu

zahrnout potenciál osmotický (Baver et al., 1972)

Ψ = h+ ψπ + z. (2.17)

Tlaková výška h i osmotický potenciál ψπ jsou v tomto př́ıpadě závislé na teplotě

a koncentraci mı́sitelné látky3, h(T, c) a ψπ(T, c). Po derivaci vypadá rozepsaný

celkový potenciál (2.17)

∇Ψ = ∇h+
dh

dT
∇T +

dh

dc
∇c+

dψπ
dT
∇T +

dψπ
dc
∇c+ 1. (2.18)

Prvńı člen na pravé straně je gradient tlakové výšky. V druhém členu na pravé

straně lze vyjádřit dh
dT

pomoćı kapilarity, kde je výška kapilárńıho vzĺınáńı h př́ımo

úměrná povrchovému napět́ı σ a nepř́ımo úměrná poloměru póru r, tedy h =

2σ/r (Philip & de Vries, 1957). Jak již bylo ukázáno výše, povrchové napět́ı je

funkce teploty a koncentrace. dh
dT

a třet́ı člen na prvé straně rovnice (2.18) dh
dc

je

tedy po zderivováńı
dh

dT
=
h

σ

dσ

dT
(2.19)

a
dh

dc
=
h

σ

dσ

dc
. (2.20)

Funkci povrchového napět́ı zderivujeme podle teploty a koncentrace.

Co se týče čtvrtého a pátého členu vztahu (2.18), osmotický potenciál mı́sitelné

látky v kapalině může být vyjádřen pomoćı Van’t Hoffovi rovnice (Low, 1955)

ψπ,Low = RT ln(ā),

kde R je univerzálńı plynová konstanta a ā je aktivita vody (viz. odstavec aktivita

roztoku vody na straně 19). ψπ,Low nemá kompatibilńı dimenzi, proto chceme

3V článku Nassar & Horton (1989b), ze kterého Nonorio et al. (1996b) vycháźı je tlaková
výška jen funkce objemové vlhkosti a teploty.
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takto vyjádřený osmotický potenciál převést na dimenzi použitou v Noboriho

modelu. Tento vztah proto muśı být vydělen molekulárńı hmotnost́ı vody Mw.

Poté dostaneme osmotický potenciál se správnou dimenźı, tedy

ψπ =
RT

Mw

ln(ā) (2.21)

Rovnice (2.21) je derivována podle teploty a koncentrace a dosazena do rov-

nice (2.14). Derivace podle koncentrace je provedena přes aktivitu vody ā, která

je závislá na koncentraci. Výsledné derivace vypadaj́ı následovně:

dψπ
dT

=
R ln(ā)

Mw

(2.22)

a
dψπ
dc

=
RT ln(ā)

cMw

. (2.23)

Aktivita roztoku vody Aktivita vody vycháźı z Gibbsovi volné energie, z které

je odvozen chemický potenciál solventu a v něm rozpuštěné látky (Robinson &

Stokes, 2002). Chemický potenciál solventu A, resp. rozpuštěné látky B, je defi-

nován pro konstantńı tlak, teplotu a látkové množstv́ı solventu, resp. rozpuštěné

látky jako

ḠA =

(
∂G

∂nA

)
nB ,T,P

,

kdeG je Gibbsova volná energie, nA a nB látkové množstv́ı solventuA a rozpuštěné

látky B. Protože zde chceme odvodit chemický potenciál pro proměnnou hodnotu

koncentrace, je třeba stanovit referenčńı hodnotu Ḡ0
A, od které se bude odchylo-

vat. Pro solvent (v tomto př́ıpadě je to voda) je hodnota Ḡ0
A odvozena pro čistou

vodu bez přidané rozpuštěné látky. Pro konstantńı teplotu a tlak lze zapsat

ḠA − Ḡ0
A = RT ln(ā), (2.24)

kde ā je aktivita daného solventu. Pokud je solvent v rovnováze se svou plynnou

fáźı při tlaku p0
A a rozpuštěná látka s plynou fáźı solventu při parciálńım tlaku
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2.4 Tok vlhkosti p̊udńım prostřed́ım

pA (Robinson & Stokes, 2002), je možno zapsat

Ḡ0
A = Ḡ0

A(v) +RT ln(p̄0
A), (2.25)

ḠA = Ḡ0
A(v) +RT ln(p̄A), (2.26)

kde v je počet mol̊u iontu rozpustitelné látky vzniklých z molu této látky. Z rov-

nic (2.24), (2.25) a (2.26) vyjde vztah aktivity daného solventu

ā =
pA
p0
A

. (2.27)

V tomto vzorci je použit celkový tlak p0
A a parciálńı tlak pA plynných fáźı. Jejich

poměr je ale stejný pro odpov́ıdaj́ıćı veličiny kapalné fáze, proto je lze pro odvozeńı

aktivity použ́ıt (Robinson & Stokes, 2002). Obdobně by se dala odvodit aktivita

rozpuštěné látky. Zde definovaná neńı, nebot’ v modelu DRUtES j́ı netřeba. Hod-

noty aktivity vody s určitým obsahem vybraných chemických látek jsou uvedené

v Robinson & Stokes (2002) jako tabulkové hodnoty. V Nonorio et al. (1996a) byl

model použit pro transport NaCl. V ř́ıd́ıćıch rovnićıch je použita aktivita jako

funkce koncentrace. Proto bylo třeba proložit tabulkové hodnoty, uvedené v (Ro-

binson & Stokes, 2002), křivkou. Tabulkové hodnoty jsou ukázány v př́ıloze A.4 v

tabulce A.1. Proložeńım pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u4 byl źıskán předpis

kvadratické funkce

ā(c) = 1.0− 0.031c− 0.0015c2, (2.28)

který byl implementován do modelu. Pro c = 0 z rovnice (2.27) i (2.28) vid́ıme,

že parciálńı tlak a celkový tlak je stejný (aktivita je 1, látka nemá žádné jiné

složky než samu sebe), ā je tedy rovno jedné. Nulový přirozený logaritmus ln(1)

následně vyruš́ı vliv koncentračńıho gradientu z úlohy.

Gradient vlhkostńıho a osmotického potenciálu nemuśı mı́t na transport vlh-

kosti stejný vliv. Proto se člen odvozený z osmotického potenciálu násob́ı koefici-

entem γ, který nabývá hodnot γ ∈ 〈0, 1〉. Tento koeficient zahrnuje teorii popsa-

nou v podkapitole 2.2. Pokud tedy porézńı prostřed́ı, jako domnělá membrána,

zcela zabraňuje pohybu molekul rozpuštěné látky, je tento koeficient roven jedné

a osmotický potenciál se plně pod́ıĺı na celkovém potenciálu. Pokud porézńı

4Jednoduše β = (XTX)−1XT ā
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2.4 Tok vlhkosti p̊udńım prostřed́ım

prostřed́ı molekulám rozpuštěné látky nebráńı, je koeficient γ roven 0 a př́ıpadný

osmotický potenciál nemá na celkový potenciál žádný vliv. Tento koeficient γ lze

odvodit z (Kemper & Evans, 1963) jako

γ =
rs − rw
b− rw

pro rs ≤ b,

kde rs je poloměr molekuly rozpuštěné látky, rw poloměr molekuly vody a b p̊ulka

tloušt’ky filmu vody na částečkách p̊ud, která vyjadřuje velikost pr̊uduchu v po-

myslné membráně. Pokud plat́ı rs > b, je molekulám rozpuštěné látky zcela

zabráněno v pohybu mezi póry a vliv osmotického a hydraulického gradientu

je rovnocenný a p̊usob́ı proti sobě. U p̊ud obsahuj́ıćıch množstv́ı j́ılu bude tato

hodnota sṕı̌se bĺıže jedné, u ṕısk̊u či jiných hrubozrnných nestrukturńıch p̊ud

bude bĺıže nule.

Dle modelu Nonorio et al. (1996b) je člen h
σ

dσ
dT

násoben konstantńı hodnotou

gain faktoru GΨ, pro zahrnut́ı vlivu tepla na odvozeńı hydraulického potenciálu.

Ve smyslu p̊uvodńıho odvozeńı (Nassar & Horton, 1989b) je třeba do vzorce

zahrnout absolutńı hodnotu h.

Pokud dosad́ıme vztah (2.19) a (2.20) a rovnici (2.22) a (2.23) do gradientu

celkového potenciálu (2.18) a zohledńıme skutečnosti uvedené v předchoźım od-

stavci, źıskáme

∇Ψ = ∇h+GΨ
|h|
σ

dσ

dT
∇T +

|h|
σ

dσ

dc
∇c+ γ

R ln(ā)

Mw

∇T + γ
RT ln(ā)

cMw

∇c+ 1.

Po dosazeńı tohoto vztahu zpět do Darcy-Buckinghamovy rovnice źıskáme celko-

vou rovnici toku vody v porézńım prostřed́ı za vlivu teplotńıho a koncentračńıho

gradientu

ql = −K(h)∇h−K(h)GΨ
|h|
σ

dσ

dT
∇T −K(h)

|h|
σ

dσ

dc
∇c

−K(h)γ
R ln(ā)

Mw

∇T −K(h)γ
RT ln(ā)

cMw

∇c−K(h)i. (2.29)
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Rovnici (2.29) můžeme přeskupit vytknut́ım jednotlivých gradient̊u do tvaru

ql = −K(h)∇h−K(h)

(
GΨ
|h|
σ

dσ

dT
+ γ

R ln(ā)

Mw

)
∇T

−K(h)

(
|h|
σ

dσ

dc
+ γ

RT ln(ā)

cMw

)
∇c−K(h)i. (2.30)

Nyńı můžeme z rovnic (2.14) a (2.30) odvodit př́ıslušné vodivostńı koeficienty

pro kapalnou fázi ve smyslu rovnice (2.14) použité v modelu, tedy:

KΨl = K(h), (2.31)

KT l = K(h)

(
GΨ
|h|
σ

dσ

dT
+ γ

R ln(ā)

Mw

)
, (2.32)

Kcl = K(h)

(
|h|
σ

dσ

dc
+ γ

RT ln(ā)

cMw

)
. (2.33)

KΨl je vodivostńı koeficient vyjadřuj́ıćı vliv potenciálu na tok kapalné fáze [M.t.L−3],

KT l vyjadřuje vliv teploty na tok kapalné fáze [M.L−1.T−1.t−1] a Kcl vliv kon-

centrace na tok kapalné fáze [M2.L−1.M−1.t−1].

2.4.2.2 Tok plynné fáze.

Základńı vztah, ze kterého se při popisu transportu plynu v p̊udńım prostřed́ı

vycháźı, je Fick̊uv zákon (Cass et al., 1984)

qv = −DaΩa∇ρv, (2.34)

kde Da je molekulárńı difuzivita vodńıch pády ve vzduchu [L2t−1], Ω je faktor

zahrnuj́ıćı turtuozitu [−], a pod́ıl pór̊u vyplněných vzduchem [−] a ρv hustota

vodńıch par [ML−3]. Ω je funkce objemové vlhkosti Ω(θ) = (n−θ)2/3. V Noboriho

modelu se uvažuje, že Ω(θ) = a2/3. Součin Ωa je tedy nahrazen pouhým a5/3. Dále

se vycháźı z obdobného vyjádřeńı potenciálu jako při odvozováńı toku kapalné

fáze jen se zanedbáńım hloubky referenčńı hladiny, tedy zanedbáńı vlivu gravitace

Ψ = h+ ψπ. (2.35)
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2.4 Tok vlhkosti p̊udńım prostřed́ım

Pokud je kapalná a plynná fáze v p̊udě v rovnováze, rovnici (2.35) je možné

přepsat pomoćı stavové rovnice pro plyn jako

RT

Mw

lnhr =
RT

Mw

lnhm +
RT

Mw

lnhπ, (2.36)

kde hr je relativńı vlhkost vycházej́ıćı z celkového potenciálu, hm je relativńı

vlhkost odvozená z hydraulického potenciálu a hπ relativńı vlhkosti odvozená

z osmotického potenciálu. Rovnici (2.36) lze zjednodušit na

hr = hmhπ.

Z prvńıho členu na pravé straně rovnic (2.35) a (2.36) źıskáme vztah pro hm

hm = exp

(
Mwh

RT

)
.

Z nezderivovaného vzorce (2.21) a posledńıho členu rovnice (2.36) źıskáme pouze

rovnost hπ = ā. Pokud je tedy plynná a kapalná fáze v porézńım prostřed́ı v rov-

nováze, můžeme napsal, že

ρv = ρshmhπ, (2.37)

kde ρs je hustota plně nasycených p̊udńım par [M.L−3] (závislá na teplotě, př́ılo-

ha A.5 vzorec A.12). Aktuálńı hustota p̊udńıch par je hustota nasycených vodńıch

par vynásobená celkovou relativńı vlhkost́ı hr.

Relativńı vlhkosti hm je závislá na tlakové výšce, hustota nasycených vodńıch

par ρs je závislá na teplotě a osmotická relativńı vlhkost hπ, která se rovná aktivitě

ā = hπ, na koncentraci. Derivaćı vztahu (2.37) źıskáme

∇ρv = ρsā
∂hm
∂Ψ
∇Ψ + hmā

∂ρs
∂T
∇T + ρshm

∂ā

∂c
∇c. (2.38)

V rovnici (2.38) je nyńı třeba vyjádřit derivace dhm
dΨ

, dρs
dT

a dā
dc

, tedy

dhm
dΨ

= exp

(
Mh

RT

)
Mw

RT
.

Derivace ρs je ukázána v apendixu A.5. Derivace dā
dc

dle Nonorio et al. (1996b)
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vypadá následovně
dā

dc
= ā

ln(ā)

c
.

Nyńı tyto tři derivace dosad́ıme do rovnice (2.38). Takto upravenou rov-

nici (2.38) pak substituujeme do vztahu (2.34). Výsledná rovnice tedy je

qv = −Daa
5/3ρsā exp

(
Mh

RT

)
Mw

RT
∇Ψ−Daa

5/3 exp

(
Mh

RT

)
ā
∂ρs
∂T
∇T−

−Daa
5/3ρs exp

(
Mh

RT

)
ā

ln(ā)

c
∇c. (2.39)

Vliv teplotńıho gradientu muśı být zvýšen. To potvrdilo zejména experi-

mentálńı měřeńı (Philip & de Vries, 1957). Původńı představa byla, že vodńı

páry se p̊udńım prostřed́ım pohybuj́ı jen v oblasti vyplněné p̊udńım vzduchem

a voda zavěšená v p̊udńım prostřed́ı tomuto transportu bráńı. Philip & de Vries

(1957) tuto teorii rozš́ı̌rili a řekli, že p̊udńı páry se mohou transportovat vli-

vem teplotńıho gradientu i skrze tuto zavěšenou vodu. Vodńı páry na jedné

straně menisku zavěšené vody kondenzuj́ı a na druhé se následně vypařuj́ı. T́ımto

zp̊usobem vzniká, dle Philip & de Vries (1957), makroskopickým úhlem pohledu

i tok p̊udńıch par skrze zavěšenou vodu. Proto se zavád́ı koeficient η větš́ı než 1,

který má tento efekt do rovnic zahrnout. η má předpis (Cass et al., 1984)

η = 9.5 + 6θ − 8.5 exp
(
−((1 + 2.6/

√
fc)θ)

4
)
.

Vodivostńı koeficienty vyjadřuj́ıćı vliv gradientu potenciálu, teplotńıho a kon-

centračńıho gradientu na tok p̊udńıch par tedy jsou

KΨv = −Daa
5/3ρsā exp

(
Mh

RT

)
Mw

RT
, (2.40)

KTv = −Daa
5/3 exp

(
Mh

RT

)
ā
∂ρs
∂T

η, (2.41)

KCv = −Daa
5/3ρs exp

(
Mh

RT

)
ā

ln(ā)

c
. (2.42)

Na obrázku 2.5, 2.6 a 2.7 jsou ukázány všechny vodivosti z tabulky 2.2. Hod-

noty jednotlivých parametr̊u použitých pro vykresleńı těchto vztah̊u jsou v ta-
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bulce 2.3. V tabulce 2.3 jsou pro přehlednost i funkce parametr̊u, které jsou již

v textu ukázány. Některé empirické vztahy použité v modelu dle Nonorio et al.

(1996a) jsou odvozeny pro jiné jednotky, než použ́ıvá model DRUtES. Převodńı

vztahy jsou ukázány na začátku tabulky 2.3.

Tabulka 2.3: Hodnoty parametr̊u konstitučńıch vztah̊u

Převodńı vztahy Jednotky
T◦C = 273.15− T [◦C]
cmol = c

(Ms(1.0−c)) , [mol.kg−1]

Ms = 0.05844 [kg.mol−1]
Hodnoty parametr̊u

Označeńı Hodnota Jednotky
GΨ = 5 [-]
Mw = 0.018015 [kg.mol−1]
a = θs − θ [m3.m−3]
R = 8.314 [J.mol−1.K−1]
Označeńı Funkčńı předpis Parametry funkce Jednotky
Da = 2.12 · 10−5(T/273.15)2 [m2.s]
σ = 7.5617 · 10−2 − 1.3595 · 10−4T◦C−

−4.0815 · 10−7T 2
◦C + 1.6342 · 10−3cmol [N.m−1]

ā = 1.0− 0.031c− 0.0015c2 [-]

ρs =
exp(31.3716−6014.79/T−7.92495·10−3T)

T
10−3 [kg.m−3]

γ = rs−rw
b−rw pro rs ≤ b, [-]

rs = 0.35, [nm]
rw = 0.15, [nm]
b = θ/sp∗ [nm]
sp = 1.01 · 105 [m2.kg−1]

η = 9.5 + 6θ − 8.5 exp
(
−((1 + 2.6/

√
fc)θ)

4
)
, [-]
fc = 0.2 [m3.m−3]

*specifický povrch

Hodnoty daných funkčńıch vztah̊u jsem převzal z Nonorio et al. (1996b) a Na-

ssar & Horton (1989b). Koncentrace i teplota jsou v tomto př́ıpadě konstantńı,

c = 0.0001 kg/kg a T = 300 K.

Vodivost vyjadřuj́ıćı vliv gradientu potenciálu je Mualemův model nenasycené

hydraulické vodivosti, rovnice (2.5) a rovnice (2.6). Mualemův model je ukázán

na obrázku 2.5a. Na obrázku 2.5b je znázorněna vodivost vyjadřuj́ıćı vliv gradi-

entu tlakové výšky na tok vodńıch par. Pro zcela nasycené prostřed́ı je tato KΨv

téměř nulová, což vycháźı z předpokladu, že v takovém prostřed́ı dominuje tok

kapalné vody. Č́ım je prostřed́ı méně nasycené, t́ım je vliv par na celkový tok

větš́ı. Celkový vodivostńı vliv na gradient hydraulické výšky je dán součtem KΨv

a KΨl. Přestože KΨv je řádově menš́ı než KΨl, je na obrázku 2.5c vidět, že zejména

při menš́ım nasyceńı je celková vodivost KΨv ovlivněna. V př́ıpadě nulového či
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reziduálńıho nasyceńı začne křivka KΨv prudce klesat k nule (na obrázku 2.5b

neńı tento fakt ukázán).

Vliv teplotńıho gradientu je zanedbatelný ve velmi suchých či velmi nasy-

cených p̊udách (de Vries, 1958). Za př́ıtomnosti rozpuštěné látky je vodivost KT l

při vysokém nasyceńı pro zadané hodnoty lehce záporná (tento fakt nelze na

grafu s logaritmickou osou ukázat). Fyzikálńı význam vycháźı z odvozeńı vlivu

osmotického potenciálu. Jak jsem popsal v podkapitole 2.2, vliv osmotického po-

tenciálu je opačný proti potenciálu hydraulickému, ale i teplotńımu. Vliv osmo-

tického potenciálu, tak jak je odvozen v Nassar & Horton (1989b), má největš́ı

vliv v silně nasyceným p̊udách. To je zohledněno ve vzorci 2.32 pomoćı koefici-

entu γ. Vodivost vyjadřuj́ıćı vliv teploty na tok vodńıch par KTv a jej́ı tvar má

podobný význam jako vodivost popisuj́ıćı tok par pod gradientem tlakové výšky.

Tato křivka je zobrazena na obrázku 2.6b. Vodivost vyjadřuj́ıćı vliv teplotńıho

gradientu na tok celkové vlhkosti je ukázána na obrázku 2.6c.

Na obrázćıch 2.7 jsou, ve stejném smyslu jako v předchoźıch př́ıpadech, vy-

kresleny pr̊uběhy vodivost́ı ovlivňuj́ıćı tok skrze gradient koncentrace mı́sitelné

látky. Konkrétně obrázek 2.7a vliv koncentračńıho gradientu na tok kapaliny,

obrázek 2.7b vliv koncentračńıho gradientu na tok vodńıch par a obrázek 2.7c

vliv koncentračńıho gradientu na tok celkové vlhkosti. Kcl je v tomto př́ıpadě

záporné pro všechny vodivosti. Fyzikálńım významem opačného znaménka je vliv

osmotického potenciálu, který z hlediska vody p̊usob́ı v opačném směru proti hyd-

raulickému potenciálu.

(a) (b) (c)

Obrázek 2.5: Jednotlivé vodivosti: (a) pro tok kapaliny, (b) pro tok vodńıch par, (c) součet
tok̊u
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(a) (b) (c)

Obrázek 2.6: Jednotlivé vodivosti: (a) pro tok kapaliny, (b) pro tok vodńıch par, (c) součet
tok̊u

(a) (b) (c)

Obrázek 2.7: Jednotlivé vodivosti: (a) pro tok kapaliny, (b) pro tok vodńıch par, (c) součet
tok̊u

2.5 Řı́d́ıćı rovnice

Transportńı procesy lze v obecnosti popsat tzv. advekčně reakčně disperzńı rov-

nićı (např. (Ćıslerová & Vogel, 1998)). V rámci této práce jsem řešil sdružené

transporty hmoty resp. vlhkosti, tepla a koncentrace mı́sitelné látky. Všechny

tyto tři procesy lze obecně vyjádřit nějakou formou advekčně reakčně disperzńı

rovnice. Richardsova rovnice, popisuj́ıćı transport vlhkosti, sice neńı advekčńı

disperzńı rovnice, přesto ji však, po malé úpravě, z hlediska použité numeriky lze

takto uvažoval. Numerickému řešeńı rovnic popsaných v této podkapitole se věnuji

v kapitole následuj́ıćı. V tomto př́ıpadě nebyla ani v jednom procesu zahrnuta re-

akce, proto se budu o těchto rovnićıch zmiňovat jako o advekčně disperzńıch.
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2.5.1 Transport vlhkosti

Transport vody je v modelu popsán Richardsovou rovnićı (Richards, 1931). V mo-

delu dle Nonorio et al. (1996a) je vyjádřena ve tvaru

(
Ss
θ

n
+ C(Ψ)

)
∂Ψ

∂t
= −∇ ·

(
ql
ρl

+
qv
ρw

)
+
∂KΨl

∂z
, (2.43)

kde Ss je specifická storativita [t2.L−2], C(Ψ) je vodńı kapacita a plat́ı, že C(Ψ) =

dθ
dΨ

[L2.t−2], t čas, ρl hustota roztoku vody a dané rozpuštěné látky (rovnice (2.12)),

ρw hustota čisté vody jako funkce teploty, rovnice (2.13), ql a qv jsou toky po-

psané rovnicemi (2.14) a (2.15) v kapitole 2.4.2. Jedná se tzv. modifikovanou

Richardsovu rovnici. Modifikace spoč́ıvá v tom, že je schopna poč́ıtat i s prouděńı

v nasyceném prostřed́ı. V nenasyceném prostřed́ı udává elasticitu prostřed́ı vodńı

kapacita C(Ψ) a v nasyceném specifická storativita Ss. Poměr θ/n dává specifické

storativitě stále větš́ı váhu při zavodňováńı prostřed́ı až po jeho úplném nasyceńı

(kde je C(Ψ) = 0), kde přeb́ırá úlohu elasticity jen specifická storativita. Vliv

jednotlivých elasticit je ilustrován na obrázku 2.8.

Obrázek 2.8: Vliv storativity v nasycené a nenasycené zóně

2.5.1.1 Počátečńı a okrajové podmı́nky transportu vlhkosti

K vyřešeńı časově závislých parciálńıch diferenciálńıch rovnice je třeba definovat

počátečńı a okrajové podmı́nky na celé řešené oblasti Ω. Počátečńı podmı́nka pro
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rovnici transportu vlhkosti definuje potenciál v čase t0 = 0 na oblasti Ω jako

Ψ(t0,x) = Ψ0 pro ∀x ∈ Ω.

Dirichletova okrajová podmı́nka udávaj́ıćı stav potenciálu na hranici ΓD oblasti Ω

Ψ(t,x) = Ψ = ΨD pro ∀x ∈ ΓD, t > t0.

Neumannova okrajová podmı́nka udávaj́ıćı normálový tok vlhkosti na hranici ΓN

oblasti Ω

qw(t,x) = −(KΨl+KΨv)
∂Ψ

∂n
−(KT l+KTv)

∂T

∂n
−(Kcl+Kcv)

∂c

∂n
−KΨln3 = qwN

pro ∀x ∈ ΓN , t > t0.

V modelu DRUtES jsou definovány daľśı speciálńı okrajové podmı́nky (Kuráž,

2011). Jedna z těchto okrajových podmı́nek je volná drenáž. Na této hranici je

gradient potenciálu roven nule. Tok přes tuto hranici je roven pouze volnému

gravitačńımu odtoku. Matematicky je definovaná jako

∂Ψ

∂n
(t,x) = 0 ∀x ∈ ΓD, t > t0.

Tok na této hranici je tedy pouze KΨln3.

2.5.2 Transport tepla

Rovnici transportu tepla, kde je zahrnut vliv toku plynné a kapalné látky, odvo-

dil de Vries (1958). V tomto modelu je do této rovnice nav́ıc přidán člen vlivu

koncentrace Nonorio et al. (1996a). Rovnice vypadá

Cs
∂T

∂t
= λ∗∆(T )− Lw (∇ · (KΨv∇Ψ +KCv∇c))− Cl∇ · (qlT ) , (2.44)

kde Cs je objemová tepelná kapacity pevné fáze [M.t−2.L−1.T−1], λ∗ je tepelná vo-

divost porézńıho prostřed́ı, pokud v daném prostřed́ı nedocháźı k transportu vlh-

kosti [M.L.t−3.T−1] (zdánlivá tepelná vodivost), Lw je latentńı teplo spotřebované
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při vypařováńı [L2.t−2] (povšimněme si záporného znamı́nka před difuzńım členem,

které vyjadřuje odevzdáváńı tepla do okolńı kapaliny), Cl je specifické teplo p̊udńı

vody [L2.t−2.K−1]. Posledńı člen vyjadřuje teplo, které je odevzdáno kapalné fázi

porézńım prostřed́ı.

2.5.2.1 Počátečńı a okrajové podmı́nky transportu tepla

U transportu tepla je počátečńı podmı́nka na oblasti Ω definovaná jako

T (t0,x) = T0 pro ∀x ∈ Ω.

Okrajové podmı́nky definované na okraji Γ jsou dvoj́ıho typu. Dirichletova

okrajová podmı́nka

T (t,x) = T = TD pro ∀x ∈ ΓD, t > t0

a Neumannova okrajová podmı́nka

qT(t,x) = λ∗
∂T

∂n
= qTN pro ∀x ∈ ΓN , t > t0.

2.5.3 Transport mı́sitelné látky

Ř́ıd́ıćı rovnice pro transport rozpuštěné látky je klasická advekčně-disperzńı rov-

nice (Kodešová, 2005)

θρl
∂c

∂t
= θρlD∆c−∇ · (qlc), (2.45)

kde D je hydrodynamická disperze [L2.t−1] a ql je tok dle rovnice (2.14). Tato

rovnice předpokládá transport mı́sitelné látky jen kapalnou fáźı.

2.5.3.1 Hydrodynamická disperze

Hydrodynamická disperze vyjadřuje š́ı̌reńı rozpuštěné látky v p̊udńım prostřed́ı

a zahrnuje v sobě dva děje. Pokud bychom hleděli na prouděńı v mikroskopickém

měř́ıtku, bylo by patrné, že kapalina, která nese rozpuštěnou látku, se pohybuje
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r̊uzně zakřivenými či propojenými a r̊uzně dlouhými póry. To zp̊usobuje, že se

rozpuštěná látka rozprostře longitudinálně ve směru prouděńı. Rychlostńı profil

proud́ıćı kapaliny je ovlivněn stěnami pór̊u, proto je rychlost kapaliny nejvyšš́ı

uprostřed póru a na jeho stěnách je minimálńı (teoreticky nulová). Tato část

hydrodynamické disperze se nazývá mechanická disperze, nebot’ ji zp̊usobuje me-

chanický pohyb nosiče rozpuštěné látky. Daľśı děj, který zp̊usobuje disperzi, je mo-

lekulárńı disperze, která vzniká na molekulárńı úrovni neustálým neuspořádaným

pohybem molekul rozpuštěné látky v kapalině. Proto je celková hydrodynamická

disperze D určena jako suma mechanické a molekulárńı disperze (Bear, 2012)

D = Dmech +Dmol

Je zřejmé, že pokud nebude kapalina v pohybu, nedojde k děj̊um zp̊usobuj́ıćım

mechanickou disperzi. Naopak, pokud bude mı́t prouděńı velkou rychlost, vliv

molekulárńı disperze bude zanedbatelný. Proto ze zaváńı tzv. Pécletovo č́ıslo,

které zahrnuje velikosti pór̊u, rychlost prouděńı a porovnává je s molekulárńı

disperźı. Pécletovo č́ıslo Pe odpov́ıdá

Pe =
vd

Dmol

,

z tohoto č́ısla pak vycházej́ı r̊uzná kritéria, kdy lze do hydrodynamické disperze

zahrnout vliv mechanické, molekulárńı či obou disperźı. Ćıslerová & Vogel (1998)

např́ıklad uvád́ı

D =


Dmol pro Pe ≤ 0.3

Dmech +Dmol pro 0.3 < Pe < 20

Dmech pro 20 ≥ Pe.

V Bear (2012) je ukázáno mnoho forem, jak lze hydrodynamickou disperzi vyjádřit.

V Noboriho modelu (Nonorio et al., 1996a) je implementována pomoćı vzorce

D = 2.8D0θ
3 + κ

|q|
ρlθ

, (2.46)

kde D0 je difuzńı koeficient pro danou rozpuštěnou látku [L2.t−1] (funkce
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teploty př́ıloha A.5 vzorec (A.11)) a κ je disperzivita [L]. Mechanická disperze je

ovlivněna anizotropíı prostřed́ı, proto je κ tenzor.

2.5.3.2 Počátečńı a okrajové podmı́nky transportu mı́sitelné látky

Pro transport koncentrace rozpuštěné látky je počátečńı podmı́nka na oblasti Ω

definovaná jako

C(t0,x) = c0 pro ∀x ∈ Ω.

Okrajové podmı́nky definované na okraji Γ jsou dvoj́ıho typu. Dirichletova

okrajová podmı́nka

c(t,x) = c = cD pro ∀x ∈ ΓD, t > t0

a Neumannova okrajová podmı́nka

qc(t,x) = D
∂c

∂n
= qcN pro všechna x ∈ ΓN , t > t0.

2.5.4 Sdružeńı transportńıch proces̊u

Sdružené transportńı procesy vyjadřuj́ı rovnice, které jsou spojené určitým členem

rovnice. V tomto př́ıpadě je tento člen obecně součást́ı advekčné reakčně disperzńı

rovnice. Pro nějaký proces p definovaný v čase a prostoru, který je samostatný (ne-

sdružený), může vypadat obecná advekčně reakčně disperzńı rovnice následovně:

E
∂p

∂t
= ∇ · (D∇p)−∇ · (qp) + r(t, p).

E je elasticita prostřed́ı, D disperzńı koeficient, q je tok v prostřed́ı nesoućı proces

p advekčně a r(t, p) je nějaká reakce závislá na čase a procesu5. Mějme N proces̊u,

které jsou sdružené pomoćı elasticity, advekčńıho, disperzńıho i reakčńıho členu.

Tento transport popisuje soustava N rovnic vypadaj́ıćıch pro i = 1, · · · , N a j =

5Označeńı koeficient̊u této obecné rovnice je pouze ilustračńı pro účely této podkapitoly
a nesouviśı se značeńım ve zbytku textu.
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1, · · · , N následovně

∑N
j=1 E1j

∂pj
∂t

=
∑N

j=1∇ · (D1j∇pj)−
∑N

j=1∇ · (q1jpj) +
∑N

j=1 r(t1j, pj)
...

...
...

...∑N
j=1 Eij

∂pj
∂t

=
∑N

j=1∇ · (Dij∇pj)−
∑N

j=1∇ · (qijpj) +
∑N

j=1 r(tij, pj)
...

...
...

...∑N
j=1ENj

∂pj
∂t

=
∑N

j=1∇ · (DNj∇pj)−
∑N

j=1∇ · (qNjpj) +
∑N

j=1 r(tNj, pj),

kde např́ıklad člen ∇ · (Dij∇pj) můžeme č́ıst jako disperzńı vliv procesu j na

transport procesu i. V konkrétńım př́ıpadě nemaj́ı na určitý proces vliv všechny

ostatńı skrze všechny transportńı děje. K reprezentaci stávaj́ıćıho modelu, tedy

rovnice (2.43) , (2.44) a (2.45), mějme jako Disp označený disperzńı tok, jako

Adv označen advekčńı tok a jako Elas označenu elasticitu. Reakčńı člen se ani

v jedné z rovnic nevyskytuje. Tabulka 2.4, ukazuje, jaký vliv má j-tý proces na i-

tý transport. Index i tedy označuje rovnici daného procesu a index j vliv proces̊u

v i-té rovnici. Označeńı Disp, Adv a Elas pak v tabulce znač́ı jakého typu je

daný transport.

Jak je vidět v tabulce 2.4, transport kontaminantu nemá žádný sdružený člen.

Kromě čistě sdružených člen̊u se procesy navzájem ovlivňuj́ı v advekčńıch členech,

kde jsou toky dle rovnic (2.14) či (2.15) rovněž ovlivněny ostatńımi procesy. Ad-

vekčńı člen je jedńım ze zdroj̊u nelinearity tohoto problému. Ostatńı procesy jsou

sdružené pouze pomoćı disperzńıho členu. V tabulce 2.4 tento fakt reprezentuje

označeńı Disp, které se vyskytuje mimo
”
diagonálu“ tabulky. Stejně jako u trans-

portu mı́sitelné látky, maj́ı transport vlhkosti a tepla nelineárńı advekčńı člen.

Tabulka 2.4: Schematizace sdružeńı transportńıch rovnic v této práci

i
j

1 2 3

Transport

Vlivem
Vlhkosti Tepla Mı́s. látky

1 Vlhkosti Elas, Adv, Disp Disp Disp
2 Tepla Disp Elas, Disp, Adv Disp
3 Mı́s. látky — — Elas, Adv, Disp
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Takto sdružené rovnice v podstatě tvoř́ı soustavu tř́ı parciálńıch diferenciálńıch

rovnic o třech neznámých. Kromě advekčńıho členu zp̊usobuj́ı nelinearitu rovněž

vodivostńı koeficienty závislé na tlakové výšce a násob́ıćı jej́ı derivaci. K řešeńı

jsem tedy užil numerické řešeńı daných rovnice. Ze soustavy tř́ı parciálńıch dife-

renciálńıch rovnic byla vytvořena pomoćı Galerkinovi metody konečných prvk̊u

soustava obyčejných diferenciálńıch rovnic a časovou diskretizaćı pomoćı impli-

citńı Eulerovi metody soustava n lineárńıch rovnic o n neznámých. Toto nume-

rické řešeńı jsem popsal v následuj́ıćı kapitole.
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Kapitola 3

Numerické řešeńı

Jak jsem se zmı́nil na konci předchoźı kapitoly, řešeńı problému definovaného

sdruženými nelineárńımi rovnicemi je třeba źıskat numericky. Univerzálńı ana-

lytické řešeńı je v takovém př́ıpadě nemožné. Model DRUtES měl již implemen-

tovanou Galerkinovu metodu konečných prvk̊u, proto jsem se ji v této kapitole

pokusil, sṕı̌se intuitivně, vysvětlit. Na konci této kapitoly jsem ukázal, jak vy-

padaj́ı zdiskretizované ř́ıd́ıćı rovnice v podobě, v jaké jsou nač́ıtány do výsledné

soustavy, která je následně řešena.

3.1 Metoda konečných prvk̊u

Metoda konečných prvk̊u je jednou z numerických metod použ́ıvaných pro řešeńı

parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Obecná parciálńı diferenciálńı rovnice může být

zapsána jako

Au = f, (3.1)

kde A je diferenciálńı operátor, u je hledaná neznámá funkce a f je libovolná

funkce. V př́ıpadě, že je rovnice (3.1) nelineárńı a neńı tedy možné naj́ıt analy-

tické řešeńı, je třeba naj́ıt řešeńı numerické. V podkapitole 2.5 jsem se zmı́nil, že

zdrojem nelinearity v tomto problému je předevš́ım advekčńı člen a nenasycená

hydraulická vodivost v součinu s řešeným potenciálem.
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Skalárńı součet vektor̊u se rovná integrálu součinu funkćı na dané oblasti Ω

〈u,w〉 =

∫
Ω

uwdΩ. (3.2)

U problému daného rovnićı (3.1) můžeme tedy v tomto duchu napsat

〈Au,w〉 =

∫
Ω

AuwdΩ,

kde A, u je matice a vektor. Pokud použijeme stejný princip i na pravé straně

rovnice (3.1), źıskáme předpis

〈Au,w〉 = 〈f ,w〉,

kde w je libovolný vektor vyhovuj́ıćı danému předpisu. Lze tedy ř́ıci, že nějakou

diferenciálńı rovnici lze na známé oblasti Ω aproximovat vektory konečné velikosti.

Z takto zadané rovnice a okrajových podmı́nek Γ lze obdržet řešeńı u na oblasti Ω.

Praktické použit́ı této metody ukážu na jednoduchém př́ıkladě, který bude

následně aplikován na řešené ř́ıd́ıćı rovnice. Mějme tedy diferenciálńı rovnici

− ∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
+ f − p∂u

∂t
= 0, (3.3)

kde k, f a p jsou libovolné známé funkce a u je funkce neznámá. Dále pak je třeba

znát okrajové podmı́nky. Dirichletovu okrajovou podmı́nku vyjadřuj́ıćı stav na

okraji oblasti

u = uΓd
na okraji Γd, (3.4)

či Neumannovu okrajovou podmı́nku vyjadřuj́ıćı normálový tok na okraji oblasti

q = −k ∂u
∂n

= qΓn na okraji Γn. (3.5)

Rovnice zapsaná ve tvaru (3.3) s okrajovými podmı́nkami (3.4) a (3.5) se

nazývá silná forma (strong form). Pro aplikaci metody konečných prvk̊u je třeba

źıskat tzv. slabou formu této rovnice (weak form). Pokud budeme ct́ıt pravid-
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lo (3.2) můžeme zapsat, že (Strang & George, 1973)

〈Au,w〉 =

∫
Ω

∂u

∂x
wdΩ.

Operátor A v rovnici odpov́ıdá derivaci d
dx

a w je libovolná testovaćı funkce.

Integrál v této rovnici řeš́ıme metodou per-partes. Řešeńı bude vypadat

∫
Ω

∂u

∂x
wdΩ =

∫
Ω

u
∂w

∂x
dΩ +

∫
Γ

uwndΓ.

Tento postup nyńı aplikujme na rovnici (3.3). Integrujeme celou rovnici (3.3)

a na prvńı člen použijeme metodu per-partes. Levá strana rovnice (3.3) bude

vypadat

∫
Ω

(
k
∂u

∂x

)
∂w

∂x
dΩ +

∫
Ω

fwdΩ−
∫

Ω

p
∂u

∂t
wdΩ +

∫
Γ

qΓnwdΓ = 0. (3.6)

Posledńı člen na pravé straně této rovnice je Neumannova okrajová podmı́nka

vzniklá při integraci. V silné formě rovnice (3.3) je derivace druhého řádu nez-

námé u. Po vynásobeńı funkćı w a integraci je tato druhá derivace podle u od-

straněna. Požadavek rovnice na druhou derivace je tedy touto metodou oslaben,

proto se rovnice (3.6) nazývá slabá forma (Zienkiewicz et al., 2000).

Nyńı je třeba aproximovat řešeńı rovnice u lineárńı kombinaćı zat́ım nezná-

mých koeficient̊u U a tzv. bázových funkćı, jež známé jsou, tedy

u ≈ U = Uaφa(x) + · · ·+ Unφn(x) =
n∑
a=1

Uaφa(x) pro a ∈ 〈1, · · · , n〉. (3.7)

Stejným zp̊usobem lze aproximovat testovaćı funkci w, tedy

w ≈ W = WaVa(x) + · · ·+WnVn(x) =
n∑
a=1

WaVa(x) pro a ∈ 〈1, · · · , n〉,

kde φ a V jsou známé funkce. Touto aproximaćı se rovnice (3.6) konvertuje na sou-

stavu obyčejných diferenciálńıch rovnic (Zienkiewicz et al., 2000). Bázová a tes-

tovaćı funkce, φ a V , jsou na oblasti Ω známé. Při numerickém řešeńı bude tato

oblast rozdělena na konečný počet d́ılč́ıch element̊u e. Bázové a testovaćı jsou

tedy známé i na každém tomto elementu. Nyńı lineárńı kombinaci (3.7) dosad́ıme
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za řešeńı u v rovnici (3.3) a obdrž́ıme

R = − ∂

∂x

(
k
∑
a

Ua
∂φa
∂x

)
+ f.

Toto R je nazývá reziduum. Pokud je toto reziduum R rovno časové derivaci,

odpov́ıdá aproximace (3.7) přesnému řešeńı rovnice. Hledáme tedy taková Ua,

která nejlépe odpov́ıdaj́ı předpisu

∫
Ω

RVbdΩ =

∫
Ω

p
∑
a

(
∂Uaφa
∂t

)
VbdΩ pro b ∈ 〈1, · · · , n〉.

Bázová funkce φ je v čase konstantńı. Integrál na pravé straně této rovnice inte-

grujeme metodou per-partes kv̊uli odstraněńı vyšš́ıch derivaćı. Źıskaná soustava

rovnic bude vypadat následně:

∫
Ω

k
∑
a

Ua

(
∂φa
∂x

)
∂Vb
∂x

dΩ+

∫
Ω

fVbdΩ+

∫
Γ

qΓnVbdΓ−
∫

Ω

p
∑
a

(
∂Uaφa
∂t

)
VbdΩ = 0.

(3.8)

Galerkinova metoda Galerkinova metoda spoč́ıvá v tom, že jsou vybrány

bázové a testovaćı funkce takové, že φa = Vb pro a = b. Jako tyto funkce je možné

vybrat např́ıklad lineárńı funkce ukázané, pro 1D situaci, na obrázku 3.1. Obě

funkce přǐrazané uzlu i nabývaj́ı v tomto mı́stě funkčńı hodnoty 1. K sousedńım

bod̊um se tato hodnota lineárně bĺıž́ı 0.

1

0
i-1 i i+1

φi−1(x)
Vi−1(x)

φi(x)
Vi(x)

φi+1(x)
Vi+1(x)

ei−1 ei ei+1

Obrázek 3.1: Diskretizace 1D oblasti za použit́ı lineárńıch testovaćıch a bázových funkćı

Soustava obyčejných diferenciálńıch rovnic s neznámou U bude tedy v obec-
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nosti vypadat takto (de Costa et al., 1986):

n−r∑
a=1

(
KabUa + Lab

∂Uaφa
∂t

)
= −fb pro počet rovnic b = 1, 2, · · · , n− r, (3.9)

kde r je počet uzl̊u s Dirichletovo okrajovou podmı́nkou (Neumannova okra-

jová podmı́nka je v tomto zápise vložena do vektoru F). Máme tedy matici

K(n−r)×(n−r), matici L(n−r)×(n−r) a vektor F(n−r), které budou plněny ve smyslu

rovnice (3.8).

Časová derivace je v modelu DRUtES řešena pomoćı Eulerova implicitńıho

zpětného schématu. Diferenciál ∂Uaφa
∂t

byl nahrazen diferenćı Uaφa−Uapφap
∆t

, kde

Uapφap = up je předešlá známá hodnota použitá k výpočtu Ua ve stávaj́ıćım

časovém kroku. ∆t je délka časového kroku.

K źıskáńı matice K, L a vektoru F jsou řešeny integrály pro element ei takto

Kab = Ua

∫
ei

k
∂φa
∂x

∂Vb
∂x

dΩ

a

Lab =

∫
ei

p
Uaφa − up

∆t
VbΩ = Ua

∫
ei

p
φa
∆t
VbdΩ−

∫
ei

p
up
∆t
VbdΩ = Llab − Lpb

a vektor F

Fb =

∫
ei

fVbdΩ +

∫
Γei

qΓnVbdΓ.

Lpb již neńı matice, ale vektor. Přičteme jej k vektoru Fb. Soustava obyčejných

diferenciálńıch rovnic (3.9) byla tedy aplikaćı časové diference převedena na sou-

stavu lineárńıch rovnic

n−r∑
a=1

Ua (Kab + Llab) = −fb − Lpb pro počet rovnic b = 1, 2, · · · , n− r. (3.10)

Matice J = K + L je většinou plněna po elementech. Element je v 1D

část řešené oblasti mezi diskretizačńımi body. Na obrázku 3.1 jsou znázorněny

ṕısmenem e. Nad elementem ei jsou na obrázku 3.1 nenulové testovaćı a bázové
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3.1 Metoda konečných prvk̊u

funkce s indexem i− 1 a i. Je tedy třeba vypoč́ıtat integrály

Ja−1b−1 =

∫
ei

k
dφa−1

dx

dVb−1

dx
dx+

∫
ei

p
φa−1

∆t
Vb−1dx,

Ja−1b =

∫
ei

k
dφa−1

dx

dVb
dx

dx+

∫
ei

p
φa−1

∆t
Vbdx

Jab−1 =

∫
ei

k
dφa
dx

dVb−1

dx
dx+

∫
ei

p
φa
∆t
Vb−1dx,

Jab =

∫
ei

k
dφa
dx

dVb
dx

dx+

∫
ei

p
φa
∆t
Vbdx.

(3.11)

Ostatńı prvky matice J odpov́ıdaj́ıćı elementu ei jsou nulové, protože funkce φi

i Vi i jejich derivace jsou nulové. Matice J bude v 1D vypadat následovně:

J =



J11 J12 · · · J1n−1 J1n

J21
. . . J2n

Ji−2j−2 Ji−2j−1

Ji−1j−2 2Ji−1j−1 Ji−1j

... Jij−1 2Jij Jij+1
...

Ji+1j Ki+1j+1

Jn−11
. . . Jn−1n

Jn1 Jn2 · · · Jnn−1 Jnn



(3.12)

V matici (3.12) jsou šedě znázorněny a ohraničeny přilehlé elementy. Každý

element vytvoř́ı matici 2 × 2. Tyto malé matice se překrývaj́ı rohovým prvkem

s maticemi sousedńıch element̊u. Takto názorná je situace jen u 1D řešeńı, kde

je indexace uzl̊u v diskretizačńım schématu posloupná, vedle uzlu 5 je uzel 4

a 6. Řádky matice odpov́ıdaj́ıćı těmto element̊um jsou pak nad, resp. pod se-

bou. U 2D situace, která je rovněž zahrnuta v modelu, jsou k diskretizaci použity

trojúhelńıkové elementy (Kuráž, 2011), kde je situace s indexaćı a tedy i plněńı

matice složitěǰśı. Na obrázku 3.2a je ukázána diskretizace trojúhelńıkovými ele-

menty. Přerušovanou čarou jsou znázorněny testovaćı a bázové funkce uzlu se

souřadnicemi xi, yi. Obrázek 3.2b ukazuje testovaćı a bázové funkce nad elemen-

tem ei. Jak je vidět, indexace testovaćıch a bázových funkćı nad jedńım elementem

již neńı posloupná.

Pravá strana soustavy rovnic, vektor F, vypadá po přičteńı vektoru Lp a okra-
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3.2 Aplikace metody konečných prvk̊u na ř́ıd́ıćı rovnice v modelu DRUtES

(a) Diskretizace ve 2D (b) testovaćı a bázová funkce element ei

Obrázek 3.2: Ukázka gain faktor modelu

jové podmı́nky pro b = 1, 2, · · · , n− r následovně

Fb =

∫
ei

fVbdx+

∫
ei

p
up
∆t
Vbdx+

∫
Γei

qΓnVbdxΓ.

Neznámý vektor U je v soustavě rovnic (3.10) vytknut́ım před integrály,
”
osamo-

statněn“.

Nyńı je soustava připravena

JU = F, (3.13)

kde U je vektor aproximovaného řešeńı rovnice (3.3).

V následuj́ıćı podkapitole ukáži, jak je plněna lokálńı matice elementu pro

3 procesy řešeńı v modelu Nonorio et al. (1996a).

3.2 Aplikace metody konečných prvk̊u na ř́ıd́ıćı

rovnice v modelu DRUtES

V modelu Nonorio et al. (1996a) jsou sdružené tři procesy: transport hmoty,

teploty a rozpuštěné látky. V podkapitole 2.5.4 jsem nast́ınil, jak jsou procesy

v modelu sdružené. V této části práce jsem ukázal, jak přesně je plněna matice

elementu ve smyslu Galerkinovi metody konečných prvk̊u popsané v předešlé

podkapitole. Odvozeńı slabých forem rovnic (2.43), (2.44) a (2.45) a aproximace

řešeńı lineárńı kombinaćı bázových funkćı je ukázána v př́ıloze A.1, A.2 a A.3.
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3.2 Aplikace metody konečných prvk̊u na ř́ıd́ıćı rovnice v modelu DRUtES

Lokálńı matice jednoho elementu bude mı́t v tomto př́ıpadě 9 část́ı. Smysl těchto

část́ı byl již nast́ıněn v tabulce 2.4. Každá tato jednotka bude složena z matice o

velikosti 2× 2 pro 1D řešeńı (ukázáno v předchoźı podkapitole pro jednu rovnici)

či 3× 3 pro 2D řešeńı. Pro přehlednost z̊ustanu u 1D problému ve svislém směru.

Mějme tedy lokálńı matici elementu ei ve smyslu obrátku 3.1. Vliv vlhkosti

na transport vlhkosti bude do matice zapsán podle předpisu

Jeiab =

∫
ei

(
Ss
θ

n
+

dθ

dΨ

)
φa
∆t
Vbdz +

∫
ei

(
KΨ,l

ρl
+
KΨ,v

ρw

)
∂φa
∂z

∂Vb
∂z

dz

pro a = i− 1, i; b = i− 1, i. (3.14)

Vliv teploty na transport vlhkosti bude do matice vypočten dle předpisu

Jeiab+2 =

∫
ei

(
KT,l

ρl
+
KT,v

ρw

)
∂φa
∂z

∂Vb
∂z

dz pro a = i− 1, i; b = i− 1, i

(3.15)

a vliv koncentrace rozpuštěné látky na transport vlhkosti jako

Jeiab+4 =

∫
ei

(
Kc,l

ρl
+
Kc,v

ρw

)
∂φa
∂z

∂Vb
∂z

dz pro a = i− 1, i; b = i− 1, i.

(3.16)

Pravá strana soustavy rovnic pro transport vlhkosti je

Fei
b =

∫
ei

(
Ss
θ

n
+

dθ

dΨ

)
Ψp

∆t
Vbdz −

∫
ei

∂

∂z

(
KΨ,l

ρl

)
Vbdz pro b = i− 1, i.

Rovnice transportu teploty (2.44) je do lokálńı matice elementu ei zapsána

takto. Vliv teploty na transport tepla

Jeia+2b+2 =

∫
ei

Cps
φa
∆t
Vbdz +

∫
ei

λ
∂φa
∂z

∂Vb
∂z

dz +

∫
ei

Cplql
∂φa
∂z

Vbdz

pro a = i− 1, i; b = i− 1, i. (3.17)

Vliv vlhkosti na transport tepla

Jeia+2b =

∫
ei

LwKΨ,v
∂φa
∂z

∂Vb
∂z

dz pro a = i− 1, i; b = i− 1, i (3.18)
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3.2 Aplikace metody konečných prvk̊u na ř́ıd́ıćı rovnice v modelu DRUtES

a vliv koncentrace mı́sitelné látky na transport tepla

Jeia+2b+4 =

∫
ei

LwKc,v
∂φa
∂z

∂Vb
∂z

dz pro a = i− 1, i; b = i− 1, i. (3.19)

Pravá strana soustavy rovnic pro transport tepla je tedy

Fei
b+2 =

∫
ei

Cps
Tp
∆t
Vbdz pro b = i− 1, i.

Nakonec přicháźı na řadu rovnice transportu mı́sitelné látky (2.45). V tomto

př́ıpadě rovnice sdružené členy nemá. Prvky Jeia+4b a Jeia+4b+2 jsou pro a = i− 1, i

a b = i−1, i nulové. Vliv koncentrace mı́sitelné látky na vliv transportu mı́sitelné

látky je vyjádřen takto:

Jeia+4b+4 =

∫
ei

θρl
φa
∆t
Vbdz +

∫
ei

θρlD
∂φa
∂z

∂Vb
∂z

dz +

∫
ei

ql
∂φa
∂z

Vbdz

pro a = i− 1, i; b = i− 1, i. (3.20)

Pravá strana vypadá

Fei
b+4 =

∫
ei

θρl
cp
∆t
Vbdz pro b = i− 1, i.

V této fázi je již vytvořena soustava lineárńıch rovnic (3.13), kde jsou prvky

matice i vektoru pravé strany naplněny koeficienty odpov́ıdaj́ıćı ř́ıd́ıćım rovnićım.

Tuto soustavu je nyńı třeba vyřešit. V modelu DRUtES byly již dř́ıve implemen-

továny Gaussovy kvadraturńı vzorce s volitelným počtem váhových bod̊u, pro

vyřešeńı integrál̊u při plněńı matice J a vektoru F. Samotná soustava je řešena me-

todou sdružených gradient̊u. Nelinearita problému vyžaduje iteračńı řešeńı. V mo-

delu je použito Picardovo iteračńı schéma. Metoda sdružených gradient̊u i Picar-

dovo iteračńı schéma byli již v kódu modelu DRUtES implementovány (Kuráž,

2011).
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Kapitola 4

Implementace

V této části práce jsem popsal, jakým zp̊usobem jsem implementoval teorii po-

psanou v kapitole 2 do modelu DRUtES. Model DRUtES byl p̊uvodně vytvořen jako

součást disertačńı práce doc. Ing. Michal Kuráž, Ph.D. (Kuráž, 2011).

Zdrojový kód byl napsán v jazyce fortran verze 95. Je kompatibilńı s plat-

formou operačńıho systému GNU/Linux.

Výpočetńı část modelu byla vytvořena k řešeńı obecné soustavu N sdružených

advekčně disperzně reakčńıch rovnic pomoćı Galerkynovy metody konečných

prvk̊u v 1 a 2D. Praktickou část́ı této práce bylo zapsat členy elasticity, advekčńı

a disperzńı členy ř́ıd́ıćıch rovnic popsaných v kapitole 3.2 a funkćı jednotlivých

parametr̊u do kódu modelu DRUtES a napojit je na výpočetńı část modelu. Dále

pak vytvořit konfiguračńı soubory a podprogramy k jejich správnému načteńı do

datových struktur modelu. Ve schématu na obrázku 4.1 je ukázán adresářový

strom modelu. Černě jsou v něm vyznačeny adresáře, které jsem přidal či upra-

vil v pr̊uběhu praktické části této diplomové práce. Na obrázćıch 4.2 a 4.3 jsou

ukázány a stručné popsány soubory v adresář́ıch vytvořených v rámci této diplo-

mové práce.

Během vytvářeńı zdrojového kódu jsem musel udělat několik drobněǰśıch úp-

rav i v jiných částech kódu než těch, které jsou vyznačeny na schématech 4.1, 4.2

a 4.3. Šlo sṕı̌se o drobněǰśı úpravy, proto se o nich v́ıce než těmito dvěma větami

nebudu zmiňovat.
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4.0 Implementace

drutes/

bin

drutes.conf

contaminant.conf

mesh

modwater.conf ...................konfiguračnı́ soubory sdruženého modelu

water.conf

obj

out

src

core

decompo

femtools

mathtools

models

ADE

modRE ..........................................kód sdruženého problému

RE

notes

pma++

pointerman .......spojenı́ sdruženého problému s výpočetnı́ částı́ modelu

tools

Obrázek 4.1: Adresářová struktura modelu DRUtES, černě jsou označené části modelu, které
jsem přidal či modifikoval v rámci této diplomové práce

drutes/drutes.conf/modwater.conf/

init bc Heat conditions.conf .................počátečnı́ a okrajové podmı́nky

pro tok tepla

init bc RE conditions.conf ...................počátečnı́ a okrajové podmı́nky

pro tok vlhkosti

init bc Solute conditions.conf ..... počátečnı́ a okrajové podmı́nky pro tok

mı́sitelné látky

modmatrix.conf ....................základnı́ nastavenı́ sdruženého problému,

nastavenı́ parametrů

Obrázek 4.2: Konfiguračńı soubory v adresáři modwater.conf/

drutes/src/models/modRE/

modRE constitutive.f90 .. funkce konstitučnı́ch vztahů, okrajové podmı́nky,

procedury pro zapsánı́ počátečnı́ch podmı́nek do struktur modelu

modRE globals.f90 ................... datové struktury pro sdružený problém

modRE junctions.f90 ................procedury na ,,propojenı́’’ elasticity,
advekčnı́ch a disperznı́ch členů s výpočetnı́

částı́ modelu

modRE parameter functions.f90 ................ funkce fyzikálnı́ch parametrů

modRE reader.f90 ...............procedury k načtenı́ konfiguračnı́ch souborů

Obrázek 4.3: Kódy sdruženého modelu v adresáři modRE/
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Kapitola 5

Kontrola modelu

Po teoretickém popisu modelu a po vysvětleńı řešeńı daného problému je v této

kapitole prezentována řada řešeńı. V této části práce bych rád ukázal řešeńı,

na nichž jsem ověřil správnost implementace sdruženého modelu do modelu DRU-

tES. Nonorio et al. (1996a) porovnával model s analytickým řešeńım daných rov-

nic a měřenými daty. Měřená data jsem při této práci neměl k dispozici, proto

jsem numerické řešeńı porovnal pouze s analytickým řešeńım. Nejprve jsou v této

kapitole ukázána řešeńı jednotlivých proces̊u při zanedbáńı ostatńıch. Transport

vlhkosti je porovnán s Philisovým semi-analytickým řešeńım Richardsovy rovnice

v difuzńım tvaru. Toto řešeńı jsem v následuj́ıćım textu i odvodil. Transport tepla

a mı́sitelné látky jsem porovnal s 2D řešeńım obecné advekčně-disperzńı rovnice.

Nakonec jsem v této kapitole ukázal řešeńı sdruženého transportu.

5.1 Kontrola toku vlhkosti

Tok vlhkosti jsem porovnal s Philisovým semi-analytickým řešeńım Richardsovy

rovnice v difuzńım tvaru. John R. Philip byl poměrné významný hydrolog 20. sto-

let́ı. Publikoval množstv́ı vědeckých článk̊u zabývaj́ıćıch se zejména infiltraćı. Toto

řešeńı bylo třeba pro účely této práce vytvořit. Proto jsem jej v textu popsal.
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5.1 Kontrola toku vlhkosti

5.1.1 Philipsovo řešeńı Richardsovy rovnice

Semi-analytické řešeńı Richardsovy rovnice odvodil na přelomu padesátých a še-

desátých let 20. stolet́ı Philip v sérii článk̊u zabývaj́ıćıch se infiltraćı do p̊udńıho

profilu . Pro účely této práce jej poṕı̌su pomoćı Kirkham & Powers (1972) a Kut́ılek

(1975). K samotnému výpočtu jsem použil algoritmický postup popsaný v p̊uvod-

ńıch Philipsových publikaćıch (Philip, 1955, str. 888) a (Philip, 1957a, str. 36).

Kĺıčovým v tomto řešeńı je Boltzmannova transformace. Ta je platná pro obec-

nou difuzńı rovnici. Tedy i pro Richardsovu rovnici v horizontálńım směru, kde

je zanedbán vliv gravitace. Dı́ky ńı je parciálńı diferenciálńı Richardsova rov-

nice bez vlivu gravitace transformována na obyčejnou diferenciálńı rovnici. Tuto

transformaci lze zapsat jako

λ(θ) = xt−1/2, (5.1)

kde x je vzdálenost od vstupu do p̊udńıho profilu a t je čas, po který je voda ze

vstupu infiltrována do profilu. Tato transformace uvažuje nekonečně dlouhý profil,

nebot’ je zde zavedena vzdálenost od vstupu vlhkosti teoreticky až do nekonečna.

Pokud najdeme pozice, kde je stejná hodnota objemové vlhkosti θ, je součin xt−1/2

konstantńı. Neznámá funkce λ bude platná i pro nekonstantńı hodnotu difuzivity

a tedy bude r̊uzná pro r̊uzné p̊udy.

Philip tedy nejprve použil Boltzmannovu transformaci na Richardsovu rovnici

v horizontálńım profilu, tedy se zanedbáńım vlivu gravitace

∂θ

∂t
=

∂

∂x

(
D(θ)

∂θ

∂x

)
(5.2)

s okrajovou1 a počátečńı podmı́nkou θ0 a θi

θ = θ0 pro x = 0 a t > 0,

θ = θi pro x > 0 a t = 0.

Po aplikaci řetězového pravidla na rovnici (5.1) a jej́ı substituci do rovnice (5.2)

1Je zde uvažována jen jedna podmı́nka, protože se jedná nekonečně dlouhý profil.
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5.1 Kontrola toku vlhkosti

źıskáme rovnici, kde je již jediná neznámá funkce λ o jedné proměnné θ

∫ θ

θi

λdθ = −2D(θ)
dθ

dλ
(5.3)

a okrajové podmı́nky

θ = θ0 pro λ = 0,

θ = θi pro λ =∞.

Rovnice (5.3) je následně řešena iteračńım postupem popsaným v (Philip, 1955,

str. 888). Toto řešeńı je plně validńı pro horizontálńı problém. Pro validaci mo-

delu implementovaném v této práci je třeba znát vlhkost ve vertikálńım profilu.

I v tom př́ıpadě Philip nejprve vycházel z Richardsovy rovnice se zanedbáńım

vlivu gravitace. Fyzikálně taková rovnice řeš́ı pouze změny vlhkosti vlivem ad-

sorbce vlhkosti p̊udou. V rovnici (5.2) pak nahradil x aproximovaným řešeńım x′.

Přesné řešeńı z (již se pohybujeme ve vertikálńı dimenzi) lze tedy obdržet jako

součet

z = x′ + y,

kde y je chyba aproximovaného řešeńı, která vzniká zanedbáńım vlivu gravitace

ve vertikálńım profilu. Philipsovo řešeńı následně substituuje tuto chybu y = z−x′

do plné difuzńı Richardsovy rovnice, která má pak tvar

∂y

∂t
=

∂

∂θ

(
D(θ)

∂θ

∂x′
∂y

∂z

)
+
∂K

∂θ
.

Přesné řešeńı této rovnice je opět neznámé, proto Philip dále aproximoval y

přibližným řešeńım y′, kde následně bude platit pro přesné řešeńı, že

y = y′ + n,

kde n je chyba přibližného řešeńı y′, které je vyjádřeńım chyby y přesného řešeńı

z. Chybu n = y − y′ Philip opět vyjádřil jej́ı substitućı do Richardsovy rovnice,

která pak vypadá následovně

∂n

∂t
=

∂

∂θ

(
D(θ)

∂θ

∂x′

(
∂n

∂z
− ∂y′

∂x′
∂y

∂z

))
.

49



5.1 Kontrola toku vlhkosti

Jak je vidět, tento postup se cykĺı, jak se Philip snažil přibližně vyjádřit chybu

chyby předchoźı. Řešeńı n bude opět vyjádřené jako n = n′+w, bude pak hledáno

řešeńı rovnice n′ = n−w, kde bude chyba w aproximována jako w′ = w+ε. Pokud

tyto chyby chyb vrát́ıme do p̊uvodńıho řešeńı z, bude z vypadat

z = x′ + y′ + n′ + w′ + ε. (5.4)

Jak bylo ukázáno na začátku této podkapitoly a jak je ukázáno ve vzorci (5.1),

Boltzmannovou transformaćı lze vyjádřit x′ jako

x′ = λ(θ)xt1/2,

kde λ je řešeńı transformované Richardsovy rovnice, rovnice (5.3). Obdobě Philip

odvodil transformace pro daľśı členy vztahu (5.4). Př́ıslušné transformace a jejich

rovnice vypadaj́ı následně:

y′ = χt a rovnice
∫ θ
θi
χdθ = P dχ

dθ
+ (K −Ki),

n′ = ψt3/2 a rovnice 3
2

∫ θ
θi
ψdθ = P dψ

dθ
−D dθ

dλ

(
∂χ
∂λ

)2
,

= P dψ
dθ
−Q(θ),

w′ = ωt2 a rovnice 2
∫ θ
θi
ωdθ = P dω

dθ
−D dθ

dλ
dχ
dλ

(
2dψ

dλ
−
(

dχ
dλ

)2
)
,

= P dψ
dθ
−Q(θ)

(
2dψ

dχ
− dχ

dλ

)
,

...

f ′ = fm(θ)xtm/2 a rovnice m
2

∫ θ
θi
fmdθ = P dfm

dθ
−Rm,

kde P = D
(

dθ
dλ

)2
a m vyjadřuje počet následně vyjádřených chyb. Na pravé

straně rovnic, od transformace n′ dále, je vidět zanořeńı transformaćı předchoźıch.

Řešeńı rovnic pro y′, n′, w′ jsou ukázána jako řešeńı obecného f ′ v (Philip, 1957a,

str. 36).

Neznámé jsou v těchto rovnićıch λ, χ, ψ,ω a fm a všechny jsou závislé pouze

na θ. Řešeńı z(θ, t) (5.4) tedy je

z(θ, t) = λ(θ)t1/2 + χ(θ)t+ ψ(θ)t3/2 + ω(θ)t2 + · · ·+ fm(θ)tm/2 (5.5)

Řešeńım rovnice (5.5) pak źıskáme vzdálenost dané objemové vlhkosti θ od vstu-
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5.1 Kontrola toku vlhkosti

pu do profilu v čase t. V článku Philip (1957b) použil Philip zanořeńı do čtvrté

úrovně. Pro účely této práce jsem tedy postupoval obdobně.

5.1.2 Srovnáńı Philipsova a numerického řešeńı

Jak jsem zmı́nil na začátku této kapitoly, nejprve jsem porovnal jednotlivé procesy

s jejich analytickým řešeńım. Zde je srovnáno Philipsovo řešeńı Richardsovy rov-

nice a vlhkostńımi profily źıskanými modelem DRUtES. Př́ıslušné hodnoty hydrau-

lických parametr̊u byly převedeny na vhodné jednotky. Philipsovo semi-analytické

řešeńı řeš́ı Richardsovu rovnici v difuzńım tvaru. Př́ıslušná tlaková výška, která

je třeba k odvozeńı difuzivity D(θ) = K(θ)∂h
∂θ

, je u Philipsova řešeńı v délkových

jednotkách. V př́ıpadě tohoto modelu a rovnice (2.43) je řešeńım potenciál v ener-

getických jednotkách J.kg−1 (resp. m2.s−2). Richardsova rovnice řešená dle Phi-

lipse se od rovnice (2.43) rovněž lǐśı t́ım, že rovnice (2.43) řeš́ı transport vlhkosti

jakožto součet plynné a kapalné fáze. Řešeńı
”
klasické“ Richardsovy rovnice za-

hrnuje pouze kapalnou fázi. Tato odlǐsnost je rovněž zohledněna ve vstupńıch

parametrech, které muśı být v př́ıslušných jednotkách. Parametry jsou ukázány

v tabulce 5.1.

V modelu DRUtES byla již dř́ıve implementovaná Richardsova rovnice v ka-

pacitńım tvaru, kde je řešeńım tlaková výška v délkových jednotkách. Je tedy

v́ıce podobná Philipsovu řešeńı. Na obrázku 5.1 jsem proto ukázal i toto řešeńı,

a to sṕı̌se kv̊uli kontrole Philipsova řešeńı, které jsem pro účely této práce rovněž

naprogramoval.

Philipsovo řešeńı si žádá jen jednu okrajovou podmı́nku, a to stav na horńım

konci p̊udńıho profilu. V modelu DRUtES jsem nastavil horńı okrajovou podmı́nku

jako Dirichletovu a na dolńı okrajové podmı́nce nulovou Neumannovu okrajovou

podmı́nku, tedy nulový tok. Horńı okrajová podmı́nka měla hodnotu θ = 0.5

u obou řešeńı. Hodnoty parametr̊u konstitučńıch vztah̊u jsem již ukázal v ta-

bulkách 2.3 a 5.1. Vlhkostńı profily jsou zobrazeny ve 4 časech: t1 = 0.1, t2 = 0.2,

t3 = 0.8, t4 = 1.5 hodin. Dálka řešené oblasti byla nastavena na 0.5 m, délka

kroku prostorové diskretizace byla 0.001 m.

Všechna řešeńı jsou ukázána na obrátku 5.1. Jak je vidět, Philipsovo řešeńı
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5.2 Kontrola toku vlhkosti

Tabulka 5.1: Hydraulické parametry Philipsova a numerického řešeńı 1D Richardsovi rovnice;
DRUtESkapa. Rich. je Richardsova rovnice v kapacitńım tvaru, DRUtESNoborio je rovnice (2.43)

Philip DRUtESkapa. Rich. DRUtESNoborio

α [1.m−1] 1.0 1.0 α [s2.m−2] 0.1019368
n [−] 2.5 2.5 n [−] 2.5
m [−] 0.8 0.8 m [−] 0.8
θs [m3.m−3] 0.5 0.5 θs [m3.m−3] 0.5
θr [m3.m−3] 0.005 0.005 θr [m3.m−3] 0.005
Ss [1.m−1] — 0.0 Ss [s2.m−2] 0.0
Ks [m.s−1] 1.388889e-6 1.388889e-6 Ks [kg.s.m−3] 0.00014162

a řešeńı Richardsovy rovnice v kapacitńım tvaru jsou velmi podobná. Jsou takto

porovnána porovnatelná řešeńı a dokazuje to, že Philipsovým řešeńı bylo připra-

veno správně. Řešeńı Richardsovy rovnice ve tvaru (2.43) se v čase za Philip-

sovo řešeńı opožd’uje. Rovnice (2.43) ovšem nemá zcela stejnou formu jako rov-

nice řešená Philipsem. Objektivńı funkce Nash-Sutcliffe (NS) a odmocnina sumy

čtverc̊u residúı (RMSE) ukázané v tabulce 5.2 znač́ı, že přinejmenš́ım v prvńıch

3 časech je podobnost řešeńı dobrá.

Obrázek 5.1: Numerické a Philipsovo řešeńı vlhkostńıho profilu
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5.2 Kontrola toku tepla

Tabulka 5.2: Objektivńı funkce: odmocnina sumy čtverc̊u residúı (RMSE), Nash-Sutcliffe
koeficient (NS)

Časy RMSE NS
0.1 hod. 0.0013 0.99948
0.2 hod. 0.00231 0.99869
0.8 hod. 0.00704 0.99174
1.5 hod. 0.01089 0.98103

5.2 Kontrola toku tepla

Tok tepla jsem opět porovnal s analytickým řešeńım, tentokrát advekčně disperzńı

rovnićı. Dle Nonorio et al. (1996a) jsem použil následuj́ıćı analytické řešeńı2

P (z, x, t) = Pi +
(P0 − Pi)z

4
√
πBz

exp

(
Ezqlzz

2Bz

)∫ t/A

0

exp

(
−(Ezqlz)

2

4Bz

τ − z2

4Bzτ

)
τ−3/2(

erf

(
a− x

2
√
Bxτ

+
Exqlx

2

√
τ

Bx

)
erf

(
a+ x

2
√
Bzτ

− Exqlx
2

√
τ

Bx

))
dτ

(5.6)

s okrajovými podmı́nkami

P (0, x, t) = P0 pro − a ≤ x ≤ a

P (0, x, t) = Pi pro x ≤ −a a pro a ≤ x

lim
x→±∞

∂P

∂x
= 0

lim
z→∞

∂P

∂z
= 0.

(5.7)

Jako P je označena daná poč́ıtaná veličina, v tomto př́ıpadě teplo3. Po je okra-

jová podmı́nka a Pi je počátečńı podmı́nka. Jak je vidět, v (5.7) Pi rovněž zastává

úlohu okrajové podmı́nky na zbytku okraje, kde neńı definována P0. Hodnota a

určuje š́ı̌rku okrajové podmı́nky okolo svislé osy. Okrajová podmı́nka rovnice (5.6)

je tedy souměrná podle svislé osy z. Koeficienty A, Bx, Bz, Ex, Ez jsou dosazeny

ve smyslu rovnice pro prouděńı tepla (2.44). Koeficient A odpov́ıdá objemové

tepelné kapacitě Cs, Bx a By tepelné vodivosti p̊udńıho prostřeńı λ∗, Ex a Ex

2Toto řešeńı nebudu tentokrát odvozovat, jeho význam neńı takový jako Philipsovo řešeńı
detailně popsané v podkapitole 5.1.1.

3Tato rovnice bude rovněž použita pro výpočet koncentrace viz ńıže.
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5.2 Kontrola toku tepla

specifickému teplu vody obsahuj́ıćı rozpuštěnou látku Cl. Toto analytické řešeńı

reprezentuje nekonečně dlouhá oblast, dolńı okrajovou podmı́nku má tedy v ne-

konečnu, kde se limitně bĺıž́ı nulové Neumannově okrajové podmı́nce. V tomto

řešeńı je zahrnut difuzńı i konvekčńı tok tepla. Konvekci zde reprezentuje pouze

gravitačńı tok vlhkosti. K vyřešeńı rovnice (5.6) s okrajovými podmı́nkami (5.7)

jsem použil funkce baĺıčku R (R Core Team, 2013). Hodnoty A, Bx, Bz, Ex, Ez

jsou ukázány v tabulce 5.3.

Tabulka 5.3: Hodnoty parametr̊u ř́ıd́ıćı rovnice toku tepla.

Označeńı Hodnota Jednotky
A = Cs = 3.01 · 10−6 [J.m−3.K−1]
Bz = Bx = λ∗ = 2.2278 [W.m−1.K−1]
Ezqlz = Clqlz = 186.02 [J.m−2s−1K−1]
Exqlx = Clqlx = 0 [J.m−2s−1K−1]
Označeńı Funkčńı předpis Jednotky
Cl = 4180(0.730 + 0.270 exp (−0.268cmol)) [J.kg−1K−1]
Lw = 2.501 · 106 − 2369.2T◦C [J.kg−1K−1]

Jak již bylo řečeno, analytické řešeńı (5.6) bere v úvahu pouze gravitačńı tok

p̊udńı vody. Abych doćılil tohoto kritéria, zvolil jsem řešeńı ve zcela nasyceném

prostřed́ı. Touto volbou lze doćılit toho, že vliv toku p̊udńıch par, konstitučńı

člen KΨv, je nulový a tok kapalné fáze je ř́ızen pouze gravitačńı silou, protože

gradient tlakové výšky je všude na oblasti rovněž nulový. V tomto př́ıpadě muśıme

volit nasycenou hydraulickou vodivost takovou, aby odpov́ıdala hodnotě Ezqlz =

Clqlz = 186.02 použité v Nonorio et al. (1996a), v tomto př́ıpadě hodnota Ks =

0.04445 kg.s−1.m−3 (pokud je koncentrace mı́sitelné látky nulová).

Okrajové podmı́nky řešené oblasti Ω jsou znázorněny na obrázku 5.2. Počá-

tečńı a okrajové podmı́nky Γ1 a Γ2 toku vlhkosti jsou nastaveny na h = 0 m2.s−2.

Okrajová podmı́nka Γ3 na nulový tok. Počátečńı a všechny okrajové podmı́nky

toku mı́sitelné látky byly nastaveny na koncentraci c = 0.0 kg/kg. Hodnoty

počátečńıch a okrajových podmı́nek toku tepla numerického a analytického řešeńı
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5.2 Kontrola toku tepla

jsou

T (z, x, 0) = Pi = 298.15K pro ∀z ∧ ∀x ∈ Ω a pro t = 0,

T (z, x, t) = P0 = 303.15K pro ∀z ∧ ∀x ∈ Γ1 a pro t > 0,

T (z, x, t) = Pi = 298.15K pro ∀z ∧ ∀x ∈ Γ2 a pro t > 0,

∂T (z, x, t)

∂z
=
∂T (z, x, t)

∂y
= 0.0W pro ∀z ∧ ∀x ∈ Γ3 a pro t > 0.

Ostatńı hodnoty potřebné k výpočtu, tedy hodnoty parametr̊u konstitučńıch

vztah̊u a hydraulických charakteristik, jsou v tabulce 2.3 a 5.1. K diskretizaci

výpočetńı oblasti jsem použil nepravidelnou výpočetńı śıt. Výpočetńı śıt’ je
”
hust-

š́ı“ v bĺızkosti horńı okrajové podmı́nky. K vytvořeńı této śıtě jsem použil pro-

gram T3D (Rypl, 2002). Na horńı okrajové podmı́nce Γ1 jsem nastavil diskre-

tizačńı krok 0.005 m, na ostatńıch okrajových podmı́nkách a na zbytku oblasti

na 0.01 m. Vygenerováńım śıtě programem T3D se diskretizačńı krok interpoluje

přes celou oblast Ω. Ukázka diskretizačńıho schéma a řešeńı v čase t = 2 h jsou

ukázány v př́ıloze A.6. Časový krok výpočtu byl nastaven v intervalu 0.02 až 22

sekundy s konečný časem 2 hodin.

Ω

Γ1 Γ2

Γ3

Γ3Γ3

Obrázek 5.2: Okrajové podmı́nky

Na obrázku 5.3 jsou ukázány výsledky v časech 0.5, 1.0, 1.5 a 2.0 hodiny.

Výsledky jsou znázorněny jako isolinie se stejnou teplotou v hladinách 299, 300,

301, 302, 303 K. Numerické řešeńı ve všech časech ukazuje dobrou schodu s ana-

lytickým řešeńım, isolinie se velmi dobře překrývaj́ı. Kvantitativně je numerické
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5.2 Kontrola toku tepla

a analytické řešeńı porovnáno v tabulce 5.4 objektivńımi funkcemi NS a RMSE.

I toto srovnáńı ukázalo dobrou shodu, ve všech časech je RMSE přibližně stejně

velké.

(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 5.3: Analytické a numerické řešeńı rovnice transportu tepla v časech: (a) 0.5, (b)
1.0, (c) 1.5 a (d) 2.0 hodiny; teplota je ukázána v K; na obrázku (d) jsou vyznačeny body p1,
p2 a p3 (č́ıslované od shora dol̊u), kde je ukázán časový pr̊uběh změn teploty

Tabulka 5.4: Objektivńı funkce: odmocnina sumy čtverc̊u residúı (RMSE), Nash-Sutcliffe
koeficient (NS)

Časy RMSE NS
0.5 hod. 0.0243 0.999
1.0 hod. 0.0230 0.999
1.5 hod. 0.0241 0.999
2.0 hod. 0.0256 0.999

Pro doplněńı informace jsem ukázal časové pr̊uběhy výsledk̊u v určitých mı́s-
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5.2 Kontrola toku tepla

tech řešené oblasti. Zvolil jsem 3 body v levé horńı části oblasti, tam, kde docháźı

k toku tepla. Souřadnice x a z bod̊u byly: p1 = [0.1, 0.45], p2 = [0.1, 0.4] a p3

= [0.1, 0.35]. Pozice těchto bod̊u jsou vyznačeny na obrázku 5.3d. Výsledek nu-

merického řešeńı porovnaný s analytickým řešeńım je ukázán na obrázku 5.4

a objektivńı funkce v tabulce 5.5. Zde jsou výsledky výpočt̊u podobné. Teplota

ve všech bodech začala stoupat rychleji u numerického řešeńı. Jej́ı zvyšováńı však

bylo s postupuj́ıćım časem pomaleǰśı než zvyšováńı teploty. Přesto se výsledky

dobře schoduj́ı.

Obrázek 5.4: Numerické a Philipsovo řešeńı vlhkostńıho profilu

Tabulka 5.5: Objektivńı funkce: odmocnina sumy čtverc̊u residúı (RMSE), Nash-Sutcliffe
koeficient (NS)

Bod RMSE NS
p1 0.0295 0.999
p2 0.0250 0.999
p3 0.0223 0.999
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5.3 Kontrola toku mı́sitelné látky

Numerické řešeńı š́ı̌reńı mı́sitelné látky na oblasti jsem porovnal se stejným ře-

šeńım advekčně disperzńı rovnice jako řešeńı toku tepla v předchoźı kapitole,

tedy rovnićı (5.6) s okrajovými podmı́nkami (5.7). Koeficienty rovnice (5.6) byly

pochopitelně jiné a jsou ukázány v tabulce 5.6.

Tabulka 5.6: Hodnoty parametr̊u analytického řešeńı a ř́ıd́ıćı rovnice toku mı́sitelné látky

Označeńı Hodnota Jednotky
A = θρl = 0.5 ρl(T, c) [kg.m−3]
Bz = Bx = θρlD = 0.5 ρl(T, c) 6 · 10−6 [m2.s−1]
Ezqlz = qlz = 0.0014 [kg.m−2.s−1]
Exqlx = qlx = 0 [kg.m−2.s−1]
Označeńı Funkčńı předpis Jednotky
ρl = rovnice (2.12) [kg.m−3]

V tabulce 5.6 neńı zadána hodnota hustoty roztoku mı́sitelné látky ρl(T, c),

v tomto př́ıpadě NaCl. Tato hustota se významně lǐśı při r̊uzných hodnotách

koncentrace. Okrajová podmı́nka P0 u analytického a Γ1 u numerického řešeńı je

nastavena na koncentraci 0.54 kg.kg−1. Počátečńı a ostatńı okrajové podmı́nky

u obou řešeńı maj́ı nulovou hodnotu koncentrace. To zp̊usobuje velký rozptyl hus-

toty ρl(T, c) takového roztoku. Hustota roztoku na okraji Γ1 má při teplotě 277.15

K hodnotu ρl(277.15, 0.5) = 1339.03 kg.m−3. Hustota počátečńı podmı́nky je

ρl(277.15, 0) = 1000.00 kg.m−3. Do analytického řešeńı jsem tedy vždy zadal hus-

totu určité isolinie řešeńı numerického a teprve pak je porovnal. Analytické řešeńı

je pak kompilátem několika řešeńı s hustotami: ρl(277.15, 0.1), ρl(277.15, 0.2),

ρl(277.15, 0.3), ρl(277.15, 0.4) a ρl(277.15, 0.5).

Počátečńı a okrajové podmı́nky potenciálu na všech okraj́ıch byly nastaveny

na h = 0 m2.s−1. Počátečńı a okrajové podmı́nky tepla na T = 277.15 K. Dis-

krerizace z̊ustala podobná předchoźımu př́ıpadu. Oblast Γ i diskretizace je pouze

100 krát větš́ı. Konečný čas výpočtu byl 200 dńı s maximálńım časovým krokem

10 dńı.

Výsledky této kontroly jsou ukázány na obrázku 5.5. Na všech grafech je

vidět, že numerické řešeńı
”
předb́ıhá“ analytické. Numerické řešeńı při koncen-

4Koncentrace 0.5 kg.kg−1 je maximálńı koncentrace jakou lze modelem poč́ıtat. Implemen-
tovaná funkce hustoty roztoku NaCl (vztah (2.12)) má v 0.5 své maximum a následně prudce
klesá až do velmi záporných hodnot.
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traci 0.1 kg.kg−1 se ve všech pozorovaných časech nejv́ıce bĺıž́ı analytickému.

Vzhledem k tomu, že obrázky 5.5 jsou kompilátem několika analytických řešeńı,

nelze tato řešeńı porovnat kvantitativně.

(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 5.5: Analytické a numerické řešeńı rovnice transportu mı́sitelné látky v časech: (a) 50,
(b) 100, (c) 150 a (d) 200 dńı; na obrázku (d) jsou ukázány body p1, p2 a p3 (č́ıslované od shora
dol̊u), kde je ukázán časový pr̊uběh změn koncentrace

Stejně jako v předchoźım př́ıpadě jsou na obrázku 5.6 ukázány časové pr̊uběhy

koncentrace mı́sitelné látky v bodech p1, p2 a p3, jejichž poloha je vyznačena

na obrázku 5.5d. Jejich přesné souřadnice jsou: p1 = [2.0, 47.5], p2 = [2.0, 45.0]

a p3 = [2.0, 40.0]. Na obrátku jsem ukázal řešeńı numerické a dvě řešeńı analy-

tická. I zde je problém s vysoce proměnlivou hodnotou hustoty solného roztoku

ρl. Proto jsem na obrázku 5.6 vykreslil analytické řešeńı s koncentraćı 0.1 kg.kg−1

(analytické řešeńı 1) a koncentraćı 0.5 kg.kg−1 (analytické řešeńı 2). V takovém
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5.4 Kontrola sdruženého modelu

př́ıpadě by mělo být numerické řešeńı menš́ı než analytické řešeńı 1 dokud ne-

dosáhne koncentrace 0.1. Se zvyšuj́ıćı se koncentraćı by se mělo numerické řešeńı

č́ım dál v́ıce podobat analytickému řešeńı 2. Takovému chováńı odpov́ıdá nejlépe

pr̊uběh koncentrace v bodě p1, kde koncentrace dosáhla v konečném čase výpočtu

nejvyšš́ıch hodnot. Kvantitativńı porovnáńı jsem ukázal v tabulce 5.7. I když neńı

takové porovnáńı zcela přesné, můžeme ř́ıci, že dané objektivńı funkce dávaj́ı

dobré výsledky.

Obrázek 5.6: Časový pr̊uběh numerického a analytického řešeńı transportu mı́sitelné látky v
bodech p1, p2 a p3; analytické ř. 1 je výsledky při koncentraci 0.1 kg.kg−1, analytické ř. 2 je
výsledky při koncentraci 0.5 kg.kg−1

Tabulka 5.7: Objektivńı funkce: odmocnina sumy čtverc̊u residúı (RMSE), Nash-Sutcliffe
koeficient (NS)

Bod RMSE(1) NS(1) RMSE(2) NS(2)

p1 0.0067 0.998 0.0250 0.952
p2 0.0161 0.994 0.0236 0.963
p3 0.0186 0.980 0.0297 0.939

(1) výsledky při koncentraci 0.1 kg.kg−1

(2) výsledky při koncentraci 0.5 kg.kg−1

5.4 Kontrola sdruženého modelu

Ve třech předešlých podkapitolách jsem ukázal výsledky výpočt̊u jednotlivých

proces̊u porovnané s př́ıslušným analytickým řešeńım. Procesy byly posuzovány

samostatně. Okrajové a počátečńı podmı́nky jsem vždy nastavil tak, že nevznikal
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5.4 Kontrola sdruženého modelu

žádný jiný gradient, než gradient př́ıslušného procesu. V posledńı části této práce

jsem ukázal výsledky výpočtu sdruženého modelu. V tomto modelu již má na

transport vlhkosti vliv i teplotńı a koncentračńı gradient, na transport tepla vliv

gradient vlhkostńı a koncentračńı a na transport mı́sitelné látky vliv i gradient

vlhkostńı a teplotńı. Rovněž se zde poprvé plně projev́ı všechny vodivosti popsané

v kapitole 2.4.2

Jednotlivé sdružené vlivy jsem porovnal s referenčńım řešeńım. Referenčńı

řešeńı je opět řešeńı jednotlivých samostatných transportńıch děj̊u. Parametry

jsem použil stejné jako v předchoźıch př́ıpadech. K zvýrazněńı určitého efektu

jsem varioval hodnotu nasycené hydraulické vodivosti a specifické storativity.

Na ukázku jsem provedl výpočet úzkého svislého 2D profilu o délce 0.5 m a š́ı̌rce

0.01 m s diskretizačńım krokem 0.01 m. K vygenerováńı výpočetńı śıtě jsem použil

interńı generátor již implementovaný v kódu modelu DRUtES. Na obrázćıch 5.7

je ukázáno řešeńı, kde je u každého procesu Dirichletova okrajová podmı́nka

na vrchńım konci profilu. Na ostatńıch okraj́ıch je nastavena nulová Neuman-

nova okrajová podmı́nka. Nasycená hydraulická vodivost byla Ks = 1.4162 · 10−4

kg.s.m−3 a specifická storativita Ss = 1.2 ·10−2 s2.m−2. Přerušovaná čára ukazuje

referenčńı výsledek, plná čára výsledek sdruženého modelu. Ukázaný výsledek je

v čase 1 hodina od začátku výpočtu.

Jak je vidět na obrázku 5.7a, změny teploty a koncentrace neměly př́ılǐsný

vliv na tok vlhkosti (přestože určitý vliv samozřejmě existuje a bude ukázán na

následuj́ıćıch př́ıkladech). Vliv vlhkostńıho gradientu na transport tepla a kon-

centrace mı́sitelné látky je významněǰśı. Na obrázku 5.7c je dobře vidět opačné

zakřiveńı koncentračńıho profilu mezi hloubkami 0.3 a 0.5 metr̊u proti referen-

čńımu řešeńı. V tomto př́ıpadě se jedná o vliv zvýšeńı advekce nebot’ ř́ıd́ıćı rovnice

transportu mı́sitelńı látky jinak sdružená neńı.
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5.4 Kontrola sdruženého modelu

(a)

(b) (c)

Obrázek 5.7: Ukázka vlivu vlhkostńıho gradientu (a) na transport tepla (b) a mı́sitelné látky
(c); přerušovaná čára je referenčńı řešeńı, plná čára sdružené řešeńı

Na obrázćıch 5.8 je ukázána obdobná situace. Vlhkostńı profil je
”
zafixován“

Dirichletovou okrajovou podmı́nkou i na spodńı straně profilu. Nasycená hydrau-

lická vodivost byla nastavena na Ks = 4.45 ·10−2 kg.s.m−3 a specifická storativita

na Ss = 1.2 · 10−5 s2.m−2. Přerušovaná čára opět znač́ı referenčńı (nesdružené)

řešeńı, plná pak sdružené. Na obrázćıch 5.8a, 5.8b a 5.8c je ukázán stav po dvou

minutách výpočtu. Na obrázku 5.8d ve čtvrté minutě. Na obrázku 5.8a je vidět

určitý posun sdruženého řešeńı směrem ke spodńı části profilu. Tento posun je
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5.4 Kontrola sdruženého modelu

zp̊usoben difuzńım vlivem teplotńıho a koncentračńıho gradientu. Tento rozd́ıl

zač́ıná na obrázku 5.8a v hloubce 0.4 metru, tedy tam, kde zač́ıná čelo trans-

portu tepla. Tento rozd́ıl se pak propaguje až k dolńı okrajové podmı́nce přes

oblast s větš́ım vlivem koncentračńıho gradientu zhruba pod hloubkou 0.3 me-

tru. Obrázek 5.8d pak ilustruje, že po přechodu teplotńıho i koncentračńıho čela

(která na obrázku v tomto čase ukázána nejsou) je gradientńı vliv teploty a kon-

centrace nulový a výsledek sdruženého transportu vlhkosti se bĺıž́ı referenčńımu

mezi hloubkami 0.3 a 0.5 metru.

(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 5.8: Ukázka vlivu teplotńıho (b) a koncentračńıho (c) gradientu na transport vlhkosti
(a), (d); přerušovaná čára je referenčńı řešeńı, plná sdružené
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5.4 Kontrola sdruženého modelu

Teplota a koncentrace mı́sitelné látky má rovněž absolutńı vliv na transport

vlhkosti. V modelu je implementován např́ıklad pomoćı tzv. STVF modelu, tedy

za pomoci změn viskozity vody se změnou teploty a koncentrace. Na obrázku 5.9a

je ukázán stejný výsledek jako na obrázku 5.8d a vedle něj, pro snadněǰśı srovnáńı,

výsledek po zapnut́ı STVF modelu ve stejném čase. Referenčńı teplota STVF

modelu, tedy teplota zadané nasycené hydraulické vodivosti, byla nastavena na

293.15 K. Teplotńı profil má hodnoty teplot od 297.15 do 333.15 K. Podle STVF

modelu by tedy teplota nastavená jako referenčńı měla ve výpočtu zvýšit nasyce-

nou hydraulickou vodivost, protože je nižš́ı než teploty v profilu a hydraulická vo-

divost s teplotou roste. To je na obrázku vidět nad hloubkou 0.3 metru. Výsledek

na obrázku 5.9a, kde neńı absolutńı vliv teploty zahrnut, se po pr̊uchodu teplotńı

a koncentračńı fronty bĺıž́ı zpět referenčńımu řešeńı, zat́ımco vlhkost se zahrnutým

STVF modelem ovlivňuje vlhkostńı profil i nad teplotńı a koncentračńı frontou,

nad hloubkou 0.3 m na obrázku 5.9b.

(a) (b)

Obrázek 5.9: Ukázka absolutńıho vlivu teploty na transport vlhkosti; přerušovaná čára je
referenčńı řešeńı, plná sdružené
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Kapitola 6

Diskuse

Prezentovaný model sdruženého transportu vlhkosti, teploty a mı́sitelné látky

je reprezentaćı idealizovaného prostřed́ı. Je v něm zanedbán vliv hystereze. Pre-

zentované výsledky absolutńıho i gradientńıho vlivu teploty sice ukázaly chováńı

odpov́ıdaj́ıćı chováńı popsané v literatuře (de Vries, 1958), tento vliv je ale rela-

tivně malý a je možné, že hystereze by měla na prouděńı významněǰśı vliv.

Porézńı prostřed́ı je rovněž uvažováno jako inertńı v̊uči dané mı́sitelné směsi,

což v dlouhodoběǰśım měř́ıtku nemuśı platit (McNeal & Coleman, 1966; Suarez

et al., 1984). Model měl v době odevzdáńı této práce implementované empiricky

odvozené vztahy určené pouze k výpočtu NaCl jako mı́sitelné látky. Jedná se

o vztah povrchového napět́ı, dynamické viskozity, aktivity roztoku NaCl, hustoty

roztoku a tepelné vodivosti daného roztoku. Všechny tyto vztahy je tedy třeba

v př́ıpadě potřeby výpočtu transportu jiné látky v kódu doplnit.

Na výsledćıch výpočt̊u prezentovaných v předchoźı kapitole jsem ukázal, že

rovnice jednotlivých proces̊u jsou pravděpodobně implementovány správně. Ri-

chardsovu rovnici jsem porovnal s Philipsovým semi-analytickým řešeńım po-

dobně jako např́ıklad Haverkamp et al. (1977). Richardsova rovnice se začala

za Philipsovým řešeńım v čase opožd’ovat. Jak ukázal např́ıklad Mollerup (2007),

Philipsovo řešeńı se takto chová, to znamená, že se v určitém čase v̊uči skutečnému

řešeńı zrychĺı. Toto však nastává později, než byl prezentovaný časový interval.

Rozd́ıl těchto řešeńı bych tedy připsal rozd́ılné formě stávaj́ıćı řešené rovnice

a rovnice řešené Philipsem. Srovnáńı transportu teploty s analytickým řešeńım
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6.0 Diskuse

advekčně disperzńı rovnice ukázalo na správnost daného numerického řešeńı. Rov-

nice transportu mı́sitelné látky rovněž ukázala vyhovuj́ıćı srovnáńı s analytickým

řešeńım.

Některé vztahy parametr̊u maj́ı určité limity platnosti. Vztah hustoty roztoku

je platný pouze do hodnoty koncentrace 0.5 kg.kg−1. Tato limitace by však neměla

omezit př́ıpadné použit́ı modelu, nebot’ v př́ırodńıch podmı́nkách se takto vysoká

koncentrace sṕı̌se nevyskytne.

Sdružený model byl ukázán a vyhodnocen pouze kvalitativně, i když analy-

tická řešeńı jsou rovněž pro určité př́ıpady k dispozici, např́ıklad Chang & Weng

(2000). Snažil jsem se demonstrovat vliv sdružeńı, tedy vzájemný gradientńı vliv

i absolutńı vliv teploty na tok vlhkosti skrze změny viskozity. T́ımto zp̊usobem

jsem ukázal fungovańı sdruženého fenoménu a vyloučil pouze závažněǰśı možnou

chybu v implementaci kódu modelu.

V pr̊uběhu mnoha běh̊u modelu, které jsem zde neprezentoval, se ukázalo,

že sdružený model může mı́t problém s konvergenćı řešeńı. Řešená soustava je

naplněna hodnotami, které se lǐśı o mnoho řád̊u. Zat́ımco hodnota specifické

storativity nabývá v Richardsově rovnici sṕı̌se menš́ıch hodnot bĺızkých jedné,

objemová tepelná kapacita porézńıho prostřed́ı nabývá řádově hodnot i nad 106.

Rovněž všechny vodivostńı koeficienty jsou typicky malá č́ısla. Pro určité časové

a prostorové diskretizace se můžou hodnoty prvk̊u matice lǐsit i o v́ıce než 10

řád̊u. Naj́ıt pak vhodnou diskretizaci, která nebude vést k nepřiměřeně dlouhému

výpočtu, může být obt́ıžné zejména v 1D řešené.
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Kapitola 7

Závěr

Model sdruženého transportu má mnoho využit́ı od aplikaćı v zemědělstv́ı, vý-

zkumu hydrologického sucha přes aplikace ve stavebnictv́ı, až po výzkum v ob-

lasti změn klimatu. V rámci prezentované práce jsem vytvořil model, který by se

v těchto oblastech mohl využ́ıt. Před praktickým použit́ım bych ale doporučil otes-

tovat model na reálných datech s využit́ım i daľśıch typ̊u, i časově proměnných,

okrajových podmı́nek.
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Wösten & van Genuchten (1988). Wösten J. H. M., van Genuchten M. Th.,
Using texture and other soil properties to predict the unsaturated soil hydraulic
functions, Soil Science Society of America Journal 52:1762–1770, 1988.

Zienkiewicz et al., (2000). Zienkiewicz O. C., Taylor R. L., Nithiarasus P.,
The finite element method: Solid mechanics 2, 2000.

71



Př́ıloha A

Appendix

A.1 Slabá forma Richarsovy rovnice

Forma Richardsovy rovnice (2.43) s rozepsanými toky (2.14) a (2.15) je

(
Ss
θ

n
+

dθ

dΨ

)
∂Ψ

∂t
=

=
∂

∂z

((
KΨ,l

1
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1
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)
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(
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+

+
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1
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1
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∂c

∂z

)
. (A.1)

Nyńı vynásob́ıme rovnici libovolnou testovaćı funkćı w a integrujeme. Na časovou

derivaci je použito implicitńı Eulerovo schéma. Před integraćı vypadá rovnice

následovně (A.1).
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)
wdΩ (A.2)

Po aplikaci metody per-partes na dané členy źıskáme slabou formu rovnice (A.1).
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A.2 Slabá forma Richarsovy rovnice

Integrál s okrajovou podmı́nkou, jako je ukázán v rovnici 3.6, je zde pro přehled-

nost vynechán.

∫
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dΩ. (A.3)

Nyńı tedy vytvoř́ıme soustavu algebraických rovnic pro každý početńı uzel.

Řešeńı Ψ, T a c aproximujeme lineárńı kombinaćı diskretizovaného řešeńı Ψd, Td,

cd a bázové funkce φ. Výsledná řešeńı tedy budou vypadat

Ψ ≈ Ψd = Ψd1φ1 + Ψd2φ2 + · · ·+ Ψdnφn

T ≈ Td = Td1φ1 + Td2φ2 + · · ·+ Tdnφn

c ≈ cd = cd1φ1 + cd2φ2 + · · ·+ cdnφn

(A.4)

Dále pak dosad́ıme lineárńı kombinaci testovaćıch funkćı. Výsledná b-tá rovnice

bude vypadat
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dΩ. (A.5)

Dle Galerkinovy metody plat́ı, pro všechny bázové a testovaćı funkci, že φa = Vb

pokud a = b. V rovnici jsou rovněž Neumannovi okrajové podmı́nky. Okrajové

podmı́nky jsou definovány ve zvláštńı podkapitole.
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A.3 Slabá forma rovnice transportu mı́sitelné látky

A.2 Slabá forma rovnice prouděńı tepla

Nejdř́ıve zobrazená rozepsaná rovnice (2.44). Tok v advekčńım členu rovnice ro-

zepsán neńı, neb se neńı, jako nelineárńı člen, v tento moment hledán
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∂2T
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∂z
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∂T

∂z
. (A.6)

Nyńı opět vynásob́ıme rovnic testovaćı funkćı w a integrujeme přes oblast Ω,

časovou derivaci nahrad́ıme zpětnou diferenćı.
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Prvńı, druhý a třet́ı člen na pravé straně integrujeme pomoćı metody per-partes

a rovnou aproximujeme řešeńı lineárńı kombinaćı ve smyslu předpis̊u (A.4). T́ım

źıskáme předpis pro odvozeńı b-té rovnice.
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A.3 Slabá forma rovnice transportu mı́sitelné

látky

Rovnice transportu kontaminantu (2.45), tedy advekčne disperzńı rovnice jest

(nelineárńı advekčńı člen z̊ustal opět nerozepsán)

θρl
∂c

∂t
= θρlD

∂2c

∂z2
− ql

∂c

∂z
(A.9)

Vynásob́ıme libovolnou testovaćı funkćı w, integrujeme před oblast Ω (disperzńı

člen pomoćı metody per-partes) a vyjádř́ıme časovou derivaci zpětnou diferenćı.
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A.6 Funkčńı předpisy vybraných parametr̊u

Př́ımo aproximujeme řešeńı lineárńı kombinaćı (A.4).

∫
Ω

θρl
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a(cdaφa)− cp
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∫
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VbdΩ (A.10)

A.4 Tabulkové hodnoty aktivity vybraných roz-

tok̊u

Tabulkové hodnoty aktivit pro NaCl převzány z (Robinson & Stokes, 2002).

Tabulka A.1: Aktivita NaCl

mol/kg ā mol/kg ā mol/kg ā mol/kg ā
0.1 0.996646 1.2 0.9601 3.2 0.8851 5.2 0.7976
0.2 0.993360 1.4 0.9532 3.4 0.8769 5.4 0.7883
0.3 0.99009 1.6 0.9461 3.6 0.8686 5.6 0.7788
0.4 0.98682 1.8 0.9389 3.8 0.8600 5.8 0.7693
0.5 0.98355 2 0.9316 4 0.8515 6 0.7598
0.6 0.98025 2.2 0.9242 4.2 0.8428 - -
0.7 0.97692 2.4 0.9166 4.4 0.8339 - -
0.8 0.97359 2.6 0.9089 4.6 0.8250 - -
0.9 0.97023 2.8 0.9011 4.8 0.8160 - -
1 0.96686 3 0.8932 5 0.8068 - -

A.5 Funkčńı předpisy vybraných parametr̊u

Rovnice pro odhad difuzńıho koeficientu roztoku NaCl (T ve ◦C)

D0 = 7.26 · 10−10 + 2.63 · 10−11T + 2.18 · 10−12T 2 (A.11)

Rovnice pro odhad hustoty saturovaných p̊udńıch par

ρs =
10−3(exp(31.3716− 6014.79/T − 7.925 · 10−3T ))

T
(A.12)
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A.6 Ukázka výpočetńı śıtě a řešeńı teploty

A.6 Ukázka výpočetńı śıtě a řešeńı teploty

Obrázek A.1: Vypočetńı śıt’

Obrázek A.2: Ukázka řešeńı rovnice transportu tepla na vypočetńı śıti z obrázku A.1
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