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Anotace

Topologicka teorie datovych typu ddva do souvislosti problémy z teorie vycisli-
telnosti s problémy z topologie, a prindsi tak na né novy uhel pohledu. V této
praci tuto teorii zformulujeme s pomoci vypocetniho modelu castecné rekurziv-
nich funkci. Topologickou teorii datovijch typiu stavime na novée vytvorené definici
datového typu, kterd zohlednuje zpisob jeho reprezentace v pocitaci. Na zdkladé
této teorie ndsledné zkoumdme vycislitelnost zobrazeni a jeji podminky. Rozebi-
rame moznost definovat zdkladni aritmetické operace pro vybrané reprezentace
redlngch cisel a jejich pripadnou implementaci. Na zdver si ukazujeme konkrétni
pripady, ve kterych tyto datové typy nardzZeji na hranice vycislitelnosti, a tedy je
naprogramovat nelze.

Synopsis

The topological theory of data types links problems from the computability theory
to problems from topology, and thus brings a new perspective to them. In this
thesis, we formulate this theory using a computational model of partially recur-
sive functions. We build the topological theory of data types on a newly developed
definition of a data type that takes into account the method of its representation
in the computer. Based on this theory, we then investigate the computability of
functions and its conditions. We analyze the possibility of defining basic ari-
thmetic operations for selected representations of real numbers and their possible
implementation. In the end, we show specific cases in which these data types hit
the bounds of computability and therefore cannot be programmed.

Klicova slova: topologie datovych typii; reprezentace redlnych ¢isel; vycislitel-
nost

Keywords: topology of data types; representations of real numbers; computa-
bility;
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1 Uvod

Prvni programovaci jazyky vznikly v poloviné minulého stoleti. Za tu dobu se
pri praci s nimi podarilo prekonat spoustu prekazek. V dnesni dobé jsou nékteré
z hlavnich problémi spojené s hranici vy¢islitelnosti. Jednim z hlavnich cili této
préace je na tuto problematiku nahlédnout a zformulovat zéklady teorie, ktera se
podili na zkoumani tohoto fenoménu.

S vyvojem programovacich jazykiu se objevila potieba pracovat na pocitaci
s nejriuznéjsimi druhy dat, a dala tim tak za vznik datovym typum. Ackoliv
mame k dispozici pouze konecné mnozstvi paméti, mizeme se kromé béznych
konec¢nych datovych typi, jako jsou char a float, také setkat s nekonec¢nymi,
mezi které patii tfeba realnd c¢isla nebo funkéni datové typy. Dosdhneme toho
napiiklad tim, Ze hodnoty reprezentujeme jako funkce, které pro vstup n vrati
n-tou cifru nebo linym vyhodnocovanim nekonec¢nych seznami.

Pravé pri praci s nekonecnymi datovymi typy narazime na to, Ze nékteré
jejich operace nelze naprogramovat. Klasickym prikladem takové operace je rov-
nost realnych c¢isel. Zaroven existuji rtizné zpuisoby, jak hodnoty datového typu
reprezentovat, proto se miize stat, ze jednotlivé zptisoby se lisi v tom, které ope-
race nam umozni naprogramovat. Z hlediska vycislitelnosti je tedy datovy typ
od své reprezentace neodlucitelny.

Topologicka teorie datovych typt predstavuje jednu z mnoha aplikaci topo-
logie v informatice. Za pomoci Sierpinského prostoru, ktery je tvoren z prvku
predstavujiciho konecny vypocet a prvku predstavujiciho zacykleni, propojime
pojem spojitost a vycislitelnost. Stanovime na datovych typech topologii pomoci
mnozin rozpoznatelnych vypoctem, a dosdhneme tim toho, Ze kazdé naprogra-
movatelné zobrazeni je spojité. Topologie datového typu nam tedy bude urcovat,
které operace nejsme schopni naprogramovat a bude nam tak poskytovat pomy-
slnou hranici vy¢islitelnosti.

V existujici literatute definice datového typu nezohlednuji zptsob reprezen-
tace a nejsou primo napojeny na néjaky vypocetni model. V této praci pro uptes-
néni definujeme datovy typ tak, aby na zplisobu reprezentace zavisel a za pomoci
vypocetniho modelu ¢astecné rekurzivnich funkci na ném tuto teorii zformulu-
jeme.

V posledni ¢asti textu se zamérime na datovy typ realnych cisel, konkrétné na
reprezentaci nekoneénym bindrnim rozvojem, reprezentaci vlozenymi intervaly
a vyvazenou trojkovou soustavou. U téchto reprezentaci rozebereme, jestli lze
naprogramovat zakladni aritmetické operace a pripadné jakym zptisobem tyto
operace implementovat.

V Kapitole 2 si tedy predstavime zédkladni definice, které nas budou po zbytek
préace provazet. V nasledujici Kapitole 3 zformulujeme zakladni prvky topologické
teorie datovych typu, jako je datovy typ, pozorovatelnd mnozina ¢i vycislitelna
funkce. V posledni, Kapitole 4, se na zakladé této teorie budeme vénovat uz
zminénym datovym typtum realnych c¢isel.



2 Zakladni definice

V této kapitole stanovime zakladni definice, na kterych je topologicka teorie
datovych typt postavena. Zaroven poslouzi k predstaveni pouzité terminologie
a symboli. Predpoklada se zakladni znalost matematické analyzy, teorie vyéisli-
telnosti a diskrétni matematiky:.

2.1 Topologie

Topologie je matematicky obor, ktery se zabyva predevsim vlastnostmi geomet-
rickych objektt, které se neméni pri spojitych zobrazenich.

Za jednu z prvnich zminek o topologii se povazuje Eulertiv slavny problém
Sedmi mosti mésta Krélovee z roku 1735 [1]. Cilem je zjistit, jestli lze prejit
vsechny mosty ve mésté z Obrazku 1 tak, abychom kazdy z nich navstivili pravée
jednou.'

Obréazek 1: Mapa sedmi mosti mésta Kralovec.

Ackoliv se jedna spiSe o problém z teorie grafii, jeho podstata je tizce spjata
s topologii. Nejedna se o klasicky geometricky problém, protoze pro jeho vyte-
Seni nepotfebujeme znat velikost jednotlivych mostii ani vzdalenosti mezi nimi.”
Resen{ zavisi pouze na zptisobu rozestavéni mosti a jejich poé¢tu. Spojitéd geomet-
ricka zobrazeni, jako jsou roztahovani a ohybani, zachovavaji jakousi topologickou
strukturu, a proto se po jejich aplikaci feseni neméni.

2.1.1 Obecna topologie

Definice z této kapitoly vychéazeji predevsim z poznatku [2] a [3].

Ackoliv existuji riznd odvétvi topologie, v této praci se budeme zabyvat pouze
obecnou topologii. Obecna topologie zkouma vlastnosti topologickych prostori,
jako jsou kompaktnost, souvislost, separabilita a mnoho dalsich. Jak nazev na-
povida, jedna se o obecnou teorii, nejsme tedy limitovani pouze na problémy

LGiuged Bogdan, 2005, The Problem of the Seven Bridges of Kénigsberg. Dostupné z
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=112920.

2Vlastnostmi geometrickych objektii souvisejicimi se vzdalenosti se zabyvaji metrické pro-
story.


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=l12920

spojené s néjakou geometrickou interpretaci. Abychom mohli hovotit o topolo-
gickém prostoru, musime nejdiive definovat topologickou strukturu.

Topologickou strukturou (topologii) na mnoziné X nazveme systém 7 pod-
mnozin X spliujici:

l.0er, X er,
2. jestlize U,V e 1, pak iU NV € T,
3. jestlize c C 7, pakiUo € 7.

Topologicka struktura je tedy systém mnozin uzavieny na konec¢né priniky
a libovolna sjednoceni. Jednotlivé prvky 7 nazyvame otevrené mnoziny. Topo-
logickym prostorem tedy nazveme mnozinu X spolu s topologii 7, budeme ho
zjednodusené znacit X.

Meéjme na mnoziné X topologie 7 a 79, jestlize 7 C 79, Fekneme, Ze topologie
Ty je silnéjsi nez T a naopak topologie 7 je slabsi nez 7y.

V dikazech nékterych tvrzeni o vSech otevienych mnozinach, jako je napti-
klad spojitost zobrazeni, ndm bude stacit ovérit, ze tvrzeni plati pouze pro bazi
topologie. Bazi topologie rozumime systém mnozin, ze kterého jsme schopni to-
pologii vygenerovat.

Baze topologie na mnoziné X nazveme systém o podmnozin X, pro ktery
plati:

1. UUGO’U:X7

2. Jestlize Uy, U € 0 a x € Up N Us, pak existuje V € o takové, ze x € V C
U, NU,.

Rekneme, ze topologie T je generovand bdzi o, jestlize pro kazdou otevienou
mnozinu U € 7 plati, Ze je sjednocenim néjakych mnozin z baze o.

Mezi priklady zéakladnich topologickych prostori na mnoziné X patii diskrétni
topologie, jeji bazi je mnozina o = {{z} | € X} a trividlni topologie, jeji bazi je
mnozina o = {X }. Na kartézském soucinu X x Y topologickych prostori je pii-
kladem soucinovd topologie, jeji bazi je mnozina 0 = {U x V | U € 01,V € 03},
kde o1 a g2 jsou poporadé baze topologie na X a Y.

Pokud neni feceno jinak, pti praci s redlnymi ¢isly se pouziva standardni
(téz prirozend) topologie. Bazi standardni topologie je mnozina vSech otevienych
intervali (z,y) ={a € R |z < a < y}.

Daéle si definujeme dilezité pojmy, které budeme pouzivat v kontextu zobra-
zeni mezi topologickymi prostory.

O zobrazeni f topologickych prostori X a Y fekneme, ze je spojité, jestlize
pro kazdou otevienou mnoZinu V' v Y je mnozina f~!(V) oteviend v X.

Ktera zobrazeni jsou spojita, tedy zavisi na tom, jaké uvazujeme na mno-
zinach topologie. Jak uz jsme zminili, spojitost zobrazeni lze také urcit jen na
zakladé baze topologie.



Véta 1

Necht f: X =Y je zobrazeni topologickijch prostori, o je bdze topologie na
Y a pro kazdy prvek bize B € o plati, Ze f~1(B) je oteviend v X. Pak zobrazeni
f je spojité.

Diikaz

Oznacme 7 topologii na mnoziné X. Ovétime, ze pro kazdou otevienou mno-
zinu O CY plati f~1(0) € 7. Vime, Ze pro kazdou otevienou mnozinu v Y, tedy
i O existuje mnozina prvkia baze o, jejichz sjednocenim tato mnozina vznikne.
Oznacéme mnozinu téchto bazovych prvka 6 C o. Protoze 6 obsahuje pouze prvky
baze, tak z predpokladu plyne, ze 3 = {f~}(B) | B € 6} je systém otevienych
mnozin v X. Plati, ze § C 7 a tak z trettho bodu definice topologie plyne, ze
U B € 7. Takze mnozina O je skutecné oteviena, a zobrazeni f je spojité. O

Dalsi vlastnost, kterou budeme urcovat u zobrazeni topologickych prostori,
je otevienost. Zobrazeni f : X — Y topologickych prostorti nazveme otevrené,
jestlize pro kazdou otevienou mnozinu U € X plati, Ze jeji obraz f(U) je oteviena
mnozina v Y.

Oteviena zobrazeni jsou tedy zjednodusené prave ta, ktera zachovavaji struk-
turu otevienych mnozin.

2.2 Parcialni funkce

Meéjme mnoziny X a Y, pak parcidalni funkci f : X — Y nazveme funkci mezi
mnozinami X; C X a Y. Jestlize mnozina X; = X, tedy funkce f je definovana
pro kazdou hodnotu z X, pak rekneme, Ze parcialni funkce f je totdini.

Jestlize © € X a hodnota f(z) je definovana, nazveme hodnotu f(x) obrazem
prvku z. Mnozinu vSech prvkia x € X, pro které existuje hodnota f(x), nazveme
defini¢nim oborem parciélni funkce f a budeme ji oznacovat jako dom(f).

2.3 Vydcislitelnost

V teorii vycislitelnosti se zabyvame algoritmickou feSitelnosti problémii. Podle
zndmé Church—Turingovy teze lze ke kazdému algoritmu sestrojit ekvivalentni
Turingtiv stroj. Turingovy stroje tedy chapeme jako jednu z moznosti, jak for-
malné popsat algoritmus. Nejedna se ale o jediny vypocetni model ztotoznitelny
s pojmem algoritmus, mezi dalsi patii napriklad RAM stroje, Lambda kalkul
nebo také ¢astecné rekurzivni funkce.

V ramci této prace budeme pracovat s poslednim zminénym vypocetnim mo-
delem, a to s c¢astecné rekurzivnimi funkcemi. V nésledujici kapitole si tento
model definujeme. V kontextu ¢astecné rekurzivnich funkei budeme vzdy uvazo-
vat prirozena Cisla véetné nuly a budeme tuto mnozinu oznacovat Nj.



2.3.1 Castecné rekurzivni funkce

Poznatky z této kapitoly vychazeji z textu [4] a [5]. Mnozinu ¢astecné rekurziv-
nich funkei bychom mohli charakterizovat, jako mnozinu téch funkei na priroze-
nych ¢islech, které jsme schopni definovat algoritmem. Vypocetni model ¢astecné
rekurzivnich funkei ziskame rozsitenim modelu primitivné rekurzivnich funkei.

Pro n > 1 funkei f : Nj — Ny nazveme primitivné rekurzivni, zkracené PRF,
jestlize plati nékteré z nasledujicich:

1. f jenulova funkce: f(zy,...,z,) =0,

2. f je funkce projekce: pro néjaké i < n plati, ze f(z1,...,7,) = x;,

3. f je funkce néslednika: pro né&jaké ¢ < n plati, ze f(z1,...,2,) = x; + 1,
4. f je slozeni primitivné rekurzivnich funkci: ¢y, ..., g,, jsou n-arni PRF a h

je m-arni PRF a tedy f(x1,...,2,) = h(g1(z1,- -, T0n),s - oy Gm(T1, - ., 20)),

5. f je primitivni rekurzi: ¢~ (xq, ..., 2, 1) a h(z1, ..., Tny1) jsou PRF funkce
a plati, ze f(z1,...,2n-1,0) =g(z1,...,T,_1) a zaroven pro m € Ny plati,
ze f(x1,...,xp_1,m+1)=h(xy,...,¢0_1,m, f(T1,...,Tpn_1,m)).

Jsou to ty funkce na prirozenych cislech, které lze definovat algoritmem pou-
zivajicim pouze konecné for cykly. Vime, ze kazda primitivné rekurzivni funkce
pro kazdy svij vstup vzdy po konec¢ném poctu krokt skonci a vrati vysledek. Jde
pomoci nich definovat vétsinu zakladnich aritmetickych operaci na prirozenych
¢islech, napriklad ale také funkci signum, ¢i absolutni hodnotu. Jelikoz nelze po-
uzivat zaporna cisla, pak pro ny,ny € Ny, takové Ze ny < ny odéitani definujeme
jako ny —ngy = 0.

POZNAMKA 2

Méjme funkce projekce m(z) = = a w3(x1, z2,x3) = x3, funkci néaslednika
S(z) = x + 1 a primitivné rekurzivni funkci h(xy, 29, x3) = S(m3(x1, 22, 23)).
Funkci pro soucet dvou ¢isel f definujeme pomoci primitivni rekurze nasledovné:

f(x,0) =m(zx) =2
flz,n+1) = h(z,n, f(x,n)) = S(rs(z,n, f(x,n))) = flz,n)+1

Pro citelnost budeme u zakladnich operaci, jako je s¢itani, odc¢itani, nasobeni
a jiné pouzivat notaci, ktera popisuje, co funkce pocita misto toho, jak dana
funkce vypocet provadi. Misto prefixové notace v nékterych situacich budeme
pouzivat infixovou notaci, naptiklad soucet dvou ¢isel x,y oznacime x + y.

Casto se v dikazech vyuziva funkce, kterd nam vrati predchiidce dané hod-
noty, tuto funkci budeme znacit P a definujeme ji pomoci primitivni rekurze
nasledovneé:

f(0)=0
fln+1) =m(n, f(n)) =n

10



Stale ale lze algoritmicky sestrojit funkce, na které nam tento vypocetni model
nestaci. Piikladem je tfeba Ackermannova funkce [7]. Abychom ale méli vypo-
¢etni model ekvivalentni Turingovym strojim, musime pridat operator neome-
zené minimalizace.

Funkci f(xq,...,x,) nazveme cdstecné rekurzivni, zkracené CRF, jestlize je
primitivné rekurzivni, nebo vznikne minimalizaci (n+1)-arni ¢astecné rekurzivni
funkce g, coz znamend, ze plati f(z1,...,2,) = pylg(z1,...,zn,y) = 0], kde
zapis pylg(xy,...,xn,y) = 0] predstavuje nejmensi prirozené ¢islo y takové, ze
¢_1($1, s ,a:n,y) =0.

Miize se stat, ze pro néjaky vstup i, ..., x, neexistuje prirozené ¢islo y spl-
nujici danou podminku. Pomoci neomezené minimalizace mtizeme tedy vytvorit
funkce, které jsou parcialni. Z hlediska vyc¢islitelnosti to znamena, ze pro ty ¢as-
tecné rekurzivni funkce, které jsou parcialni, existuji vstupy, jejichz vypocet se
zacykli, protoze hledana hodnota neexistuje. Pouziti neomezené minimalizace na
funkei si ukdzeme v nasledujicim prikladu.

PRIKLAD 3

Méjme ¢astecné rekurzivni funkei g(z,y) = (¢ + y) — 4, vytvorime z ni
pomoci neomezené minimalizace funkci f(z) = py[g(x,y) = 0]. Hodnota funkce
f existuje pouze pro nékterd prirozena cisla. Napriklad f(1) = 3, protoze y = 3
predstavuje nejmensi hodnotu, pro kterou plati rovnost (1 +y) — 4 = 0.

Pokud bychom chtéli znat napiiklad hodnotu f(5), tak se jeji vypocet zacykli,
protoze hodnota funkce f pro tento vstup neexistuje.

Jednim z hlavnich poznatkt teorie vycislitelnosti je to, ze existuji problémy,
které nejsou algoritmicky tesitelné. U nékterych mnozin proto nelze koneénym
vypoctem urcit, jestli zadana hodnota do této mnoziny patii, nebo ne. My tuto
vlastnost budeme urcovat pomoci charakteristické funkce.

Charakteristickou funkci mnoziny A C X rozumime parcialni funkci ¢ : X —
Ny takovou, ze ¢(z) = 0 pravé kdyz x € A.

Mnozinu X C Nf nazveme cdstecné rekurzivni, jestlize existuje ¢astecné re-
kurzivni charakteristicka funkce této mnoziny. Jestlize existuje totalni castecné
rekurzivni charakteristicka funkce, pak rikame, ze X je rekurzivni.

Z definic plyne, ze rekurzivni mnozina je rozhodnutelnd, protoze jeji cha-
rakteristicka funkce se pro kazdy vstup zastavi a rozhodne, zda do této mnoziny
patif. Césteéné rekurzivni mnozina je uz dle svého nazvu pouze ¢asteéna rozhod-
nutelnda, to znamena, ze pro vstupy, které do mnoziny nepatii, se mize vypocet
charakteristické funkce zacyklit.

Céastecéné rekurzivni funkei U : N2 — Ny nazveme univerzdlni, jestlize ptijimé
kéd castecné rekurzivni funkce a vstup, pricemz vysledkem této funkce je hod-
nota, kterou by kédovana funkce vratila pro dany vstup. Existence této funkce
plyne z ekvivalence ¢astecné rekurzivnich funkei a vypocetniho modelu Turingo-
vych stroji, ve kterém se s univerzalnim strojem casto setkavame. Konstrukei
této funkce najdeme mimo jiné v literatufe [6].
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2.4 Cislovani
2.4.1 Parovaci funkce

Parovaci funkci rozumime bijektivni zobrazeni f : Ny x Ny — N, které kazdé
dvojici prirozenych ¢isel vrati jedinecné prirozené ¢islo. Jelikoz se jedné o bijekei,
z kazdého prirozeného cisla naopak ziskame dvojici, kterou toto ¢islo reprezen-
tuje. Jednotlivé slozky tohoto ¢isla uréime pomoci projekei p; a po. Jako priklad
si uvedeme Cantorovu parovaci funkei [8]. Tuto funkei sestrojime nasledovné:

(a+b)*+3a+0b
2

f(a>b) =

VErFi-1 J
2

Ozna¢me w(zx) = { , projekce p1, po parovaci funkce f definujeme nasle-

dovné:
w(z)(w(z) +1)

2
a=pi(a) = w(z) ~ b

b=mpe(x) =2 —

2.4.2 Godelovo ¢islovani

Tato kapitola vychazi z [9)].
Godelovo ¢islovani (téz kddovani) je zobrazeni ¢ : N* — N pro n > 1, dané
nasledujicim predpisem:

¢($1, s ,l’n) = prl>
=1

kde p; predstavuje i-té nejmensi prvocislo.

Toto kédovani ndm umoznuje priradit unikatni c¢isla matematickym objek-
tim, jako jsou napiiklad formule, dikazy nebo také funkce. Jelikoz poskytuje
zpusob, jak zakddovat n-tici kladnych prirozenych ¢isel, mizeme pomoci néj jed-
noznacné zakdédovat Tetézce libovolné konecné abecedy. Dosahneme toho tak, ze
vsechny symboly dané abecedy sefadime a popotradé ocislujeme. Danou n-tici
prirozenych ¢isel mizeme ze soucinu prvocisel zpétné dekoddovat tak, ze Cinitele
sefadime podle velikosti vzestupné a jejich mocnina bude urcovat kod symbolu
na dané pozici.

Princip tohoto ¢islovani stavi na zakladni vété aritmetiky, tedy ze kazdé pri-
rozené ¢islo n > 1 1ze jednoznacné rozlozit na soucin prvocisel. Jelikoz pro tento
rozklad existuji rtizné algoritmy, ziskana prvocisla se mohou lisit poradim, coz
nevadi, protoze pri soucinu na poradi nezalezi.

PRIKLAD 4
Méjme abecedu ¥ = {a,+, =}, oc¢islujme prvky funkeci f tak, ze f(a) =
L, f(4+) = 2, f(=) = 3, pak pomoci Godelova ¢islovani je fetézec a + a = aa
reprezentovan Sestici (1,2,1,3,1,1) a ta ma hodnotu 4414410 = 2132517311113
Jelikoz méame soucin prvocisel a jednotliva prvocisla jsou sefazend, n-tici pri-
rozenych ¢isel ziskdme z exponentu jednotlivych mocnin, tedy (1,2,1,3,1,1).
Dosazenim symbolt za hodnoty ziskame zpét fetézec a + a = aa.
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3 Topologicka teorie datovych typt

Tato teorie byla vytvofena na zédkladé poznatki z [2] a [10].

3.1 Datovy typ

V programovani si pod pojmem datovy typ vétsinou predstavime néjakou mno-
zinu hodnot spolu s operacemi, které s nimi mizeme provadét a zptusobem jejich
ulozeni v pocitaci. Kromé klasickych datovych typi, jako jsou napiiklad char,
int nebo float v programovacim jazyce C, se muzeme ale setkat i s neko-
necnymi datovymi typy. Nékteré programovaci jazyky, jako jsou Common Lisp
a Python, napriklad umoznuji pracovat s libovolné velkymi prirozenymi cisly.
Jedinou limitaci jejich velikosti je pamét pouzitého pocitace. Dalsim prikladem
nekonecného datového typu jsou funkéni datové typy, mizeme se s nimi setkat
naptiklad v programovacim jazyce Haskell, umoznuji ndm reprezentovat data
funkcemi.

V této praci budeme na datovy typ nahlizet hlavné z pohledu vy¢islitelnosti.
Pti praci s nekonecnymi datovymi typy muze zpusob reprezentace ovlivnit, které
operace jsme schopni naprogramovat. Proto definujeme datovy typ tak, aby zpi-
sob reprezentace zohlednoval.

Abychom ale mohli obecné pracovat s datovym typem, musime nejdrive sta-
novit néjaky jednotny jazyk, ve kterém dané reprezentace budeme definovat. At
vybereme jakykoliv programovaci jazyk, stejné kazda hodnota skonc¢i v paméti
pocitace zapsana pomoci nul a jednicek jako prirozené cislo. Prirozena cisla se
proto jevi jako idealni zptisob pro jednotny popis reprezentaci.

Definice 5 (Datovy typ)

Datovym typem nazveme mnozinu X spolu s podmnozinou M C N a surjek-
tivnim parcialnim zobrazenim ¢ : M — X nazvanym interpretacni funkce. Mno-
zinu M nazveme mnozina reprezentaci datového typu.

Interpretacni funkce

M — X
Mnozina ¢

v

reprezentaci

M

N Datovy typ X

Obrazek 2: Vizualizace datového typu.

Mnozina reprezentaci M vlastné predstavuje vSechny spravné syntakticky
zapsané reprezentace daného datového typu. Datové typy, které zminime v ramci
této prace, budou mit tuto mnozinu rekurzivni.
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PRIKLAD 6

Uvedeme piiklad datového typu nezdpornych raciondlnich ¢isel Q. Jednou
z moznosti by byla reprezentace s pouzitim péarovaci funkce z Kapitoly 2.4.1,
vzhledem k c¢itelnosti interpretacni funkce ale definujeme vlastni reprezentaci.

Jednotliva racionalni cisla reprezentujeme zretézenim binarnich zapisu cita-
tele a jmenovatele tak, ze mensi z nich je doplnén nulami zleva, aby mély stejnou
délku. V situacich, kdy bude doplnén nulami zleva citatel, bychom neméli validni
prirozené ¢islo, tudiz vzdy pred vzniklé binarni ¢islo vlozime d¢islici 1.

Oznac¢me operaci celociselného déleni |a/b] = a//b a operaci zbytek po ce-
lo¢iselném déleni symbolem %. Pro r € N polozme | = |log, 7|, [ tedy ozna-
¢uje pocet bindrnich ¢islic zmenseny o jedna. Definujme mnozinu reprezentaci
M = {r € N|r — 2! neni délitelné 2///2} interpretacni funkci ¢ pak pro m € M
definujeme nasledovneé:

(m—2)//2"/?
M) = o =y

UvaZzujme napiiklad ¢&slo 45315 = 1110001015, zde | = 8 a éislo 197 = 453 — 28
neni délitelné ¢islem 16 = 2*. Vime tedy, Ze 453 € M. P¥irozené &islo 453 v tomto

datovém typu reprezentuje racionalni ¢éislo ((453) = 112?%113 = 132

V uvedeném prikladu neni interpretacni funkce prosta. Pokud bychom ale
pouzili dodateéné podminky na mnozinu reprezentaci M, bylo by mozné jedno-
znacnosti dosdhnout. Vytvorili bychom tim ale odlisny datovy typ, ve kterém
nezkracené podily prirozenych ¢isel neinterpretuji hodnoty z Q*. Obecné u re-
prezentace prvki datového typu uz z jejich podstaty nemusi jit jednoznacnosti
dosahnout.

Dalsi dilezitou poznamkou je, Ze v tomto prikladu je interpretac¢ni funkce to-
talni, to ale také neni podminkou. Interpretacni funkce je dle definice parcialni,
protoze existuji datové typy, u nichz je ovérit spravnost reprezentace nerozhod-
nutelnym problémem. Jako priklad poslouzi priklad datového typu redlnych ¢isel
s intervalovou reprezentaci z Kapitoly 4.3.

3.2 Pozorovatelnd mnozina

Cilem této casti bude definovat na datovém typu topologii. Topologie nam po-
skytne dtlezity tihel pohledu, ktery vyuzijeme mimo jiné pri zkouméni zobrazeni
datovych typi. Konkrétné nam poslouzi jako nastroj pro urcovani hranic vycis-
litelnosti.

Zvolime-li totiz vhodné oteviené mnoziny, dosdhneme toho, ze funkce, které
se daji naprogramovat, budou spojité. Touto volbou budou pravé pozorovatelné
mnoziny. Pozorovatelné mnoziny jsou zjednodusené takové mnoziny, ve kterych
lze existence prvku overit néjakym vypoctem v koneéném case.
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Definice 7 (Pozorovatelna mnozina)

Méjme datovy typ X, mnozinu U C X nazveme pozorovatelnd (téz rozpo-
znatelnd), jestlize existuje ¢astecné rekurzivni funkce f takova, ze pro kazdé m
z defini¢niho oboru interpretacni funkce ¢ plati {(m) € U pravé kdyz f(m) = 0.
Funkci f nazveme pozorovaci.

Véta 8
V datovém typu tvori systém pozorovatelnych mnozin bazi topologie.

Diikaz

Méjme datovy typ X se systémem pozorovatelnych mnozin o. Nejdiive do-
kazeme, ze Uye, U = X. Tuto podminku ovérime ditkazem, ze mnozina X je
pozorovatelna. Poté ovéiime, Ze pro kazdé dvé pozorovatelné mnoziny U, a Us
plati, ze V= U; N U, je také pozorovatelna mnozina.

Chceme dokazat, ze existuje ¢astecné rekurzivni funkce f, ktera pro kazdé
m € dom(¢) spliuje f(m) = 0 pravé kdyz ((m) € X. Hledanou funkci je kon-
stantni funkce f(x) = 0. Zfejmé f(m) = 0 pro kazdé m € dom(() jelikoz kon-
stantni funkce vraci nulu vzdy. Jestlize naopak ((m) € X, pak ze stejného du-
vodu také plati f(m) = 0. Je dulezité si uvédomit, ze vysledek funkce f pro ¢isla
m ¢ dom(() nefesime. Jelikoz nulova funkce f je z definice ¢astetné rekurzivni,
tak existuje pozorovaci funkce mnoziny X, a tedy X je pozorovatelna.

Abychom dokazali druhou podminku, musime najit pozorovaci funkci g mno-
ziny V. Jelikoz U; a Uy jsou pozorovatelné mnoziny, existuji jejich pozorovaci
funkce, oznacime je poporadé f; a f. Pomoci téchto funkci vytvorime hledanou
funkci g nasledovné:

g9(x) = fu(x) + falx)

Operace scitani je ¢astecné rekurzivni funkce jak vime z Poznamky 2. Predpo-
kladejme tedy, ze pro x € dom(() plati g(x) = 0. Pro jednotlivé pozorovaci
funkce musi platit fi(z) = 0 a fo(x) = 0. Z toho plyne, ze ((z) € Uy a zaroven
((x) € Uy, takze ((z) € V. Také musi platit, ze pro kazdy prvek = € dom(()
takovy, ze ((x) € V je g(x) = 0. Protoze ((x) € V a V. =U;NUs,, pak {(x) € Uy,
a tedy fi(x) = 0ataké ((x) € Us, a proto fo(z) = 0, takze plati g(z) = 0+0 = 0.

]

Ptirozené se naskytne otazka, jestli pozorovatelné mnoziny tvori také topo-
logii. Uz na zdkladé mohutnosti mnoziny vsech CRF zjistime, Ze tomu tak byt
nemusi. Vime, ze kazda ¢astecné rekurzivni funkce vznikne pouzitim kone¢ného
poctu operaci minimalizace,’ slozen{ a primitivni rekurze se zakladnimi rekurziv-
nimi funkcemi. Céstecné rekurzivnich funkef je tedy spocetné mnoho. Aby byly
splnény podminky topologie, muselo by platit, Ze libovolné sjednoceni pozoro-
vatelnych mnozin je pozorovatelnd mnozina. To ale neplati vzdy, mame-li neko-
necné prvki, dokdazeme pouzitim Cantorovy diagonalizacni metody, Ze existuje

3Kazda ¢éstecné rekurzivni funkce lze zapsat v Kleenové normélni formé, kterd dokonce
pouziva minimalizaci nejvyse jednou.
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nespocetné mnoho ruznych sjednoceni téchto prvku. Jelikoz ¢astecné rekurziv-
nich funkci je spocetné mnoho a topologie musi byt uzaviena na sjednoceni, tak
pozorovatelné mnoziny nemusi vzdy tvorit topologii.

Pro demonstraci poslouzi priklad datového typu N s interpretacni funkci de-
finovanou jako identita. Pozorovatelné mnoziny zde tvori bazi diskrétni topo-
logie, nikoliv vSak topologii. Prikladem mnoziny, kterda neni pozorovatelna, je
H = {M € N | M predstavuje kéd Turingova stroje, ktery se pro alespornl jeden
sviyj vstup nezastavi}.

Je dilezité si uvédomit, ze pozorovatelné mnoziny tvori sice jen bazi topologie,
ale zase jsou uzavrené na spocetna sjednoceni.

Kdyz budeme hovotit o topologii datovych typt, pokud nebude uvedeno ji-
nak, budeme uvazovat topologii generovanou pozorovatelnymi mnozinami.

PRIKLAD 9

Uvazujme datovy typ X = {0,1} s mnozinou reprezentaci M = {1,2,3,4}
a interpretacni funkci ((z) = x % 2. V tomto datovém typu je kazda podmnozina
X pozorovatelna. Pozorovaci funkce mnoziny X je nulova funkce a pozorovaci
funkce 0 je naptiklad f(x) = 1, kterd nevrati nulu nikdy. Definujeme-li funkci
pro absolutni hodnotu rozdilu jako |x — y| = (x — y) + (y — x), pak pozorovaci
funkci f; mnoziny {1} vytvorime jako fi(z) = |z — 1| x | — 3|, pro mnozinu {0}
pozorovaci funkci fo vytvorime jako fo(z) = |z — 2| x |x — 4. Jelikoz absolutni
hodnota rozdilu, s¢itani i od¢itani jsou primitivné rekurzivni funkce, pak funkce
f1, f2 jsou jisté castecné rekurzivni. V tomto prikladu pozorovatelné mnoziny
tvori diskrétni topologii.

Véta 10
V datovém typu X s konecnou mnozZinou reprezentaci M tvori pozorovatelné
mnoziny diskrétni topologii.

Diikaz

Toto tvrzeni dokadzeme zobecnénim myslenky z Prikladu 9. Diky Vété 8
staci overit, ze kazda jednoprvkova mnozina je pozorovatelna a ze pozorovatelné
mnoziny jsou uzavieny na libovolna sjednoceni.

Jelikoz mnozina reprezentaci M v daném datovém typu je konecna, tak kazda
hodnota je reprezentovana konec¢nym poctem reprezentaci. Oznacme interpre-
tacni funkci ¢ a pro € X méjme mnozinu prirozenych cisel N = {m € M |
¢((m) = x}, pak existuje pozorovaci funkce f této mnoziny, kterou vytvorime
jako f(z) = Tlpen [z —nl.

Jelikoz interpretacni funkce je surjektivni a M je konecénd mnozina, tak X je
také koneénd mnozina a ma 2% podmnozin. Pozorovaci funkei libovolného sjed-
noceni tedy vytvorime jako soucin kone¢ného poc¢tu pozorovacich funkei dil¢ich
mnozin. Jestlize pro m € dom(() nélezi ((m) do sjednoceni, pak musi také néle-
zet alespon do jedné ze sjednocovanych mnozin, pozorovaci funkce této mnoziny
pro vstup m vrati hodnotu 0, a tedy i vysledkem souc¢inu bude 0. Jestlize nao-
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pak pozorovaci funkce libovolného sjednoceni vrati hodnotu 0 pro m € dom((),
tak jeden z Ciniteli soucinu musi byt nulovy, tedy néktera z dil¢ich pozorovacich
funkci vratila vysledek 0, coz znamena, ze prvek m do této mnoziny patii a musi
byt také soucasti sjednoceni. O

Vime, ze systém mnozin, ktery tvori topologii je zaroven i bazi topologie.
Pokud pozorovatelné mnoziny v datovém typu tvori bazi diskrétni topologie,
jedna se z hlediska vy¢islitelnosti o idealni situaci.

Véta 11
Meéjme zobrazeni datovych typt f : X — Y, jestliZe pozorovatelné mnoZiny
v datovém typu X tvori bazi diskrétni topologie, pak f je spojité zobrazeni.

Diikaz

Na mnoziné X uvazujeme topologii generovanou pozorovatelnymi mnozi-
nami, a tedy v tomto pripadé diskrétni topologii. Pro kazdou pozorovatelnou
mnozinu O C Y tedy plati, Ze f~1(O) je oteviend, protoZze v diskrétni topo-
logii je kazd4 mnozina oteviend, tedy i mnoZina f~1(O). Zobrazeni f je tedy
spojité. O

Nyni, kdyz mame definovanou topologii datovych typt, zbyva nam definovat,
co to znamena pro zobrazeni datovych typi, Ze jsou naprogramovatelna.

3.3 Vycislitelna funkce

Zobrazeni datovych typt nas budou zajimat predevsim ta, ktera lze ve skutec-
nosti naprogramovat. Takovym zobrazenim se fika vycislitelna. Jestlize je zobra-
zeni vycislitelné, pak dle intuice musi existovat algoritmus, ktery spravné prevede
prvky mezi jednotliviymi mnozinami reprezentaci.

V této kapitole si také ukazeme, ze v kontextu konecnych datovych typt
skutecné na hranice vy¢islitelnosti nenarazime, a tedy vsechna jejich zobrazeni
lze naprogramovat.

Definice 12 (Vy¢islitelna funkce)

Méjme datové typy X a Y s interpretacemin : N — Y a (: M — X.
Rekneme, Ze funkce f: X — Y je vycislitelnd, jestlize existuje parcidlni ¢astetné
rekurzivni funkce g : M — N takovd, ze pro kazdé m € dom(¢) plati n(g(m)) =
f(¢(m)).

Funkce f tedy bude vycislitelnd, jestlize diagram v Obrazku 3 komutuje.

Funkce g je parcialni ze stejného divodu jako interpretacni funkce, u nékte-
rych datovych typi mnoziny reprezentaci nejsou ¢astecné rekurzivni a ovérit pro
zadany prvek, jestli do této mnoziny patti, miize byt nerozhodnutelnym problé-
mem. Dle definice také plati, ze dom({) = dom(g), protoze vydcislitelna funkce f
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Mnozina reprezentaci M Mnozina reprezentaci N

g:M—~N

7
¢astecné rekurzivni
Interpretace ¢ : M — X l J Interpretace n: N =Y

f:X—->Y

vycislitelna

Datovy typ X Datovy typ Y

Obréazek 3: Diagram komutace vycislitelné funkce.

je definovana pro vsechny své hodnoty.

Véta 13
Meéjme datové typy X a 'Y, jestlize zobrazeni f : X — 'Y je vycislitelné, pak
je spojité.

Diikaz

Diky Vété 8 vime, zZe pozorovatelné mnoziny tvori bazi topologie a podle
Véty 1 nam staci ukazat, ze pro kazdou pozorovatelnou mnozinu O C Y plati,
ze f7YO) je pozorovatelnd mnozina v X. Musime tedy dokézat, Ze existuje
pozorovaci funkce r mnoziny f~1(0) C X.

Necht ¢ je interpretacni funkce datového typu X a M je mnozina repre-
zentaci. Interpretac¢ni funkci pro Y oznacéme 7. Jelikoz funkce f je vycislitelna,
existuje parcialni ¢astecné rekurzivni funkce g takova, ze pro kazdé m € dom(()
plati n(g(m)) = f({(m)). Jelikoz O je pozorovatelnd mnozina, pak existuje jeji
pozorovaci funkce, tu oznac¢ime h. Hledanou pozorovaci funkci r vytvorime slo-
zenim téchto funkei r(x) = h(g(z)). Ovéfime nyni, ze r(x) = 0 pravé kdyz
¢(m) € f~1(O) pro kazdé m € dom(().

1. {(m) € f1O)=r(z)=0

Tento dikaz provedeme sporem. Kdyby pro néjaké m € dom(() platilo
¢(m) € f710), ale r(m) # 0, pak dojdeme ke sporu, Ze funkce g spliluje
rovnost 7(g(m)) = f({(m)), nebo ze h je pozorovaci funkce mnoziny O C
Y.

Rozeberme nejdrive prvni zminénou moznost. Jestlize r(m) = h(g(m)) # 0,
pak tedy n(g(m)) ¢ O. Dle piedpokladu ¢(m) € f~1(O) ale vime, zZe
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f(¢(m)) € O, dojdeme tedy ke sporu s tim, ze n(g(m)) = f(¢(m)).

Nyni rozebereme druhou moznost. Vime, ze f({(m)) € O a také n(g(m)) €
O. Zéaroven plati, ze g(m) € dom(n), ale r(m) = h(g(m)) # 0. To znamena,
ze h(g(m)) nevrati nulu, ackoliv n(g(m)) € O, to je spor s tim, ze h je
pozorovaci funkce mnoziny O.

—_

2. {(m)e f[FHO)<=r(x)=0

Dtikaz opét provedeme sporem. Dokéazeme, ze pro m € dom(() takové,
ze ((m) ¢ f~1(O) a r(m) = 0 bud plati, Ze funkce g nespliiuje rovnost
n(g(m)) = f(¢(m)), nebo h neni pozorovaci funkce mnoziny O C Y.

V prvnim ptipadé z ((m) ¢ f~1(O) plyne, ze f(¢(m)) & O, ale dle r(m) =
h(g(m)) = 0 vime, ze n(g(m)) € O. Vznikne ndm tedy spor s tim, ze
n(g(m)) = f(¢(m)).

V druhém piipadé, pokud by rovnost r(m) = 0 platila, tak by to zname-
nalo, ze pro n € dom(n) neplati, ze h(n) = 0 pravé kdyz n(n) € O, protoze
g(m) € dom(n) a n(g(m)) ¢ O, ale h(g(m)) = 0 coz je spor s tim, ze h
je pozorovaci funkce mnoziny O, kdyz vrati hodnotu 0 pro prvek, ktery O
nenalezi.

Ovérili jsme, zZe plati obé strany ekvivalence, takze r je pozorovaci funkce mnoziny
F71O). Dokézali jsme tedy, 7Ze kazdé vydcislitelné zobrazeni je spojité. O

Opacny smér implikace Véty 13 neplati. Néktera spojita zobrazeni nemusi byt
vydislitelna. Toto tvrzeni lze dokézat opét pomoci argumentu mohutnosti. V da-
tovém typu je vycislitelnych zobrazeni pouze spoc¢etné mnoho, zatimco spojitych
zobrazeni miize byt nespocetné mnoho.

Disledek 14
Jestlize zobrazeni datovich typid f neni spojité, neni vycislitelné.

Ackoliv tento disledek primo vyplyva z Véty 13, poskytuje nam uzitecny
nastroj pri urcovani vycislitelnosti u nékterych zobrazeni. Jestlize neni splnén
pozadavek na spojitost, nelze viibec uvazovat o vycislitelnosti tohoto zobrazeni.
Abychom si mohli priblizit intuici za timto tvrzenim, predstavime si Sierpinského
datovy typ.

Sierpinského datovy typ S nabyva hodnot L a T a je zakladnim prvkem pfi
studiu datovych typta z hlediska topologie. Hodnota | oznacuje nekonecény vy-
pocet a T oznacuje konecny vypocet. Dle nasi teorie tento datovy typ formélné
nelze definovat, pozadujeme totiz, aby interpretacni funkce byla surjektivni, za-
timco hodnota | je dosazena pouze ve chvili, kdy hodnota interpretacni funkce
neexistuje.

Pokud bychom pro Sierpinského datovy typ uvazovali topologii pozorovatel-
nych mnozin, otevienymi mnozinami budou S = {T, L}, () a zfejmé {T }, protoze
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konec¢ny vypocet je pozorovatelny, stejnou iivahou dojdeme k tomu, Zze mnozina
{L} nebude pozorovatelna.

Pro tento datovy typ lze definovat ¢tyfi rizné zobrazeni f : S — S, z nichz
pouze jedno neni spojité, a je to pravé to zobrazeni, které nelze naprogramovat.
Uvazujeme-li funkcionalni programovaci jazyk s linym vyhodnocovanim, napro-
gramovatelnd zobrazeni jsou nasledujici:

1. fi(z) = x predstavujici identitu, pro koneény vypocet vrati konecny vypo-
¢et, pro nekonecny vypocet se zacykli,

2. fa(x) = L predstavujici konstantni funkci, kterda se vzdy zacykli a svij
argument nevyhodnocuje,

3. fa(x) = T predstavujici konstantni funkei, kterd sviij argument také nevy-
hodnocuje, ale vzdy vrati konec¢ny vypocet.

Zbyva ndm takové zobrazeni, které se pro koneény vypocet na vstupu zacykli
fa(T) = L, ale pokud na vstupu dostane nekoneény vypocet, vrati naim konecény
vypocet fi(L) = T. Takova funkce zfejmé naprogramovat nejde, jelikoz nee-
xistuje algoritmus, ktery by obecné urcil, jestli hodnota na vstupu predstavuje
konec¢ny, nebo nekonecny vypocet.

Véta 15
Meéjme datovy typ X s konecnou mnozZinou reprezentaci M, kazdé zobrazeni
X — X je vycislitelne.

Diikaz

Z Véty 10 vime, ze X ma diskrétni topologii a z Véty 11 vime, ze f je
spojité. Oznacme interpretacni funkeci (, jelikoz predpoklad na spojitost je splnén,
dokazeme, Ze existuje funkce g takova, ze pro kazdé m € dom(¢) plati ((g(m)) =

f(¢(m)).
Jelikoz mnozina reprezentaci M je konecnd, je konecna také dom(¢) C M,
jeji velikost ozna¢ime n = |dom(()|. Pro kazdé a € dom(() existuje néjaké

b € dom(() takové, ze ((b) = f(((a)). Tento prvek skutecné existuje, protoze
interpretacni funkce je surjektivni a vycislitelna funkce f je totalni. Staci tedy
vytvorit funkci g tak, ze pro kazdé a vrati prislusnou hodnotu b.

Pro kazdé a; € dom(() oznacme tuto hodnotu jako b; a méjme primitivné
rekurzivni funkei fi(z) = 1 — sgn(|x — a;]), kterd pro f;(a;) = 1, jinak f(z) =0.
Hledanou funkci g poté vytvorime nasledovné:

g(x) = bifi(z) + bafa(z) + ... + bpful2)
Pro kazdé ¢ < n plati g(a;) = b;, protoze pro kazdé j < n takové, ze i # j je

soucin b; f;(x) = 0. To vime, jelikoz f;(a;) = 0, zbyde nam tedy soucin b; f;(a;),
zde vime, ze fi(a;) = 1 a proto g(a;) = b;. O
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3.4 Soucinovy datovy typ

Abychom nezustali pouze u unarnich operaci, a mohli definovat na datovych
typech i operace s vyssi aritou, definujeme soucinovy datovy typ. Soucinovy
datovy typ predstavuje kartézsky soucin dil¢ich datovych typt.

Definice 16 (Soucinovy datovy typ)

Méjme datové typy X; a Xs s interpretacnimi funkcemi (; : M; — X,
a (o: My — X5. Necht d : N x N — N je parovaci funkce s projekcemi py, ps.
Soucinovy datovy typ nazveme mnozinu D = X; x X, s interpretacni funkci
0(x) = (C1(p1(2)), C2(p2(x))) a mnozinou reprezentaci M = d(My, Ms).

Ovérme nejdiive, ze soucinovy datovy typ spliuje definici datového typu.
Musi platit, ze interpretacni funkce 6 je surjektivni, a tedy pro kazdou dvojici
(x1,m2) € D existuje m € M tak, ze (m) = (z1,x2). To jisté plati, protoze
parovaci funkce d je bijekce, dil¢i interpretacni funkce (4 a (o jsou surjektivni
a kompozice surjektivnich zobrazeni je také surjektivni zobrazeni.

Na zakladé intuice by pozorovatelné mnoziny mély tvorit bazi topologie sou-
¢inu. Toto tvrzeni se nam ale nepodarilo dokazat, proto pouze dokazeme, ze
topologie generovana pozorovatelnymi mnozinami je silnéjsi, nez topologie sou-
¢inu. Stale bude platit, ze kazda funkce, ktera je spojita v topologii soucinu, je
také spojita v topologii generované pozorovatelnymi mnozinami, ale pribudou
dalsi zobrazeni, kterd jsou spojita, ale nelze je naprogramovat.

Véta 17
Topologie generovand pozorovatelngmi mnozinami soucinového datového typu
je silnejsi nez topologie soucinu.

Diikaz

Mame datovy typ D = X; X X, oznaCme interpretacni funkci 6(z) =
(C1(p1(x)), C2(p2(7))) a mnozinu reprezentaci M = d(M,, M), kde d je parovaci
funkce s projekcemi py,ps a (1, (s jsou poporadé interpretacni funkce datovych
typu X1, Xo. Systém pozorovatelnych mnozin oznac¢ime o.

Dle véty 8 vime, Ze systém pozorovatelnych mnozin o tvofi bazi topologie.
Zbyva dokazat, ze generovana topologie je silnéjsi nez topologie soucinu. To do-
kazeme ovérenim, ze kartézské projekce m; a o jsou spojita zobrazeni.

Meéjme pozorovatelné mnoziny A; € X; a Ay C X5 s pozorovacimi funkcemi
popoiadé fi a fy. DokdZeme, ze mnoziny 7, '(A1) a 75 '(Az) jsou pozorovatelné.
Pozorovaci funkci g; pro mnozinu 71y '(A;) vytvoiime jako g1 (x) = fi(p1(z)). Pro
kazdé m € dom(0) takové, ze O(m) € m; *(Ay) skutecné plati g;(m) = 0, protoze
p1(m) € dom((y) a jelikoz (1 (pi(m)) € Ay, tak dle definice pozorovaci funkce f;
plati fi(pi(m)) = 0.

Naopak jestlize g1(z) = 0 a = € dom(f), ovéime, ze 0(x) € 71 (A;). Jelikoz
z x € dom(0) vyplyva, ze pi(z) € dom((y), tak potom plati fi(pi(z)) = 0 pravé
kdyz (1(p1(x)) € A;. Jelikoz funkce g1, neboli fi(pi(z)) vratila hodnotu 0, tak
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G(pi(x)) € Ay, atudiz 0(z) € ' (Ay).
Pro mnozinu 7, *(As) pozorovaci funkci go definujeme jako go(z) = fa(p2(2))
a dikaz provedeme obdobné. O

POzZNAMKA 18

Abychom pozorovaci funkce f1, fo mohli povazovat za Castecné rekurzivni,
museli bychom nejdrive dokazat, Zze samotné projekce p; a py parovaci funkce
jsou castecné rekurzivni. Ackoliv tomu tak je, v ramci této prace pro slozitost
toto ovéreni provadét nebudeme a budeme predpokladat, Ze p; a ps definované
v Kapitole 2.4.1 jsou skutec¢né castecné rekurzivni funkce.

PRIKLAD 19
Méjme soucinovy datovy typ D = X x X, kde X je priklad datového typu

x
kladnych racionalnich ¢isel s interpretacni funkei ¢(z) = plE ; , kde p1(x) a po(z)
p2(T
jsou projekce parovaci funkce d. Méjme zobrazeni f : D — X definované jako
f(x) = |m(x) — mo(x)|, ukdzeme si Ze toto zobrazeni je vycislitelné. Hledanou

CRF g vytvoiime podle nasledujici rovnosti:

a ¢ a-d—>b-c
b d b-d

g(x) = d(pi1(p1(x)) - p2(p2()) — p1(p2(x)) - P2(P1()), P2(P2()) - Pr(pa2(7)))

kde operace od¢itani je pomoci funkce predchidce P definovana nésledovné:

f({l?,O)ZCL’ f((L’,?”L—I—l):P(f({L’,TL))

V situacich, kdy vysledkem by mélo byt zaporné ¢islo, funkce vrati hodnotu
0, protoze P(0) = 0.

T+9+4

3
Méjme ¢isla 187 reprezentovand Cisly d(3,4) = 3lad(l,4) =

524+3+4 31

% = 16. Prvek souc¢inového datového typu (Z’ Z) € D je reprezento-
47% + 48 4 31

vany hodnotou d(31,16) = % = 1144. Definovanou operaci od¢itani

vypocitame jako ¢g(1144) =d(3-4—4-1,4-4) = d(8,16) = 308.

4 Datovy typ realnych cisel

Realna cisla znac¢ime symbolem R, jsou sjednocenim mnoziny racionalnich cisel
Q s mnozinou iracionalnich ¢isel I. Motivaci za vznikem tohoto ¢iselného oboru
a divodii, pro¢ racionalni ¢isla nestaci, je nespocet:

o Nejsme schopni spocitat délku tthlopricky ve Ctverci.

o Nelze ur¢it pomér mezi obvodem kruznice a jejim polomérem.
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» Existuji konvergentni posloupnosti racionalnich ¢isel, které nemaji limitu.
« Ciselnd osa raciondlnich ¢éisel obsahuje ,,diry*.*

Jednim z hlavnich cilti této prace je prozkoumat reprezentace realnych cisel
a jejich vlastnosti, predevsim tedy schopnost definovat zakladni aritmetické ope-
race. Jelikoz v pocitaci nemame k dispozici nekoneéné mnozstvi paméti, musime
byt schopni popsat jednotliva ¢isla koneénym mnozstvim informaci. Dosdhneme
toho napriklad tim, Ze je budeme chapat jako programy, které pro zadany index
vrati cifru na dané pozici.

Existuji ruzné reprezentace, které tento zpusob umoznuji. At uz ale zvolime
jakoukoliv reprezentaci, zadna ndm neumozni reprezentovat vSechna redlna cisla.
Mohli bychom pouzit argument o nespocetnosti realnych ¢isel a spocetnosti mno-
ziny vSech algoritmt. Redlna ¢isla, kterd naopak timto zpiisobem lze reprezento-
vat, se nazyvaji vycislitelna.

Turing ve své praci [12] definoval vydcislitelnd cisla jako takovd, pro ktera
existuje Turingtv stroj, jenz se pro vstup n zastavi a na pasce bude mit vypsanu
n-tou cifru tohoto ¢isla. My se budeme touto definici inspirovat a realné cislo
nazveme vycislitelné, jestlize existuje castecné rekurzivni funkce, jejiz vypocet
pro kazdy vstup n skonéi a vrati n-tou cifru tohoto ¢isla. Mnozina vycislitelnych
realnych cisel je zachycena na Obrazku 4.

Redlna ¢isla

R

Vycislitelna
log 5

V2

Racionalni cisla
Obrézek 4: Venniv diagram podmnozin redlnych ¢isel.

Symbolem A znacime realnd algebraicka cisla. Algebraicka ¢isla jsou kom-
plexni ¢isla, kterd ziskame jako kofeny polynomialnich rovnic jedné proménné

4Rozdélime-li raciondlni ¢isla do dvou neprazdnych mnozin A, B tak, Ze kazdy prvek z B
je vétsi nez prvky v A, pak B nemusi mit minimum a A nemus{ mit maximum. Napfiklad
A={z |2z cQaplati 22 < 2} a B = {z | v € Q a plati 2 > 2}. Dirou je mysleno,
7e neexistuje racionalni ¢islo, které by tvorilo hranici mezi témito mnozinami. Tyto diry jsou
pravé iraciondlni ¢isla [11].
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s celoc¢iselnymi koeficienty. Téchto ¢isel je spocetné mnoho [13], pouzitim algo-
ritmu na vypocet kofent polynomu [14] je skutecné muzeme vypoctem v konec-
ném case aproximovat na libovolnou presnost. Doplitkem algebraickych cisel je
mnozina transcendentnich Cisel, kterd je nespocetna.

Néktera transcendentni ¢isla jsou vydcislitelna, je jich spoc¢etné mnoho a patii
mezi né napriklad 7, e, log1p5. Vétsina transcendentnich cisel ale vy¢islitelna neni.
Piikladem takového é&isla je Chaitinova konstanta Q [15] nebo tieba 352, 27 BB,
kde BB oznacuje funkci znamou jako BusyBeaver [16]. Hodnota BB(n) oznacuje
maximalni mozny pocet krokt, ktery provede Turingtv stroj o velikosti n predtim
nez se zastavi. V obou pripadech plati, ze kdybychom byli schopni vypocitat tato
¢isla s libovolnou presnosti, tak vyresime nerozhodnutelny Problém zastaveni.
Proto, kdyZ budeme hovorit o realnych ¢islech v kontextu datového typu, budeme
mit na mysli mnozinu vsech vy¢islitelnych redlnych ¢isel.

V nésledujicich kapitolach si predstavime nékteré datové typy realnych ¢i-
sel a rozebereme jejich hranice vy¢islitelnosti predevsim v kontextu zakladnich
aritmetickych operaci.

4.1 Reprezentace nekoneénym binarnim rozvojem

Nejdrive si predstavime tu nejintuitivnéjsi reprezentaci realnych ¢isel, jednotliva
¢isla budeme reprezentovat pomoci nekonec¢ného ¢iselného rozvoje s prirozenym
zakladem.

Kazdé realné ¢islo se sklada z celociselné a desetinné c¢asti. Miizeme si jej tedy
predstavit jako jejich soucet. Nyni budeme pro srozumitelnost demonstrace pra-
covat pouze s readlnymi ¢isly z uzavieného intervalu [0, 1], neboli pouze s desetinnou
casti.

Obecné pri reprezentaci realnych ¢isel nekoneénym ciselnym rozvojem o za-
kladu b zapisujeme ¢isla z intervalu [0, 1] ve formé:”

400
(0,araza3 . ..)p = Z apb™*
k=1

V této praci pro prehlednost zvolime zéklad b = 2, tedy kazda cifra a5, € {0, 1}.
Pokud bychom zvolili jiny prirozeny zaklad, nebude to mit vliv na to, které funkce
budou vy¢islitelné, protoze zéaklady mezi sebou muzeme jednoduse prevadét.

Uvazujme jednotkovy &tverec, ktery je rozdélen na obdélniky o obsahu 27%
pro kazdé k € N a ty obdélniky, jejichz cifra a; = 1, jsou vybarveny. Vysledné
realné ¢islo si potom muzeme predstavit jako soucet obsahi, které zabiraji prave
vybarvené obdélniky. Jako ptiklad si uvedeme ¢islo (0,11000...); = 271 +272 =
(2)10, které je zobrazeno na Obrazku 5.

Redlna cisla s touto reprezentaci skuteéné tvori datovy typ. Defini¢nim obo-
rem interpretacni funkce jsou vSechna prirozena cisla, ktera pouzitim Godelova
kédovni predstavuji zapis uplné ¢astecné rekurzivni funkce.

5Cislo 1 lze také zapsat jako 1,000. ..
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Obréazek 5: Redlné ¢islo zapsané v jednotkovém cétverci.

Meéjme univerzalni ¢astecné rekurzivni funkci U, tato funkce pro Goédelovo
¢islo z, reprezentujici ¢astecné rekurzivni funkci f a vstup y, vrati hodnotu této
funkce pro zadany argument, tedy f(y). Interpretacéni funkci ¢ poté definujeme
jako:

“+o0o
((z) = ZU({B, k)-27"

V tomto datovém typu tato funkce nebude prosta, protoze existuji ¢isla, ktera
nemaji pouze jednu moznost reprezentace. Konkrétné jsou to vsechna ¢isla, ktera
vzniknou jako soucet konecného poctu zapornych mocnin svého zakladu, rika se
jim dyadickd. Napriklad druhym zptusobem reprezentace Cisla (%)10 je (0,1011...),,
jeho zapis v jednotkovém c¢tverci vidime na Obrazku 6. U ¢isel, ktera nejsou dya-

1/32
1/64

1/8
1/16

1/2

1/4

Obrazek 6: Alternativni reprezentace dyadického ¢isla.

dickd, tedy u iraciondlnich ¢isel nebo napifklad ¢isla (3)10 = (0,01010...)s, tuto
dvojitou reprezentaci nemame.

Pokud bychom chtéli bezpodminecné dosahnout unikatni reprezentace real-
nych ¢isel, mohlo by se zdat, Ze Tesenim je zakéazat reprezentaci koncici neko-
necnou sekvenci jednic¢ek. Interpretacni funkce ale ani v tomto ptipadé nebude
prosta, protoze existuje vice zpiisobu, jak vytvorit ¢astecné rekurzivni funkeci,
ktera pro stejné vstupy vraci stejné vystupy.
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Nyni charakterizujeme topologii generovanou pozorovatelnymi mnoznami.

Véta 20
Pozorovatelné mnoZiny v datovém typu redlngjch cisel s reprezentaci nekonec-
nym bindrnim rozvojem generuji topologii silnéjsi, nez je standardni topologie.

Diikaz

Nejdrive dokazeme, ze kazdy otevieny interval je pozorovatelny a topologie
generovand pozorovatelnymi mnozinami je tedy silnéjsi, nez standardni topolo-
gie. V druhé casti si naznac¢ime jak bychom postupovali pri ditkazu vedoucimu
k tomu, ze kazda pozorovatelnd mnozina je spocetnym sjednocenim otevienych
intervalii. Potom by platilo, Ze topologie generovana pozorovatelnymi mnozinami
je standardni topologie.

1. Ovérime, ze kazdy otevieny interval je pozorovatelny.

Oznac¢me tento datovy typ X, interpretacni funkci ¢ a méjme otevieny
interval (((a), ((b)). Abychom ovérili, ze prvek ((z) € (((a), (b)) staci do-
kézat, ze ((x) € (¢(a),+00) a zéroven ((z) € (—oo,((b)). Necht z oznacuje
Godelovo ¢éislo, jestlize ((z) € (¢(a), (D)), pak ((z) > ((a), a tedy exis-
tuje n € N takové, ze Y0 U(x,i) > ((a), kde U predstavuje univerzalni
¢astecné rekurzivni funkci. Zaroven jestlize plati ((x) € (((a),((b)), pak
((z) < ((b), a tedy existuje n € N takové, ze Y, U(b,i) > ((z).

Méjme otevieny interval (((a), +00) pro a € dom((), za pomoci sgn(x) =
1 — sgn(x), sgnr(x) = sgn(pi(x)) a rozsitené univerzalni funkce U’, ktera
nam vrati racionalni ¢islo U'(x, i) = d(U(x, 1), 1) vytvorime jeho pozorovaci
funkci f; jako:

fi(z) = sgn <,uy [sgm’ <i U'(x,i) 277 — i (U'(a,i)-277) - 2—y> = oD

i=1 i=1

Pro otevieny interval (—oo,((b)) a b € dom((), pozorovaci funkci fo vy-
tvorime jako:

fo(z) = sgm <,uy [sgnr <zyj U'(b,i)-27 = (U'(z,i)-27") = 2—y> = OD

i=1 =1

Vysledné pozorovaci funkce f mnoziny ({(a),((b)) bude definoviana néasle-
dovné:

f(x) = filz) + fa(x)

Ziejmeé funkce f vrati 0 pouze pokud prokazatelné plati ((a) < ((z) < ((b)
neboli pokud obé funkce fi, fo vrati 0. To se stane pravé kdyz existuje y €
Ny takové, ze rozdil sum, predstavujici hodnotu jednotlivych realnych cisel
po prozkoumani y cifer, bude vétsi 27Y. Toto ovéreni je podminéno existenci
dyadickych cisel, kterd se mohou lisit v jedné ciffe, pficemz zdanlivé vyssi
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nekonec¢nou posloupnosti jednicek, a tedy jsou si rovny.

Vime, Ze pouzita suma je CRF, nasobeni racionélnich ¢isel také a z Prikladu
19 vime, Ze i odcitani racionalnich cisel, pak f; je také CRF.

2. Pokusime se ovérit, ze kazda pozorovatelnda mnozina je spocetnym sjedno-
cenim otevienych intervali.

Méjme pozorovatelnou mnozinu O a jeji pozorovaci funkci f. Pro x €
dom((), takové ze ((z) € O funkce f po koneéném poctu kroku skondéi.
Znamena to, ze skonci po precteni konecného mnozstvi cifer. Oznacime-li
tyto cifry aq,...,a, € {0,1}, pak plati:

da; 27 < ((x) < 2"+ ZaZQZ
i=1

Tato nerovnost nam tika, ze pokud pozorovaci funkce f vrati hodnotu 0
po precteni n cifer ¢isla ((x), musi vratit hodnotu 0 také pro vSechna ¢isla,
ktera ndlez{ uzavienému intervalu Z = [0 a;- 272"+ 3" 1 a;- 27 Z].
Plati, ze Z C O, jinak by f nebyla pozorovaci funkce, protoze by existoval
prvek z € dom((), pro ktery by platilo f(z) =0, ale f(z) ¢ O.

Necht ((x) je ¢islo, které neni dyadické, napriklad iracionalni, vime, ze

C(2) # X0, a;-27" a stejné tak, ze C(z) # 2"+ 30, a;-27% To znamena, Ze
C(2) € (P a;-270,2"+30 | a;-27%), a tedy patii do O spolu s otevienym
intervalem.

Pokud by se nam tato skutecnost podarila dokazat i pro dyadicka cisla, pak
by pro kazdy prvek platilo, ze do mnoziny O patii spolu s otevienym inter-
valem. Jelikoz prvka v mnoziné O je nevyse spocetné mnoho, znamenalo
by to, ze O se sklada ze sjednoceni nejvyse spocetné mnoha otevrenych
intervalil, a tedy zZe pozorovatelné mnoziny generuji pravé standardni to-
pologii.

O

Kdybychom se chtéli pokusit definovat operaci séitani, provedeme to tak,
ze seCteme cifry obou c¢isel na danych pozicich. Pokud obé cifry budou rovny
jedné, musime ale prenést jednicku do vyssiho radu, proto se pri séitani zac¢ina
od posledni cifry. Zde ale mame nekoneény rozvoj, narazime tedy na situaci, kdy
vypocet cifry by obnasel kontrolu nekoneéného mnozstvi cifer s¢itanych cisel.

Meéjme soucet (3)10+4 (3)10 = (0,01010...)2+(0,10101 . ..),, vime, Ze bindrni
rozvoje téchto Clsel se budou periodicky opakovat do nekonecna, a tedy cislo
1,000...=0,111... bude vysledkem tohoto sou¢tu. Pokud si ale uvédomime, ze
tato ¢isla mame reprezentovana jako funkce, které pro dany index vrati cifru na
dané pozici, neni mozné zjistit, jestli nékde na i-té pozici misto nuly nedostaneme
jednicku ¢i naopak.
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Z nemoznosti definovat sé¢itani v této reprezentaci také vyplyva, ze nelze de-
finovat operaci nasobeni, a tedy ani mocnéni. V kazdé z téchto operaci narazime
na stejny problém, ze poruseni zdanlivé nekonecéné posloupnosti ¢isel mize vést
ke zméné prvni cifry vysledného ¢isla.

Jesté nez si predstavime privétivejsi reprezentace, rozebereme si vlastnosti
nového datového typu, ktery by vznikl zakdazanim reprezentace realnych ¢isel po-
moci nekonecnych jednic¢ek. Nejen, zZe jednotlivé operace by stale neslo definovat,
ale tento krok by vedl také ke vzniku novych pozorovatelnych mnozin.

Prikladem nové pozorovatelné mnoziny by byla [%, 1). Jelikoz validni repre-
zentace Cisla § je pouze (0,100...)2, uz podle prvni cifry bychom byli schopni
rozhodnout, zda zadané ¢islo do této mnoziny patii, ¢i nikoliv. Pokud by hodnota
prvni cifry byla jedna, je jisté, ze zadané ¢islo je vétsi, nebo rovno ¢islu %, a tedy
do mnoziny patii. Zatimco ¢isla s prvni cifrou nula do mnoziny pak nepatti, pro-
toze (0,0111...)2 neni v tomto kontextu validni redlné ¢islo. Jedna z véci, kterou
bychom tim narusili, je napriklad véta o limité souctu posloupnosti.

PRIKLAD 21
Méjme konstantni posloupnost z, = % a konvergentni posloupnost y, =
11

5 — 7> kterd se limitné bliz{ ¢islu ﬁ Dle véty o limité souctu posloupnosti plati

nasledujici rovnost:
A58 (#n + ya) = lizg, @+l

Jelikoz cisla % a % nejsou dyadicka, prava strana rovnice se nezmeéni a vysledek
vyjde podle ocekavani:
1 1 1 1 1 1
lim -+ lim(———-)==-+ —= -
n—00 ( +n—>00(12 n) 6 + 12 4
VloZenim podminky ale vznikla nova okoli, napriklad [, z) pro libovolné
x> i. Znamena to, ze existuje okoli U, pro které neexistuje ng € N takové, ze
pro vsechna n € N, pro ktera plati n > ng, plati také z,, € U. Jinymi slovy pro
danou posloupnost zde limita neexistuje, a tedy zdkladni ocekdavana vlastnost
limit je porusena.

4.2 Reprezentace vnorenymi intervaly

Dalsi z moznosti, jak reprezentovat realna ¢isla, je pomoci posloupnosti vnore-
nych uzavrenych intervalt s raciondlnimi koncovymi body. Tento zptisob stavi na
Cantorové principu vlozenych intervalti, vétu ktera z néj vyplyva si dokazeme.

Véta 22
Meéjme posloupnost omezengch uzavrenych intervalu I,, pro kterou plati:
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1. I;x1 C I; pro kaZdé v € N,

2. pro kaZdé € € R takové, Ze € > 0 existuje j € N takové, Ze |I;] < e.

Ezistuje prave jeden bod x, ktery lezi ve vsech intervalech, znacime ho jako
prunik intervald x = ;24 1.

Diikaz

Dokazeme, ze takovy bod skutecné existuje a ze je pravé jeden. Pro po-
sloupnost intervala I,, = [ay,, b,] méme mnozinu vsech levych krajnich bodia A
a mnozinu vsech pravych krajnich bodt B. Vime, ze pro kazdé i,j € N plati,
ze a; < b;. Také vime, Ze kazda neprdzdnd shora omezend mnozina realnych
¢isel ma supremum, tedy i mnozina A, oznacme tuto hodnotu sup(A). Kazda
neprazdné zdola omezend mnozina ma naopak infimum, plati to tedy i pro B,
oznad¢ime jiin f(B). Z definice suprema a infima vime, Ze pro kazdé k € N plati, ze
ar < sup(A) ainf(B) < bg. Existuji tedy hodnoty, které jsou v kazdém intervalu
posloupnosti I,,, jsou to pravé hodnoty z intervalu [sup(A),inf(B)]. S vyuzitim
druhé podminky vime, Ze pro kazdé e musi platit, ze inf(B) — sup(A4) < ¢,
tato podminka je splnéna pouze pokud inf(B) = sup(A), a tedy v uzavieném
intervalu [sup(A),inf(B)] je pouze jediny bod. O

Pro oteviené intervaly obdobné tvrzeni neplati. Uvazujme posloupnost inter-
vali I, = (0, 1), ziejmé plati (0,1) D (0,3) D (0,3) D ... a limy o0 [1n] = 0,
prunikem takovéto posloupnosti intervalii je ale prazdny interval, protoze po-
sloupnost konverguje k nule, ta ale nepatii do zadného z intervali, protoze jsou
oteviené.

Uvazujme tedy datovy typ realnych cisel s touto reprezentaci. Nejdrive si roze-
bereme mnozinu reprezentaci M. Kazdy prvek m € M predstavuje posloupnost
intervalii racionalnich ¢isel. Posloupnost intervali reprezentujeme jako dvojici
posloupnosti racionalnich ¢isel zakédovanou pomoci parovaci funkce d s pro-
jekcemi pq, pa. Abychom mohli dvojici posloupnosti zakddovat pomoci parovaci
funkce, nejdtive je musime pomoci Godelova ¢islovani ¢ prevést na prirozena
c¢isla. Jednotlivé posloupnosti budou c¢astecné rekurzivni funkce splnujici pod-
minky zminéné vyse. Interpretac¢ni funkci tohoto datového typu vytvorime za
pomoci univerzalni ¢astecné rekurzivni funkce U nasledovné:

o

i=1

Jelikoz ovérit, jestli dané posloupnosti racionalnich ¢isel jsou konvergentni,
nebo jestli intervaly, které vytvareji, jsou vlozené, je nerozhodnutelnym problé-
mem, tak interpretacni funkce tohoto datového typu nebude totalni. Interpre-
tacni funkce nebude ani injektivni, protoze existuji rizné posloupnosti interval
racionalnich ¢isel konvergujici ke stejnému realnému cislu.

Ukéazeme si, ze pozorovatelné mnoziny v této reprezentaci generuji standardni
topologii. Zobrazeni, ktera jsou spojita dle definic z matematické analyzy budou
tedy v tomto kontextu spojita také.
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Véta 23
Pozorovatelné mnoziny datového typu redlngch cisel s reprezentaci vnorenymi
intervaly generuji standardni topologii.

Diikaz
Ovéreni bude probihat obdobnym zptisobem jako v reprezentaci nekonec¢nym
bindrnim rozvojem.

1. Ovérime, ze kazdy otevieny interval je pozorovatelny.

Mame-li redlné ¢islo x reprezentované posloupnosti I,, a otevieny interval
(a,b) pro a,b € R, pak, jestlize = € (a,b), tak tuto skutecnost po konecném
poctu krokt lze ovérit. Idea diikazu opét spoc¢iva v tom, ze nejdiive ovérime,
zex € (a,+00), apoté, ze x € (—oo, b). Jelikoz a < b, tak plyne z € (a,b) =
(—00,b) N (a, +00).

Pokud tedy = € (a,b), pak vime z podminek reprezentace, Ze existuje
J € N takové, ze |I;| < |z — al. Jelikoz pro tento interval I; = [a;, b;] plati,
ze a; > a, musi pak platit > a, coz znamend, ze x € (a,+00). Také vime,
ze existuje k € N takové, ze |I;| < |b — x| a pro interval Iy = |ax, b] plati,
ze by < b tedy musi platit x < b, coZ znamena, ze x € (—00, b).

Pozorovaci funkei f intervalu (((a), (b)) vytvorime jako f(x) = fi(z) +
fa(x), kde fi a fo jsou poporadé pozorovaci funkce intervalu ({(a), +00)
a (—00,((b)). Pro sestrojeni f; vyuzijeme nasledujici funkci e:

e(x,a) = py [sgn (U(z,y) — Ula,y)) = 0],

kde U predstavuje univerzalni ¢astecné rekurzivni funkci. Tato funkce vrati
0 prave kdyz existuje cifra y v posloupnostech kédovanymi ¢isly a, x takova,
ze raciondlni ¢islo U(z,y) > Ula, y).

fi(z) = sgm (e(py(2), pa(a))

Pozorovaci funkci fo vytvorime jako:
fo(x) =sgm (e(pi(a), p2(2)))

Z Prikladu 19 vime, ze odéitani raciondlnich ¢isel lze realizovat castecéné
rekurzivni funkei, plati tedy, Ze f je pozorovaci funkce intervalu ({(a), ¢(b)).

2. Ovérime, ze kazda pozorovatelna mnozina je spocetnym sjednocenim ote-
vienych intervalii.

Méjme pozorovatelnou mnozinu O a jeji pozorovaci funkci f. Pro kazdé z €
dom((), takové, ze ((z) € O po konecném poctu kroku f skonéi a vrati 0.
Vime tedy, ze vypocet musi skoncit pro kazdy vstup po precteni kone¢ného
mnozstvi prvki z jednotlivych posloupnosti racionédlnich ¢isel. Oznacme
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ny pocet prectenych cifer posloupnosti pi(z) a ny pocet prectenych cifer
posloupnosti pe(x), pak plati:

pi(n1) < ((z) < p2(n2)

Tato nerovnost znamena, ze pokud pozorovaci funkce f vrati hodnotu 0 na
zakladé py(ny) a pa(ng), musi vratit hodnotu 0 také pro vSechna ¢isla, ktera
nalezi uzavienému intervalu Z = [pi(n),p2(n2)]. Stejné jako v dikazu
u predeslé reprezentace plati, ze Z C O. Méjme prvek z mnoziny Z, f
vrati 0 pro kazdou reprezentaci daného prvku, zvolime tedy reprezentaci
z € dom(() tak, ze ((z) nebude krajnim bodem. Plati tedy, ze ((z) #
pi(n1) a také ((z) # pa(n2), diky tomu vime, Ze ((z) € (pi(n1),p2(n2)), a
tedy patii do mnoziny O spolu s otevienym intervalem. Jelikoz prvka v
O je nejvyse spocetné mnoho, mnozina je sjednocenim nejvyse spocetného
mnozstvi otevienych intervali.

Pozorovatelné mnoziny v reprezentaci vnorenymi intervaly tedy generuji stan-
dardni topologii. O

Znamena to tedy, Ze spojita zobrazeni budou pravé ta, kterd jsou spojita dle
definic z matematické analyzy.

Meéjme tedy redlna cisla definovana posloupnostmi vlozenych uzavienych in-
tervalt © = [x1, 22|,y = [y1, Yo). Zdkladni operace definujeme pomoci intervalové
aritmetiky nasledovneé:

Tty = [r1, 2] + (Y1, Y2] = [T1 + y1, 22 + 3o (1)
=y = [T1,22] — [y1, %] = [T1 — Y2, 72 — Y1 (2)
v -y = min{xy1, 21Y2, Tayr, Toy2 }, max{zi1y1, T1y2, T2y1, Toy2}| (3)
T 1

— = [%1,T2] - ) 4
Yy [ ] [?bez] ( )

|:yi27 i} jeStliée 0 ¢ [y1>y2]7
I (—oo, i} jestlize y = [v1,0], 5)

[Y1, Yol [y%, oo) jestlize y = [0, yo],

1

(—oo, yl} U [1 oo) jestlize 0 € [y1,y2).

y_z’

Z téchto operaci si rozebereme podrobné pouze s¢itani. Ukazeme si, Zze v tomto
datovém typu se jedna skutecné o vycislitelné zobrazeni. Jelikoz vime, ze s¢itani
je v prirozené topologii spojité zobrazeni, nas predpoklad pro vycislitelnost je
splnen.
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Véta 24

Necht X oznacuje datovy typ realnych cisel s reprezentaci vloZenymi inter-
valy a D = X x X oznacuje soucinovy datovy typ, pak zobrazeni f : D — X
definované jako f(x) = m(x) + mo(x), je vycislitelné.

Diikaz

Oznacme 6 interpretacni funkci datového typu D a ( interpretacni funkci
datového typu X. Dokazeme, 7e existuje CRF ¢ takova, ze pro kazdé x € dom(6)
plati ((g(z)) = f(0(x)). Ovérime nejdrive ale, Ze s pouzitim s¢itani z intervalové
aritmetiky skutecéné plati, ze funkce g pro x € dom(f#) vrati hodnotu splnujici
podminky pro datovy typ X, neboli g(z) € dom(().

Méjme dvé posloupnosti intervaltt I! = [a,,b,] a I? = [c,, d,] spliiujici pod-
minky pro datovy typ X. Posloupnost intervalt I,, = [an + ¢y, by +dy] je vnorend
a pro kazdé e € R takové, ze € > 0 existuje j € N takové, ze |I;| < e. To, ze
krajni body jednotlivych intervali vysledné posloupnosti budou racionalni ¢isla
je zfejmé. Vnorenost, neboli ze a, 1 + ¢, 41 > a, + ¢, nebo b, +d, 1 < b, +d,
plyne z vnorenosti jednotlivych posloupnosti intervalt, pro kazdé j € N totiz
plati a;41 > a; nebo ¢ > ¢j a bjyq < bj nebo d;yy < d;.

Jelikoz dle predpokladu b, — a,, i d,, — ¢, konverguji k nule, jejich soucet také
konverguje k nule. Potom pro kazdé e > 0 existuje prirozené ¢islo N; takové, ze
pro vsechna n > Nj plati |b, —a,| < 5. Obdobné existuje N3, takové Ze pro kazdé
n > Ny a plati |d, — ¢,| < 5. Oznacme N = max (N, N;), pro kazdé n > N
plati:

€ €
n — Unp dn — )| < = P
(b= a) + (d — )| < S+ 5 =
Tedy pro vSechna n > N plati |I,,| < € a pro kazdé € > 0 existuje |I,,| < e.
Diky témto dikazim vime, ze A = N5°[a;, b)) = [inf(ay), sup(by,)], takze

také B = [inf(c,), sup(d,)]. Plati tedy A + B = [inf(a,) + inf(c,), sup(b,) +
sup(d,,)] coz muzeme zapsat jako A + B = N2 a; + ¢, b + d;].
Hledanou funkci g tedy vytvotrime jako:

9(x) = d(¢(¢~ (p1(p1(2))) + 07 (P2(p1(2)))), D6 (P1(p2(2))) + 6~ (p2(p2(2)))))

JelikoZ séitani i ¢~! jsou ¢asteéné rekurzivni funkce, pak i g je Gastecné re-
kurzivni funkce.

Pro lepsi vizualizaci ozna¢me py(z) = my,pa(x) = me jednotlivé ¢astecné
rekurzivni funkce reprezentujici posloupnosti racionalnich ¢isel pro m; oznac¢ime
"= ¢ (pi(mi)) ar! = ¢ (pa(ma)), pro my je oznacime I* = ¢~'(pi(ms)) a
r? = ¢ Y (pa(my)), kde ¢! piedstavuje dekddovani ¢éstecné rekurzivni funkce z
Godelova cisla. Rozklad na jednotlivé posloupnosti racionalnich ¢isel soucinového
datového typu je vyobrazen na Obrazku 7.

Ul

Nyni vyuzijeme Diisledku 14 a ukazeme si priklad zobrazeni, které neni vy-
¢islitelné, a tedy nelze naprogramovat, protoze neni spojité.
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Obréazek 7: Soucet realnych ¢isel s intervalovu reprezentaci.

PRIKLAD 25
Uvazujme X jako datovy typ realnych cisel s intervalovou reprezentaci a méjme
zobrazeni f : X — X definované nasledovné:

(6)

fla) = {1/:5 jestlize x # 0,
0 pro x = 0.

Abychom ukézali, Ze zobrazeni neni spojité, stac¢i ovérit, ze existuje ve stan-
dardni topologii oteviend mnozina V', pro kterou plati, Ze f~1(V') nenf oteviend
mnozina.

Zvolme mnozinu V' napriklad jako interval (—2,2). Interval (—2,0) se zobrazi
na interval (—oo, —3) a interval (0, 2) na interval (3, +o0). Hodnota 0 se zobrazi
na uzavieny degenerovany interval [0]. Vysledna mnozina f~'(V) bude sjedno-
cenfm (—oo, —3) U [0] U (3, +00). JelikoZ toto sjednoceni nelze zapsat formou
spocetného sjednoceni otevienych intervali, tak mnozina reprezentovana témito
intervaly neni ve standardni topologii oteviena. V kontextu datového typu to
znamena, ze neexistuje pozorovaci funkce této mnoziny.

Pokud bychom tuto funkei chtéli sestrojit, obnéselo by to mimo jiné vytvoreni
pozorovaci funkce pro mnozinu {0}, a tedy vyfeseni nerozhodnutelného problému
rovnosti realnych c¢isel.

Mezi dalsi dilezita zobrazeni, kterd ve zminénych datovych typech realnych
¢isel nejsou spojita, patii sgn, pro které je bodem nespojitosti ¢islo 0, floor a ceil,
ktera jsou nespojita v kazdém celém cisle ze Z. Nevy¢cislitelnou funkei je také Di-
richletova funkce x, tato funkce rozhoduje, jestli zadané realné cislo je raciondlni,
nebo iracionalni, neni tedy spojita v zadném svém bodé.
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4.3 Reprezentace vyvazenou trojkovou soustavou

Kdyz upustime od pozadavku, ze nekonecny ¢iselny rozvoj musi mit pouze kladné
koeficienty a pridame moznost zapornych koeficientli, dosdhneme reprezentace,
ve které operace s¢itani lze naprogramovat. O Ciselné soustave, ktera umoznuje
i zaporné koeficienty se rika, ze je vyvdzZend.

Misto klasickych binarnich hodnot 0 a 1 budeme tedy pouzivat hodnoty
z mnoziny {—1,0,1}. Tato ¢iselna soustava se nazyva trojkova, protoze mnozina
koeficientt je tvorena tfemi hodnotami. Moznost pouzivat treti, dodate¢nou za-
pornou hodnotu, nam prida do mnoziny reprezentaci dalsi redundanci, ktera ale
bude pro definici aritmetickych operaci zasadni.

V kontextu tohoto datového typu budeme uvazovat ¢isla z uzavieného inter-
valu [—1, 1]. Realné ¢islo pro prehlednost zapiseme ve tvaru:

+00
(0, aiao0as . . -)T = Z akQ_k,
k=1

kde kazda cifra ap € {—1,0,1}. Lze ovéfit, ze timto zpuisobem mizeme repre-
zentovat stejnou mnozinu realnych cisel jako pomoci klasického nekone¢ného bi-
narniho rozvoje. Naptiklad ¢islo (%)10 ma nekonecno riznych reprezentaci.

0,100...=0,1(=1)11... =1,10(=1)11... = 0,100(—1)11...

Rozeberme si nyni priklad sc¢itani, ktery se nam nepodarilo v datovém typu
s reprezentaci nekone¢nym bindrnim rozvojem vytesit. S¢itani neslo provést, jeli-
koz moznost nekonecného rozvoje jednicek nam v nékterych situacich znemoznila
rozhodnout v koneéném case o ciffe na prvni pozici.

Méjme ¢islaa = (3)10 = (0,01010...)pab = (3)10 = (0,10101...)r a vysledné
¢islo oznaCme x. Mize se zdat, Ze pri jejich souctu opét ¢elime nerozhodnutel-
nému problému rovnosti realnych c¢isel. Ve vyvazené trojkové soustavé ale po
precteni prvnich t¥i cifer mtizeme diky moznosti zdporné cifry, bez vahani zvolit
jednicku jako prvni cifru. Rozebereme si nyni dva krajni pripady, které mohou
nastat.

Prvnim krajni ptipad nastane, pokud obé hodnoty jsou nejnizsi mozné, tedy
a = 0,01(=1)(—=1)... a hodnota b = 0,10(—1)(—1).... ProtoZze b = (3)10
a a = (0)qp, tak jsme stale schopni obsahnout vysledné ¢islo, jednou z moznosti
je Tr = (%)10 = (1, (—1)00 .. -)T-

Druhym krajnim pripadem je, ze hodnoty a, b jsou nejvyssi mozné, tedy a =
0,011...ab=0,1011.... Protoze a = (3)10 a b = ()10, tak jsme stdle schopni
obséhnout vysledné ¢islo, jednou z moznosti je 2 = (2)19 = (1,0100. . .)7.

Samotny algoritmus pro operaci sc¢itani i nasobeni je komplexni, takze ho
uvadét nebudeme. V literature se objevuji nejriiznéjsi reprezentace realnych ci-
sel, naptiklad reprezentace koneénym rozvojem, pricemz zaklad je tvoren iraci-
onalnim ¢islem [17]. Dalsi zndmy zpusob reprezentace realnych ¢isel je pomoci
fetézovych zlomki.
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Zaveér

Cilem této prace bylo zformulovat hlavni prvky topologické teorie datovych typt
uzce propojené s teorii vycislitelnosti a rozebrat zédkladni vlastnosti reprezentaci
realnych ¢isel. Vysledky této prace jsou postaveny na tom, ze jednotlivé zpusoby
reprezentace ovliviiuji, které operace jsou naprogramovatelné, a tudiz z pohledu
vycislitelnosti vytvareji odlisné datové typy.

Jednim z hlavnich poznatkt, ktery jsme pii formulaci této teorie zjistili, je to,
ze pozorovatelné mnoziny v datovém typu nemuseji tvorit topologii, ale pouze
jeji bazi. V existujici literature [10] tato skutecnost neni zohlednéna, a jedna se
tedy o upresnéni dosavadnich vysledki topologické teorie datovych typii.

Dalsim dilezitym dokdzanym tvrzenim je, Ze zobrazeni, kterd v topologii
generované pozorovatelnymi mnozinami nejsou spojita, nemohou byt vycislitelna.
V kontextu konec¢nych datovych typt jsme naopak dokazali, Ze veskeré operace
jsou vycislitelné, a lze je tedy naprogramovat.

U studovanych datovych typt redlnych cisel jsme ukazali, ze pro reprezentaci
nekonecnym binarnim rozvojem scitani nelze definovat. Poté jsme se zamérili na
reprezentaci vnorenymi intervaly a ukazali jsme, ze vSechna zobrazeni spojita dle
definic z matematické analyzy jsou spojitd i v této reprezentaci. Nasledné jsme
pro tuto reprezentaci dokazali vycislitelnost operace s¢itani.

Na zavér jsme si predstavili zobrazeni, ktera v téchto datovych typech na za-
kladé nespojitosti naprogramovat nelze. Prehledové jsme si predstavili reprezen-
taci vyvazenou trojkovou soustavou, ktera je rozsiteni reprezentace nekonecnym
binarnim rozvojem a umoznuje definovat sc¢itani.

Pro tdplnost prace by bylo vhodné doplnit konstruktivni dikazy oveérujici,
ze inverzni funkce Godelova cislovani ¢ a projekce pq,p, Cantorovy péarovaci
funkce d jsou castecéné rekurzivni funkce. Mezi kroky vedouci k rozsiteni prace
by patrilo naptiklad prozkoumani existence datového typu redlnych cisel, ktery
umoznuje definovat zakladni aritmetické operace, pricemz topologie generovana
jeho pozorovatelnymi mnozinami neni standardni.

35



Conclusions

The goal of this thesis was to formulate the main elements of the topological
theory of data types closely linked to the theory of computability and to analyze
the basic properties of the real numbers representations. The results of this work
are based on the fact that different methods of representation affect which opera-
tions are programmable, and thus create different data types from the viewpoint
of computability.

One of the main insights we have found in formulating this theory is that
the observable sets in a data type does not need to form a topology, but only
its base. The existing literature [10] does not take this fact into account, and is
therefore a clarification of existing results in topological theory of data types.

Another important proved statement is that functions which are not contin-
uous in the topology generated by observable sets cannot be computable. On
the contrary, we proved that in the context of finite data types, all operations
are computable, and therefore can be programmed.

Within the studied data types of real numbers, we have shown that for the
representation by infinite binary expansion addition cannot be defined. We then
focused on the representation by nested intervals, and showed that all represen-
tations continuous under definitions from mathematical analysis are also contin-
uous in this representation. We then proved the computability of the addition
operation for this representation.

In the end, we have introduced functions that cannot be programmed in these
data types based on discontinuity. We overviewed the balanced triple system
representation, which is an extension of the representation by infinite binary
expansion and allows to define addition.

For completeness of the thesis, it would be appropriate to add constructive
proofs verifying that the inverse function of the Gédel numbering ¢ and the pro-
jections pi, pa of the Cantor pairing function d are partially recursive functions.
Steps leading to an extension of the work would include, for example, investigat-
ing the existence of a real number data type that allows to define basic arithmetic
operations while the topology generated by its observable sets is not standard.
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A Obsah elektronickych dat

text/
Adresar s textem prace ve formatu PDF, vytvoreny s pouzitim zavazného
stylu KI PTF UP v Olomouci pro zavérecné prace, véetné vsech priloh,
a vSechny soubory potiebné pro bezproblémové vygenerovani PDF doku-
mentu textu (v ZIP archivu), tj. zdrojovy text textu, vlozené obrazky, a
podobné.

37



1]

Literatura

Rob Shields . Cultural topology: The seven bridges of Konigsburg, 1736. Theory,
Culture € Society, 29(4-5):43-57, 2012. Dostupné z: https://doi.org/10.
1177/0263276412451161.

Michal Krupka. Topologie pro informatiky: Poznamky k pfednasce, 2022.

James R. Munkres. Topology. Featured Titles for Topology. Prentice Hall, In-
corporated, 2000. ISBN 978-0-13-181629-9.

George S Boolos, John P Burgess, and Richard C Jeffrey. Computability and
logic. Cambridge university press, 2002. Dostupné z: https://doi.org/10.
1017/CB09781139164931.

William Gasarch. Primitive Rec, Ackermans Function, Decidable, Undecia-
ble, and Beyond Exposition, 2014. Dostupné z: https://www.cs.umd.edu/
users/gasarch/COURSES/858/520/notes/dec.pdf.

Mario Carneiro. Formalizing computability theory via partial recursive functions,
2019. Dostupné z: https://doi.org/10.48550/arXiv.1810.08380.

Cristian Calude, Solomon Marcus, and Ionel Tevy. The first example of a recur-
sive function which is not primitive recursive. Historia Mathematica, 6(4):380—
384, 1979. Dostupné z: https://doi.org/10.1016/0315-0860(79)
90024-17.

Meri Lisi. Some remarks on the cantor pairing function. Le Matematiche,
62(1):55-65, 2007. Dostupné z: https://lematematiche.dmi.unict.it/
index.php/lematematiche/article/download/14/13.

Kurt Goédel. Uber formal unentscheidbare séitze der principia mathematica und
verwandter systeme i. Monatshefte fir mathematik und physik, 38:173-198, 1931.
Dostupné z: https://doi.org/10.1007/BF01700692.

Martin Escard6. Synthetic topology: of Data Types and Classical Spaces.
Electronic Notes in Theoretical Computer Science, 87:40-41, 2004. Dostupné z:
https://doi.org/10.1016/j.entcs.2004.09.017.

Walter Rudin et al. Principles of mathematical analysis, volume 3. McGraw-hill
New York, 1976. ISBN 9780070856134.

Alan Mathison Turing et al. On computable numbers, with an application to
the Entscheidungsproblem. Proceedings of the London Mathematical Society 42
(2):230-265, 1937. Dostupné z: https://doi.org/10.1112/plms/s2-42.
1.230.

38


https://doi.org/10
https://doi.org/10.1016/j.entcs.2004.09.017

[13]

[16]

[17]

Georg Cantor. On a Property of the Class of all Real Alge-
braic Numbers. Crelle’s Journal for Mathematics, 77(1874):258-262,
1874. Dostupné z: https://srjcstaff.santarosa.edu/~Jjomartin/
TrratFiles/Cantorsl874Paper.pdf.

Aberth Oliver. Iteration methods for finding all zeros of a polynomial simul-
taneously. Mathematics of computation, 27(122):339-344, 1973. Dostupné z:
https://api.semanticscholar.org/CorpusID:120655175.

Gregory J Chaitin. A theory of program size formally identical to information
theory. Journal of the Association for Computing Machinery, 22(3):329-340,
1975. Dostupné z: https://dl.acm.org/doi/pdf/10.1145/321892.
321894.

Chaitin Gregory J Open Problems in Communication and Computation. Sprin-
ger, 108-112, 1987. ISBN 978-1-4612-4808-8. Dostupné z: https://doi.org/
10.1007/978-1-4612-4808-8.

Di Gianantonio Pietro. A golden ratio notation for the real num-
bers. Centrum wvoor Wiskunde en Informatic, 1996. Dostupné z:
https://www.researchgate.net/publication/2254312_A_
Golden_Ratio_Notation_for_the_Real_ Numbers.

39


https://srjcstaff.santarosa.edu/~jomartin/
https://api.semanticscholar.org/CorpusID:120655175
https://dl.acm.org/doi/pdf/10.1145/3218
http://92
https://www.researchgate.net/publication/22

