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Anotace

V préci nejprve zopakujeme vybrané zakladnich pojmy, zejména vlastni ¢isla sy-
metrickych (obecné indefinitnich) matic a kvadratické formy. Pak se zaméiime na
vybrané zajimavé podprostory tykajici se symetrickych matic. Konkrétné tzv. nulovy
prostor, neutralni podprostor, nezaporny a nekladny podprostor. V praci ukazeme,
ze ne vsechny tyto podprostory jsou dany jednoznacné, ale vzdy je umime zvolit
tak, Zze napf. prvni tfi zminované jsou postupné svymi podprostory. Toho vyuzijeme
k volbé vhodné ortonormalni baze téchto podprostoru a jejich ortogonalnich doplnk.
Nakonec ukazeme, ze takto zkonstruovand baze (po drobnych tpravéch), resp. or-
togonalni matice, kterd ma tyto bazové vektory jako sloupce, transformuje puvodni
symetrickou matici na tzv. dolni blokové antitrojihelnikovy tvar. Odpovidajici roz-
klad nazyvame Batman decomposition.

Kli¢ova slova:

symetricka matice; kvadraticka forma; definitnost; vlastni ¢isla; inercie; Batman de-
compostion (rozklad zobrazujici inercii)



Abstract

First we recapitulate some basic concepts such as eigenvalues of symmetric (in ge-
neral indefinite) matrices and quadratic forms. Then, we focuse mainly on selected
interesting subspaces related to symmetric matrices. Specifically, the so-called null-
space, neutral subspace, nonnegative, and nonpositive subspaces. In the thesis we
show that not all of these subspaces are given uniquely, in general, but we are always
able to choose them in such a way that, e.g. the first three of above mentioned spa-
ces are nested. We will use that for a choice of suitable orthonormal basis of these
subspaces and their orthogonal complements. Finally, we show that a basis con-
structed like that (after small modifications), more precisely the orthogonal matrix
having those basis vectors as columns, transforms original symmetric matrix into
so-called lower block antitriangular form. We call the corresponding decomposition
the Batman decomposition.

Key words:

symmetric matrix; quadratic form; definiteness; eigenvalues; inertia; Batman decom-
postion (lower antitriangular decomposition)
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Pouzité znaceni a zkratky

V textu znaéime

vektory pomoci malych pismen
xr, Yy, u, v, w, z atd.,
matice pomoci velkych pismen

A B,H, M,Q, R, U W, XY, Z atd.,
koeficienty pomoci malych tfeckych pismen

a, B, 7,0, X atd.,
prostory pomoci velkych pismen psanych Scriptem

Uy, Un, U, U, N atd.
Pomoci malych pismen také znacime prvky matic a vektory. Specidlni vyznam pak

maji pismena i, 7 apod., jimiz zpravidla indexujeme prvky matic a vektoru, a k, m,
n, r, kterd pouzivame k oznaceni radu matice ¢i vektoru.

Matice a vektory

Znaceni Vyznam

A e Rm redlnd matice s rozméry n krat m s prvky a;;

AeCmm komplexni matice s rozméry n krat m s prvky a;

(A)ij = a; (1, 7)-ty prvek matice A

AT transpozice matice A

AL inverzni matice k regularni matici A

A komplexné sdruzena matice k matici A

A = (AT hermitovsky sdruzend matice k matici A

I, 1, jednotkovd matice (Ffadu n)

diag(ay,...,a,) diagonalni matice s prvky aq,...,a, na diagonale

rank(A) hodnost matice definovand jako pocet linearné nezavislych
radku,resp. sloupcu matice A

edl norma vektoru z = [¢1, ..., &7, ||z = (3}, [¢,/)2

€] absolutni hodnota ¢isla

sgn(§) znaménkova funkce (redlného) ¢isla, sgn(§) = &/[¢|

min(m, n) minimum z ¢isel m a n

max(m,n) maximum z ¢isel m an
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Vlastni ¢isla

Znaceni
A A
sp(A)

No

ny

n_

in(A)
sg(A)

Qa(w)

Prostory

Znaceni

dim(.¥)
S CT
ST
(5/1_
Z(A)

Vyznam

vlastni ¢islo matice A (j-té vlastni ¢islo matice A)

spektrum matice A, tj. mnozina vSech vlastnich ¢isel matice A
pocet nulovych vlastnich ¢isel symetrické matice A

pocet kladnych vlastnich ¢isel symetrické matice A

pocet zapornych vlastnich ¢isel symetrické matice A

inercie matice A, tj. uspordadana trojice poc¢tu po radé kladnych,
zapornych a nulovych vlastnich ¢isel symetrické matice A
signatura matice A, tj. rozdil po¢tu kladnych a zapornych
vlastnich ¢isel symetrické matice A

kvadratickd forma dand symetrickou matici A, Q4(x) = 27 Az

Vyznam

dimenze prostoru .

prostor .# je podprostorem prostoru .7

prostor . je vlastnim podprostorem prostoru .7
ortogonalni doplnék prostoru .

obor hodnot matice A, tj. linedrni obal sloupcu matice A

Uy = N (A) nulovy prostor matice A

Un
U
U-

neutralni prostor symetrické matice A
nezaporny prostor symetrické matice A
nekladny prostor symetrické matice A
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Uvod

V neddavné dobé byl publikovan novy typ rozkladu c¢tvercové realné symetrické,
obecné indefinitni, matice A, ktery takovou matici rozklada na souc¢in tvaru

A=QMQ",

kde @ je ortogondlni a M dolni antitrojuhelnikova, viz [7], [8], [9], [10], a dalsi.
Nazyva se tedy transformaci (nebo rozkladem) na dolni blokové antitrojihelnikovou
(trojuhelnikova vzhledem k vedlejsi diagondle) matici, piipadné také  Batman de-
composition® (coz nebudeme prekladat). Neformalni nédzev rozkladu odkazujici k Bat-
manovi lze nalézt v prezentacich autoru rozkladu (idajné se vztahuje k tvaru, ktery
ma vyslednd matice a ktery pry pripomind letictho Batmana, viz tieti odrazka ve
vyfezu prezentace na obrazku 1), ale i napf. v ¢lanku [10].

» A new antitriangular matrix decomposition:
the Block Anti—Triangular factorization

(Mastronardi, VAn DooreN, SIMAX,'13)

» BATMAN factorization

h‘

Obrazek 1: Ukézka z tivodu prezentace [6]. Batman v ndzvu rozkladu muze byt
akronymem, ale muze odkazovat i k vizudlni podobnosti tvaru matice a stinu leticiho
Batmana.

Cilem prace je zkonstruovat tento rozklad pro obecnou symetrickou matici po-
moci zakladnich néstroju, které zndme ze zakladniho kurzu linedrni algebry. Vysvétlit
jednotlivé kroky tak detailné, abychom byli schopni snadno dokazat, ze rozklad vzdy
existuje, a abychom mohli zformulovat vétu o Batman decomposition symetrické
matice. Uvidime, ze matice M ma navic jistou blokovou strukturu a pro nas bude
dulezité porozumeét vlastnostem jednotlivych bloku.

Symetrické matice jsou dulezitou tiidou matic a soustavy se symetrickymi inde-
finitnimi maticemi, casto ve tvaru tzv. sedlobodovych matic

52
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kde K je symetricka pozitivné definitni a B ma linearné nezavislé sloupce, se objevuji
v fadé praktickych problému, viz zejména [1, sekce 2]. Batman decomposition tak
doplnuje radu dalsich rozkladu symetrickych matic jako jsou Choleského rozklad a
rozklady Bunche, Parletta a Kaufmannové (rozklady tvara A = LLT, A= LDL”,
A= LTL", kde L je dolni trojihelnikové, D je blokové diagondlni se ¢tvercovymi
bloky fadu 1 resp. 2 na diagondle a T je t¥idiagonéln{), viz napf. [2, sekce 4.4 a 4.5].

Poznamenejme, ze dle ¢lanku [10] hraje Batman decomposition také nasledujici
dulezitou roli, volné parafrazovéano:

Tak jako lze algoritmus Gauflovy elimina¢ni metody interpretovat
jako LU rozklad matice, tak Batman decomposition ptredstavuje
maticovy rozklad odpovidajici algoritmu tzv. metody projekce na
nulovy prostor (null-space method) pouzivanému pii teseni indefi-
nitnich soustav.

Doslova autofi pist:

In other words, the antitriangular factorization allows the nullspace
method to be represented not just as a procedure but also as a mat-
rix decomposition, similar to other well-known methods for solving
linear systems like Gaussian elimination.

viz [10, str. 340].

Préace postupneé v kapitole 1 zrekapituluje nékolik zédkladnich, ale dulezitych kon-
cepti z linearni algebry. Konkrétné pojem vlastntho ¢isla, Schurovu vétu a jeji
dusledky pro ¢tvercové matice. V kapitole 2 pfipomene pojem kvadratické formy,
inercie a pojmy souvisejici a zejména zakon setrvacnosti kvadratickych forem. Déle
v kapitole 3 se seznamime se ¢tyimi dulezitymi podprostory symetrické matice —
nulovy prostor, neutralni prostor, nezdporny prostor a nekladny prostor. Zkonstru-
ujeme jejich baze a vysvétlime, proc¢ jsou nékteré z prostoru uréené nejednoznacné.

V kapitole 4 prace vysvétli, ze zminované podprostory jdou vhodné zvolit tak, aby
byly nékteré z vyse jmenovanych prostoru svymi podprostory. Ukéze, jak z jejich bazi
sestrojit ortogonalni matici, ktera bude transformovat danou symetrickou matici tak,
ze vysledkem bude pravé pozadovany tvar. Transformace bude v této kapitole po
¢astech rozebrand tak, aby bylo jasné, jak funguje. Na zavér kapitoly zformulujeme
vétu o Batman decomposition, jejiz dukaz primo vyplyne z diskuze v predchéazejicim
textu.

15



1 Vlastni cisla symetrickych matic

V této kapitole se budeme vénovat zejména spektralnim vlastnostem realnych syme-
trickych matic. Nejprve si vSak musime pripomenout nékteré zakladni pojmy a dalsi
znalosti ze zakladniho kurzu algebry tak, abychom v dalsich kapitolach byli schopni
bez problému pochopit konstrukei samotného rozkladu ,,Batman decomposition®.

1.1 Zakladni pojmy

Zacnéme tedy ujasnénim zdkladnich pojmu, které budeme v této praci vyuzivat.
Jednim z dulezitych pojmu linearni algebry, ktery je pro nas zcela klicovy, je pojem
symetrické matice.

Definice 1. Symetrickou matici budeme rozumét ctvercovou matici A s redlnymi
proky (A);j = a; j, které navic spliuji a; ; = a;;, 4.

11 QAr2 -+ A1np
Q21 Q22 -+ dznp .

A= eER™" 1. A= AT (1.1)
Qp1 Ap2 - Apnp

tedy matice A se po zaméné sloupci za Tadky (transpozici) nezménd.

Dalsimi pojmy, které jsou zasadni pro nase téma a budeme je casto pouzivat,
tudiz je nutné si je ujasnit, jsou pojmy vlastni ¢islo matice, vlastni vektor matice a
spektrum matice.

Definice 2. Necht A € F™" je ¢tvercovd matice nad télesem T, redlnijch nebo
komplexnich éisel (tj. F je bud R nebo C). Pak obecné komplexni ¢islo X a nenulovy
obecne komplexnt vektor x € C" spliugici rovnici

Ax =z

nazyvame vlastni c¢islo a vlastni vektor matice A.
Mnozinu vsech vlastnich ¢isel matice A znacime sp(A) a nazgvame spektrum
matice A.

16



1.2 Schuruv rozklad obecné &tvercové matice

Nyni vyslovime a dokézeme tzv. Schurovu vétu pro obecnou komplexni ¢tvercovou
matice. Vétu i jeji dukaz lze nalézt napi. v [2, kap. 2]. Schurova véta je jednou
snazime nalézt vlastni ¢isla, jednak jako teoreticky nastroj ale ma také dulezity vliv
na praktické feseni (vypocet).

Véta 1 (Schurova véta). Pro libovolnou matici A € C™*" existuje takovd unitdarni
matice U, tj. U* = U™', a takovd matice R v hornim trojihelnikovém tvaru, Ze plati

A=URU"
a matice R md na diagondle vlastni ¢isla matice A v libovolném predepsaném poradi.

Poznamenejme, ze M* zna¢i matici transponovanou a komplexné sdruzenou, tj.
M* = (M)T, kde M pak znaci pravé komplexn{ sdruzeni.

Diikaz. Dukaz s drobnymi tpravami prebirdme z [2]. Budeme postupovat pomoci
indukce podle fadu matice A. Pro matici fadu 1 je tvrzeni zfejmé pravdivé. Pred-
pokladejme také pravdivost tvrzeni pro vSechny matice do fadu n — 1, vcetneé.

Nyni musime zjistit, zda tato véta plati i pro matici A € C*"™™ (s libovolné
ale pevné dopredu zvolenym poradim vlastnich ¢isel matice A na diagondle R).
Ozna¢me A prvni vlastni ¢islo matice A. Jemu odpovidajici normalizovany vlastni
vektor oznacime x = [&1, &, ..., &, )T € C, tj.

n 1/2
Az =zX, kde ||z| = (Z |g,-\2> = 1. (1.2)
j=1

Doplime vektor x o dalsi vektory tak, abychom z nich byli schopni sestavit ¢tvercovou
a zéroven unitarni matici, tj. H = [z, X] € C"" a H* = H™!, kde X € C™"! a
plati X*z =0, 2"z = 1, X*X = I,,_; (protoze H je unitarni, takze sloupce X jsou
navzajem ortonormalni). Dostavame tedy

¥ Ax T*AX . A b n—1 (n—1)x(n—1)
X* A X*AX]{Oc]’ kde beC" ', CeC :
protoze z*Ax = z*(Azx) = x*(z\) = Az*z) = A a podobné X*Azx = X*(Az) =
X*(x\) = AX*z = 0 je nulovy vektor. Jako vysledek tedy vyjde blokové horni
trojuhelnikova matice se ¢tvercovymi diagonalnimi bloky.

Proto je mozné spektrum matice A napsat jako

sp(4) = {A} Usp(C).

Podle indukéniho predpokladu je tvrzeni véty pro matici C' tadu n — 1 pravdivé.
Tedy existuje takova matice V', ze V*CV je horni trojuhelnikova matice s vlastnimi
¢isly na diagonale v uréeném poradi. Oznacéme

H*"AH = {

0V 0O V¥ |~~~ |0V

v-texvi=a| g ) |ove=] 0 0 asl g ] -6
I

17



pak
. 11 0 A D 101 | A bV -
cav=[ v o 6o v ] =10 vev =
je horni trojuhelnikova matice R s vlastnimi ¢isly matice A na diagondle a U je
hledand unitarni matice. Po dpravach dostavame Schuruv rozklad matice A

A=URU".

Poznamenejme, Ze libovolné poradi vlastnich ¢isel na diagonale matice R se de-facto
realizuje vybérem vlastniho ¢isla A v rovnici (1.2). O

1.3 Vlastni cisla symetrické matice

Pti zkoumaéni vlastnich ¢isel nejen komplexnich, ale i redlnych matic musime obecné
pracovat s komplexnimi ¢isly (pfipomenme, ze vlastni ¢isla jsou totiz kofeny tzv.
charakteristického polynomu, jehoz stupen je dan fadem matice; uz pro matici radu
dva tak snadno najdeme takovou realnou matici, jejiz charakteristicky polynom ma
zaporny diskriminant). Jind situace ale nastava u (redlnych) symetrickych matic.

Véta 2. Necht A € R™™ je (redlnd) ctvercovd symetrickd matice, tj. A = AT, ¢islo
A je jegim vlastnim cislem a vektor x je vlastnim vektorem odpovidagjicim vlastnimu
¢islu . Potom

o vlastni cislo je vidy realné, tj. A € R;

o vlastni vektor lze vZdy volit redlny, tj. x € R™.

Diikaz. Vime, ze matice A je symetrickd, tj. A = AT, a redlna, tj. A = A. Vime, ze
x a A jsou vlastni vektor a ¢islo, plati tedy

Ar =z, x #0.
Kdyz tuto rovnici vynasobime vektorem z* zleva, dostaneme
Az = iz (1.3)

Nyni vidime: a) Souc¢in z*z na pravé strané je vlastné skaldrni soucin vektoru z se
sebou samym, coz je kvadrat normy daného vektoru. Je to tedy nezdporné kladné
¢islo. Protoze vlastni vektor je nenulovy, jeho norma je dokonce kladna. Zapsano
Vv rovnici,

v*r = (z,z) = ||z||* > 0, protoze Yv €R" : ||v]| >0 <= v #0.

b) Cislo 2* Az na levé strané muzeme komplexné sdruzit a formalné transponovat.

Pak dostavame

(z*Az)* = (v*Az)" = (2T A7) = @) (A)'2 = 2 A2
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Jelikoz je A redlnd matice, tj. A = A a tedy A* = AT, a navic symetrickd, tj.
A = AT muzeme psét

A = " Ax.
Dosli jsme tedy k zavéru, ze

(x*Az)" = 2" Az € C,

tj. obecné komplexni ¢islo (x*Az) se rovna svému komplexné sdruzenému ¢islu
(x*Az)*, tudiz musi byt toto ¢islo redlné.
Déme-li dohromady pozorovéni a) a b) a z rovnice (1.3) vyjadiime vlastni ¢islo

A,
(x*Ax)

(zz) °

A:

vidime, ze A je podil dvou realnych ¢isel, tudiz musi byt vlastni ¢islo A také realné.
Nyni se podivame na vlastni vektor z. Vlastni ¢islo a vlastni vektor spliuji rovnici

Ax = x),
Ar = Ixh = (I\)x,
(A— X))z =0,

pricemz matice (A — AI) na levé strané posledni rovnice i vektor 0 na strané pravé
jsou realné. Interpretujeme-li posledni radek jako soustavu linearnich algebraickych
rovnic, hleddni vektoru z je hleddnim feseni (kompatibilni) soustavy rovnic s redlnou
matici a redlnou pravou stranou. Takova soustava bude mit vzdy néjaké redlné reseni.
Vlastni vektor x tedy lze volit redlny. ]

1.4 Schurova véta pro symetrické matice

Shurova véta ma hned nékolik dusledku. Jeden z nich si vyslovime v nésledujici véte.
V zasadé preformulujeme puvodni Schurovu vétu pro realnou symetrickou matici
A. Ukazeme, ze pro symetrické matice 1ze Schuruv rozklad vzdy volit tak, aby byl
realny. Tedy s redlnymi ortogonalnimi maticemi, které budou navic obsahovat primé
vlastni vektory matice A. Puvodné trojihelnikova komplexni matice R s vlastnimi
¢isly matice A na diagonale bude nejen redlna, ale navic bude jen diagonalni matici.

Véta 3. Pro libovolnou symetrickou matici A € R™" existuje diagondlni matice
D € R™" a ortogondlni matice U € R™™", tj. U=t = U" tak, Ze plati

A=UDU". (1.4)
Diagondlni matice D = diag(\i, Ag, ..., A\,) obsahuje vlastni ¢isla matice A v li-
bovolném predepsaném poradi. Sloupce matice U = [uy,usg,. .., u,| predstavuji od-

povidajici normalizované vlastni vektory.
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Dikaz. Vime, ze podle Schurova rozkladu lze matici A rozlozit nasledovné
A=URU", (1.5)

kde R je horni trojuhelnikova obecné komplexni a U unitarni. Protoze A je redlna,
tak také plati

AT = A* = (URU*)" = UR'U*". (1.6)

Protoze A je navic symetrick, tj. A = AT, dosazenfm piedchozich rovnic (1.5) a
(1.6) dostaneme

A= AT
URU* = UR'U"
R=R".

Vime, ze R je matice v hornim trojuhelnikovém tvaru a R* je tedy v dolnim
trojuhelnikovém tvaru. Jelikoz se tyto dvé matice musi rovnat, je ziejmé, ze vSechny
mimodiagondlni prvky matice R musi byt nulové, tedy matice R je diagondlni, a
jejl diagonalni prvky se musi rovnat svym komplexné sdruzenym protéjskum, tj.
r;; = T;;, musi tedy byt realné (mimochodem, z predchozich dvou vét vime: z véty
1, ze matice R obsahuje na diagondle vlastni cisla matice A, tj. 7,; = A;, z véty
2, ze symetrickd matice ma vlastni ¢isla redlna; tvrzeni o diagondlnich prvcich tedy
neni prekvapivé). Poznamenejme, Ze v dalsim textu budeme pro odliseni tohoto
specialniho tvaru Schurova rozkladu nebudeme tuto diagonalni matici znac¢it R jako
doposud, ale D = diag(Ay, -+, \p).

Pokud si ortogonalni matici U rozepiseme po sloupcich, tj. U = [ug, ug, -+ , uy],
muzeme po tpravach rozklad A = UDU* piepsat nasledovné
A=UDU*
AU =UD
A[Ul, Uy 7un] = [Ul,Ug, Tt >un]D

Podivame-li se na j-ty sloupec posledni rovnice, dostaneme
Auj =ujA, j=1,---,n, (1.7)

neboli, sloupce matice U tvoii navzdjem ortonormalni sadu vlastnich vektorti matice
A. Zbyvé ukazat, ze je lze volit redlné. Prerovnanim rovnice (1.7) dostavame jako
v dukazu predchozi véty
(A= IXj)u; =0,

tedy soustavu rovnic s redlnou matici (A —I);) a redlnou pravou stranou 0, z ¢ehoz
plyne, Ze feSeni u; lze volit redlné. Zcela libovolnou volbou se vSak muze poskodit
vzajemna ortogonalita. Bylo by potfeba jesté ukazat, ze volba (normalizovanych)
vlastnich vektoru odpovidajicich ruznym vlastnim ¢islum vzdy vede na jejich or-
togonalitu. U ndsobného vlastniho ¢isla pak staci zvolit prislusny pocet linearné
nezavislych vlastnich vektoru a ty zortogonalizovat (napf. pomoci QR rozkladu). To
vsak jiz nebudeme délat. Viz také [2, sekce 2.2]. O
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2 Kvadratické formy

V této kapitole si zavedeme pojem kvadratické formy, pojem inercie, ukdzeme sou-
vislost mezi symetrickymi maticemi a kvadratickymi formami a zformulujeme tzv.
zakon setrvacnosti kvadratickych forem.

2.1 Kvadratické formy a symetrické matice

Nejprve se seznamime s kvadratickymi formami a ukazeme jejich souvislost s vlastnimi
¢isly symetrickych matic, respektive zejména s jejich znaménky. To nam pomuze
urcit, kvadratické formy (a symetrické matice) urc¢itym zpusobem rozklasifikovat.

Definice 3. Necht A € R™" je symetrickd matice, pak
Qu(zr) = 2T Az
se oznacuje jako kvadratickd forma definovand matici A.

Tedy symetrickd matice A € R™™ (resp. kvadratickd forma Q4) muze byt
povazovana za zobrazeni R" — R. Pro vektor = = [£1,&s, ... ,é’n]T € R” lze kvad-
ratickou formu, resp. soucin 7 Az, obecné rozepsat nasledujicim zpisobem

v — 2l Ax = iajjsz +2i i ;55

j=1 j=1 j=i+1

Toto je obecny tvar kvadratické formy na prostoru dimenze n.
Pro ndzornost uvedeme jednoduchy piiklad, kde vektor € R? a symetricks
matice A € R**2. Soucin T Az lze rozepsat jako

1
T a 3b &1
x Ar = 2
iy e
coz je vlastné obecny kvadraticky élen (presnéji feceno trojice kvadratickych ¢lent)
polynomu o dvou proménnych. Analogicky kvadratickd forma na prostoru dimenze
n tvoii obecny kvadraticky clen (resp. (”;1) ¢lent1) polynomu o n proménnych.
Ze vzorce (2.1) nemusi byt hned na prvni pohled jasné, jak bude graf Q,(z)
vypadat. Abychom tomu porozuméli, muzeme matici A nahradit jejim Schurovym
rozkladem (1.4). Dostaneme pak

1 = a&i + b&:& + &5, (2.1)

A=UDUT,
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tedy
Qu(r) = 2T Az = 2"UDUx = (U 2)"D(U 1),

Soucin (U”x) je vektor, ktery si muzeme oznacit jako y = [11,vs, ..., vp]" . Protoze
je matice U ortogonalni, potom tedy urcité plati

y=U"z, z=Uy, |zl =]yl
tedy
Qu(z) = (UTx)TD(UTx) =y Dy = Z /\ij

=1

, . . . Cae . ., , 1 o/ o ,
Suma na pravé strané se, jak je vidét, zjednodusi (misto ("; ) sCitancu ma pouze

n sCitancu) protoze matice D je diagondlni. Navic D obsahuje na diagonéle vlastni
¢isla matice A. Kazdé vlastni ¢islo je v soucinu s kvadratem néjakého prvku vektoru
y, ktery ale znaménko celého soucinu (A7) nezmént, to je ziejmé dané znaménkem
vlastniho cisla, sgn(A;v7) = sgn(X;) = A;/[\].

V nasem jednoduchém pripadé (2.1) tedy dostdvame \jv? + \yva. Mame tedy
k dispozici v zasadé Sest moznosti, viz obrazek 2.1:

e obé vlastni cisla jsou kladna, tj. A\ > 0, Ay > 0;

e jedno vlastni ¢islo je kladné a druhé vlastni ¢islo je zdporné, tj. Ay > 0, Ay < 0;

obé vlastni cisla jsou zaporna, tj. A\ < 0, Ay < 0;

jedno vlastni ¢islo je kladné a druhé vlastni ¢islo je nulové, tj. Ay > 0, Ay = 0;

jedno vlastni ¢islo je zaporné a druhé vlastni ¢islo je nulové, tj. Ay < 0, Ay = 0;
e obé vlastni ¢isla jsou nulovd, tj. Ay = Ay = 0.

Pro rozliseni jednotlivych piikladi pro obecnou symetrickou matici A zavedeme
nasledujici pojmy.

Definice 4. Kvadratickou formu Qa(z) = 2T Az definovanou na R™ pomoci symet-
rické matice A € R™", jakoZ i samotnou symetrickou matici nazyvdme:

e pozitivné definitni, pokud Vo # 0 € R™, Q4(x) > 0;

e pozitivné semidefinitni, pokud Yr € R", Q(x) > 0;

e negativné definitni, pokud Vx # 0 € R", Q4(x) < 0;

o negativné semidefinitni, pokud Yx € R™, Q4(x) <

e indefinitni, existugi-li vektory x, x_ takové, Ze QA(17+) >0 a Qa(z_) <0.

Poznamenejme, ze kazdd pozitivné (resp. negativné) definitni matice je zdroven
pozitivné (resp. negativné) semidefinitni.

Jak jsme vidéli na piikladu matice radu dva, klicovou roli v definitnosti realné

symetrické matice hraji jeji vlastni ¢isla. Zrejmé plati néasledujici véta, kterou jiz
uvedeme bez diukazu.
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Obrézek 2.1: Kvadratické formy v prostoru R%. V prvnim a druhém fadku reguldrnf

formy, zleva: pozitivné definitni (A; > 0,

Ay > 0), indefinitni (A; > 0, Ay < 0) a

negativné definitni (A\; < 0, Ay < 0). V druhém a tretim radku singularni formy,

zleva: pozitivné semidefinitni (A; > 0, Ay
Ay < 0) a identicky nulova forma (A = Ag

= 0), negativné semidefinitni (A\; = 0,
=0).

Véta 4. Necht A € R™ " je symetrickd matice. Pak A je

¢islo.

pozitivne definitni pravé kdyZ md vsechna vlastni ¢isla kladnd,
pozitivné semidefinitni prdvée kdyz md vsechna vlastni ¢isla nezdapornd,
negativne definitni pravé kdyz ma vsechna vlastni ¢isla zdpornd,
negativne semidefinitni pravé kdyz ma vsechna vlastni ¢isla nekladnd,

indefinitni prave kdyz md alespon jedno kladné a alespon jedno zdporné vlastni

Dukaz je ztejmy z predchozi diskuze. Provedli bychom ho jako u prikladu dimenze
dva, jednoduse dosazenim Schurova rozkladu A = UDUT za matici A do kvadratické

formy Qu(z) = 2 Ax.
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2.2 Inercie matice, hodnost matice, signatura matice

Jak jsme vidéli, vlastni ¢isla matice, resp. jejich znaménka, hraji dilezitou roli v kla-
sifikaci matic a kvadratickych forem ve smyslu definitnosti, ale zejména také v tom,
jak vypada graf dané kvadratické formy. To vSechno néas vede k zavedeni nového
pojmu, tzv. inercie.

Definice 5 (Inercie). Necht A € R™ " je symetrickd matice. Oznacme n, pocet
jegich kladnych vlastnich c¢isel véetne nasobnosti, n_ pocet jejich zapornych vlastnich
cisel véetné ndsobnosti a ng ndsobnost nulového vlastniho c¢isla, tjny +n_+ng = n.
Usporadanou trojici

in(A) = (ng,n_,ng)

nazyvdme inercii matice A.

Inercie bude zjevné uzitecna pii popisu kvadratickych forem, protoze nam vlastné
fikd v maximalné kolika linedrné nezavislych smérech se paraboly v grafu ,,ohybaji“
do kladnych a do zapornych cisel a v kolika musi zustat identicky nulové. Pojmu
se ale budeme dale vénovat i v nasledujicich sekcich a kapitolach. Zejména bude
potifeba pii popisu ,,Batman decomposition® symetrickych matic.

Poznamenejme, ze kdyz uz jsme zavedli pojem inercie, bylo by dobré vyjas-
nit jeho vztah k dalsim podobnym nebo souvisejicim pojmum. Prvnim z nich je
hodnost matice, ktery zname jiz ze zakladniho kurzu linearni algebry. Hodnost se
definuje jako pocet linedrné nezavislych radku, resp. sloupcti matice, nebo ekviva-
lentné jako rad nejvétsiho nenulového poddeterminantu matice, nebo ekvivalentné
jako dimenze oboru hodnot viz napt. [2, kaptola 1]. U (étvercovych) normélnich
matic (pricemz redlnd symetrickd matice je specialni pripad normdlni matice) je
hodnost dana rozdilem tadu matice a nasobnosti nulového vlastniho ¢isla. Plati
tedy nasledujici véta, kterou uvadime bez dukazu.

Véta 5. Necht A € R™™ je symetrickd matice a necht jeji inercie je in(A) =
(ny,n_,ng). Potom hodnost matice A je rovna poctu nenulovijch vlastnich cisel
(véetné ndsobnosti), tedy

rank(A) =n—no=ny +n_.

Mezi dalsimi souvisejici pojmy patii také tzv. signatura matice. Poznamenejme,
ze signatura se zpravidla pouziva v kontextu reguldrnich matic (tj. kdyz rank(A) =
n, neboli ng = 0), viz napf. [5].

Definice 6. Necht A € R"™™ je symetrickd matice a necht jeji inercie je in(A) =
(ny,n_,ng). Signaturou matice A nazveme cislo

Sg(A) =Ny —N—,
tedy rozdil poctu kladnijch a zdpornijch vlastnich ¢isel (véetné ndasobnostq).

Je zfejmé, ze signatura je kladna, resp. zapornd, ma-li matice vice kladnych,
resp. zapornych vlastnich ¢isel (opét ovsem véetné ndsobnosti). Signatura nam tedy
iikd, kterych vlastnich ¢isel ma matice vice.
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2.3 Zakon setrvacnosti kvadratickych forem

V minulé sekci jsme zavedli pojem inercie, ktery nam tikd, kolik m& matice A
kladnych, zapornych a nulovych vlastnich ¢isel. Nyni si zformulujeme tzv. zdkon
setrvacnosti kvadratickych forem, ktery nam v zasadé ukazuje, kdy se inercie za-
chovava. Poznamenejme, ze slovo inercie (anglicky, resp. latinsky inertia) se do
cestiny preklada praveé jako setrvacnost.

Véta 6 (Sylvestruv zékon setrvacnosti kvadratickych forem). Necht A € R™" je
symetrickd matice, Z € R™" requldrni matice a necht matice

B=Z7"AZ e R™".
Pak je matice B symetrickd a plat?
in(A) = in(B),
tj. pri transformaci A — B = ZT AZ, kterou nazjvdme (maticovd) kongruence se
zachovdva inercie.

Diikaz. Matice B = ZTAZ je zjevné symetrickd, BT = (ZTAZ)T = ZTATZ =
ZTAZ = B, nebot A = AT je symetrickd. Matice Z je reguldrni, tj. existuje inverzni
matice Z7!, tedy A = Z TBZ~!. Pokud rozepiSeme kvadratickou formu Q4(z),
dostaneme

Ou(z)=a"Ax =22 "Bz o = (Z7'2)"B(Z 'a).
Pokud si vektor Z 'x oznaéime jako y, vyjde ndm
Qa(x) = 2" Az = y" By = Qp(y).

Z rovnosti vyplyva, ze grafy obou kvadratickych forem, jak Qa(z), tak i Qp(y),
budou v podstaté stejné (jen v jinych soutadnicich; y = Z 'z, x = Zy predstavuje
zménu souradnicového systému). Specidlné bude u obou forem stejny maximélni
pocet linearné nezavislych sméru, ve kterych jsou paraboly v grafu kladné a zaporné
a také kolik jich zustalo identicky nulovych. Z toho nésledné plyne, ze i pocet
kladnych, zapornych a nulovych (tj. véetné ndsobnosti) vlastnich ¢isel matic A a
B musi byt stejny, tedy také in(A) = in(B). O

Poznamenejme, ze inercie je sice stejnd, ale samotnd vlastni ¢isla matic A a B
mohou byt ruzna. Pro vlastni ¢islo a vlastni vektor matice A plati

Ax = z)\.

Pokud mezi A a x vlozime §ikovné rozepsanou jednotkovou matici I = ZZ~! a celou
rovnici vyndsobime Z7 zleva, dostaneme

(ZTAZ)(Z'2) = (Z7 )\,
By=w)\, kde B=ZTAZ y=7'2, aw=2"x.
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Z téchto vztahu tedy plyne, ze A by bylo vlastnim ¢islem, pokud by vektor y byl roven
vektoru w. Pokud by méla byt vSechna vlastni ¢isla \; stejna, musel by odpovidajic
vektor y; = Z ta; byt roven vektoru w; = ZTx;, proi = 1,2,...,n. ProtoZe matice
Z je regularni a protoze vektory x; a tedy i y; a w; tvori bazi celého R", z rovnosti

-1 T .
Z ‘TZ:yZ:’LUILIZ Xy, 221,2,...,77,,

plyne, ze Z=' = ZT tj. Ze matice Z je ortogondlni.

Dosli jsme tedy k zavéru, ze vlastni ¢isla matic A a B se rovnaji pouze v pripadeé,
kdyz matice Z realizujici kongruenci je ortogonalni. V takovém piipadé (a pouze
v takovém pripadé) vsak kongruence splyvéa s podobnostni transformaci. Muzeme
tedy Tict, ze ortogondlni kongruence je zaroven ortogondlni podobnosti. Tedy, pokud
je matice Z jen reguldrni, jsou matice A a B navzdjem kongruentni (zachovand je
obecné pouze inercie) a pokud je matice Z navic ortogonélni, jsou si matice A a B
navzajem podobné (zachovava se jak inercie, tak vlastni ¢isla).
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3 Diilezité podprostory symetrickych indefi-
nitnich matic

Symetrické matice maji nékolik podprostoru, které pro nas budou velmi dulezité,
jejich popis a vysvétleni muzeme nalézt napiiklad v [8]. Tyto podprostory %, %,
U, a %_ a jejich ortogonalni baze Uy, Uy, U,y a U_ dané symetrické matice A
s inercii in(A) = (ny,n_,ng) jsou nasledovné:

e nulovy podprostor matice A, kde plati, ze AUy = 0 a dim(%4) = no;

e neutrdlni podprostor matice A, kde plati, ze UL AUy = 0 a dim(%y) = no +
tmin (n, 1)

e nezdporny podprostor matice A, kde plati, ze UT AU, je pozitivné semidefinitni
a dim(%;) = no + ny;

e a nekladny podprostor matice A, kde plati, ze UL AU_ je negativné semidefi-
nitnf a dim(%_) = ng + n_.

Podrobnéji se nyni budeme vénovat témto podprostorum v jednotlivych kapitolach.

3.1 Nulovy podprostor

Prvnim prostorem, ktery pro nas bude dulezity je nulovy prostor %4.

Definice 7. Necht A € R™" je symetrickd matice s inercii in(A) = (ny,n_,ny).
Prostor %y = AN (A) C R" nazyvame nulovym prostorem, jestlize

1. pro kazdé w € % plati Aw = 0 a zdroven
2. neexistuje prostor .S, % < ., dim(%) < dim(.%) spliugici podminku 1.

Druhou podminku mizZeme formulovat tak, Ze hleddme podprostor s vlastnosti 1.
mazrimdlni dimenze.

Tento prostor zname jiz ze zakladniho kurzu linearni algebry a lze definovat
pro jakoukoliv (tedy obecné i obdélnikovou) matici. Jeho dimenze je rovna defektu
matice, v nasem piipadé

dim (%) = n — rank(A) = ny.

veime. 7o v pifpade o L o
Snadno ovérime, ze v pripadé symetrické matice je nulo rostor linearnim obalem
praveé téch vlastnich vektoru, které odpovidaji nulovému vlastnimu ¢islu. Nulovy
prostor souvisi s pohledem na matici A jako na linedrni zobrazeni A : R" — R™.
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3.2 Neutrdlni prostor

Druhym prostorem je %y, prostor neutralni. Tento prostor (stejné jako nédsledujici
dva) souvisi piimo s kvadratickymi formami, tedy souvisi s chdpanim matice A,
respektive odpovidajici kvadratické formy jako zobrazeni Q4 : R” — R. Je tedy
trochu komplikovanéjsi nez prostor predchozi.

Definice 8. Necht A € R™" je symetrickd matice s inercii in(A) = (ny,n_,ny).
Prostor % C R™ budeme nazijvat neutrdlni, jestlize

1. pro kazdé w € Uy plati w Aw = 0 a zdroven
2. neexistuje prostor ./, Un < .7, dim(%y) < dim() spliugici podminku 1.

Druhou podminku muZeme formulovat tak, Ze hleddme podprostor s vlastnosti 1.
mazimdlni dimenze.

Oznaéme m = dim(%y) dimenzi prostoru %y. Necht ug\l,), ug\?), e ,uE\T) je béze

prostoru %y a necht Uy = | %),u%), e ,u%”’], tj. Z(Un) = Uy . Ziejmé kazdy pro
vektor w € %y existuje néjaky vektor z € R™ tak, ze plati w = Uyz (a naopak,
kazdy vektor z € R™ generuje néjaky vektor w = Uyz neutralniho prostoru). Pak

Ou(w) = wh Aw = 2T (UL AUN)2z =0, Vz € R™,

Matice UL AUy je ziejmé symetricka. Pro euklidovské vektory z = e;,i = 1,2,...,m,
dostavame (UL AUy);; = 0, tedy matice UL AUy musi mit nulovou diagonalu. Pro
soucty dvojic ruznych euklidovskych vektoru z = e; +¢€;, 4,7 = 1,2,...,m, ¢ # j,
dostdvdme s vyuzitim symetrie 2(U5 AUy ), ; = 0, tedy i mimodiagondln{ prvky jsou
nulové. Zavérem, matice

ULAUN =0

je nulova.

3.2.1 Vektory v neutralnim prostoru — p¥iklady

vvvvvv

Jak jsme jiz zminili, zobrazeni Q4 : w +—— w’ Aw funguje nepatrné slozitéjsim
zpusobem nez zobrazeni A : w — Aw. Je jasné, ze kdyz mame vektor w, pro ktery
plati Aw = 0, tak plati w” Aw = 0, tedy prostor % by mohl byt (a vzdy ho také
bude mozné povazovat za) podprostor prostoru %. Obracené to vSak neplati, t;.
w? Aw = 0, nemusi nutné implikovat Aw = 0. Tuto situaci si muzeme jednoduse
ilustrovat s vyuzitim vhodné reguldrni matice A (tedy takové matice, jejiz nulovy
prostor je trividlni a obsahuje jenom nulovy vektor 0) nasledujicim zptsobem:

01 1 0
=[Vo] w=[o] =]
Vektor w zfejmé neni v nulovém prostoru matice A, ale kdyz se zamétime na cely

souctin Q4(w) = w’ Aw, vidime, zZe se rovna 0 (vektory w a Aw jsou na sebe kolmé).
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vvvvvv

malizované vlastni vektory. Necht v; je vlastnim vektorem vlastniho &sla Aj, a vy
vlastniho ¢isla Ay #£ A1, a feknéme, ze pro jednoduchost zaroven plati

)\1 - —>\2.

Jelikoz je matice symetricka a vlastni ¢isla A\ a Ay jsou ruznd, vime, ze v je kolmé
na vy. Podivejme se na soucet téchto dvou vektoru

w = vy + vy, resp., pro formu, w = . + 2
[oall (2]
Potom
Qa(w) = wh Aw = w' (Avy + Avy)
= wh (v A1 + v2)9)
= w’ (vy — v2) N\
= (v] +vy)(v1 —v2)\s
= (vlvy +vdv; — o] vy —vivy) A =0,
nebot kolmost vy a vy zpusobi v{ vy = vlv; = 0. Protoze vl v; = ||jv;]]? = 12 = 1,

plati vlv; — vlv, = 0.
Tento priklad 1ze zjevné ihned zobecnit na piipad, kdy vlastni ¢isla nebudou
stejné velka. Mame tedy

AUl = Ul)\la A’Ug = ’UQ)\Q, kde A > 0> g (31)
Vezméme si linedrni kombinaci vlastnich vektoru
wy = avy + Pug (3.2)

a vhodné si zvolme « a f3,
1 1

SR S S S 3.3
RV v Y MV v P o

Potom dostaneme
Qa(wy) = wiFA’wl = (cw:lp + 505)(&@1)\1 + BuaAy)
= &\ o |)® + af (v vy + vTvy) 462X ua]* = 0. (3.4)
—_——
0

Zavorka je nulova z duvodu ortogonality v; a vy. Alternativné muzeme zkonstruovat
vektor
wy = av; — P, (3.5)

pro ktery zfejmé dostaneme stejny vysledek
Qa(w)) = w," Aw} = (av! — Bol)(awi Ay — Bushs)
= )\ [|o1]]? = aB (0T vy 4+ vT0g) 482X |Jua]? = 0. (3.6)
—_——
0
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Néasledné muzeme pokracovat zcela analogicky s vlastnimi vektory vz a vy ta-
kovymi, ze plati

Avg = wv3d3, Avy =4y, kde A3 >0> )\

a stejnym zpusobem, jako jsme ziskali vektor w; z vektoru v, a wvo, ziskdme nyni
vektor we = yu3 + dvy (pripadné why = yvs — dvy), pricemz konstanty v a ¢ volime
analogicky jako v (3.3).

Nyni bude vhodné ovérit, zda jsou takto ziskané vektory na sebe kolmé, tedy
zda je skalarni soucin (wy, wq) rovny nule. Dosazenim ziskdme skalarni soucin dvou
linedarnich kombinaci ruznych dvojic vektoru. Hodnoty ¢isel a a 8 ani nemusime
uvazovat, protoze vime, ze skaldrni soucin je (v redlném prostoru) linedrni v obou
slozkach a po rozndsobeni dostaneme linearni kombinaci skalarnich soucinu vlastnich
vektoru vy s v3, U1 S Uy, Uy S U3 a Uy s vy. Vlastni vektory symetrické matice vsak
vzdy muzeme uvazovat takové, aby na sebe byly navzdjem kolmé (navic kdyz od-
povidaji ruznym vlastnim ¢éislum tak jsou na sebe kolmé vzdy) a jejich skaldrni soucin
tedy bude roven nule. Analogicky ukdzeme, ze (wy,wq) = (W), we) = (wy,wh) =
(wh,wh) = 0.

3.2.2 Konstrukce baze neutralniho prostoru

Vyse uvedeny postup tedy muzeme shrnout tak, ze si vezmeme dvojici kladného
a zaporného vlastniho ¢isla Mgy 1 > 0 > Agp. Pocet téchto dvojic bude dan ¢islem
min(n,,n_). Ke kazdé takovéto dvojici si vezmeme také jim odpovidajici vlastni
dvojici vlastnich vektoru wvo, 1 a vy, a z nich zkonstruujeme vektor w,. Vime, ze
jelikoz jsou vektory w, zkonstruované z vlastnich vektoru, které jsme volili navzajem
kolmé, jsou i vektory w, na sebe kolmé.

Vezméme nyni linearni kombinaci

min(n4,n_)

w = Z PeWy (3.7)
=1

a dosad'me ji do kvadratické formy Q4. Dostavame

min(n4,n_) min(n4,n_)
Qu(w) = w" Aw = > ] > wjAuw;
i=1 j=1

min(n4,n_) min(ny,n_)

= > > pipw] Aw;. (3.8)

i=1 j=1
V pifpadé i = j muzeme s jistotou iici, ze w! Aw; = 0, tak jsme vektory konstruovali.
Jak je to ale v pripade, kdy @ # 57

Pro objasnéni se nejdiive vratime k piikladu se dvéma vektory a ukazeme, jak
bude vypadat soucin Aw; a soucin wl Aw,. Ziejmé

A’U}l = a)\lvl + 5)\21)2,

(yvs + 0vp ) (ahvr + BAavs)
= ayA\ Vs v + Bydg vl vy + @b\ vl vy + BEAa i g = 0.

a  wi Aw,
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Soucin wl Aw, je také roven nule, protoZe je linedrn{ kombinaci skaldrnich soucint
dvojic ruznych vlastnich vektoru, které jsme ale zvolili tak, ze jsou na sebe kolmé.
To samé bude ziejmé platit i pro kazdy soucin w] Aw;, kde i # j, v rovnici (3.8).
Celkove tedy dostavame
Qu(w) = wh Aw = 0

pro kazdé w zkonstruované jako v (3.7).

Prostor %y tedy konstruujeme tak, ze vezmeme matici A, jeji vlastni ¢isla a sadu
navzdjem ortogonalnich a (pro jednoduchost) normalizovanych vlastnich vektoru.
Vektory wy, konstruujeme tak, ze vezmeme libovolné dva vlastni vektory, které od-
povidaji vlastnim ¢islim s opaénymi znaménky a provedeme jejich vhodnou linedrni
kombinaci, jak bylo ukdzdno v (3.2)—(3.3). Chceme-li ortonormadlni bézi, vektor w,
navic normalizujeme, tj. vezmeme w; /||w;||. To opakujeme tak dlouho, dokud ndm
nedojdou disponibilni dvojice vlastnich vektoru, tedy dokud nedosdhneme minima
z poctu kladnych a zapornych vlastnich cisel. Konstruované vektory jsou na sebe
kolmé. Dostavame tak ortonormalni bazi

Wy

— {=1,2,...,min(ny,n_)
[[we|

¢asti prostoru . Tu doplnime (navzdjem ortonormalnimi) vlastnimi vektory od-
povidajicimi nulovému vlastnimu ¢islu (ty jsou ziejmé vsechny kolmé na vsechna
wy), tj. bazi nulového prostoru. Tim dostavame ortonormalni bazi celého %y .

Z postupu je ziejmé, ze mensi sadu vlastnich ¢isel (zapornych nebo kladnych)
vycerpame celou. Je dobré si uvédomit, ze je-li druha sada ostie vétsi, prostor %y
se muze lisit v zavislosti na tom, které vektory z vétsi sady jsme si pouzili. Tudiz
prostor %y neni jednoznacné dany. Jednoznacné urcend je vSak dimenze tohoto
prostoru, plati dim(%y) = ng + min(ny,n_).

Prostor %y ale neni déan jednoznacné ani kdyz jsou obé sady stejné velké. Ziejmeé
je tu navic v kazdém kroku volnost ve volbé mezi vektorem w; a w}; srovnej (3.2)
a (3.5), (3.4) a (3.6), také viz obrazek 3.1, zejména prvni graf v prvnim radku.
Jednoznaé¢né je dan jen jeho podprostor %.

3.3 Nezaporny podprostor

Dalsim zajimavym prostorem, se kterym budeme pracovat, je nezaporny prostor
.. Tento prostor také neni dan jednoznacné, ale muzeme si jeho polohu zvolit.
Podivejme se nejprve, jak je tento nezdporny prostor definovan.

Definice 9. Necht A € R™ "™ je symetrickd matice s inercii in(A) = (ny,n_,ng).
Prostor %, C R™ budeme nazjvat neziporny, jestlize

1. pro kazdé w € %, plati wT Aw > 0 a zdroven

2. neexistuje prostor ./, %, < .7, dim(%) < dim(.) spliugici podminku 1.
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Obrazek 3.1: Vyznaceny neutralni prostor v danych kvadratickych formach v pro-
storu R%. V prvnim fddku je neutralni prostor vyznaceny v reguldrnich forméch,
zleva: indefinitni a negativné definitni. V druhém tadku je neutrdlni prostor vy-
znaceny v singularnich formach, zleva: negativné semidefinitni a identicky nulové
forme.

Druhou podminku mizeme formulovat tak, Ze hleddme podprostor s vlastnosti 1.
mazximalni dimenze.

Oznaéme m = dim(%, ) dimenzi prostoru %, . Necht u$), uf), e ,UT’) je baze
prostoru %, a necht U, = [ug),uf), e ,u(;")], tj. Z(Uy) = %,. Ziejmé pro kazdé
w € %, existuje néjaky vektor z € R™ tak, ze w = U, z. Pak zfejmé musi platit

w' Aw = 2T (UT AU, )z > 0,

tedy matice UT AU, je pozitivné semidefinitni.

3.3.1 Konstrukce baze neziporného prostoru

Nyni si ukazeme, jak vypada prostor %,. Nejprve se ale na celou véc podivame
skrze bazi vlastnich vektoru. Ukazeme, jaké vlastni vektory muze prostor obsahovat
a z toho odvodime, jakou mé dimenzi. Musime vsak opét pripomenout, ze prostor %,
neni dan jednoznacné, vlastni vektory opét budeme moci kombinovat a konstruovat
ruzné nezaporné prostory stejné dimenze.

Vezméme si nejprve vlastni normalizovany vektor v, ktery odpovida nezapornému
vlastnimu ¢islu A, tj.

Av=v), kde A>0, || =1
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Vyndsobenim rovnice vektorem v? zleva dostavame
Qa(v) = v Av = v oA =\ > 0.

Vlastni vektor v tedy zjevné muze (obecné ale nemusi) patfit do %,. Pokud si
naopak vezmeme vlastni vektor v, ktery odpovida zapornému vlastnimu ¢islu A < 0,
dostaneme zcela analogicky Q4(v) < 0. Takovy vlastni vektor v tedy urcité nemuze
byt v prostoru %, . Protoze pozadujeme pouze nezapornost (nikoliv kladnost), urcité
mohou (obecné ale nemusi) byt soucasti tohoto prostoru vsechny vektory, které jsou
také soucasti neutralniho prostoru, tj. nezaporny prostor lze urcité volit tak, aby
neutralni prostor byl jeho podprostor. Specidlné, protoze po nezaporném prostoru
chceme aby byl maximalni mozné dimenze, bude urc¢ité obsahovat cely nulovy prostor
jako podprostor. Pokud budeme chtit, do nezaporného prostoru zaradit vsSechny
vlastni vektory odpovidajici kladnym a nulovym (tj. nezépornym) vlastnim ¢islum,
ziejmé uz nepujde zveétsit a jeho dimenze bude pravé rovna dim(%,) = ny + ny.

Obecné muzeme nezaporny prostor (resp. jeho bazi) konstruovat nésledujicim
zpusobem:

e Nezaporny prostor musi obsahovat vSechny vektory nulového prostoru. Od-
povidajici ¢ast baze budou tvorit vlastni vektory odpovidajici nulovému vlast-
nimu ¢islu.

e Dale bude nezaporny prostor obsahovat min(n,,n_) linearnich kombinaci dvo-
jic vlastnich vektoru odpovidajicich vzdy jednomu kladnému a jednomu zapor-
nému vlastnimu ¢éislu (viz (3.1)—(3.6)) takovych, abychom dostali tentokrat
nezaporny vysledek, tj. Qa(w;) = wlAw, > 0, ¢ = 1,2,...,min(n,,n_).
Staci napf. volit a vétsi nebo rovno nez jak tomu je v (3.3).

e Pokud navic plati n,. > n_, tj. madme k dispozici vice kladnych vlastnich
¢isel nez zapornych, pak ndm po predchozim kroku stéle zbylo (n, — n_)
nevyuzitych vlastnich vektoru odpovidajicich kladnym vlastnim ¢islum. Tyto
vlastni vektory musime také ptridat do béze nezaporného prostoru.

Z téchto uvah vyplyva, ze %, obecné obsahuje vlastni vektory odpovidajici nu-
lovym vlastnim ¢islim, nékterym kladnym vlastnim ¢islum (podle toho zda néjaka
zbyla navic). Protoze jeho baze obsahuje linedrni kombinace dvojic vlastnich vek-
toru odpovidajicich zapornému a kladnému vlastnimu ¢islu, bude i prostor obsahovat
nékteré relativné obecné linedrni kombinace danych kladnych a zadpornych vlastnich
vektort.

7 konstrukce je jasné, ze prostor neni dan jednoznacné, stejné jako v pripadé ne-
utralniho prostoru. Je také zrejmé, ze pokud v druhém bodu predchozi konstrukece
budeme volit vhodné, cely neutralni prostor bude podprostorem nezaporného pro-
storu. Dimenze nezdporného prostoru je dle konstrukce rovna dim(%,) = ng +
min(ny,n_)+ max(n, —n_,0) = ny + ng, tj. zustava takova, jak jsme odhadli jen
na zakladé pohledu skrze bazi vlastnich vektoru. Dimenze nezaporného prostoru je
tedy déna jednoznacné.
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3.4 Nekladny podprostor

Poslednim prostorem je nekladny prostor %7 . Ten bude vypadat analogicky jako
nezaporny podprostor %, . Zactnéme opét definici.

Definice 10. Necht A € R™" je symetrickd matice s inercii in(A) = (ny,n_,ng).
Prostor % C R™ budeme nazyjvat nekladny, jestlize

1. pro kazdé w € %_ plati wT Aw < 0 a zdroven

2. neexistuge prostor S, % < ., dim(%_) < dim(.¥) splriugici podminku 1.

Druhou podminku mizZeme formulovat tak, Ze hleddme podprostor s vlastnosti 1.

maximdalni dimenze.

Oznaéme m = dim(%_) dimenzi prostoru %_. Necht u(_l), u(_Q), e ,u(_m) je baze

prostoru %_ a necht U_ = [u(_l),u(_Q), e ,u(m)], tj. Z(U_) = %_. Ziejmé pro kazdé

w € 7 existuje néjaky vektor z € R™ tak, ze w = U_z. Pak zfejmé musi platit
wh Aw = 2T (UTAU_)z < 0,

tedy matice UT AU_ je negativné semidefinitni.

3.4.1 Konstrukce baze nekladného prostoru

Nekladny prostor je zcela analogicky jako prostor nezdporny. Vezméme normalizo-
vany vlastni vektor v, ktery odpovida kladnému vlastnimu ¢islu A, tj.

Av=wvA, kde A>0, [v|=1.
Vyndsobenim rovnice vektorem v? zleva dostavame
Qu(v) = v Av =vTvA =X > 0.

Takovy vlastni vektor v tedy urcité nemuze byt v prostoru %,. Pokud si naopak
vezmeme vlastni vektor v, ktery odpovida nekladnému vlastnimu ¢islu A < 0, dosta-
neme zcela analogicky Q4(v) < 0 a takovy vlastni vektor v tedy tedy zjevné muze
(obecné ale nemusi) pattit do %_.

Obecné muzeme nekladny prostor (resp. jeho bézi) konstruovat, stejné jako
v predchozim pripadé, nasledujicim zpusobem:

e Prostor %_ opét obsahuje vlastni vektory odpovidajici nulovému vlastnimu
¢islu.

e Pak min(n,,n_) linedrnich kombinaci dvojic vlastnich vektoru odpovidajicich
vzdy jednomu kladnému a jednomu zapornému vlastnimu ¢islu (viz (3.1)—
(3.6)) takovych, abychom dostali tentokrat nekladny vysledek, tj. Qa(wy) =
wlAw, <0, £ =1,2,...,min(ny,n_). Staci napf. volit o mens{ nebo rovno
nez jak tomu je v (3.3).

e Nakonec, v pripadé ze n_ > ny, vlastni vektory odpovidajici (n_ — ny)
zapornym vlastnim ¢islum, ktera jsou navic.

Dimenze prostoru je ziejmé opét ddna poctem nulovych a zapornych vlastnich ¢isel,
tj. dim(%Z_) = no +min(ny,n_) + max(n_ —n;,0) = n_ + ny.
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3.5 Vzajemné vztahy podprostori

Vime, ze existuji ¢tyri dulezité prostory se vztahem k matici A. Ne vSechny jsou
urcené jednoznacné, i kdyz nékterych piripadech mohou byt jednoznaéné dané vsechny.
To je tieba piipad, kdy je matice pozitivné definitni. Pak maji nulovy, neutralni a
nekladny prostor dimenzi 0, tedy % = %n = %_ = {0}, a nezdporny prostor ma
dimenzi rovnu rozméru matice, tedy %, = R™. Obecné vztahy mezi prostory jsou
popsany v tabulce 3.1.

Tabulka 3.1: Piehledné zobrazeni vzajemnych vztahu vyse zminénych dulezitych
podprostoru a to, jak je nutné nebo vhodné zvolit, aby do sebe byly dané podprostory
vnorené.

’ Podprostor ‘ Jednoznacnost ‘ Vzajemny vztah podprostori ‘

U jednoznacné

%2 nLjednoznaéné Vlly U < Uy

U jednoznacné

%i nLjednoznaéné VU U S U

Uy jgdnoznaéné VU w C U

U nejednoznaéneé =

Uns nejednoznaéneé YUy 33U, - Uy C U,

U, nejednoznacné Uy #+ Uy = Uy Un ¢ Us
Uns nejednoznaéneé N AU : U C U

U nejednoznacné U+ Uy = IU- - Un € U-

Nés vsak budou zajimat predevsim matice indefinitni (v takovém piipadé pro-
story dané jednoznacné nejsou) a urcitd specifickd volba téchto prostoru. Vime,
ze nulovy prostor %4 je vzdy podprostorem neutralniho prostoru %y. A zaroven
muzeme vybrat nezaporny prostor %, tak, aby neutralni prostor %y byl jeho pod-
prostorem. Stejné tak lze vybrat nekladny prostor % tak, aby neutralni prostor
Yy byl jeho podprostorem. Pokud prostory vhodné zvolime, bude tedy platit

Uy C Uy CU. CR"™ nebo % C Uy C U CR", (3.9)
respektive
NS
Uy C Un \C% 3 R™. (3.10)

V pristi kapitole si ukazeme, jak lze z ortonormalnich béazi téchto podprostoru
vystavét hledany rozklad ,Batman decompostion®; viz napft. [7]. Pro to bude nutné
zvolit si jednu ze dvou vétvi (cest) vnofeni danych v (3.10). Vétev vnofeni si bu-
deme volit podle toho, ktery z prostoru %, resp. %_ ma vétsi dimenzi, tj. podle
poctu kladnych a zapornych vlastnich ¢isel (véetné ndsobnosti). Pokud bude pocet
kladnych vlastnich ¢isel vétsi nez nebo roven poctu zapornych vlastnich éisel (ny >

35



n_), zvolime si horni vétev, a naopak, pokud bude pocet zdpornych vlastnich ¢isel
vétsi nez nebo roven poctu kladnych vlastnich ¢isel (ny < n_), zvolime si dolni
vétev. Mensi z prostort je totiz vzdy primo roven neutrdalnimu prostoru, tj. v prvnim
piipadé % = %_, v druhém piipad % = % . Ve specialnim piipadé n, = n_ zfejmé
plati % =w_ = U, .

Bez 1jmy na obecnosti si tedy nyni vybereme prvni z vyse uvedenych variant.
Necht tedy

ny >n_ auvazujme vnoreni % C Uy C %, CR" (3.11)

pro cely zbytek textu.
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[ V4

4 Rozklad zobrazujici inercii

V nedavné dobé byl objeven novy typ rozkladu matice, ktery pomuze identifikovat
inercii matice — antitriangular ,,Batman decomposition®, ktery je popsany napiiklad
v [8] a [7]. Tomuto zpusobu rozkladu matice se budeme v této kapitole vénovat a
podrobné se podivame, jak funguje. Na cely postup se podivame obecné, tedy se
pokusime odvodit a vysvétlit cely postup tohoto rozkladu.

Poznamka 1. Je dulezité upresnit pouzivanou terminologii, aby se zabranilo nedo-
rozumeénim v souvislosti s ruznymi vijznamy slov a jejich ceskiyjch prekladi. Ujasnéme
si tedy nasledugici pojmy (dané pojmy jsou prehledné vysvétlené také v tabulce 4.1):

e lower/upper triangular matriz — dolni/horni trojuhelnikovd matice, tj. matice
obsahugici nulové prvky nad/pod diagondlou;

e diagonal matriz — diagondlni matice, tj. matice zdroven v dolnim i hornim
trojuhelnikovém tvaru, tedy matice obsahujici nenulové prvky pouze na hlavni
diagondle;

e symmetric matriz — matice symetrikd podle hlavni diagondly, tj. transpono-
vand matice je rovna matici puvodni;

e lower/upper antitriangular matriz — dolni/horni ,, antitrojihelnikovd“ matice,
tj. matice obsahujici nulové pruky nad/pod vedlejsi diagondlou,

e antidiagonal matriz — , antidiagondlni® matice, tj. matice obsahujici nenulové
proky pouze na vedlejsi diagonale;

e antisymmetric matrix — ,, symetrickd matice podle vedlejsi diagonaly“.

Co se tyce posledniho pojmu, v cestiné se vyskytuje termin antisymetrickd matice
(viz [2]), coZ by se mohlo zddt byt prekladem anglického terminu antisymmetric
matrix, avsak ve skutecnosti tyto dva poymy znaci dva odlisné typy matic. Zatimco
anglicky pojem antisymmetric matrix znaci matici, kterd je symetrickd podle vedlejsi
diagonaly, cesky pojem antisymterickd matice je oznaceni pro takovou matici, kterd
je symetrickd podle hlavni diagondly aZ na znaménko, presnéji receno AT = —A.

Ceskyj pojem antisymetrickd matice, v nékterjch publikacich (napiiklad [11])
také nazyvand kososymetrickd matice, se do anglického jazyka preklada jako skew-
symmetric matriz. Sirst rozsirent terminu kososymetrickd matice by bylo vhodnéjst,
nebot by ndm v takovém pripadé zistal termin antisymetrickd matice volny prdvé
pro preklad anglického antisymmetric matriz.
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Tabulka 4.1: Porovnani bézné pouzivané terminologie v anglickém a ceském jazyce
s vysvétlenim téchto pojmu. Za povsSimnuti stoji zejména rozdil mezi pojmy ,an-
tisymetricka matice® a ,antisymmetric matrix“. My budeme pracovat s maticemi
typu ,lower antitriangular®.

Anglicky

nazev

Cesky nazev

Vysvétleni pojmu

’ Struktura matice s ohledem na hlavni diagonalu ‘

. dolni . . -
lower triangular o e matice, ktera ma nad hlavni di-
matrix trojiihelnfkova agonalou pouze nulové prvky
matice
. horni . . .
upper triangu- ot a matice, kterd ma pod hlavni
. trojuhelnikova . , .
lar matrix matice diagonalou pouze nulové prvky

diagonal matrix

diagonélni matice

matice, kterda ma nad i pod
hlavni diagondlou pouze nu-
lové prvky

symmetric mat-
rix

symetricka matice

matice, ktera je symetricka
podle hlavni diagonély,

tj. A = AT

skew-symmetric
matrix

antisymetricka
(téz kososymetricka,
viz [11]) matice

— 4| matice, kterd je po zméné
+ znaménka symetrickd podle
hlavni diagondly, tj. A = —AT

’ Struktura matice s ohledem na vedlejsi diagonalu ‘

lower antitrian-
gular matrix

dolni trojihelnikova
matice podle vedlejsi
diagonaly

matice, kterd ma nad vedlejsi
diagonalou pouze nulové prvky

upper antitrian-
gular matrix

horni trojuhelnikova
matice podle vedlejsi
diagonaly

matice, kterd ma pod vedlejsi
diagonalou pouze nulové prvky

ric matrix

- diagonalni matice, ktera ma nad i pod ve-
antidiagonal : o R , .
. matice s vedlejsi dlejsi diagonalou pouze nulové
matrix . .
diagonalou prvky
. metricka . .. D
antisymmet- symetricka matice, ktera je symetricka

matice podle
vedlejsi diagonaly

podle vedlejsi diagonaly
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4.1 Antitrojuhelnikovy tvar matice

Jelikoz v cestiné neexistuje konkrétni vhodny preklad nami velmi uzivaného terminu
(lower) antitrianglular matriz, bude dobré si tedy pro potieby této prace ceské
oznaceni zavést. Pro naSe potifeby tedy budeme takovou matici nazyvat matici
v dolnim trojuhelnikovém tvaru podle vedlejsi diagonaly, pripadné prosté dolni anti-
trojuhelnikovd matice.

Predmétem této kapitoly bude dukaz tvrzeni, ze libovolnou symetrickou matici
A c RV A = AT lze transformovat pomoci ortogonalni podobnostni transformace
(tj. ortogonélni kongruence; transformace, ktera zachova nejen vlastni ¢isla matice
a tedy i inercii, ale i symetrii matice) realizované matici @) tak, ze matice bude
prevedena do blokové antitrojuhelnikového tvaru, neboli, ze existuje rozklad

A= QTMQ, QT — Q—l c Rnxn

a
0 0 0 O
00 o0 Y7 nxn
M = 00 X 77 e R™", (4.1)
oYy Z W
kde

Y eR™™, X eR™, W eR™™M a ZeR™WM

matice X a W jsou symetrické ctvercové matice (ruznych velikosti) a matice YV je
dolni antitrojihelnikova. Rozméry matic jsou navic dany nasledujicim zpusobem

in(A) =in(M) = (ny,n_,ng), ny =min(ny,n_), ng=max(ny,n_)—ny.

V nésledujicim textu podrobné ukazeme, jak tuto transformaci zkonstruovat, ¢imz
mimochodem dokézeme, ze vzdy existuje.

4.2 Zakladni struktura transformace na dolni blokové
antitrojuhelnikovy tvar

Nyni se budeme zabyvat hledanim podobnostni transformace @, @~ = Q7 takovou,
aby platilo
QTAQ = M,

kde M je dolni blokoveé antitrojihelnikovéd, viz (4.1). Nebo-li hleddme rozklad matice
A=QMQT,

kde @ je ortogonalni matice a M je dolni blokové antitrojuhelnikova matice.
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4.2.1 Transformaéni matice

Vyse zminénou matici () zacneme sestavovat tak, ze budeme hledat ortonormalni
béaze jednotlivych prostoru a jejich ortogonalnich doplinku. Postup sestavovani ma-
tice bazi podprostoru

Q=101 Q Qs Qu]
je nasledujici.
e Nejprve sestrojime bazi Q1 tak, ze sloupce Q)1 tvori bazi prostoru %.

e Nasledné sestavime béazi prostoru %y. Jelikoz je prostor %4 podprostorem
prostoru %y, tak pti sestavovani baze prostoru %y vyuzijeme bazi ()1 prostoru
Y, a doplnime ji o Y9, jejiz sloupce tvori bazi ortogonalniho dopliku prostoru
Uy v prostoru %y . Sloupce @1 a @) tvoii bazi neutralniho prostoru Zy.

e Jak jsme jiz tekli, bez tjmy na obecnosti jsme si zvolili, Ze nyni budeme hle-
dat bazi prostoru %, . Nyni vyuzijeme toho, ze prostor %y je podprostorem
prostoru %, tzn. jiz existujici bazi (sloupce [Q1, Q2]) prostoru %y doplnime
0 @3, jejiz sloupce tvoii bazi ortogondlniho dopliku prostoru %y v prostoru
.. Tim ziskame bazi celého prostoru %, ktera je tvorena sloupci matic ()1,

Q2 a Q3.

Poznamka 2. Pokud by bylo n, < n_, vybrali bychom si z (3.10) spodni vétev
a sestavovali bychom zde bdzi prostoru . Postupovali bychom analogicky.
Opét bychom vyuzili vztahi platicich mezi prostory, tedy %N je podprostorem
prostoru %-. Bdzi prostoru %y bychom doplnili o QY tak, Ze sloupce Qy tvori
bdazi ortogondlniho dopliku prostoru %x v prostoru .

e Nakonec sestavime matici ()4. Chceme dostat bazi celého n-rozmérného pro-
storu, tedy musime bazi prostoru %/, doplnit o béazi ortogonédlniho doplnku
prostoru %, v R™.

Nyni jsme tedy sestavili matici () = [ Q1 Q2 Qs Q4 } Pripomenme, Ze
in(A) = (ny,n_,ng), ng =min(ny,n_), ny=max(n,,n_)—ng.

Sloupce )7 jsou bdazi nulového prostoru %, dimenze ng, sloupce )3 bazi orto-
gonalniho doplnku %4 v neutralnim prostoru %y dimenze nq, sloupce Q3 béazi or-
togonalniho doplnku %y v nezdporném prostoru %, dimenze n, a sloupce )4 bazi
ortogondlniho dopliku %y v R" velikosti n — ng — ny — ny = ny. Ted se podivame,
jak bude vypadat podobnost realizovana touto ortogonalni matici

QTAQ=[Q1 @ Qs Q] "A[ Q1 Q2 Qs Q]

QTAQ: QTAQ, QTAQs QTAQ,
QTAQ: QTAQ, QFYAQ; QFAQ, (4.2)
QTAQ: QTAQ, QFAQs QTAQ. |

TAQ: QTAQ, QTAQs QTAQ.

Postupné se podrobné podivame, jak vypadaji jednotlivé bloky této matice.
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4.2.2 Bloky v prvnim ¥adku a prvnim sloupci matice Q7 AQ

Nyni si musime uvédomit, ze ()1 je baze nulového prostoru a pro kazdy vektor

nulového prostoru plati, ze v sou¢inu s matici A se rovna nule, tedy plati

AQ, = 0.
Transpozici vyrazu AQ); s vyuzitim symetrie A dostaneme
(AQ)T =QTAT =QTA=0.

Diky tomu dostavame

QTAQ1 =0, QTAQ; =0, kde j=1,234.

Matice (4.2) tak bude odted vypadat takto

)

0 0 0
Q3 AQx Q3 AQs Q3 AQy
QFAQ2 Q3AQs Q5AQy
QIAQ: QTAQs QTAQy

QTAQ =

o O O

4.2.3 Blok (2,2) matice QT AQ

(4.3)

Nynf se musime zamyslet nad tim, co je linedrnim obalem sloupcu [Qy, Q2]. Odpoved

jiz zname — je to neutralni prostor, ktery je definovany pravé tim, ze plati

[Q1Q2]"A[Q1Q2] =0,
z ¢ehoz ihned vyplyva
Q3 AQz = 0.

Tvar matice (4.3) se tedy dale méni na

0 0 0 0

Lo 0 QIAQs QTAQ
QUAQ =\ o oraqg, QIA0, OTAO,

0 QIAQ: QIAQs QFAQ

4.2.4 Bloky (2,3) a (3,2) matice QT AQ

(4.4)

V tomto momenté se uz dostavame do tvaru, ktery je blizko pozadovaného antit-

rojuhelnikového tvaru (4.1). Zbyva pouze ukazat, ze bloky
QgAQQ a QQTAQ:a

jsou nulové. Jelikoz jsme si z (3.10)—(3.11) vybrali prvni moznost, vime, ze pocet
kladnych vlastnich ¢isel je vétsi nez nebo roven poctu zapornych vlastnich ¢isel, tedy

ny > n_.
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V této chvili je dulezité se zamyslet nad tim, jak jsme budovali neutralni prostor %y .
Zacali jsme tak, Ze jsme si volili néjaky vlastni vektor v], ktery odpovid4 kladnému
vlastnimu ¢islu, déle jsme si vybrali vlastni vektor vy, ktery odpovida zapornému
vlastnimu ¢islu. Tyto vektory jsme zkombinovali dohromady, tak aby se linedrni
kombinace rovnala vektoru wy, ktery je ortonormalni a hlavné neutralni, tedy

avy + Buv; =wi, Qa(w;) = 0.

Analogicky jsme sestavili i dalsi neutrdlni vektory ws, ws, - - - , w,_, které tvori sloupce
matice ()2, tedy
Qo = (w1, wa, w3, -+ ,wy,_].
Tyto vektory jsou na sebe kolmé, protoze jsou to linearni kombinace ruznych vektor,
které jsou na sebe navzajem kolmé, jak jsme jiz ukazali.
V této chvili jsme vycerpali neutralni prostor a za¢iname budovat jeho orto-
gondlni doplnék v %, . Matici Q3 vytvorime ze zbylych vlastnich vektoru, t;.

— [t + +
Q3 - [Un,—o—l’ Up_ 495 7Un+}'
Vynasobime-li matici A ziskanou matici (03, v podstaté vyndsobime matici A kazdy

sloupec matice 3. Jelikoz je ale kazdy z téchto sloupcu vlastnim vektorem, tak
dostaneme

AQ3 - [AU:,—H? AU;@E—&-Q? T 7AU+ ]

N4
A0 O
N . N (4.5)
- [Un_+1/\7 Un_+2)‘7 T 7Un+)‘] - Q3 0 0 )
0 0 X

kde jednotlivd A mohou byt ruznd; na dalsi postup to nema vliv, proto je pro jed-
noduchost neindexujeme. Zbyva se tedy podivat na soucin QI AQs, tedy

A0 O
QgAQs = QzTQs 0O . 0 |- (4.6)
0 0 A

Vime, ze sloupce matice ()2 jsou linearni kombinaci vlastnich vektoru a sloupce
matice (J3 jsou piimo vlastni vektory. Dale také vime, ze vSechny vlastni vektory
(i jejich linearni kombinace) jsou na sebe navzajem kolmé, tudiz jejich soucin bude
roven nule, tedy

QTAQ3 =0; ziejmé také QFAQ, = (Q3ATQ3)" = (QFAQs)" =07 =0

z duvodu symetrie matice A.

Jako zaver sekci 4.2.2, 4.2.3 a 4.2.4 tedy dostavame, ze transformace (4.2) ma
fakticky nésledujici strukturu

0 0
0 QIAQ
QTAQs QTAQ, (47)

0
Q"AQ = 8
QIAQ, QIAQs Q1AQs

o O O O

nulovych a nenulovych bloku.
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4.3 Batman decomposition

Nyni jsme v situaci, kdy méame formalné stejnou strukturu nulovych a nenulovych
bloku, jako jsme pozadovali v (4.1). Zbyva ndm pouze ukdzat, jaké vlastnosti maji
jednotlivé bloky. Od nékterych jsme pozadovali aby byly symetrické (coz bude
pravdépodobné trividlni splnit) od jinych aby byly dolni antitrojihelnikové (coz
bude obtiznéjsi). Oznacme si tedy pro jednoduchost jednotlivé bloky nésledujicim
zpusobem,

0 0 0 0 00 0 0
0T AQ — 0 0 0 QTAQ, 00 0 YT
0 0  QjAQs QFAQ 00 x z7
0 QIAQ: QIAQs QiAQ, oY Z W

Zacnéme tedy nejdiive matici X, kterou muzeme zapsat jako

X = Q3TAQ3-

Nyni (za pomoci symetrie matice A) ukdzeme, ze X7 = X, tedy ze matice X je
symetricka,

X' =(Q;4Q3)" = Q3 ATQ3 = Q3 AQ3 = X.

Stejné tak ukdzeme symetrii matice W,
W= QZAQZL)

W' =(Q1AQ1)" = Q1IA"Q1 = QL AQ, = W.

Jednoduse se nam tedy podarilo ukazat, ze matice X a W spliuji vlastnosti, které
maji bloky matice v dolnim antitrojihelnikovém tvaru.

4.3.1 QR rozkladem k antitrojihelnikovému bloku Y

Jak je jiz podle nadpisu jasné, budeme se vénovat tomu, jak dosdhnout premény
z nynéjsi matice _

Y = Q4TAQ2
na nami pozadovanou matici Y v dolnim antitrojuhelnikovém tvaru. K tomu, aby-
chom to dokazali, si pottebujeme ujasnit to, co jiz vime.

Hlavni véc, kterd je nam znama, je to, ze Y ma rozmery ny xny, tedy je ctvercova.
Soucin, ktery jsme si zavedli jako blok Y je Q¥ AQ,. JelikoZ chceme na pozici bloku
Y ziskat blok Y, musime blok Y vhodné modifikovat, v zasadé pujde o QR rozklad
(viz napf. [2, kapitola 3]). Mdme dvé moznosti, jak toho docilit. Bud muzeme zménit
bazi ()2 nebo bazi ()4. My si zvolime prvni z danych moznosti, protoze zména baze
Q4 by ovlivnila i bloky 7, Z T a W. V nami zvoleném piipadé se zméni pouze bloky
Y a Y7, protoze dalsi bloky, které souvisi s volbou baze Qs, jsou nulové.
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Protoze jsme rozhodli ménit bazi ()5, musime provadét transformaci matice Y
zprava. Zacnéme tim, ze si matici Y zapiSeme po radcich nasledovnym zpusobem

T

Y1

T

> Ya

Y = (4.8)

T
ynl

Nyni si sestavime Householderovu transformacni matici H; (téz matici reflexe, resp.
zrcadleni, viz napft. [2, kapitola 3.2]) takovou, aby platilo

0
Hyr =1 0| =emlnl. (4.9)
[l

Takova transformace bude dozajista moznd, protoze si muzeme sestrojit pomocny
normalizovany vektor
N
(1 = eny DI

Potom bude matice H; vypadat nasledovné H; = I — 2¢;q¢!. Nyni provedeme prvni

z nékolika kroku transformace matice Y realizovany pravé matici Hy,

- Y T
YH = | 7 | H = (Hl[y17y27"'7yn1]) = [Hiyr, Hayo, .. Hayp,]". (4.10)

T
Yn,

Tedy dostaneme

v T N ~
YH] = e o Uy , (4.11)

kde e je jediny nenulovy (kladny) prvek prvniho 7ddku matice YH T a 4, jsou ostatni
transformované sloupce matice Y7,

U = Hiyp, kde k=2 ...,n;.

Jejich presna struktura nas az tolik nezajima, protoze je budeme postupné transfor-
movat podobnym zpusobem, jako jsme transformovali prvni vektor.
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Nyni si analogicky zkonstruujeme matici H, tak, aby vektor 7, zobrazila ta-
kovym zpusobem, ze ve vysledném vektoru bude predposledni prvek (o) kladny (viz
poznamka 3) a posledni prvek (x) zustal nezménény, tedy schematicky

0

Hyyp = | 0 | - (4.12)

Celkové transformace matice Y nyni vypada jako nasledujici soucin

[0 0 1"
00
YHUH = | & 0 Gy - 3. | (4.13)
0O e
[ J
kde prvky e jsou kladné, prvek * je nezménény a vektor ﬁk = Hoyp, k=3,...,ny.

Poznamka 3. Muze vyjit prvek e nulovy? Pokud se nad touto problematikou za-
myslime globdlné, nulovy prvek na vedlejsi diagondle vyjit nemuze. Je to ddno hod-
nosti celé matice. Kdyby na misté daného prvku byla nula, znamenalo by to, Ze
danyj vektor je bud identicky nulovy, nebo lze napsat jako linedrni kombinaci diive
spoctenyjch vektori (tj. odpovidajici radek matice Y by byl linedrni kombinact radk,
které jsou nad nim), tedy by byl linedrné zdvisly. Celd matice by pak méla o jeden
linedrné zdvisly sloupec a tedy i jedno nulové vlastni ¢islo navic, coZ se stat nemuze
vzhledem k tomu, Ze vsechny vlastni vektory odpovidagjici nulovym vlastnim cislum
lezi v nulovém prostoru %, tedy v prostoru generovaném sloupci matice Q1.

Analogicky postupujeme se vsemi dalsimi vektory do té doby, nez se dostaneme
do bodu, kdy je matice Y H{ Hy --- H!' v dolnim trojihelnikovém tvaru podle ved-
lejsi diagondly. Spliuje tedy pozadavky formulované pro matici M (4.1). Oznacme
soucin _

H=H,  ---HH a Y=YH"
Naopak tedy plati B
Y =YH,

coz je jista forma vyse zminéného QR rozkladu matice 17; matice Y je dolni antit-
rojihelnikova a matice H je ortogonalni H—' = HT!

'Poznamenejme, ze jednotlivé Householderova zrcadleni Hy, k = 1,...,n, jsou symetricka.
Vyse je tedy vsude mozné nahradit matice H{, HY, atd. piimo maticemi H;, H», atd. Jejich
soucin H ovSem jiz symetricky neni. Navic, budeme-li matice Hj, interpretovat jinak, napi. jako
rotace, symetrické jiz nebudou, ale QR rozklad pujde provést tiplné stejnym zpusobem. Transpozice
jsme tedy u matic Hj psali zejména z duvodu konzistence znaceni.
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Vysledny blok Y, ktery je v dolnim antitrojihelnikovém tvaru, muzeme tedy
rozepsat jako soucin

Y =YH" = QTAQ:H" = QT AQ,, kde Q= Q.H".
Tim jsme bazi ortogonalniho doplitku %, v % tvorenou sloupci matice () nahradili

novou ,,lepsi“ bazi tvorenou sloupci )s.

4.3.2 Zména baze ovlivni pouze bloky ¥ a Y7

Jako shrnuti muzeme fict, ze nami puvodné zvolena matice ()3 nevede na takovy
tvar bloku Y, ktery jsme pozadovali. Nicméné namisto s matici ¢ budeme pracovat
s matici ), kterou lze zapsat jako

0=1Q @ @

Pokud provedeme soucin @TA@, tak se zmeéni viechny (resp. pouze) ty bloky matice,
které ovliviuje zména matice ()3 na (o, tedy

0 0 0 0 00 0 0

GTag— |0 0 0 QIAQ. | _|0 0 0 Y”
0 0 QIAQs QIAQ 00 X 27 |-
0 Q1AQy QIAQs Q1AQ, 0y 2 W

viz (4.7). Tyto bloky jsou vsak ve vétsiné pripadu nulové. Oba nenulové bloky,
kterych se zména baze tyka

TAQ, =Y a QFVAQi=(QTAQy)" =YT

jsou zjevné navzajem transponované. V nasledujici sekci celou transformaci shrneme
do véty.

4.4 Véta o Batman decomposition

Nyni, kdyz jsme si jiz vSechno potiebné dostatecné vysvétlili, muzeme zformulovat
vetu, kterd popisuje rozklad Batman decomposition symetrické matice. Tato véta je
podrobné rozebrand napiiklad v [8].

Véta 7 (Véta o transformaci na dolni antitrojuhelnikovy tvar). Necht A € R™"
je libovolnd symetrickd matice, A = AT, s inercii in(A) = (ny,n_,ng), kde ny, n_
a ng jsou pocty postupné kladnych, zdpornych a nulovych vlastnich cisel, tj. n =
ny +n_ +ng, rank(A) =ny +n_.

Oznac¢me ny = min(ny,n_) any = max(ny,n_)—ny. Potom existuje ortogondlni
matice Q € R™", Q' = QT a matice M blokové dolni trojithelnikovd podle vedlejsi
diagonaly (blokové dolni antitrojuhelnikovad) tak, Ze plati

A=QMQY, resp. M= QTAQ, (4.14)
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pricemz

00 0 0
00 0 Y7 e
M=14 9 x gr|€R7
oY Z W

kde

Y e R™™M, X e R™X™ W e R™™ o Z € Rm*m2,

matice X a W jsou symetrické, X = X1, W = WT, matice Y je dolni trojuihelnikovd
podle vedlejsi diagondly (dolni antitrojihelnikovd).

Rozklad, resp. transformaci (4.14) matice A budeme nazgvat Batman decomposi-
tion, resp. Batman transformation.

Dukaz. Dukaz této véty jiz neni potieba provadét, protoze primo vyplyva z diskuze
provedené v predchozich kapitolach. m

Tvrzeni véty je mozné jesté nepatrné rozsitit nasledujici diskuzi:

e Je-li matice A pozitivné definitni, pak dim(%) = dim(%y) = no = 0, dale
dim(%,) = n, = n a dim((%,)*) = 0. Navic n; = 0, ny = n a transformace
se zredukuje na trivialni tvar

QTAQ=M=[X],

matici @) lze volit napt. = [,. Symetrickd matice X € R™ " je ziejmé
pozitivné definitni.

e Je-li matice A negativné definitni, pak dim(%) = dim(%y) = ng = 0, dale
dim(%_) =n_ =n a dim((%Z_)*) = 0. Navic n; = 0, ny = n a transformace
se zredukuje na trivialni tvar

QTAQ=M=[X],

matici @) lze volit napt. = [,. Symetrickd matice X € R™" je ziejmé
negativné definitni.

e Je-li matice A pozitivné, resp. negativné semidefinitni (nikoliv vsak definitni),
pak ziejmé dim (%) = dim(Zn) = no > 0, dim(%,) =ny =n—ng < n a
dim((%,)*) =0, resp. dim(%_) =n_ =n—ng < n a dim((%-)*) = 0. Navic
ny = 0, ng = ny, resp. ny = n_ a transformace se zredukuje na tvar

0 0
QTAQ:M:[O X].

Symetrickd matice X € R"+*"+ resp. R"t*"+ je ziejmé pozitivné, resp. nega-
tivné definitni.

e Je-li matice A indefinitn{ — at uz s trividlnim (ny = 0) nebo netrividlnim
(ng > 0) nulovym prostorem —, pak muzeme rozlisit tii piipady:
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— Pokud ny =n_, pak ny =ny =n_, ny =0 a transformace se zredukuje

na tvar
. 0 y7T 0 0 OT
QTAQ =M = v ow | resp 0 0 Y ,
oY W

tj. matice X zmizi, pro ng = 0, resp. ng > 0.

— Pokud ny > n_, pak ny = n_, ng = ny —n_ a symetrickd matice X je
pozitivné definitni. Transformace se zredukuje pouze v piipadé ng = 0
tak, ze zmizi prvni blokovy nulovy radek a sloupec.

— Pokud ny < n_, pak n;y =ny, no = n_ —n, a symetrickd matice X je
negativné definitni. Transformace se zredukuje pouze v ptripadé ng = 0
tak, ze zmizi prvni blokovy nulovy radek a sloupec.

Shrinme si tedy zdkladni funkci rozkladu Batman decomposition. Pokud mame
symetrickou matici A a zaroven zname i jeji rozklad Batman decomposition, po-
tom pouhym pohledem na matici M tohoto rozkladu zjistime inercii matice A. To
dokazeme tak, ze se podivame nejprve na matici X. Znaménka prvku na jeji di-
agondle jsou bud vsechna kladnd nebo zdporna a prozradi ndm, Ze je matice X
pozitivné, resp. negativné definitni. Pokud je matice X pozitivné definitni, vime, ze
bylo vice kladnych vlastnich ¢isel, a pokud je matice X negativné definitni, vime, ze
bylo vice zapornych vlastnich ¢isel. Zaroven pohledem na matici X zjistime snadno
jeji rozmeéry, presnéji rad, totiz hodnotu cisla ny. O praveé tolik bylo vice kladnych,
resp. zapornych vlastnich ¢isel. Rozmér, presnéji tad, antitrojihelnikového bloku je
roven ¢islu ny, tedy poctu zapornych, resp. kladnych vlastnich ¢isel. Pripadny nu-
lovy blokovy téadek a sloupec na zacatku matice prozradi dimenzi nulového prostoru.
Snadno tedy z téchto hodnot dopoc¢itame inercii matice M a tedy i A.
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Zavér

Cilem této prace bylo shrnout a prehledné vysvétlit rozklad symetrické (obecné in-
definitni) matice, tzv. ,Batman decomposition®, ktery byl objeven teprve neddvno
(viz [7], [8], [9]) a je tedy o to vice zajimavym tématem. Rozklad jsme zformulovali a
dokazali jeho existenci pro kazdou symetrickou matici pomoci standardnich néstroju
algebry, z nichz nékteré jsme strucné pripomnéli na zacatku této prace. Je dulezité
poznamenat, ze prace se nezabyvd tim, jak tento rozklad v praxi ziskat, tedy jak jed-
notlivé matice rozkladu vypocitat; zabyva rozkladem Batman decomposition cisté
na teoretické urovni. Ukazku vypoctu antitrojihelnikové matice nicméné muzeme
vidét na obrazku 4.1 (prevzato z [6]).

Obréazek 4.1: Ukazka vypoctu Batman decomposition pro fidkou matici. Vlevo
nahore je zobrazena struktura nenulovych prvku puvodni matice, vpravo dole pak
antitrojihelnikového faktoru. Mezi nimi je postupné Sest vybranych mezivysledku.
Prevzato z [6].

Jak jsme jiz zminili, nejprve jsme si zopakovali a zavedli zakladni pojmy, jejichz
znalost je pro ¢tenare zasadni. Déle jsme si vysvétlili a popsali jak vypadaji ruzné
kvadratické formy a zacali se vénovat pripadu, kdy je symetrickd matice indefinitni.
Nasledné jsme si ukazali nékolik vhodné zvolenych zajimavych podprostoru symet-
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rickych indefinitnich matic a zavedli jsme antitrojihelnikovy tvar matice. Tim jsme
se dostali az k samotnému cili této bakalarské prace.

Hlavni cil této préace totiz bylo zavedeni rozkladu Batman decomposition. Pred-
vedli jsme, jak pii odvozeni rozkladu vyuzit aparat kvadratickych forem. Ukézali
vicero moznych situaci, zejména jak se vysledna matice rozkladu se bude lisit v zavis-
losti na definitnosti puvodni matice. Cely postup jsme podrobné rozebrali a vysveétlili
tak, aby byl srozumitelny vsem ¢tenarum. Soucasné jsme také poukazali na nékteré
souvisejici zakonitosti, které musi platit, a vSe dostatecné vysveétlili.
ktera popisuje to, jak se transformuje puvodni dana symetrickd matice A na ma-
tici M v blokové antitrojihelnikovém tvaru (trojihelnikovém tvaru podle vedlejsi
diagondly). Tato nova matice M je velmi uzitecnd, jelikoz z ni lze snadno na prvni
pohled vycist inercii matice A, ktera je ,,schovana“ v jednotlivych blocich matice M,
zejména v bloku X. Je-li totiz puvodni (symetrickd) matice A fadu n reguldrni (coz
je casty pripad napf. pravé pii feseni soustav linedrnich rovnic), pak obsahuje jen n,
kladnych a n_ zdpornych vlastnich ¢isel (n = ny+n_) a blok X mé rozmeér |n, —n_|
pricemz je pozitivné, resp. negativné definitni. Pokud n, > n_, resp. n_ > n, a
znaménko jeho definitnosti pozname snadno pohledem na jeho diagondlni prvky.
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