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1 Uvod

Jak tika Milan Hejny ([1], str. 472), kombinatorika patii k nejméné oblibenym
castem stiedoskolské matematiky. Nejen u zakt, ale také u ucitelt. Vystizné to napsal
jeden student M-F do anketniho listku: ,,Kombinatorika je jako sportka. Nikdy nevim,
jestli pouzit vzorec na kombinace, variace nebo permutace. VétSinou se netrefim.

Nemam zde pevnou pliidu pod nohama, proto kombinatoriku nemam rad.*

To, co student pojmenoval pevnou plidou pod nohama, jsou zkuSenosti s

kombinatorickymi situacemi. Bez nich je ¢tvefice vzorct

jen kostrou, a 1 to je zatizené formalismem.

Zak by se tedy mél nejprve nauéit kombinatoricky myslet a teprve potom si
prace bylo shromazdit metodicky materidl k pocate¢ni vyuce kombinatorického

mysleni.

Prace je formalné rozd€lena do nékolika kapitol. Prvni kapitola obsahuje
vymezeni kombinatorickych principli spolu se zdrojem, odkud byla definice prevzata.
V ptipadé nutnosti je uvedend definice vysvétlena podrobnéji. Dalsi kapitoly jsou

vénovany jednotlivym principiim a jejich procviceni.

Priklady, jeZ jsou v préci uvedeny jsem si sama sestavila, pfevzala ¢i upravila z

publikaci uvedenych v literatufe pod oznacenim [3], [4], [6], [7] —[16], [18], [19].



2 Vymezeni kombinatorickych principt

Prameny se ve vyctu kombinatorickych principii lisi. Uvedu je tak, jak je uvadi

anglicka online Wikipedie [2].

Kombinatorické pravidlo soucinu

Kombinatorické pravidlo soucinu dle ([3], str.9): Pocet vSech uspotadanych k-tic,
jejichz prvni Clen lze vybrat 7, zplsoby, druhy ¢len po vybéru prvniho ¢lenu 7,
zpusoby atd. az k-ty Clen po vybéru vSech piedchozich ¢leni 7, zpisoby, je roven

nyny..on, .

Kombinatorické pravidlo souctu

Definice dle ([3], str.9): Jsou-li 4,,4,,...4, konené mnoziny, které maji po
fad¢ p,, P, --P, prvki a jsou-li kazdé¢ dvé disjunktni, pak pocet prvkli mnoziny

4,U4,U..U4, jeroven p,+p,+t..+p,

Princip inkluze-exkluze

Pro dvé& kone¢né mnoziny: necht jsou M, M, libovolné koneéné mnozZiny,
pak ziejmé plati:

|M1UM2|:|M1|+|M2|_|M10M2|

Pro tfi mnoziné je ziejmé, ze mohutnost jejich sjednoceni obecné neobdrzime,
kdyZ od souctu jejich mohutnosti odecteme mohutnosti prvkil vSech dvojic téchto
mnozin. Neékteré prvky bychom totiz mohli odecist dvakrat — a sice ty prvky, které lezi v

praniku tfi téchto mnozin.



Také plati:

|M1UM2UM3|:|M1|+|M2|+|M3|_|M1mM2|_|M1mM3|_|MzﬂM3|+
+HM ,NM,NM,|

Obecné pro n mnozin (pievzato z [6]):

Necht' je dano N piedmétii, z nichz nekteré maji vlastnosti &, &,, ...,
Ptitom kazdy z téchto pfedmétii miize mit jednu nebo nékolik z uvedenych vlastnosti,
nebo nemusi mit ani jednu z nich. Oznaéme N (&, ...«;) podet predmétd, které
maji vlastnosti &;,&;, ... &, (pfiCemz nevylucujeme, Ze maji i1 nékteré dalsi
vlastnosti). Budeme-li chtit zdlraznit, Ze bereme jenom piedméty, jez nemaji uréitou
vlastnost, pak tuto vlastnost zapiSeme s ¢arkou. Napf. N («, x,x,) oznadime podet

pfedmétl, které maji vlastnosti &; a &, , ale nemaji vlastnost «&, (otazka

ostatnich vlastnosti zlistdva oteviena).

Pocet pfedméti, jez nemaji zddnou z uvedenych vlastnosti, pak v souladu s diive

provedenymi Umluvami ozna¢ime symbolem N (o, ... «,) . Obecny zdkon zni

takto:

N(o &ty ... 0,)=N—N(x;)=N (t))— ... =N (ex,,)+ N (¢, 0t,) + N (¢, 0¢5)+..
N o)+ N, o) — N((x 0,0G)— ... —N(ox, o0, o0 )+... (1)
( 1)'N(xx, ... ).

Algebraicky souCet se zde vztahuje na vSechny skupiny o vlastnostech

X, 0y, ...&, (bez prihlédnuti k jejich potradi). Pfitom znak + je pravé u téch
s¢itanct, jimz pfislusi sudy pocet uvazovanych vlastnosti, znak — , je-li tento pocet
liché c¢islo. Napt. N (o, 0,0, ¢g) Je zde se znakem  + , N(aye,00,) se zankem
— . Vzorec (1) nazyvame principem inkluze a exkluze (nebo také principem
pfipojovani a vyluCovani); nejprve se vyluCuji vSechny predméty, které maji aspon
jednu z vlastnosti &, &,, ..., | potom se pfipojuji predméty, jez maji alesponn dveé z

téchto vlastnosti, vylucuji se ty, které maji alespon tfi vlastnosti atd.



Metoda bijekce

Bijektivni ditkkaz je postaven na faktu, ze mnoziny A, B maji stejny pocet prvka,

prave kdyz existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny A na mnozinu B.

Vzijemné jednoznacné zobrazeni mnoziny A na mnozinu B neboli bijekce mezi

mnoZinami A, B, je prosté zobrazeni, jehoZ definiénim oborem je celd mnozina A a

oborem hodnot celd mnozina B.

Chceme-li tedy dokazat, ze maji dvé mnoziny stejny pocet prvki, staci nalézt

bijekci mezi nimi.

Obr. 2.1: Bijekce mnoziny Ana B

Metoda dvojiho vypoctu

Spociva v tom, Ze dvéma riznymi zpusoby vyfeSime tentyz problém, piicemz
dojdeme ke zdanlivé rGznym vysledkim. Porovnanim obou vysledkli objevime novy

poznatek.
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Dirichletiv princip (prihradkovy princip)

Pod timto oznacenim se skryva jednoduchy princip. Je-li k dispozici vice nez
n kulicek, které budeme ptid€lovat do n piihradek, vzdy bude alespon jedna
ptihradka obsahovat dvé kulicky. Pokud tam umistime vice nez k-n kulicek, bude v

nékterém dulku vice nez & kulicek.

Pokud tedy budeme mit tfi kuli¢ky a dvé jamky, mizeme si byt absolutné jisti, Ze

v jedné jamce budou nejméné dvé kulicky.

Metoda zvoleného prvku

Reseni fady problémi usnadiiuje, kdyZ si zvolime n&jaky prvek a vySetfujeme
vlastnosti dané mnoZiny na zdkladé tvah o tomto prvku. Mizeme napiiklad zvolit
libovolny prvek a rozdélit kombinatorickou ulohu na dvé ¢asti podle toho, zda prvek
patfi ¢i nepatii do uvaZované skupiny prvkd. Jindy volime prvek se specialnimi

vlastnostmi a vyuzijeme téchto vlastnosti k diikazu n¢jakého tvrzeni.

Rekurentni vztahy

Podle slovniku cizich slov ([12], str. 656) rekurze znamena vyuziti ¢asti vlastni

vnitini struktury.

Rekurentni vztahy zjistuji kazdy objekt z predchazejicich. ZjednoduSené feceno,
objekt je soucasti definice vyznamu tohoto samotného objektu. Ackoli jsme si toho
nebyli védomi, setkali jsme se s rekurzi u mocniny s pfirozenym exponentem
( a"'=a"a ), u definice aritmetické ( a,,,=a,+d ) & geometrické posloupnosti

( a,.,=a,q )avmnoha dalSich ptipadech.
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Vytvorujici funkce (potencni rady)

Metoda vytvorujicich funkei spocivé v pievedeni feSeni kombinatorickych tloh s
omezujicimi podminkami na soucty nekonec¢nych fad. Protoze nespadd do elementarni
matematiky, nebudeme ji dale uvadet. Jestlize se s ni chcete seznamit, najdete ji v [5]

nebo [6].
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3 Kombinatorické pravidlo souc¢tu a souc€inu

Obé¢ tato pravidla jsou intuitivni. Na Givod zadame takové ptiklady, aby zaci
principy pouzili i bez jejich znalosti. Ukazme zakiim, ze mohou uspésné fesit
kombinatorické tlohy pouze za pouziti jednoduchych tvah. K tomuto ucelu mohou
slouzit necislované piiklady pod timto textem. Doporucuji zacit s piiklady na princip

souctu, ktery je pro Zaky snaze pochopitelny.

Priklad Kolik raznych castek lze zaplatit tfemi mincemi, pokud mame k

dispozici dostatek minci v hodnoté 1K¢, 2K¢ a S5K&?

ReSeni: (Zaci fesi tuto tllohu vypsanim vSech moznych souctt tii hodnot. Kazdy
z nich si najde vlastni organizacni systém, aby zadnou moznost nevynechal. Po vypsani
logika (i princip souctu) veli vSechny tyto moZznosti secist. MozZnosti je pouze 10 v

rozsahu sum od 3 do 15, vypisovani tedy nezabere mnoho ¢asu.)

Priklad Zjistéte pocet vSech dvoucifernych ptirozenych Cisel.

ReSeni: ( Zaci jsou schopni ulohu vyfesit bez znalosti principti pouze za pouziti
uvahy. VétSina zak zaCne s vypisovanim téchto Cisel a pfitom si vS§imnou, ze Cisel
zaCinajich jednickou je 10, zacCinajicich dvoujkou taktéz atd. Na zdaklad¢ téchto
poznatkil jsou schopni vyvodit zavér o poctu dvoucifernych ¢isel. Vyucujici poté struéné

shrne ziskané poznatky.)

Na misto desitek nelze dosadit nula. Proto mame vybér jen z deviti Cisel
(1,2,...,9). Dvouciferné &islo je napi. i 11, cifry se mohou opakovat. Na misto
jednotek umistime kterékoliv z deseti ¢isel. Ke kazdé Cislici na misté desitek ptipada

deset riznych ¢islic na misto jednotek. Uspotfadanou dvojici predstavujici dvouciferna

13



Cisla je mozno vytvotit 9-10=90 zptsoby.

Priklad Zjistéte pocet vSech trojcifernych ptirozenych cisel.
Reseni: (Po shrnuti pfedchoziho piikladu ugitelem jiz pro zdky nebude problém

rozsifit tvahu i na trojciferna ¢isla. Dostavame 9-10-10=900 trojcifernych cisel).

Piiklad Kolik je celkem jednocifernych a dvoucifernych ¢isel?
Reseni: (Poéet dvoucifernych &isel je jiz znam z predchozi ulohy. Stadi tedy
seCist pocet jednocifernych (10) a dvoucifernych (90) cisel. Tato tloha na princip

souctu, miize slouzit i jako demonstrace uvedeného principu.)

Po téchto ptfikladech mlizeme pfistoupit k samotnému piedstaveni pravidel a
poukazani na jejich pouziti v ptedchozich ptikladech. K dal§imu procviceni slouzi

fesené priklady v podkapitole 3.1 sefazenych podle obtiznosti a narocnosti tvah.

Pravidlo souéinu: Jestlize mame » moznosti pro vybér typu A a s moznosti

pro vybér typu B, pak pro vybér typu A a B mame celkem r-s moznosti.

Pravidlo souctu [6]: Jestlize néjaky objekt A mlizeme vybrat m  zplsoby a

jiny objekt B 1ze vybrat n zplisoby, potom vybér ,,bud’ A, nebo B* je mozno provést
m+n zpusoby. Pravidlo plati za ptedpokladu, ze zadny ze zplsobu vybéru objektu A

neni shodny s nékterym zptsobem vybéru objektu B.

Priklad Turista jede vlakem, miize vystoupit bud’ na zastdvce B, nebo na

zastavce C (obr. 3.1). Kolika zplisoby se miiZze pésky dopravit do mista A?
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Reseni: Z B do A vedou tfi cesty, z C do A pouze dvé. Mohu volit zda se vydam

z B ¢i C a také kterou z nabizenych cest, celkem 3+2=5 zptisobu (pravidlo souctu).

Priklad Z mista B do A i C vedou tfi turistické cesty, z mista A do C dvé
(obr. 3.1). Urcete pocet zpiisobtl, jimiz Ize vybrat trasu z A do C, jestlize musime projit

pies B?

Obr. 3.1: Cesty mezi body A, Ba C

ReSeni: Je nafizena mezizastivka v B. Z A do B tedy vedou tii cesty, ke kazdé z
nich v bod¢ B volime jednu ze tfi moznosti do C. Je totiz rozdil, zda pijdeme trasu
A-B-C po 1-1, 1-2, 1-3 nebo 2-1, 2-2, 2-3 ¢i snad 3-1, 3-2, 3-3. Dle pravidla soucinu

celkové 3-3=9 moznych zplsobl cesty.

Dohoda: Pro ptiklady u nichz to bude vhodné, budeme pro vybéry uzivat
znazornéni na (obr. 3.2). Nejlepsi strategii je zacCit od téch cCasti, jez maji omezujici
podminky.

viekrom vSebez wvSebezr vSebez /% omezulicl. podmnky
nuly pouZitych pouzZitych pouZitych SN garky-typy vybéru
9 9 8 7

“~~— pocty moznosti pro vybér

Celkem 9-9-8-7=4536 zpdsobi

Obr.3.2: Zptisob znazornéni v prikladech
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3.1 Resené pfiklady

Priklad 3.1. Z mista A do mista B vedou ctyii turistické cesty, z mista B do C
tii. UrCete pocet zplisobtl, jimiz lze vybrat trasu
a) z Ado Cazpét;
b) z A do C a zpét tak, ze z t€chto sedmi cest neni zadné pouzita dvakrat;

¢) z Ado C azpét tak, Ze z téchto sedmi jsou pravé dvé pouzity dvakrat.

Reseni:

a) Pro piekonani prvniho useku cesty, tedy z A do B, mame moznost vybéru
mezi ¢tyfmi cestami. Miizeme se tedy vydat po cesté 1, 2, 3 nebo 4. Do C vedou z B uz
jen tii cesty, cesta X, y, a cesta z. Jednotlivé vybéry na sob¢ zavisi, pro A-B-C je rozdil

napiiklad mezi vybérem 1-x a 2-x ¢i 3-x a 3-y.

A-B B-C C-B B-A
4 3 3 4

Obr. 3.4

Za pouziti dohodnutého zapisu (obr. 3.4) dostavame 4-:3-3-4=144 zplsobu
pro cestu z A do C a zpét.

b) V tomto piipadé nesmime pouzit cestu, po které jsme uz prosli. Pii cest¢ do C

si s tim nemusime délat Zadné starosti. Jesté jsme tudy nesli a tak neni mozné abychom
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po zvolené cesté kraceli jiz v minulosti. Pro prvni dva useky A-B a B-C se nic neméni.

Pti zpatecni cesté C-B pak zbyvaji dvé nepouzité cesty a pro B-A cesty tfi.

4+3 moznosti

X .. ji2 pouZita cesta
< 2+3 moznosti
A-B B-C c-B B-A
nepouzité nepouZité
3 2 x|
Obr. 3.5

Celkem 72 zplisobu pfi nepouziti jedné cesty dvakrat.

¢) Nyni, kdyZ musime projit pravé po dvou cestach a ptesto projit celou trasu, je
ziejmé, Ze mame moznost si cestu vybrat v kazdém tseku jen jednou. Pii zpatecni cesté
pak neni moznost volby, musime nésledovat tu cestu, po které jsme pfisli. Celkovy
pocet moznosti pro projiti celé trasy odpovida moznostem pro cestu do bodu C, tedy

4-3-1-1=12 zptsobu.

Priklad 3.2. 'V kosiku je 12 jablek a 10 hruSek. Petr si z né¢j ma vybrat bud’
jablko, anebo hrusku tak, aby Véra, ktera si po ném vybere jedno jablko a jednu hrusku,

méla co nejveétsi moznost vybéru. UrCete, co si ma vybrat Petr.

ReSeni: NejsnazSim zpiisobem bude spocitat, kolik by méla Véra moznosti

v ptipadé¢ Petrovi volby hrusky a kolik pfi volbé jablka.

17



Petr volil hrusku:

Kdyby si Petr vybral hrusku, méla by Véra 12 moznosti pro vybér jablka a 9
moznosti pro vybér hrusky. Pro vybér ,jablko a hruska“ ma tedy 9-12=108

moznosti.

Petr volil jablko:

Véra bude mit na vybér z 11 jablek a 10 hrusek. Na kazdou hrusku pfipadne 11
moznosti na volbu jablka. Celkem je to tedy 11-10=110 rtiznych zptisobt jak zvolit

jedno jablko a jednu hrusku.

Aby méla Véra co nejvice moznosti, musi si Petr zvojit jablko.

Priklad 3.3. Urcete, kolika zptsoby je moZno v kiné posadit 5 pratel (oznacme
je Z, K, M, L, S) vedle sebe na 5 sedadel
a) bez omezujicich podminek;

b) jestlize ma K a L sedét vedle sebe.

ReSeni:

a) Takové usazeni muze byt (Z, K, M, L, S), jednd se vSak pouze o jeden
z mnoha zpiisobl. Jde o uspofaddanou pétici tvofenou pismeny (jmény) K, L, M, S, Z.
Za uspotadanou pétici ji povazujeme proto, ze zdlezi na potadi jednotlivych prvki,
pokud by byly nékteré osoby piehozeny ¢i tplné€ nahrazeny, jednalo by se o jiny zptsob

usazeni, tedy o jinou uspofadanou pétici.

Pti usazovani prvni osoby volime jednoho z péti moznosti (volim napt. Zdenka).
Pro vedlejsi pozici mam jiz jen 4 adepty, jelikoz Zdenck jiz sedi a neni mozné, aby sedél
soucasné na n¢kolika sedadlech. Na prostfedni misto zbyvaji jen 3 osoby, pak jen 2 a na

posledni sedadlo se posadi zbyvajici clovek.
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bez
omezeni

3] 4 3 2 1

Obr. 3.6: Zpusoby usazeni 5-ti osob

1jizsedi 2ijizsedi 3jizsedi 4 ]izsedi

Podle pravidla sou¢inu by vSech zptisobti bylo 5-4-3-2-1=120 .

b) Osoby K a L chtéji sedét vedle sebe, proto je zatim budeme pocitat jako jeden

objekt a jejich mista za dvojsedadlo. Usazujeme tedy 4 objekty na 4 pozice.

bez
7 @ s M omereni 1iiZ sedi 2jizsedi 3jiz sedi
jeden zplsob usazeni 4 3 2 1

Obr. 3.7:Usazeni pokud K, L vedle sebe

Toto je jeden zpisob usazeni z 4-3-2-1=24 pokud sedi K a vedle L (K vlevo
od L), dalSich 24 zplisobl bychom ziskali jestlize by si K a L svd mista vyménili,

celkem 48 zptisobti.

K vyfeseni ptikladu jsme pouzili pravidla soucinu i pravidla souctu.

Priklad 3.4. Urcete pocet vSech Ctyifcifernych Cisel v jejichz dekadickém zapisu
se vyskytuji pouze cifry 0, 1, 2, 5, 7, 8 jestlize

a) cifry se nesmé&ji opakovat;

b) cifry se mohou opakovat;

¢) Cislo je délitelné dvéma, cifry bez opakovani;

d) vysledné ¢islo je vétsi nez 2000 a delitelné 5-ti, opakovani cifer.
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Reseni:
vée bez vSebez vse bez vSe bez
nuly pouzitych pouzitych pouzitych

S S 4 3

Obr. 3.8

Celkem 5-5-4-3=300 takovych Cisel.

b)
vSe bez 5
nuIy vse vse vse
5 6 6 6
Obr. 3.9

Cifry se mohou opakovat, jedind potiz bude s nulou na zacitku. Celkem

5:6-6-:6=1080 ¢isel.

¢) Aby bylo ¢islo délitelné dvéma, musi byt jeho posledni cifra nula nebo suda. V
nabidce mame tfi vyhovujici cifry 0, 2 a 8. Nula je specialni ptipad, rozdélime feseni na

dvé ¢asti, v prvni je posledni cifrou nula ve druhé nenulova suda cislice.

I. ¢ast
Pokud by byla na konci nula, nemusime vylucovat jeji vyskyt na prvni pozici
(obr. 3.10).
ve bez v8e bez VSe bez
pouzitych pouZitych pouzitych {0}

S} 4 3 1

Obr. 3.10 Posledni cifrou je nula
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II.¢ast

vée-0a
28  gislaz (2,8} 2.8}
- 4 2
Obr. 3.11a: pro posledni cifru dvé moznosti Obr. 3.11b

Na prvnim misté nesmi byt nula a zdroven tam nemtize byt bud’ 8 nebo 2, jelikoz
jedno z téchto cisel jiz je pouzito na poslednim mist¢ (Obr. 3.11b). Na prvni pozici
mame na vybér ze ¢_]—1=4 moznosti. Na druhé misto nesmime pouzit cifru, jez
je pouzita na prvnim, ale mame k dispozici i nulu, kterou jsme predtim neméli.
Moznosti pro druhou pozici je stejné jako pro prvni. Na tieti pozici je méné o tu

moznost, jez byla pouZita na pozici druhé (obr. 3.12).

vse -0 vée bez VvSe bez
- Cislo 2 {2,8} pouzitych pouzZitych {2 8}

4 4 3 5

Obr. 3.12

Vsech moznosti pro ctyiciferné Cislo délitelné dvéma slozenych ze zadanych

ciferje 4-4-3-2+5-4-3-1=156

d)
2.5 7.8 vse vse {0, 5}

4 6 6 2

Obr. 3.13: Cisla d&litelna 5-ti a v&tsi nez 2000

Prvni cifra musi byt vy$s$i nebo rovna 2 a posledni 0 nebo 5. Také musime

vyloucit ¢islo 2000. Celkovy pocet hledanych cisel je 4:6:6-2—1=287 .
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Piiklad 3.5. Kolika zpisoby miizeme rozestavit na Sachovnici o osmi sloupcich

a osmi fadach 8 vézi tak, aby se vzdjemné¢ neohrozovaly?

ReSeni: Aby se neohrozovaly, je po jedné vézi v kazdé fadé a v kazdém sloupci.
Rozestavime véze po fadach. Pro umisténi véze v 1. fadé mame 8 moznosti, ve 2. fade

jiz jen 7, ve 3. fadé¢ 6 moznosti, ... , v 7. fadé 2 moznosti a v 8. fad¢ jiZ jen jedna

moznost.
iterykoli  neobsazeny neobsazeny neobsazeny neobsazeny neobsazeny neobsazeny neobsazeny
sloupec sloupec sloupec sloupec sloupec sloupec sloupec sloupec

(1. fada) (2. Fada) (3. fada) (4. Tada) (5. fada) (6. fada) (7. tada) (8. fada)
Obr. 3.14:

Existuje tedy celkem 8:7-6-5-4-3-2-1=40 320 moznych rozestaveni vé&zi,

kterd splituji pozadovanou podminku.

Priklad 3.6. Urcete pocet pravouhelniki, jez je moZzné sestrojit ve Ctvercové
siti 10x10 poli, jestlize se jednotlivé body nachazeji ve stiedech ¢tvercl. Dva takové

pravouhelniky jsou zndzornény na (obr. 3.15).

Obr. 3.15: Ctvercova sit’ 10x10 se dvéma pravoudelniky
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Reseni: Kazdy pravothelnik je uréen dvéma sloupci a dvéma fadky. Pro vybér
dvou tadki mame 10-9=90 moznosti, pokud rozliSujeme pofadi, v jakém jsme
vybirali. My vSak zde potadi nerozliSujeme ( u vybrané dvojice fadkii nelze rozlisit,

ktery fadek byl vybran jako prvni, a ktery jako druhy), proto mame pro vybér dvou

10-9 .
radka N moznosti. Stejn€ je tomu u vybéru dvou sloupct. Na kazdy vybér radka
v 1. ko . ) . .. 109 10-9 _
ptipada 45 vybéri sloupci. Celkem je mozno vytvorit S Ty 2025
pravouhelnik.

Priklad 3.7. V levém dolnim rohu Sachovnice 8x8 je umisténa figurka, kterou
lze jednim tahem piemistit bud’ o jedno pole vpravo, nebo o jedno pole vzhiru.

Spoctéte, kolika riznymi zplisoby lze tuto figurku pfemistit do pravého horniho rohu.

ReSeni:

i
-

Obr. 3.16: Sachovnice 8x8 s figurkou

Do kazdého pole na Sachovnici vepiSeme pocet zplsobll, kterymi jsme mohli

tohoto pole dosédhnout.

Do policek, ktera sousedi s figurkou na (obr. 3.16) se mohu dostat pouze jedinym

zpusobem, vlozim do nich hodnotu 1. Pfi dalSim oznacovani vyuzivam logického
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zavéru vychazejiciho z (obr. 3.17). Jestlize se mohu do bodu A dostat (r) zptsoby, do B
(s) zpiisoby, pak X mohu dosahnout (r+s) zptsoby.

A > z( (r+s) 7 //
" o .
A
1 —
T
7 AL 1
B(s) T4
=
Py
Obr. 3.17: PoCet zptisobido X zAaB Obr. 3.18: Prvni dva kroky vypoctu

Jestlize timto zptisobem (obr. 3.18) doplnime vSechna policka Sachovnice, bude

vypadat jako na (obr. 3.19).

36 (120 (330|792 (1716|3432
28 |84 (210462924 (1716
21|56 |126(252|462|792
15 |135|70 (126/210(330
10| 20|35 |56 | 84 |120
6 10/15|21] 28|36
3/4/5|/6|7
11111111

Obr. 3.19: Vysledna Sachovnice

= N w|H OTWd | | oo

Je 3432 zpusobt, jak se miiZze figurka dostat do pravého horniho rohu.
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Priklad 3.8. Budova ma tvar krychle. Rozvod elektfiny po této budové je

znazornén na (obr. 3.20). Kolika zptisoby mizeme vést proud z bodu A do bodu B?

<
<

P
P

[/ N [ |

Obr. 3.20: Krychle

ReSeni: Krychli si rozd&lim na tii ¢tverce, zndzoriujici podstavu, stied a horni
plochu. VSechny tyto ¢asti, jsou k vidéna na (obr. 3.21) spolu se zadanou krychli s

pojmenovanymi vrcholy.

< B mr

=
e —u

|

/

B
-
I
A
Obr. 3.21
M B
A K
L iL IIr

Obr. 3.22

Zacneme od bodu A na ploSe oznacené fimskou jednickou. Kazdy bod oznacime
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Cislem znazoriujicim pocet zpusobu, kterymi se k nému muzeme dostat. Do dvou
okolnich bodii od A se miizeme dostat jen z A (postupujeme smérem od A), oznacime je

jednickou.

Uvaha: Jestlize se do X mohu dostat x zptisoby a do Y y zptisoby, pak do bodu

Q, do kterého vedou cesty z X 1Y se mohu dostat x+y zplsoby.

Pomoci ptfedeslé uvahy zjistuji, ze do bodu ve stfedu prvni plochy se mohu

dostat 1+1=2 zplsoby. Takto oznacim celou podstavu krychle.

Obr. 3.23: Podstava krychle

Podobny postup uplatnim i pro plochu II. jen s tim rozdilem, Ze nyni se nemohu
omezovat jen na body této plochy. Je nutno zapocitat i ty moznosti, které vedly do bodu,
ktery se nachazi pod oznaCovanym bodem na ploSe 1. (obr. 3.24). Kvuli ptehlednosti
nejsou na obrazku uvedeny propojovaci ¢ary mezi vrstvami (takovou Carou by byla i

spojnice AK).

Obr. 3.24: Plochy 1. a II. Krychle (podstava a stfedni vrstva)
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Postup pro horni plochu ziistane stejny. Cislo, ke kterému se timto zptisobem
dopracujeme pro bod B, odpovida poctu zplisobu jimiz mizeme vést proud (obr. 3.25),

tedy 90 zpusobu.

Obr. 3.25: Pocty zpusobt z A do jednotlivych bodd krychle

Priklad 3.9.' Pii pfijimacich zkouskach na univerzitu je kazdému z4jemci o
studium pfid€lovan kryci kod slozeny z péti Cislic. Zkousky organizoval ditkladny, le¢
povéréivy docent, ktery se pred pridélovanim kodi rozhodl vyradit ze vSech moznych
koda (t. 00000 az 99999) ty, které v sobé obsahovaly cislo 13, tedy C¢islici 3

bezprostifedné nasledujici po Cislici 1. Kolik kodi musel docent vytadit?

ReSeni: Na kazdém z péti mist je mozno dat ¢isla od nuly do deviti, tedy jednu
z deseti cifer. Musime si tedy uvédomit, ze v tomto pfipadé mize byt na zacatku i nula,
dokonce né¢kolik nul. Kdybychom chtéli napiiklad spocitat, v kolika péticifernych
Cislech je obsazeno ¢islo 13, pak by bylo feSeni jiné, protoZze po umisténi nuly na
zacatek by se z onoho ¢isla stalo Cislo ¢tyfciferné ( napt. 0125K¢ = 125 K¢). V tomto

piikladu se nemusime obavat umisténi nul na zacatku zapisu cisla, jelikoz je v zadani

1 Uloha pievzata ze III. kola MO kategorie Z9, 55. roénik a upravena autorkou prace
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uveden rozsah od 00000 do 99999.

Nejprve zjistime, kolik kédh obsahuje Cislo 13 jednou. Tiinactka se miize
nachdzet na Ctyfech rtiznych mistech (obr. 3.26). Na kazd¢ volné misto miizeme umistit

jedno z deseti cifer, je tedy mozné sestavit 10010010 = 10° = 1000 Cisel.

11 3 10010010 = 1000
2) 1 3 10010710 = 1000
3) 1 3 10010010 = 1000
4) 1 3 10010010 = 1000

Obr. 3.26: Mozna rozmisténi pro tinactku

V téchto 4000 cislech jsou dvakrat zapocitany ty, které obsahuji dvé ¢isla 13.
Musime ale zjistit, kolik takovych kod je.

a) 1 3 1
b) 1 3
c) 1 3

_ [
w W

Obr. 3.27: Mozné rozmisténi pro dvé tfinactky

Zde vidime tfi mozné rozestaveni dvou tfinactek (obr 3.27), z kazdého tohoto

typu miiZzeme vytvorit deset riznych kodi, cekem tedy 30 kodu.

Celkovy pocet kodti je 4000 —30=3970 . Povércivy docent vyradil 3970 koda
z celkového poctu 10 000.
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3.2 Ulohy k reseni

U 3.1. Na kotouci je 12 pismen a tajné slovo se sklada z 5 pismen. Kolik

nezdatfenych pokusli mize provést ten, kdo toto tajné slovo nezna?
U3.2. Kolik existuje nejvyse trojcifernych ¢isel?

U 3.3. Urcete, kolik zna¢ek Morseovy abecedy lze utvofit sestavenim tecek a

carek do skupin o jednom az ¢tyfech prvcich.

U 3.4. Zvetsi-li se pocet prvki o 2, zvEtsi se pocet permutaci dvanactkrat. Kolik
je prvka?
U 3.5. Z mista A do mista B e

vede pét cest, z mista B do mista
C vedou dv¢ cesty a z mista A
do mista C vede jedna cesta.
Urcete, kolika riznymi zptsoby ﬁe
1ze vykonat cestu: oy
a) z mista A do mista C pfes misto B; Obr. 3.28
b) z mista A do mista C (jakkoli);

¢) z mista A do mista C (jakkoli) a potom zpét do mista B (piimo).

U 3.6. Jsou dany cifry 1, 2, 3, 4, 5. Cifry nelze opakovat. Kolik je mozno
vytvorit z téchto cifer Cisel, ktera jsou:
a) pétimistna, suda;
b) pétimistna, koncici dvojc¢islim 21;
¢) petimistna, mensi nez 30 000;
d) trojmistna, liché;

e) Ctyfmistna, vétsi nez 2000;
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f) ¢tyfmistnd, zacinajici cifrou 2;
g) Ctyfmistnd, suda nebo koncici cifrou 3;

h) dvojmistna nebo trojmistna.

U3.7. Jsou dany cifry: 0, 1, 2, 3, 4. Splitte tkoly minulé ulohy (U 3.6) tak, ze

cifry se nesmi opakovat a ¢islo nemutze zacinat nulou.

U 3.8. V pln¢ obsazené lavici sedi 6 zdktia, b, c, d, e, f.
a) Kolika zptisoby je lze piesadit?
b) Kolika zptisoby je lze presadit tak, aby Zaci a, b sedéli vedle sebe?
c¢) Kolika zptsoby je lze ptesadit tak, aby Zak c sedél na kraji?
d) Kolika zpusoby je lze presadit tak, aby zak c sed¢l na kraji a Zaci a,b sedéli

vedle sebe?

U 3.9. Urcete pocet kvadri, jejichz velikosti hran jsou pfirozena ¢isla rovna

nejvyse deseti. Kolik je v tomto poctu krychli?

U 3.10.  Anicka zila na sidlisti, kde byly samé ctvercové zahradky (obr. 3.29 ).

Kolika riznymi cestami se mohla dostat do skoly?

A

I

Skola

Obr. 3.29
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U 3.11.  Kolik cest vede z bodu V do A, jestlize bod V je vrcholem jehlanu a A je
bodem podstavy tvaru 3estithelnika? Zadna cesta neprochazi dvakrat stejnym

bodem.

U 3.12.  Pavouk Hubert ma zalibu ve tvorbé nezvyklych pavucin. Do takovéto
pavuciny (obr. 3.30) se chytila moucha. Kolik cest k mouse nejkratsi délky ma
Hubert k dispozici, jestlize musi projit ptes body A, B a C?

Pavouk

O
Moucha
Obr. 3.30
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4 Zakladni kombinatorické pojmy

Kombinatorika zkouma skupiny (podmnoZiny) prvka vybranych z jisté zakladni
mnoziny. Touto zakladni skupinou je zde mySlena n-prvkovd mnozina

— 1
M—{al,al,...,anJ

V této kapitole zkoumame obecné, jaké druhy skupin prvka je mozné z této
mnoziny tvofit a jak se pocCty takovych skupin daji zjistit. Nalezena pravidla pak

usnadiiuji feSeni kombinatorickych uloh.

Podle toho, zda se prvky v jednotlivych skupinach mohou ¢i nemohou opakovat,
rozdélujeme skupiny prvki na skupiny s opakovanim a skupiny bez opakovani.
Skupiny, kde se prvky nemohou opakovat, si lze predstavit tak, ze prvky, které
vybirdme ze zékladni skupiny do ni nevracime zpét a nemiZzeme je tedy pouzit pfi
dalS$im vybéru. Naopak skupiny, kde se prvky mohou opakovat, vznikaji tak, Ze vybrané

prvky vracime do zdkladni skupiny a v dalsim vybéru je miizeme znovu pouzit.

Rozlisuje tii zakladni zpisoby vybéru skupiny prvkl bez opakovani:

Variace

Variace k-té tfidy z n prvku jsou uspotradané skupiny po k prvcich z danych

n  prvku.

Priklad: Je ddna mnozina M={1,2,3,4,5}. Z prvkl této mnoziny mame vytvaiet

dvojice, pficemz zalezi na poradi a prvky se nemohou opakovat.

ReSeni: Vytvatime tedy variace druhé tiidy z péti prvkd. Vypiseme viechny

takové mnoziny:
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V,(5)=(1,2) (1,3) (1,4) (15) (51) (4.1) (3,1) (2.1)
2,3) (2,4) (2,5 (5,2) (4,2) (3,2)
(3,4) (3,5) (5,3) (43)
(4,5) (5.4)

Pocet vSech moznosti je 20.

Kdybychom stejny piiklad fesili pravidlem soucinu a hledali dvouciferna cisla

skladajici se pouze z cifer 1, 2, 3, 4, 5 bez opakovani, postupovali bychom takto:
vse 1 pouzit

S 4

Obr. 4.1

Vsech takovychto dvoucifernych ¢isel by tedy bylo opét 20 ( 5:4=20 ).

Kdybychom  hledali trojcifernda Cisla ze  stejné mnoziny, pak
V,(5)=5-4-3=60 . Pfi vzorném pozorovani bychom zjistili, Z¢ variace k-té t¥idy z

n  prvku je rovna soucinu & po sobé jdoucich hodnot s nejvyssi hodnotou 7 .

Vi(n)=ne(n-1)s(n-2)s ... o(n-k+1)

Vm=n(n—1 )1 (n=2).c(n—k+1)=

=n{n=1)n=2).on—k-+1)-L=

n!
n—k!




Permutace

Permutace je kazda uspofadand n-tice z n  prvkl. Jednd se tedy o variaci
V.(n)

n

P(n)=n(n—1)-(n=2)-...-2:1=n!

Kombinace

Kombinace £-té tiidy z n  prvkl jsou skupiny o &k prvcich vybranych z

n  prvki. Jedna se vlastné o k-prvkové podmnoziny n-prvkové zakladni mnoZziny.

Vybirdme bez zietele na uspofadani: tzn. , Ze v danych n-ticich nezalezi na potadi

prvkil. Jsou to vlastné k-prvkové podmnoziny n-prvkové zdkladni mnoziny. Znacime
C,(n)

Priklad Najdéte vSechny kombinace druhé tfidy z mnoziny M={1, 2, 3, 4, 5}

Refeni: Vytvaiime kombinace druhé tiidy z 5-ti prvka  C,(5) . (protoze
nezalezi na potadi, nepovazujeme (1,2) a (2,1) za rozdilnou moznost, jak tomu bylo u

variaci).

C2(5)2(1a2 aS)
(

) ( ) (1
2,3 2,5)
( )

Pocet vSech moznosti je 10.
Jestlize je k=2, pak V,(5)=20 a C,(5)=10 protoze jestlize nezaleZi na
potadi (a, b) 1 (b, a) jsou stejné prvky.

Jestlize je k=2, pak V5(5)=60 a C,(5)=10 protoze jestlize nezalei na
potadi (a, b, ¢), (b, a, ¢), (a, c, b), (c, b, a), (b, c, a) i (c, a, b) jsou stejné prvky. Jednu
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skupina je tedy ve variacich zapocitana hned Sestrat pouze s rozdilnym poradim prvk.
Pocet k-tic liSicich se pouze v potadi prvkl spocitat jiz dokdzeme, jedna se totiz o

permutaci &k prvku.

Z toho vyplyva, ze kombinace k-té tftidy z n prvkl je rovna podilu variace .-

tétiidy z n prvkt apermutaci & prvka.

_Vk(n)_ n! _|n
Ciln)= P(k) _(n—k)!-k!_(k)

Rozlisujeme tfi zakladni zptisoby vybéru skupiny prvkd s opakovanim.
V piipad¢, Ze se cifry smi opakovat, je zvykem uzivat zakladni zkratky opatifené

apostrofem ( V,(n),P (n), Cy(n) ):

Variace s opakovanim

Priklad: Kolik existuje trojcifernych ¢isel, které l1ze zapsat uzitim cifer 1, 2, 3, 4,

jestlize se mohou dané cifry opakovat?

ReSeni: Jednd se o usporadanou trojici a cifry se mohou opakovat. Na prvni
pozici v Cisle se mize vyskytovat libovolnd zadand Cislice, jsou tedy Ctyfi moZnosti.
Vzhledem k tomu, zZe se cifry v zapise ¢isla mohou opakovat, pro druhou i tfeti pozici v

&isle zistava pocet moznosti stejny. Pocet viech takovych &isel je  V;(4)=4-4-4=4°

Pokud tuto tvahu zobecnime, dostaneme vzorec pro variace s opakovanim:

Vi(n)=n'
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Kombinace s opakovanim

Chceme-li urcit pocet vSech k-prvkovych kombinaci s opakovanim z »n prvka m,
m,, ms ... , m, . Kazdou takovou kombinaci s opakovdnim si miizeme znazornit
nasledujicim zptisobem:
* postupné zleva doprava napiSeme tolik tecek, kolikrat je v kombinaci s
opakovanim zastoupen prvek m; ;
* napiSeme oddélovaci carku / ;
* napiSeme tolik tecek, kolikrat je v kombinaci s opakovanim zastoupen
prvek  m, , a za nimi c¢arku. Takto pokracujeme dale, dokud
nezobrazime c¢arku nésledovanou teckami odpovidajicimi prvku m,

( za nimi uz ¢arka nent).

Napt. Ctyiprvkové kombinace (m;, m; m. m;3); (m;, m; ms m;) z mnoziny

M={m,, m,, m;} postupn¢ zobrazime: © @ I ] IO o0 I IQ o

Vzdy tak dostaneme schéma obsahujici k& teCek a n—1 Carek. Obraceng,
kazdému tadku slozenému z k teCek a n—1 c¢arek odpovida k-prvkova kombinace s
opakovanim z n prvki. Hledany pocet kombinaci s opakovanim je tedy roven poctu
vSech usporadani slozenych z k+n—1 znamének. Jde tedy vlastné o to urcit, kolika
zpusoby lze na k+n—1 mist napsat k teCek a n—1 Carek. Tento hledany pocet je

roven poc¢tu vSech k-prvkovych podmnozin (teCek) (k+n—1)-prvkové mnoziny

(znamének), tj. (k +Z B 1)

C,;(n):(k“’_l)
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Permutace s opakovanim

Priklad: Kolik riznych slov lze utvofit ze slova MISSISSIPPI zménou potadi
pismen?

ReSeni: Jedno ze slov které bychom timto zptisobem mohli vytvofit je nap.
MSISPISPIIS. Jde vlastné o to urcit, kolik existuje raznych potadi jednoho pismene M,
Ctyt pismen I, Ctyf pismen S a dvou pismen P. Kdybychom mezi sebou rozliSovali
pismena téhoz druhu (napt. kazdé pismeno P obarvili jinou barvou), bylo by celkem

(14+4+4+42)!'=11! riznych potadi téchto jedenicti navzajem rliznych pismen.

V tomto piipadé ovSem jednotliva pismena neobarvujeme a ani jinym zptisobem
nerozliSujeme. Pouhou zaménou pismen stejného druhu tedy ziskame stejné slova (napf.
pokud v daném slové zaménime pismena P, budeme mit stale stejné slovo). V kazdém
uvazovaném slové lze mezi sebou zaménit pismena S 4! zplsoby, pismena I 4!
zpusoby, pismeno M 1! zplisobem a pismena P 2!zpisoby. Lze tedy provést

41-41-11-2! zdmén pismen téhoz druhu mezi sebou. Tato hodnota udavd pocet
takovych potradi jedenacti pismen, davajicich stejné slovo. Z daného slova lze tedy

ruznych slov.

| o
sestavit celkem 41411121

Jestlize se mezi n prvky vyskytuje: prvni prvek 7, krat

druhy prvek 7, krat

k-ty prvek n; krat, kde n,+n,+...+n,=n,

mluvime o permutacich s opakovanim.

Pocet permutaci n-prvkové mnoziny je roven

: n!
P (nl,nz,...,nk)—ﬁ
nl'n,l-..on,!
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5 Princip Inkluze-exkluze

Tento princip je pro zaky slozity, z didaktickych divodu je 1épe nezmiiiovat ho
thned a odvodit az z Gloh. Zopakujte princip souctu a ptejte se ,, Co kdyZ disjunktni
nebudou?”, jako je tomu v ptiklad¢ pod timto textem. Po spole¢ném vypoctu n€kolika
uloh patrné budou Zaci schopni podobny postup aplikovat 1 na rozsahlejsi tlohy. Dbejte
na grafické zndzornéni uloh pomoci diagramu k lepsi orientaciv zadédni. Obzvlasté na
zacatku je potiteba zdiraznit, Ze na rozdil od principu souctu, nemusi byt mnoziny

disjunktni.

Na teoretick¢ seznameni s timto tématem je vhodnd metoda odvozena od
principu souctu. Samotné odvozeni miize probihat podobné, jako je uvedeno v

poznamce.

Piiklad Prodavacka v obchod€ s obuvi spocitala, Ze za dne$ni den si 23
zakaznikl koupilo nové boty a 9 osob koupilo ponozky. Z téchto zakaznikt si 4 koupili
boty 1 ponozky. Kolik osob dnes nakoupilo v obchode s obuvi (na prodej jen boty nebo
ponozky)?

Reseni: K feSeni budeme vyuzivat zndzornéni zvané Vennovy diagramy tak,
abychom vyjadfili poZadované situace. Do poli diagramu vpisujeme ¢isla nebo
proménné udavajici pocet prvkl piislusnych podmnozin mnoziny.

Pro vyteseni tlohy pouZijeme diagram dvou mnoZin (obr. 5.1).

A B

Obr. 5.1
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Jak vidite v diagramu, oznacili jsme si jednotlivé ¢asti (podmnoziny) pismeny.
Mnozina A znazoiuje osoby které koupily boty, A=a+c; mnoZzina B znazorniuje nakup
ponozek B=b+c. Z toho plyne, Ze pocet zdkaznikl kupujicich boty i ponozky je
zobrazen podmnozinou ¢ . Né&které hodnoty nezndmych najdeme v zadani, doplnime

je do diagramu.

Awpotyy=23 Bponozkyy=9

Obr. 5.2

Z (obr. 5.2) snadno vycteme kolik zakaznikl dnes v obchod¢ nakoupilo. Jedn4 se

o sjednoceni mnozin A, B AUB=a+b+c=19+5+4=28

Vsimnéte si, ze pouhym sectenim mnozin A, B jak je tomu u principu souctu by
jste ziskali Spatny vysledek. V tomto ptipadé€ totiz nemame disjunktni mnoziny, které

jsou u principu souctu vyzadovany.

Princip inkluze-exkluze je zobecnénim principu souctu na situace, kdy maji
mnoziny neprazdny prtnik. Jiz v pfedchozim ptikladé jsme nevédomky pouzili princip

inkluze-exkluze pro dvé mnoziny A, B. tedy |4UB|=|4|+|B|—|4NB|

A B

Obr. 5.3

(upraveno z [11], str. 55) Schéma nahote zachycuje obecnou situaci, pfi¢emz a,
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b, ¢ jsou pocty prvki v jednotlivych, jiz vzajemné disjunktnich ¢asti diagramu. Takto jiz
muzeme aplikovat princip souctu a dostaneme:

AUB=a+b+c=(a+c)+(c+b)—c=|A|+|B|-|4ANB|

Podobné bychom ziskali vzorec pro tfi mnoziny z (obr. 5.4).

A B
(a\e/

C

Schéma opét zachycuje obecnou situaci, pficemz a, b, c, d, e, f, g jsou pocty

Obr. 5.4

prvki v jednotlivych, vzajemné disjunktnich ¢astech diagramu. Miizeme aplikovat

princip souctu:

|AUBUC|=a+b+c+d+e+f+g=(a+d+e+g)+(b+e+ f+g)+(c+d+ f+g)—

—(d+g)—(f+g)—(e+g)+g=|A|+|B|+|C|-|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|

Poznamka: Dals§i moZnosti jak odvodit vzorec je graficky znazornit mnoziny,
uplatnit princip souctu a sledovat kolikrat byly jednotlivé ¢asti pficteny. NaSim cilem je,

aby byla kazda ¢ast ptic¢tena praveé jednou (oznacena jednickou).
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Ukazeme postup pro tii mnoziny, pro jiny pocet by byl postup podobny:

A B Cisla uvnitt znazoriuji, kolikrat byly jednotlivé Gasti
é pfiCteny, jestlize jsme mnoziny A, B a C pouze secetli.

é% Prozatim mame vzorec AU BUC=A4+ B+C

Kazda cas by méla byt pfictena jen jednou, proto

odecteme vSechny priniky dvou mnozin a dostaneme

C jiny obrazek:
I odecteni zaneseme do vzorce, jeho A
soucasna podoba je tato: B
AUBUC=A+B+C—-ANB—ANC—-BNC

Stale neni hotovo, odecitali jsme tolik, az
jedna cast, kterd je spolecnd pro vSechny mnozZiny

C

neni vliibec zahrnuta. Musime ji znovu pficist.

A
ﬂ °
\ Vsude je jednicka, nasli jsme vzorec pro inkluzi-

exkluzi pro tf1i mnoziny:

C

AUBUC=A+B+C—-—ANB—ANC—-BNC+ANBNC

Pro Ctyfi a vice mnozin by se dal vzorec odvodit podobnym zpiisobem,

zjednoduSen¢ feceno, vzorec sestavime takto:

Sjednoceni n mnozin dosdhneme tak, ze nejprve secteme vSechny podmnoziny,
od nich odecteme prinik kazdych dvou podmnozin, pfi¢teme pruniky tfi podmnozin,

odecteme prunik ¢ty podmnozin..... Takto budeme pokracovat dokud se nedostaneme k
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priniku n podmnozin. Pokazdé kdyz se zméni pocet mnozin jejichz prinik hleddme,

zméni se 1 znaménko ( stfidani plus a minus).

5.1 Resené pfiklady

Piiklad 5.1. Z 35 74kl odebirda Rozhledy matematicko-fyzikalni 8 zak,
Casopis Véda a technika 10 zakt. 21 zaki neodebira zadny z téchto dvou cCasopist.

Kolik z nich odebira oba ¢asopisy?

Reseni: Nakreslime diagram, do kterého budeme zapisovat poéty prvka které
maji sledované vlastnosti (obr. 5.5). V tomto ptipad¢ je onou vlastnosti jaky Casopis ¢i

zda viibec néktery zaci odebiraji.

C

Obr. 5.5: Vennuiv diagram pro dvé mnoziny

MnoZina odbératelti Casopisu Rozhledy matematicko-fyzikalni (RMF) se sklada
z podmnozin a,b , odbératelé Védy a techniky (VIM) z podmnozin a,c . Je
ziejmé ze podmnozina a jsou ti zaci, jeZ odebiraji oba tyto Casopisy a d naopak
ti, co neodebiraji zddny z nich. Na zakladé téchto informaci jsme schopni sestavit

nékolik rovnic vystihujicich zakladni udaje ze zadéani.

(1) a+b=8 odbératelé RMF

(2) a+c=10 odbératelé VTM

(3) d=21 neodebiraji zadny z nich
(4) a+b+c+d=35 celkem dotazovanych zaka
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Z rovnic (1) 1 (2) vyjadiime nezndmé pomoci a .
(1) b=8-a
(2) ¢=10—a
Do rovnice (4) dosadime za proménné b,c,d z ostatnich rovnic.
a+(8—a)+(10—a)+21=35;

—a+39=35;
a=4

Pouze ¢tyti zaci odebiraji oba zminéné ¢asopisy.

Priklad 5.2.  Ze 129 studentli jednoho ro¢niku univerzity chodi pravideln¢ do
menzy na ob&d nebo veceti 116 studenti, 62 studenti dochéazi na nejvyse jedno z téchto
jidel. Pfitom na obédy chodi o 47 studentl vice nez na veceii. Kolik studenti chodi na

obédy i vecere, kolik na vecete, kolik jenom na ob&dy?

ReSeni: Znovu sledujeme dveé spolecné vlastnosti, nakreslime si diagram a

vytvoiime rovnice popisujici zadani.

a+b+c=116
b+d+c=62
at+b=a+c+47

a+b+c+d=129

Obr. 5.6
Castou chybou v tomto piikladé miZe byt $patné sestaveni rovnic, obzv1aste
rovnice (2). V zadani se uvadi, ,,nejvyse jedno z téchto jidel”, znamena to Ze dochazi

bud’ na jedno nebo na zadné jidlo. Odtud podoba rovnice b+d+c=62 .
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Z rovnic (1), (2) a (3) vyjadiime vhodné nezname tak, aby po dosazeni do
rovnice (4) zstala jen jedina neznama. Upravime rovnici (3) a vyjadiime a .
(3) a+b=a+c+47 (1) a+(47+c)+c=116  (2) (47+c)+d+c=62

b=47+c¢ a+2c=69 d+2c=15
a=69—2c d=15-2c

Tyto hodnoty dosadime do rovnice (4).

a+b+c+d=129
(69—2¢)+(47+c)+c+(15—2¢)=129
131—2¢=129
2c=2
c=1

Zjistili jsme, ze jediny student chodi pouze na vecete (c=1). Pokud hodnotu
neznamé c¢ vlozime do ostatnich rovnic, ziskame dal$i pozadované informace. Pouze

na obéd chodi 48 studentil a na ob¢ jidla dochazi 67 studentii.

Priklad 5.3. Dilensky kvalitar kontroluje citlivost, piesnost a kvalitu vnéjsi
upravy méficich pfistrojii. Kontroloval sérii 1000 kust a zjistil, Ze u 8 je sniZena
citlivost, u 6 neni kvalitné provedena vné&j$i Gprava a 11 nespliiuje normu tykajici se
presnosti piistroje. Zadny piistroj nevykazoval viechny zavady spoleéné. Celkem 98%
kontrolovanych vyrobki nemélo zadnou z téchto tii zdvad. SniZenou citlivost nebo
nepiesnost méfeni vykazovalo 16 vyrobkl, 12 mélo sniZenou citlivost nebo nemélo

v

kvalitni vné&j$i upravu. Vyrobky, které maji n€kterou zavadu, posila kvalitat zpét k

oprave.

- Kolik jich posle pouze k oprave piesnosti méieni?

- U kolika ptistrojti staci pouze zvysit citlivost?

- Kolik jich posle kvalitat pouze ke zkvalitnéni vnéj$i upravy?

- Kolik vyrobkli musi poslat ke zkvalitnéni vnéj$i Gpravy nebo k opraveé
piesnosti?
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Reseni: Piiklad vyfesime uZitim Vennova diagramu (obr. 5.7). Zvolme

oznacenti :
C........ mnozina vSech vyrobkd, u nichZ je sniZena citlivost;
Po....... mnozina vSech vyrobkd, jez jsou nepfesné;
K..... mnozinu v§ech vyrobki, jez nemaji kvalitné provedenu vnéjsi Gpravu,
V... mnozina vyrobkl jez jsou kontrolovany.

Jiz v zadani vyplyva V' =1000 a g=0. Snadno také spocitame pole
diagramu vn¢ oblasti C, P, K, ve kterém by mély byt zndzornény méfici pristroje, jez
nemaji ani jednu z uvedenych zavad. Je jich 98% z 1000, t.j 980; toto Cislo je jiz v

diagramu (obr. 5.7) zndzornéno spolu s dal$imi zndmymi hodnotami.

1000

980 |V

Obr. 5.7
Jednotlivé oblasti diagramu oznac¢ime pismeny a, b, c, d, e, f. Pfi pozorném ¢teni

zadani sestavime rovnice vyjadiujici dané udaje za pomoci proménnych a, b, ¢, d, e, f.

(1) CUPUK=a+b+c+d+e+ =20

2 C =a +d+e =8
3 K = +c+d +f =6
4 P = +b +e+ =11
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5) CUP =a+b +d+e+f=16
6) CuUK =a +ct+d+te+f=12
Ziskali jsme soustavu Sesti rovnic o 6 proménnych a, b, c, d, e, f. K zodpovézeni
otazek uz tedy staci pouze tuto soustavu rovnic vyiesit.
Rovnice (5) a (6) se podobaji rovnici (1), chybi pouze jedna poménna, jejiz
hodnotu zjistime odectenim této rovnice od (1). Proto:
(1)=(5) dostavame c=4 ;
(1)-(6) dostavame b=8 .
Tyto hodnoty dosadime za ptislusné proménné do rovnic (3) a (4), podoba téchto
rovnic se zméni nasledovné:(3) d+f=2 ;(4) e+ f=3 .V obou figuruje proménna
f, pomoci niz tedy vyjadiime dal$i ptitomnou proménnou: (3) d=2—f
(4) e=3—f . Tyto dvé rovnice dosadim do (2) a po upravach ziskam:

a+(2—f)+(3-1)=8,
) a—2f+5=8;
a=3+2f

Nyni mam tfi proménné vyjadiené pomoci f a u dalSich dvou znam jejich
hodnotu. VSechny tyto tidaje dosadim do rovnice (1) a nasledné vyjadiim vSechny

zbyvajici proménné.

a+b+c+d+e+ f=20;
(1) (3+2f)+8+4+(2—f)+(3—f)+ /=20,
f=0.
Po dosazeni do vhodné rovnice dostdvam hodnoty pro zbyvajici proménné.

Zkouska provedend dosazenim do rovnice ukaze, ze feSenim soustavy rovnic je: a=3;

b=8; c=4; d=2; e=3; {=0.

Odpoved bude znit takto:

Pouze k opravé presnosti (b) posle kvalitar 8 vyrobkii,
pouze k opravé citlivosti (a) 3 vyrobky,
pouze ke zkvalitnéni vné&jsi upravy (c) 4 vyrobky,
k opravé piesnosti nebo zkvalitnéni vnéjsi Gipravy 17 vyrobkd.
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Priklad 5.4. Urcete, kolik pfirozenych ¢isel v rozmezi 1 az 500 (vCetné

obou) neni délitelnych ani 2, ani 3, ani 5, ani 7.

ResSeni: U je mnozina vSech pfirozenych Cisel v rozmezi 1 az 500, a oznacime
U,, Us, Us, Uy jeji podmnoziny odpovidajici nasobkiim 2, resp. 3, resp. 5, resp. 7.

Podobné bude napi. Us mnozina vSech nasobki 6 a ziejmé je  U=U,NU; . Navic je

2%

ziejmé, ze pro kazdé ptirozené &islo n plati |U,|= . Pfimym uZitim principu

inkluze-exkluze rovnou vypocitame:

|U2UU3UU5UU7|:|U2|+|U3|+|U5|+|U7|_|U6|_|U10|_|U14|_|U15|_

500 500 500
—|U21|—|U35|+|U30|+|U42|+|U70|+|U105|—|U210|=[ 5 ]"'[ 3 ]"‘[ 3 ]"‘
500 500 500 500 500 500 500 500 500
+ — — —~ — — —~ -+ - +
300) 300300200, 300 (300 (300}, 300}, 300

+12904,1300, 139015501 166+100+71-83—50—35—33—23— 14+

70 105 210
+16+11+7+4-2=385

Tim je uréen pocet prvki mnoziny U, jez jsou d¢litelné alespon jednim z ¢isel 2,
3,5, 7. To znamena, ze prvki v U, které nejsou délitelné ani jednim z nich, je
500—388=115

Jiné feSeni: K feSeni pouzijeme Venniiv diagram pro ¢tyfi mnoziny (obr. 5.8) a

jednotlivé oblasti diagramu ozna¢ime neznamymi a, b, c, d, e, f, g, h, 1, j, k, I, m, n, o, p.

Vyuzijeme znalosti poctu ¢isel U,,U;, U, U,, U, Uy, ..., U, jezbyly
pouzity i v predchozim feseni a z diagramu sestavime 16 rovnic. Po jejich vyfeseni
ziskame hodnotu hledané proménné p , tedy pocet Cisel, jez nejsou délitelna ani 2,

ani 3,ani Saani?7.
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| I m { N

Obr. 5.8: Venntiv diagram pro 4 mnoziny

atb+ctd+e+ f+gth+ti+j+k+l+m+n+o+ p=500
a+b+d+e+h+i+I+m=U,=250

(1)

(2)

(3) b+cte+ f+i+j+m+n=U,=166
(4)  d+e+f+g+h+i+j+k=U,=100
(5)

h+i+ j+k+l+m+n+o=U,=71

(6) b+e+i+m=U =83 (7)  d+e+h+i=U,,=50
(8) et+f+i+j=U,=33 (9)  h+itl+m=U =35
(10)  h+i+j+k=U,~=14 (11) i+ j+m+n=U,=23
(12)  e+i=U,=16 (13)  i+j=U,,=4
(14)  h+i=U,,=7 (15)  i+m=U,=11

(16) i=U,,=2

Pokud bychom dosazovali zndmé hodnoty proménnych postupné do rovnic (15),
(14), ...(1), ziskdme vSechny hodnoty proménnych m=9,h=5, j=2,e=14,n=10,
k=5,1=19, f=15,d=29,b=58,0=19,2=28,c=56,a=114 akonetné¢ p=115.
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5.2 Ulohy k reseni

US.1.

US.2.

US.3.

U S5.4.

US.S.

Na tupravé terénu pracovaly dva bagry — prvni 63 dni, druhy 48 dni.
Pfitom 23 dni pracovaly oba bagry spole¢né. Kolik dni pracoval na tpraveé

alesponi jeden bagr?

PInéni bojového ukolu se zucastnily dvé vojenské jednotky. Cela akce
trvala 120 hodin. Prvni jednotka byla nasazena 60 hodin, druhd 85 hodin.
Kolik hodin plnily bojovy kol obé jednotky spole¢né?

V potravinatské samoobsluze se objevily dva nové druhy syrt. Ze 153
zakaznikd, ktefi prosli béhem jedné hodiny samoobsluhu, jich 65 neodolalo
koupi prvniho druhu; druhy druh zakoupilo 49 zikaznikl. Téch, ktefi
zakoupili oba druhy, byla pouze jedna péctina poctu téch zakaznikl, ktefti
zakoupili aspoil jeden druh. Kolik zdkaznika koupilo pouze prvni druh, kolik

pouze druhy druh; kolik oba; kolik jich odolalo obéma svodim.

Ve védeckotechnickém ustavu pracuje 67 lidi, 47 z nich ovlada anglictnu,
35 némcinu a 23 znd oba z téchto jazyktl. Kolik pracovnikl tistavu neumi ani

némecky, ani anglicky?

V kancelaii Cedoku prodali béhem jednoho dne celkem 166 poukazi na
zahrani¢ni rekreaci. Leteckych zajezdi bylo prodano dvakrat vic nez zajezdu
do Srbska. Zajezdii do Srbska, jez nejsou letecké, bylo prodano o 40 vice nez
leteckych zé4jezdi do Srbska. Zajezdi, jez nejsou ani letecké ani do Srbska,
bylo prodéno o 30 mén¢ nez téch zajezdl do Srbska, jez nejsou letecké. Kolik
bylo prodano zajezdla do Srbska? Kolik bylo prodano leteckych zajezda jinam

nez do Srbska?
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U S.6.

US.7.

US.8.

V jedné tfid¢ je udajné 45 zakd, z toho 25 chlapct. 30 zaku této tiidy ma
dobry prospéch a z nich je 16 chlapct. Bryle nosi 28 zakd, z nich je 18
chlapct. 17 z&kt s brylemi méa dobry prospéch. 15 chlapci ma dobry

prospéch a zaroven nosi bryle. Je to mozné?

Velka tlumoc¢nickd agentura obdrzela zakazku na zabezpeceni
prekladatelskych sluZzeb pro mimofadné narocnou mezinarodni konferenci. Je
tieba zajistit tlumoceni v anglicting, némciné a francoustiné. Z celkového
poctu tlumoc¢nikd, kteti budou na akci nasazeni, jich ovlada 14 anglictinu, 10
némcinu a 7 francoustinu. Nékteti z nich mohou ovSem bez problému zajistit
dva jazyky, totiz: na angli¢tinu a némcinu lze nasadit celkem 8, na anglictinu
a francoustinu celkem 5 z nich, na némcinu a francouzstinu celkem 4 z nich.
O dvou z celé skupiny se vi, Ze mohou zajistit nejen dva z pozadovanych
jazyku, ale dokonce vSechny tfi. Kolik tlumoc¢nikti vlastné agentura na akci

nasadi?

Kolik ¢isel, kterd nejsou délitelnd ani dvéma, ani péti, je mezi

piirozenymi ¢isly od 1 do 2000?
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6 Bijektivni metoda

Podstatu bijektivni metody jsme uvedli ve 2. kapitole. Jako motivaci a vysvétleni
metody doporucuji piiklad 6.1. Pfi feSeni tlohy 6.2 nejprve poskytneme Zakiim prostor
pro experimentovani. (Nechdme je nakreslit takové n-tthelniky asponi pro n=4,5,6
zjistovat tento pocet, resp. vytvaret hypotézy. Dalsi feSené piiklady jsem se snazila

sefadit podle obtiznosti, jak by mély nasledovat zasebou.

6.1 Resené priklady

Priklad 6.1. Predstavte si, ze jste na tanecni zdbavé a mate zjistit, od kterého

pohlavi je v sale vice osob. Jak byste to co nejsnadnéji provedli?

Reseni: Pj¢ime si mikrofon a vyzveme viechny muze, aby si kazdy vybral
praveé jednu partnerku. Az budou pary vytvoteny, zeptame se kdo piebyva. Budou-li to

muzi, je v sale vice muzil v opaéném piipadé€ piebyvaji Zeny.

Priklad 6.2. Predstavte si konvexni n-uhelnik, ve kterém Zadné tfi uhlopticky
nemaji spolecny bod (tzn. kazdé dvé thloptficky maji nejvyse jeden prisecik). Urcete

pocet p, vsech prisecikt uhlopfic¢ek takového n-uhelnika.

Reseni: Kazdému priseciku dvou uhlopticek Ize pritadit pravé jednu &tvefici
vrchold jako koncovych bodli téch dvou uhlopricek, které se protinaji. Naopak
libovolng vybrané &tvefici vrcholi daného n-thelnika 4,4, ... A, ptislusi pravé

jeden prisecik uhlopficek. Proto je pocet p, roven poctu vSech ctyfprvkovych

n):n(n—l)(n—z)(n—3)
4 24

podmnozin mnoziny [4,,4,, ..., 4} Pn:(
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Priklad 6.3. Jeden astrolog rozliSuje ptiznivé a neptiznivé okamziky podle
polohy ruci¢ek na svych hodinkéch. Piiznivé okamziky nastavaji, kdyz se vtefinova
ruc¢icka pii svém pohybu ptedbehla minutovou, ale nedohonila ruc¢icku hodinovou.
Neptiznivé okamziky nastavaji v opacnych situacich. Kterych okamziki je za jeden den

(¢asovy interval od ptlnoci do ptlnoci) vice, ptiznivych nebo neptiznivych?

ReSeni: Na obr. 6.1 je na hodinach znazornén pfiznivy a nepiiznivy okamzik.
Hodiny na obrazku jsou osové soumérné. Ke kazdym hodindm znazoriiujicim ptiznivy
moment je mozno sestrojit hodiny znazoriujici neptiznivy. Totéz plati i naopak. Obou

okamzik je tedy stejné.

priznivé nepriznivé

Obr. 6.1: Hodiny

Priklad 6.4. Dokazte, Ze pfimka a vnitfek useCky maji stejny pocet bodil.

ResSeni: Staci najit vzajemné jednoznacné zobrazeni tsecky AB na pifimku m,
kterou umistime podle obr.6.2 rovnobézn¢é s AB. Takové zobrazeni je ddno naptiklad

touto konstrukci:

1. m,m|A4B,
2. X,X€AB

3. th, thaletova kruznice AB
4, X', X'e€thnk, kLl AB
5. X ,X emnoX’

m , AB|=libovolna

Nasli jsme tak bod X jeZ je vzorem libovolného bodu X .
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Obr. 6.2

Priklad 6.5. Odavodnéte rovnost danych vztahti (Z)Z (nﬁ k) .
ReSeni:
Tato vlastnost popisuje fakt, Ze pokud chceme vybrat k-prvkovou mnoZzinu z
n  prvki, zbyde vzdy n—k nevybranych prvkd. Tvrdime, ze pokud bychom
vybrali n—k prvka ze stejné mnoZiny, poCty zpusobu téchto vybéra by byly stejné.
Tim, 7ze vybereme k prvkd z n vlastné rozdélime mnozinu prvka na dvé
hromadky (o &k a n—k prvcich), stejného vysledku bychom dosahli pii vybéru
n—k prvkd. Téhoz efektu dosahneme rozdilnym piistupem. Tato vlastnost je patrna

ey . C e 1y n o \— n! — n! —|n
Jjiz z rozpisu kombinacnich cisel: nek | =t n—(n—k) k- (n—kN |k

Nasledujici ptiklad jsme jiz fesili v kapitole 3 (ptiklad 3.6), ukdzeme si, jak by se

dal fesit pomoci bijekce pfevodem na permutace z ¢isel 1, 2, ..., 8.
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Priklad 6.6. Kolika zplisoby muZzeme rozestavit na Sachovnici o osmi

sloupcich a osmi fadach 8 vezi tak, aby se vzajemné neohrozovaly? ([6], str.34)

ReSeni: Je ziejmé, Ze ptfi takovém rozestaveni stoji na Sachovnici v kazdém

sloupci i v kazdé tadé¢ jedina véz. Uvazujme jednu z téchto poloh a oznacme @, ¢islo

obsazen¢ho pole v prvni fadé, @, v druhé fadé, ... , dag v osmé fad¢. Pak je
a a a v-t t 72 7 1 1 2 8 . . 3 v . w7 1

1,dy,...,dg urCitou permutaci- z Cise ,2,...,8 (je jasné, ze mezi Cisly
a,,a,,...,dy mnejsou zadna dve sob¢€ rovna; jinak by dvé véze staly v témz sloupci).

=

=

=

J=(
%

Obr. 6.3: Priklad rozestaveni osmi véZi tak, aby se navzdjem neohrozovaly

Obraceng, jestlize a,,a,,...,dg je n¢jaka permutace ¢isel 1,2,...,8 , pak ji
odpovida jisté rozestaveni vézi, v némz se vzdjemné neohrozuji. Na (obr. 6.3) je
znazornéna poloha vézi odpovidajici permutaci 8 23 1 6 4 5 7. To vSak znamend, Ze
pocet hledanych poloh vézi je roven poctu permutaci z ¢isel 1,2,...,8 t;j.

81=1-2-3-4-5-6-7-8=40 320

Existuje tedy celkem 40 320 moznych rozestaveni vézi, ktera spliuji

pozadovanou podminku.

2 Permutace je uspoiadana n-tice prvkia
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Priklad 6.7. Sekretarka méla za kol nakoupit pro podnik kavu za 200 K¢. V
samoobsluze méli 3 druhy kavy (ozna¢me je A, B, C) v bali¢cich po 100g. Kazdy

balicek stal 50 K¢&. Kolik riiznych moznosti ndkupu ¢tyt balickt existuje?

Reseni: Nejprve si vypiseme do sloupce vSechny moznosti. ( Pfi praci s zaky jim
poskytneme prostor pro samostatnou praci, nebo moznosti vypisujeme spolecné s nimi.
Snazime se pfitom, aby zaci sami objevili vhodnou a piehlednou strategii pro zapis

vSech moznosti.)

Zjistili jsme, ze moznosti je celkem 15. Jak ale najit obecné pravidlo pro urceni
poctu nakupti £ balickl, jsou-li balicky n druhi? Abychom takové pravidlo zjistili,
zkusime nejprve ptvodni Ulohu vyfesit jinak. Kazdy ndkup muizeme jednoznacné
popsat zapisem usporadané Sestice ze Ctyt hvézdicek a dvou carek do fady podle téchto
pravidel:

1. Zakazdy balicek vybrany do ndkupu napiSeme hvézdicku.

2. Na prvni mista délame hvézdicky, které predstavuji balicky druhu A.
Kdyz je vSechny takto vypiSeme, udélame carku a za ni piSeme
hvézdicky, které predstavuji balicky druhu B. AZ je vyCerpame, udélame

carku a za ni piSeme hvézdicky, které piedstavuji balicky druhu C.

AAAA —
AAAB ——
AAAC ||
AABB | |
AABC | ww ||
AACC | |
ABBB ||
ABBC | ||
ABCC | | %|#
ACCC ||
BEBE i |
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BBBC | A | *

BBCC | % | H

BCCC | * | ok

CCCC || ok
Tab. 6.1

Je ztejmé, ze kazdému nakupu nélezi praveé jedna takova skupina tecek a Carek a
naopak kazdé uvedenym zplisobem vytvorené skuping tecek a ¢arek je pfifazen prave
jeden nakup. Hledany pocet nakupti je proto roven poctu uspotfadanych Sestic ze Ctyt
teCek a dvou Carek. Kdybychom vSechny prvky v Sestici navzajem rozliSovali, méli
bychom pro obsazeni prvniho mista Sest moznosti, pro obsazeni druhého pét, ... , pro
obsazeni pateho mista dv€ moZznosti a na Sest¢ misto by zbyl posledni prvek (coz

predstavuje jedinou moznost). Bylo by to m=6-5-4-3-2-1 moZznosti.

Ty dvé ¢arky jako prvky vSak nerozliSujeme. Pfi stanoveni po¢tu m jsme je vSak
rozliSovali, mohli jsme je mit oznacené napiiklad jako prvky a, b. Dvé uspofadané
dvojice [a, b] a [b, a] ptedstavuji jedinou uspotadanou dvojici [ |, | ] nerozliSitelnych
prvkli — carek. Proto se zavedenim podminky, ze dva z prvki v Sestici pfestaveme
rozliSovat, zredukuje pocet m na polovinu. My vSak v Sesticich nerozliSujeme ani
hvézdicky, které jsou celkem cCtyfi. To znamend, Ze ¢islo m je nutno jesté vydeélit poctem
vSech uspotradanych ctvetic z riznych prvki, tedy ¢islem 4-3-2-1 . Proto je celkovy

pocet nakupii roven Cislu 6-5-4-3-2-1
p=77—7- =15
2:(4-3-2-1)

Nyni bychom mohli uvahu zobecnit pro & bali¢ki jsou-li # druhti. Vybirdme tedy
k balickt, jez mohou byt n druhl (pouzili bychom n—1 odd€lovach | ) u nichz
nezalezi na poradi (nezalezi jestli nejprve koupime balicky druhu A a poté B nebo
naopak, podstatné je, Ze budeme mit napt. 2 balicky druhu A a jeden B). Druhy balickt

se mohou opakovat. Jedna se tedy o kombinace s opakovéanim (viz. Kapitola 4, str. 36).

— n+k—1)!
Hledany pocet tedy zjistime dosazenim do vzorce (’H—]li 1) :w
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6.2 Ulohy k Feseni

U 6.1. Mésta A, B jsou spojena dvéma hlavnimi silnicemi, které jsou
navzajem propojeny osmi vedlejSimi (obr. 6.4). Urcete, kolika zpiisoby lze
projet z A do B, jestlize se do zddného useku nevracime. (Na obr. 6.4 je jedna

z moznych cest vyznacena silnou ¢arou).

/——_ _-—-\

B

o |

S I I

Obr. 6.4: Jedna z cest zA do B

Ue6.2. V cukrarné prodavaji ¢tyti druhy zékusk, Spicky, vétrniky, vénecky a

kremrole. Kolika zptisoby lze nakoupit 8 zakuskti? Reste bez pouZiti vzorci.

U 6.3. Urcete, kolika zptusoby se Ize dostat z A do B, cestujeme-li po cestach
zobrazené sité a nikdy se nevracime smérem k mistu A. Jedna z moZnych cest

je zobrazena (obr. 6.5).

A B

Obr. 6.5

U 6.4. Kolik existuje trojuhelnikii, z nichz zadné dva nejsou shodné a kazda

strana ma nékterou z délek 6, 7, 8,9, 10 cm?

U 6.5. Kolik existuje rtiznych kvadrii, pro néz plati: Délka kazdé hrany je
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pfirozené &islo z intervalu <2,15>? Reste za pouziti vzorci i bez nich.
U 6.6. Kolik riiznych c¢astek lze zaplatit tfemi mincemi, pokud méame k
dispozici dostatek minci v hodnoté 1K¢&, 2K¢& a SK&? Reste za pouziti vzorct i

bez nich.

Ue.7. Kolika zpiisoby je mozné rozdélit 9 kuli¢ek mezi 4 chlapce? Kuli¢ky

jsou vSechny stejné, nerozliSujeme je.
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7 Metoda dvojiho vypoétu

Spociva v tom, Ze dvéma riznymi zpusoby vyfeSime tentyz problém, pficemz
dojdeme ke zdanlivé rGznym vysledkim. Porovnanim obou vysledkli objevime novy

poznatek.

7.1 Resené priklady
Piiklad 7.1. Urcete soucet S,=1+3+9+...+3" .

Refeni: Vyjadiime S,.,=1+3+9+...+3"+3""" dvéma zpisoby:

S =(1434+9+...4+3")+3""!

S, =8,+3""
5 S =14+3-(1+3+...4+3")
) Sn+l:1+3.Sn
. n+1_1
Porovnanim obou vypoéti mame 1+3-5,=5,+3"" aodtud S,= 5

Priklad 7.2. 'V prostoru je dano 15 bodi, kdy zadné tfi body nelezi na jedné
piimce. Prave Sest z nich lezi na téze rovin€ a ze zbyvajicich 9-ti bodl Zadné 4 nelezi v

roving. Kolik rovin je témito body uréeno?

ReSeni: Pocet rovin oznaCime p a rovinu ze zadani, ve které lezi Sest bodu
g . K urceni roviny jsou zapotiebi tfi body. Roviny, které hleddme, jsou ¢tyt druhd.
Ty, které jsou ur€eny zadnym, jednim ¢i dvéma body tvoticich rovinu g . Poslednim

druhem je jedina rovina pouze z bodt roviny ¢ ,tedy samarovina g¢q .
(9 [9)[6).[9).[6
SN HRHIHEHIHE
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Rovina je tedy tvorena tfemi body, proto musime vybrat 3 body z 15 a nezélezi

nam na pofadi vybéru. Takovych rovin je (135) . Sest bodi leZi v jedné roving, je tedy

(g) rovin, které splyvaji v jednu.
15)_(6
= —7]+1
2 =[5
Porovnanim (g)+(g)‘(?)+(?)'(g)+1:(135)—(g)+1 dostavame

BIGHERHEMH)
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7.2 Ulohy k feseni

Vypoctéte dvéma zplisoby a vztahy, které vysly pied vycCislenim, porovnejte:

U7.1.

U7.2.

U 7.3.

U 74.

U7.5.

V kolika bodech se protne 12 rGznych piimek, z nichz pravé 5 je

navzajem rovnobéznych a zadné tfi neprochazeji jedinym bodem?

Jaky nejvétsi mozny pocet rovin miize byt urcen 10 body, jestlize
a) prave pét lezi v téze roving,

b) pravé tfi body lezi na piimce?

Jaky nejvetsi mozny pocet Ctyisténi ma vrcholy v deseti danych bodech,
jestlize:
a) pravé pét lezi v téze roving;

b) pravé tfi body lezi na piimce?

Uvniti rovnostranného trojuhelnika ABC je zvolen bod M. Dokazte, Ze
souCet vzdalenosti bodu M od stran trojuhelnika je roven vySce

trojuhelnika.
Uvnitt zédkladny AB rovnoramenného trojuhelnika ABC je zvolen bod M.

Ukazte, Ze soucet vzdalenosti bodu M od stran AC a BC je konstantni.

Cemu je roven?

61



8 Dirichletuv princip (Pfihradkovy princip)

Podobn¢ jako u ptedchozich principii, vhodnéjsi strategii bude nejprve vypocitat
nékolik snazSich piikladii a poté na zdkladé spolecnych vlastnosti téchto piikladi

odvodit samotny princip.

Prvni ptiklady bych volila s malym poctem ,,piihradek® , ¢imz i slabS§im zaktm
umoznime vyfeseni piikladu (tfeba i tak, Ze si to namaluji). K tomuto ucelu je vhodny
ptiklad 8.1. Priklady 8.2 a 8.3 , slouzi predevsim jako motivace pro zéky, jak je vidét, i s
jednoduchym pravidlem jdou délat zajimavé véci. Po dokonceni téchto ukoli by si Zaci
méli tento princip zkusit zformulovat, a ikdyZ se jim to nemusi zdafit, pouhé zamysleni

nad zobecnénim mulze byt ptinosné.

8.1 Resené pfiklady

Priklad 8.1. Kolik minimalné¢ musime mit kuli¢ek, abychom meéli jistotu, ze

pfi ndhodném vkladani do ¢tyt prihradek, budou v jedné z nich pravé dve kulicky?

ReSeni:  Abychom méli naprostou jistotu, uvazujeme nejhor§i moznost, Ze
musime zaplnit v§echny pfihradky nez do nékteré vlozime druhou kulicku. Je zapotiebi

o kuli¢ku vice, nez je ptihradek, tedy 5.

Piiklad 8.2. Dokazte, Ze na Skole s 412 — ti studenty studuji dva lidé narozeni

ve stejny den.

Reseni: Pokud tedy budeme za piihradky povazovat jednotlivé dny roku, kterych
je 365, mizeme ke kazdému z téchto dnli pfipsat jméno studenta narozené¢ho v tomto

dnu. Nezélezi jakym zplisobem budou jména pii prochdzeni sefazena (podle abecedy,
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bydlisté, roku narozeni atd.). Kdyz budeme mit $tésti, najdeme ony dv¢ osoby tfeba
hned u dvacatého studenta. I kdyZz uvazujeme nejhorsi mozny scénaf, tedy ze se nam
stale nedati najit druhou osobu, ktera by méla stejny den narozeni jako student, kterého
jiz méme k nékterému dni pfifazeného, mize tento stav trvat jen do urcité doby. Jakmile
bychom prifadili 365. studenta, méli bychom zaplnény vSechny dny, ve kterych se
mohli studenti narodit. Je tedy naprosto jisté, Ze nejpozdéji 366. student bude mit stejny

den narozeni jako jiny student.

Priklad 8.3. Kolikrat je tieba hodit tfemi kostkami aby bylo zaruceno, ze

aspoii Ctyfikrat padne tentyz soucet?

Refeni: V tomto piipadé jsou ptihradkami mozné souéty hodnot na tiech
kostkach. Nevim vsak, kolik téchto pfihradek mame k dispozici. To mizeme zjistit
vypsanim riznych hodnot na kostkach a sectenim jejich hodnot. Mnohem rychlejsi vSak

R4

muze padnout takovy soucet hodnot, ktery se nachazi kdekoli uvnitt tohoto rozmezi.

Nejmensi soucet hodnot na tfech kostkdch je 3 — jestlize na vSech padne
jednic¢ka. Naopak nejvyssi nastane kdyZz na vSech padnou Sestky, proto hodnota 18.

Celkem tedy miiZe nastat 16 riznych souctu.
Opét uvazujme nejhorSi scénaf, Ze nepadne soucet znovu dokud nepadnou 1

vSechny ostatni. Pti  3-16=48 -ti hodech tedy padly vSechny soucty pravé trikrat. Pfi

dal$im hodu mame jistotu, ze stejny soucet padl uz po ¢tvrté. Je zapotiebi 49 hodu.
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Priklad 8.4. Dokazte, Ze v kazdém trojuhelniku ma aspon jeden uhel velikost
a) mensi nez 60°,

b) vétsi nebo rovnu 60°.

ReSeni: Dikaz provedeme sporem:
a) Uvazujeme ptipad, kdy zadny z whli neni mens$i nez 60°. Velikosti
jednotlivych uhli mtizeme vyjadrit jako 60°+a, 60°+[3, 60°+y . Tyto uhly seteme.
(60 °+0)+(60°+B)+(60°+y)=180°+(x+B+y)
Soucet Ghll v trojuhelniku musi byt 180°. Z pfedchozi rovnice je patrno, ze
pokud vsechny uhly ptfesahuji 60°, nejednd se o trojihelnik. Aby slo o trojuhelnik, musi

byt alespon jeden tthel mensi nez 60°.

b) Vyjadiime vSechny uhly objektu jako 60°-a, 60°-3, 60°-y. Souset téchto uhlu
(60 °—o)+(60°—B)+(60°—y)=180°—(x+B+y)
Soucet velikosti neni 180°, nejednd se o trojuhelnik. Aby se jednalo o

trojuhelnik, musi byt alespofi jeden uhel vétsi nez 60°.

Priklad 8.5. Je dany Ctverec a 9 piimek. Kazda z téchto ptimek de€li ¢tverec na
dva ctyiuhelniky, jejichz pomér obsahil je 2:3. Dokazte ze aespoit 3 z téchto deviti

ptimek prochazi jednim bodem.

ReSeni (dle [13]): Uvedené &tyiuhelniky jsou ziejmé lichob&niky, jejichz

2 .
sttedni pficka ma délku 59 kde a je délka strany ctverce (obr. 8.1). Stredni
pricka tedy prochazi né¢kterym z bodi X, Y, Z, V, které lezi na stiednich ptickach
¢tverce a déli pticku v poméru 2:3 (resp. 3:2). Protoze piimek je 9, tak aspoil 3 prochazi

n¢kterym z bodt X, Y, Z, V. Tvrzeni je dokazéno.
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0.4a

Obr. 8.1

Priklad 8.6. Ve ctvercové siti 14 x 14 je v kazdém cCtverci sité zapsano jedno z
cisel 1,2,..,2000 . Dokazte, ze existuji dva pravouhelniky P a Q, jejichz vrcholy se
nachazi ve stfedech Ctvercovych policek sité takové, ze strany pravouhelnikli jsou
rovnobézné s primkami sité¢ a soucet Cisel ve vrcholech pravouhelnika P je stejny jako

soucet Cisel ve vrcholech pravouhelniku Q.

Reseni: Pro vytvofeni pravouhelnika je potfeba dvou sloupci a dvou radki.

Kolik jich je mozno vytvofit zjistime za pouziti principu soucinu (viz. Ptiklad 3.6). V

.. ) 14-13 14-13 0 o
této siti je celkem mozZno vytvofit T’T=912=8 281 ¢tyrahelnikd. Pri

seCteni  hodnot v  jednotlivych  vrcholech  muizeme  dostat  soucty
4,5,6,...,7 999,8 000 . Pocet vSech soucti je 7997, coz je mén¢ nez moznych
utvari. Mame tedy jistotu Ze nejpozdé¢ji 7998. Etyfuhelnik bude mit soucet hodnot ve

vrcholech totozny s jiz nakreslenym utvarem.
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Priklad 8.7. 'V krychli s hranou 15 cm je zvoleno 2198 bodl. Dokazte, ze se

mezi nimi najdou dva body, jejichz vzdalenost je mensi nez 2cm.

ReSeni: Roziezeme kostku na  13°=2197 stejnych kosti¢ek. Potom aspoii v

jedné kostce se nachazeji nejméné dva body (kosti¢ek je méne nez bodli). VSechny naSe

, tedy vzdalenost jejich libovolnych dvou bodu je

5
malé kostky maji délku hrany B}

: 15 5 ) .
nejvyse E\/ 3cm  (délka t&lesové Ghlopticky), coz je méné nez 2 cm. Tvrzeni je tedy

dokézano.
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8.2 Ulohy k reseni

U 8.1. Je 500 beden s jablky, v kazdé z nich je nejvys 240 jablek. Dokazte, ze
aspon tfi bedny maji stejny pocet jablek.

U 8.2. Skot ma jedendct kapes a 43 jednodolarovych bankovek. Miuze tyto
bankovky rozmistit do kapes tak, aby v kazdych dvou kapsach mé¢l rtizné

obnosy?

U 8.3. Antropologové prokazali, ze kazdy ¢lovék ma na hlavé méné nez 500 000
vlasi. (Lze to zjistit stanovenim maximalni hustoty a nejvétsi mozné plochy
porostlé vlasy na hlavé.) Mexiko City ma vice nez 18 milionli obyvatel.
Dokazte, ze v Mexiko City existuje aspon 37 obyvatel se stejnym poctem

vlasu.

U 8.4. Seslo se 50 lidi, z nichz n¢ktefi se znaji a jini ne. Pfedpokladame, ze
pokud se dva znaji, tak se znaji navzajem, tj. Pokud A znd B, pak B zna A.
Dokazte, Ze mezi témito lidmi existuji dva, ktefi znaji stejny pocet lidi z

uvedené skupiny.
U8.5. Z kazdych dvanécti riznych dvojcifernych ptirozenych cisel 1ze vybrat

dvé disla, jejichz rozdil je dvojciferné cislo zapsané stejnymi ciframi.

Dokazte.
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9 Metoda zvoleného prvku

Metoda rozliSovaného prvku rozdéluje mnozinu na podmnoziny na zékladé

pfitomnosti nékterého urcujiciho prvku. Tato metoda vede k ditkazu nékterych tvrzeni.

n n n+1
wr v IR w7 + —
Priklad Dokazte vlastnost kombinaéniho ¢isla ( k) ( it 1) ( P 1)

ReSeni: M¢me n+1 prvkovou mnoZinu M={a,,a,,...a,,,,] .Za urcujici

prvek si zvolime prvek @, . Budeme rozliSovat dv¢ situace:

1. vSechny podmnoziny obsahujici prvek a; ; jeden prvek ( a, ) je jiz

vybran, takze muzeme vybrat maximalné¢ & dalSich prvki z »n . PodmnoZin,

obsahujicich a, je (Z)

2. vSechny podmnoZiny neobsahujici @, ; Zadny prvek dosud vybran nebyl,

muzeme tedy vytvofit maximaln¢ k+1 prvkové mnoziny ale jen z n  prvkd,
v , , R v n

protoze prvek a; byt vybran nesmi. Téchto podmozin je ( i +1)
Sectenim téchto dvou casti ziskdme vSechny podmnoziny. Pocet vSech

n+1
k+1

podmnozinz n+1 prvkové mnoziny je (

n\yf n —(n+1
Odtud vztah (k) (k+l) (k+1
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Tato vlastnost je patrnd i z konstrukce Pascalova trojuhelnika.

n=0 X 1
H it
S R
= ) 1)(4]l6]4]1

n n n
¥ y +(" |+ )+
Priklad Dokazte ( O) ( 1 ) (2)

< y o n i ,
ReSeni: ProtoZze kombinacéni cislo ( k) udava pocet vSech & -prvkovych

podmnozin n -prvkové mnoziny ( pro k=0 jde o prazdnou mnozinu, pro k=1 jde o
jednoprvkové mnoziny), uddva uvedeny soucet na levé strané rovnice pocet vSech

podmnozin n -prvkové mnoZiny.

Taktéz se jedna o koeficienty binomického rozvoje kde a=b=1

<a+b>"=<1+1>":(g)+(7)+(g)+...+(nf1)+(Z)

Prvky dané n-prvkové mnoziny oznadime ¢isly 1,2,3,...,n a kazdé jeji
podmnozing pfifadime usporddanou n-tici slozenou z nul a jednicek postupné pro
vSechna i=1,2,...,n takto:

— Pokud se prvek oznaceny i nachdzi v podmnozing, bude na i-tém misté¢ v
uspotfadané n-tici jednicka.
— Pokud se prvek oznaceny i v podmnoZin€ nenachéazi, bude na i-tém misté v

uspotadané n-tici nula.

Napt. Podmnoziné {2,3,5} mnoziny {1, 2, 3, 4, 5, 6} by byla pfifazena
uspotadana Sestice (0, 1, 1, 0, 1, 0), podmnoziné {1, 6} bychom pfitadili (1, 0, 0, 0, 0, 1)
atd.

69



Toto pfifazeni je vzajemné jednoznacné, jsme tedy schopni z jakékoliv n-tice
rozhodnout, o jakou podmnozinu n-prvkové mnoziny se jedna. To ovSem znamena, ze
n-prvkovd mnozina ma pravé tolik podmnozin, kolik existuje uspofadanych n-tic

slozenych z nul a jednicek.

Kolik je tedy mozno téchto usporadanych n-tic z n-prvkové mnoziny vytvofit?
Na kazdé pozici uspotadané n-tice mize byt nula ¢i jednicky, podle ptislusnosti dané¢ho
prvku do podmnoziny. Pro kazdou pozici z n moznych mist jsou tedy 2 moznosti.
Dle principu souéinu by byl po¢et podmnozin Sestiprvkové mnoziny =~ 2-2-2-2-2-2=2°

, podmnozin n-prvkové mnoziny je 2" . Odtud tedy uvedeny vztah.

9.1 Ulohy k Feseni

U9.1. Je-li rovina rozdélena na ¢asti n ptimkami, z nichz zadné dvé€ nejsou
rovnobézné, pak se ke kazdé primce piimyka aspon jeden trojuhelnik.

Dokazte.

U9.2. Dokazte, ze v kazdém mnohosténu existuji aspont dvé stény se stejnym

poctem stran.
U9.3. Na kazdém policku Sachovnice je napsano C¢islo, které je rovno

aritmetickému praméru dvou ¢isel na sousednich polickach téhoz fadku (i

téhoz sloupce). Dokazte, Ze vSechna ¢isla jsou si rovna.
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10 Rekurentni vztahy

Metoda rekurentnich vzorci je podle publikace [6] metoda pievedeni na
analogickou tlohu pro mensi pocet prvkl. Pomoci rekurentniho vzorce mizeme tilohu o
n  prvcich prevést na ilohu o n—1 prvcich, tu potom na tlohu o n-2 prvcich atd.
V mnohych piipadech se dafi z rekurentniho vztahu ziskat pfimo vzorec pro feSeni dané

kombinatorické ulohy.

V kapitole 4 jsme odvodili vzorec P(n)=n! pro podet permutaci n prvka
pomoci vzorce pro pocet variaci bez opakovani. Tento vzorec vSak muzeme odvodit i

tak, Ze nejprve najdeme rekurentni vztah, ktery je splnén pro P (n)

Méme déno n prvka a,,...,a,;,a, .Jejich libovolnou permutaci miizeme

ziskat takto: vezmeme nékterou permutaci prvkit  a@,,...,a,_; a pfipojime k ni prvek
a, . Je zftejmé, Ze prvek 4, miZe zaujimat riiznd mista. MiZeme ho postavit na
pocatek, jako tfeti prvek ¢i tfeba az na konec. Pocet riznych mist, kterd mize obsadit
prvek a, ,jeroven n ;protozkazdé permutace prvkl 4a,,...,a,_; ziskdme n
permutaci  a,,...,a,_;,a, . To vSak znamend, ze permutaci z n predméta je n-krat
vice nez permutaci z n—1 predmétd. Tim jsme nasli rekurentni vzorec
P =nP,_,
Pti pouziti tohoto vzorce, dostaneme, Ze plati:
P=nP, =n(n—1)-P,_,=n(n—1)-..-2-P,
Ale protoze P,=1 |, nebot’ z jednoho prvku miizeme vytvofit pouze jedinou

permutaci. Proto je
P =n-(n—1)....2-1=n!

A tak se znovu dostavame ke vzorci P (n)=n!
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10.1 Resené priklady

Priklad 10.1. Urcete pocet vSech 8-cifernych cCisel sestavenych z ¢isel 0 a 1,
kde vedle sebe nestoji

a) 2 nuly
b) 3nuly.

ReSeni ([13], str.75, upraveno):

a) Jednociferna ¢isla vyhovujici podmince jsou 2 ( 0 a 1), dvojcifernych 3 (01,

10 a 11) a trojciferné vypiSeme:

101 010
110 011
111

Trojcifernych je tedy 5. Vidime Ze jsou dvojiho typu:
zacinaji jednickou a nésleduje libovolné dvojciferné ¢islo vyhovujici podmince

zacinaji nulou, za kterou nasleduje jedni¢ka a poté libovolné jednociferné Cislo

vyhovujici podmince

Jestlize oznaCime @, pocet n-cifernych posloupnosti vyhovujicich podmince a
uvahu zobecnime, dostaneme: a,=a, +a, , pron>2

Takto postupné vyplnime tabulku:

n 1 2 3 4 5 6 7 8
a, 2 3 5 8 13 21 34 55
Tab. 10.1

b) V tomto piipadé postupujeme podobné. Oznaéime b, pocet n-cifernych
posloupnosti vyhovujicich podmince. Potom b,=2, b,=4, b,=7. Ctyiciferné ¢&isla
jsou trojiho typu:

— zacind 1 a nasleduje libovolna tfi¢lennd posloupnost vyhovujici podmince b)
— zacind 01 a nasleduje libovolna dvouclennd posloupnost vyhovujici podmince b)

— zacina 001 a nasleduje libovilna jednoc¢lenna posloupnost vyhovujici podmince b)
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Zobecnénim b,=b, +b, ,+b, ; pron>3 takze:
b,=13, b;=24, b,=44, b,=81, by;=149.

Piiklad 10.2. V roviné je dano n ptimek, z nichz Zadné dvé nejsou
rovnobézné a zadné tii neprochazi jednim bodem. Na kolik ¢asti rozdéluji tyto piimky
rovinu?

ReSeni: Namisto otazky, na kolik &asti d&li rovinu » piimek, budeme si klast
otazky: na kolik €asti déli rovinu 1, 2, 3, 4 pfimky, kolik ¢asti pfibude, jestlize pfiddm

k-tou ptimku.

Jedna pfimka rozd€li rovinu na dvé ¢asti, dvé piimky na 4 ¢asti a tfi pfimky na 7.
Kolik ¢asti pribude, jestlize ptidame 4. piimku (obr. 10.1)? Ziejm¢e tolik, kolika ¢astmi
prochdzi 4. pfimka. Pokud je tato pfimka rGznob&zna s ostatnimi pfimkami, tak je
protind ve tfech (rGznych) prisecicich, kterymi je rozdélend na 4 segmenty a kazdy
segment (Gsecka nebo poloptimka) lezi v jiné ¢asti ptiivodni roviny. Z toho vyplyva, zi

po ptidani 4. ptimky piibivaji 4 ¢asti,t.j. Celkovy pocat ¢asti je 11.

Obr 10.1: Pfimky v roviné

73



Sestavime tabulky (n je pocet ptimek, p(n) ¢asti tvofenych n pfimkami):

n 1 2 4
p(n) 2 4 11
+ Casti 1 2 3 4

Tab. 10.2

Zjistili jsme, ze pridanim k-té piimky piibude &  Casti, odtud pro pocet Casti
tvofenych n piimkami p(n)

n-(n—1)

pn)=n+p(n—1)=n+(n—1)+p(n—2)=n+(n—1)+.. 42+ 1+1=————

aritmeticka posloupnost

+1

Priklad 10.3. Na vecirku bylo 7 manzelskych dvojic. Kolika zptisoby je mozné

je rozdélit na 7 tanecnich part tak, aby zadny muz netancoval se svou Zenou?

Refeni: Oznaéme p, podet rozdéleni n manzelskych part do n tane¢nich
partt vyhovujicich podmince ulohy. Zfejmné p,=0,p,=1,p;=2 . N vypolet p,
pouzijeme nasledujici oznaceni: muze oznacime A, B, C, D, jejich manzelky postupné
a, b, ¢, d. Rozd¢leni, kde vystupuje dvojice Ab je stejn¢, jako kdyby zde byla dvojice
Ac a totéz plati 1 pro Ad. Proto staci zjistit poCet rozdéleni pouze pro Ab a vynasobit
tremi. Mozné rozdéleni jsou:

Ab Ba Cd Dc

Ab Be Cd Da

Ab Bd Ca Dc

Zde mame ukazku tfi rozdéleni kde figuruje Ab, celkové tedy p,=3-3=9

Zkusme tedy sestavit rekurentni vztah.

74




Necht mame n dvojic. Muz A potom mulze tancovat s n—1 Zenami.
Reknéme Ze tancuje s Zenou b. Kolik bude takovych moZnosti? Rozdé&luji se na 2
skupiny:

— muz B tancuje se Zenou a — takovychto moznosti je P, , protoZe zistdva
n—2 manzelskych para.

— Muz B netancuje se Zenou a. Potom vlastné mame #n—1 dvojic muz Zena, a

kazdy muz mé pravé jednu (vzdy a vzdy jinou) zakézanou partnerku. Takovych

moznosti je P,

Dostaneme rekurentni vztah — p,=(n—1)(p, ,+p,,) . V tabulce jsou

zobrazeny prvni Cleny posloupnosti  p,,

n 1 2 3 4 5 6 7
P, 0 1 2 9 44 265 1854

Sedm manzelskych dvojic je tedy mozno rozdélit do pari 1854-ti zpiisoby tak,

aby zddny muz netancoval se svou Zenou.

Piiklad 10.4. Par kraliki pfivadi jednou za mésic na svét dvé mladata
(samecka a samicku); tito novi kralici ptfinaseji dalsi ptiriistky uz za dva mésice po
svém narozeni. Kolik kralikti se objevi za rok, predpokladame-li, Ze na pocatku roku

byl jeden par kralika?

ReSeni: Symbolem F, ozna¢ime pocet kralikii po n mésicich. Nakreslime si
jak to bude vypadat v ucitych mésicich (obr. 10.2). Pruibéh bychom mohli popsat
nasledovné:

* 1. mésic mame jediny mlady par kralika
* 2. mésic se jiz mohou pafit, ale stale je jen jediny par

* 3. mésic samice porodi novy par, celkem mame 2 pary kraliki
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* 4. m&sic puvodni samice porodi dal$i novy par, zatimco druhy par
dospiva, dohromady 3 pary kralik
* 5. m&sic plvodni par 1 samice narozena druhy mésic porodi dalsi par.

Stémito novymi prirtistky mame celkem 5 para.

plodné neplodne

@ "
. n=2
O n=3
w\ O n=4

[P

.QO{.‘Q n=>5

Obr. 10.2

I
—_

Symbolem F, ozna¢ime pocet kralikii po n mésicich. V obrazku (obr. 10.2)
je z celého paru vzdy zakreslena jen samice (reprezentuje cely par) a to do fadku a

sloupce podle toho, zda jiz mize plodit mladé ¢i nikoli.

Celkovy pocet part  F, v n-tém mésici se sklada z plodnych (P,) a
neplodnych par  (N,) . Tedy.
F,=P +N, @)
Ze zadani i obrazku je ziejmé, Ze podet plodnych part  (P,) v n-tém mésici je
roven celkovému poctu pari v mésici predchozim F,_; (vSechny pary jsou star$i nez
mesic, tedy plodné).

Pn:Fn—l
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Podet neplodnych (N,) v n-tém mésici je roven poétu plodnych v predchozim
mésici.
Nn:Pnflen72
Dosazenim do vztahu (2) ziskdvame rekurentni vzorec pro zjisténi poctu parti po
n mésicich.
Fn:Fn—l+Fn—2
3)

Chceme zjistit, kolik parti bude po 12-ti mésicich, proto dosadimé n=12. Pfitom

vime,7e F,=1 a F,=1 _.Sestavim tabulku:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
F, 1 1 2 3 5 8 13 | 21 34 | 55 89 | 144

Poznamka: Tuto posloupnost ¢isel nazyvame Fibonaccho posloupnost.

Existuje i1 dalsi zajimava posloupnost ¢isel vytvofend souc¢tem dvou piedchozich

hodnot této posloupnosti, zvand Lucasova posloupnost (pro n = 3, n[IN):

Ln:Ln—l+Ln—2 (4)

Pricemz L,=1 a F,=3 . Cleny této poloupnosti se nazyvaji Lucasova &isla

(Obvykle klademe L,=2 ).

VypiSeme né€kolik prvnich ¢leni téchto dvou posloupnosti:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

F, 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34

L 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76

Zde vidime: F, +F, =L,
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Fibonacciho i Lucasova posloupnost maji fadu zajimavych vlastnosti, nékteré z
nich mate za kol dokézat v podkapitole 10.2 podobné, jako je tomu
v Piikladé 10.5. Pokud by jste se chtéli dozvédét vice o téchto posloupnostech,
doporucuji literaturu [18], [19], [20].

Priklad 10.5. Dokazte: £\ +F,+F+..+F =F, ,—1 (5)

ReSeni: Uzitim rekurentniho vzorce (3) ziskdvame

F _=F F,

n—1 n+1” L'n

F11:Fn+2_F

n+l1°*

Souctem vsech téchto rovnic dostdvame (z definice fibonacciho posloupnosti
zname F,=1 ).
F+F,+F,+..+F =F, ,—F,=F,  ,—1

n+2

Dokézano.
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10.2 Ulohy k Feseni

Reste postupné, u pozdgjsich piikladi mize byt potieba vyuZit vztah z
ptedchazejicich ukold.
U10.1. Dokazte: F\+F,+F+...+F, =F,,
U 10.2. Dokazte: F,+F,*F+..+F,=F, —1
U10.3. Dokaste: Fi+F3;+Fi+..+F.=F,F,,,
U 10.4. Dokazte: L +L,+L;+..+L =L, ,—3
U 10.5. Dokazte: L, +Ls;+Ls+..+L, =L, —2

U 10.6. Dokazte: L,+L,+Ls+...+L, =L, —1
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11 Res$eni uloh

3.1 12°-1=248 831

3.2 1000

3.3 30

3.4 permutace z n prvki je n! - 2 prvky

3.5 a)l0;b)11;c)22

3.6 a)48;b)6;c)48;d) 36;e) 72; 1) 24; g) 72; h) 80

3.7 a)60;b)4;c)48;d) 18; e) 72; 1) 24; g) 78; h) 64

3.8 a)6!;b) 2-5! ¢) 2-5! d)96

3.9 120; 10 krychli

3.10 269

3.11 5-2+1=11 [Z vrcholu 6 cest, pouze jedna piimo do cile, ostatni na
nektery bod podstavy, z téchto bodl se miizeme vydat dvémi smeéry. ]

3.12 10

Poradi ¢isel uvedenych v feseni odpovida potadi otazek v tloze.

51 88dni 55 52;98
5.2 25 hodin 5.6 ANO
5.3 46;30; 19; 58. 5.7 16

54 8 5.8 800

6.1 2° ; [Zplsoby lze zakoédovat do uspoiadané devitice z nul a jednicek

podle toho, zda jdeme po horni ¢i dolni cesté]
6.2 165

6.3 3% ;[Zplisoby lze zakédovat do uspoiadané Sestice z 0, 1 a 2]

64 =35
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6.5
6.6
6.7

7.1
7.2

7.3

7.4

7.5

8.1
8.2
8.3
8.4

8.5

9.1

560
10
220

56
a) 111 b) 105

o (IR o GHE QI
[Obsah S,z vyjadiete pomoci délky strany a vysky. Pak ho vyjadrete
jako soucet Sz, TS ysc S e a vysledky porovnejte.]

v, [Narysujte trojuhelnik ABC a jeho obraz ABC’ ktery vznikne
osovou soumérnosti podle AB. Sestrojte kolmici na BC prochazejici M s
patou K. Prisecik této kolmice a ptimky AC” oznacte L. Patu kolmice na AC
prochazejici M oznacte P. Vzdadlenost PM je rovna vzdalenosti LM.
Posuneme-li ptimku KL tak, aby A=L, vidime, ze tato vzdalenost je Vv,

(osovou soumeérnosti jsme ziskali rovnobéznik)]

2-240+20=500

neni mozné, minimum je 55 (pokud nékde i 0) nebo 66

min 37 obyvatel, 36 pokud néktery ¢lovék nema ani chlup

pfihradkami je pocet znamych 0, 1, ... 49, tedy 50 ptihradek, dokdzano
pouze v ptipadé, ze nepocitdme s nulou

Chceme najit dvé cisla, jejichz rozdil je délitelny 11. Rozdélime nasich 12

¢isel do 11 prihradek podle zbytku po déleni 11.

[Oznac¢ime kteroukoliv z danych ptfimek p a ten z prisecikil zbyvajicich
piimek, ktery mé& od p nejmenSi vzdalenost oznaCime A. Bodem A

prochéazeji aspont dvé pifimky, mezi kterymi zadna dalsi jdouci bodem A
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9.2

9.3

10.1

10.2

10.3

10.4

10.5

10.6

10.7

nelezi. Tyto dve ohranicuji s pfimkou p trojuhelnik.]

[Oznaéme G tu sténu, kterd ma nejvétsi pocet stran, ktery oznacime n. Tato
sttna ma n sousednich stén. Pocet stran kazdé z nich patii do mnozZiny
{3,4,...,n} Tato mnozina ma mén¢ nez n prvkl, proto maji n¢které¢ dve

stény (podle Dirichletova principu) stejny pocet stran. ]

[Pokud by si nebyla rovna, vybereme nejvetsi z nich. Protoze je rovno
aritmetickému priméru sousednich ¢isel (a zadné ze sousednich Cisel
nemuize byt vétsi) jsou na sousednich poliCkach stejna Cisla (nejvetsi
hodnoty). Opakovanim tvahy pro jejich sousedy a pak dal$im a dal§im

opakovanim nakonec zjistime, Ze maji vSechna c¢isla stejnou hodnotu. ]

[VyuzZijte rekurentni vzorec (3) ze strany 75, sectéte rovnice
F\=F, F,=F,—F,,...F, \=F,—F, _, ]

[Vyuzijte vztahy (3), (5) a vztah z tikolu 10.1 k ziskani (F,,,,—1)=F,, ]

[Pouzijte matematickou indukei]

[Seététe rovnice L, =L;—L,,L,=L,—Ls,....,L,=L,,— L, ]

[Seététe rovnice L, =L,— Ly, Ly=L,—L,,...,Ly =Ly —L, , ]

[Seététe rovnice L,=L;—L,,L,=L,~L;,....,L,=L,,— L, ]

[Vyuzijte vztahy z illoh 10.5 a 10.6]
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