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Uvod

Kvantilova regrese se stejné jako jiné druhy regresni analyzy zabyva mode-
lovanim vztahu zavislosti vysvétlované proménné na vysvétlujici, poptipadé sku-
piné vysvétlujicich, proménnych. V realnych aplikacich zpravidla neni na zékladé
hodnot vysvétlujicich proménnych odhadovana piimo vysvétlovana proménna,
ale néjaka jeji vhodna charakteristika, kterd tuto proménnou v uréitém smyslu
dobte vystihuje. V tradiénim pristupu, jenz nabizi klasicka linearni regrese, je
touto charakteristikou podminénd stredni hodnota. Tato je obecné vniména jako
dobry odhad celkového chovani vysvétlované proménné v zavislosti na vysvétlu-
jicich proménnych. Tento zpusob je intuitivni a nabizi moznost relativné snadné
interpretovatelnosti regresnich parametru v modelu.

Na druhou stranu je linedrni regrese znevyhodnéna mnozstvim predpokladu,
které jsou na jeji pouziti kladeny. Splnéni téchto predpokladu zustava povétsinou
zalezitosti teorie a v praktickych situacich, ve kterych soubory dat obsahuji
¢etna odlehld pozorovani, rozdéleni dat je ruzné zesikmené a je zjevné porusen
predpoklad homoskedasticity, muze byt linearni regrese primo zavadéjici a ne-
spliuje tak svuj ucel vystizného a holistického popisu regresni zavislosti.

Kvantilova regrese nabizi ponékud jiny pristup. Zatimco prumér, respektive
sttedni hodnota, je charakteristika snadno ovlivnitelna odlehlymi pozorovanimi,
muze jako robustni alternativa pro popis centralni polohy dobte poslouzit median.
Pokud je predmétem zajmu vyvoj regresni zavislosti v jinych polohdch hodnot
vysvétlované proménné nez okolo stfedu, je mozno model prizpusobit a namisto
podminéného medianu odhadovat jiny podminény kvantil. Takto lze analyzovat

vztahy regresni zavislosti ve velkych ¢i naopak malych hodnotach vysvétlované



proménné, coz je rys, ktery klasicka linearni regrese nema.

Cilem této prace je uvést zakladni pfehled teorie tykajici se kvantilové re-
grese, ujasnit podobnosti i rozdily oproti klasické linearni regresi a demonstrovat
moznost praktického vyuziti.

Prace sestava ze dvou hlavnich ¢asti. Teoretickou ¢ast tvori prvni ctyti kapi-
sickou linearni regresi. V druhé kapitole je zaveden zakladni teoreticky aparat
potfebny pro konstrukei modelu kvantilové regrese. Tteti kapitola se blize vénuje
vybranym vlastnostem odhadi parametri kvantilové regrese. Ctvrtd kapitola se
zabyva moznostmi hodnoceni modelu kvantilové regrese prostfednictvim sta-
tistické inference. Prakticka cast prace se nachazi v paté kapitole. Jsou zde
s vyuzitim softwaru R analyzovana data o jalovci obecném nizkém pochézejici
ze studie [11]. Smyslem praktické ¢asti je ndzorné predvést moznost vyuziti po-
znatku nabytych v teoretické ¢asti pro regresni analyzu realného datového sou-

boru. Ukazkovy kéd v softwaru R je ptipojen v priloze k této praci.



Kapitola 1

Klasicky linearni regresni model

Tato kapitola ma za cil podat uceleny souhrn zakladnich poznatku o linearni
regresi, coz je nezbytny krok pred prechodem ke kvantilové regresi jako takové.
Obsah kapitoly zahrnuje tvorbu regresniho modelu, zpusob odhadu neznamych
parametru, testovani hypotéz a konstrukei intervalovych odhadu pro tyto para-
metry a hodnoceni regresniho modelu prostiednictvim koeficientu determinace.
V posledni ¢asti této prvni kapitoly se zaméiime na vysvétleni pristupu k mode-
lovani v situaci, kdy mame regresni model, ve kterém se vyskytuji kvalitativni
proménné.

Podkapitoly 1.1, 1.2 a 1.3 vychdazeji z literatury [3], podkapitola 1.4 pak z [1].

1.1. Konstrukce linearniho modelu, jeho predpo-
klady a odhad neznamych parametru

U klasické linearni regrese sledujeme zavislost podminéné stredni hodnoty
zavislé proménné na hodnoté jedné ¢i nékolika nezavislych proménnych. Mo-
del pro hodnotu zavislé proménné i-tého pozorovani v modelu s p nezavislymi

proménnymi muzeme zapsat ve tvaru:
Y;‘ :ﬁo+ﬁlxi1+...+ﬁp$ip+€i, ’L: 1,...,’]1, (11)

kde Y; je vysvétlovana (zavisld) proménnd, x;,j = 1,...,p jsou vysveétlujici (ne-
zévislé) proménné, x;; je hodnota j-té vysvétlujici proménné pro i-ty subjekt,
B; jsou odhadované parametry modelu, kterych je p + 1, n je pocet pozorovani

10



a € jsou tzv. chybové cleny (ndhodné odchylky). Chybové ¢leny jsou ndhodné
veli¢iny, o kterych se predpoklada:

E(e;) =0, var(e;) = oli=1,...n, (1.2)

cov(e, ) =0,Vi# jii,j=1,...,n, (1.3)

tedy, ze chyby maji nulovou stfedni hodnotu, stejny koneé¢ny nenulovy rozptyl

(tzv. predpoklad homoskedasticity) a jsou nekorelované.

chyby 7idi normalnim rozdélenim, tedy, ze
&~ N(0,0%), i=1,..n. (1.4)
Model pro odhad podminéné stiedni hodnoty zavislé proménné pak vypada takto:
E(Y;|x;) = Bo + Przir + ... + BpTip, 1 =1,...,n. (1.5)

Neznamé parametry modelu odhadujeme metodou nejmensich ¢tvercu:

argger Min Z(Y, — By — Zl’zjﬁj)z- (1.6)
i—1

j=1

Pii odhadu nezndmych parametru linearniho regresniho modelu tedy minima-
lizujeme soucet druhych mocnin odchylek odhadnutych hodnot od namérenych

pozorovani.

1.2. Vektorovy zapis modelu

Model (1.1) je mozné zapsat také vektorové takto:

Y =XpB+e, (1.7)
kde
Yi 1Lz o2y Bo €1
Y = , X = , B = , €=
Y, 1 Zp1 oo Tpp Bp €n

11



Predpoklady (1.2) pro linedrni regresni model potom lze napsat vektorové

takto:
E(e) =0, var(e) = oI,

kde 0 oznacuje nulovy vektor a I jednotkovou matici.

Pro odhad parametru v tomto tvaru plati:
B=(X"X)'xTy.
Tento odhad je nestranny, tedy:
EB)=p
a pro varian¢ni matici tohoto odhadu plati:

var(B) = *(XTX)™L.

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

Déle zaved'me veli¢inu S,, coZ je tzv. rezidudlni soucet ¢tverctt definovany:

n

Se=) (Yi-Y;)’= ie?, (1.12)
i=1

i=1

kde
Yz‘ = Bo + leil 4.+ Bpxipv 1=

jsou tzv. vyrovnané hodnoty a
€i, 1= 1, ey T

jsou tzv. rezidua.

Potom je statistika

§%=

nestrannym odhadem parametru o°.

12

1,...n

(1.13)



1.3. Testovani hypotéz o regresnich parametrech,
intervalové odhady téchto parametri, koefi-
cient determinace

K intervalovym odhadum a testovani hypotéz o regresnich parametrech slouzi

za predpokladu (1.4) testova statistika

~

Bi — B

T =
SYUXTX)1y,,

J

~ tn—(p+1)7 (114)

kde {(XTX)~'};, znacf (j+1)-ni diagonalni prvek matice (X7 X)™',j =0,...,p
a tp_(pt1) je Studentovo rozdéleni s n — (p + 1) stupni volnosti.

Na zaklade statistiky (1.14) testujeme hypotézu Hy : §; = 0 oproti alternativé
H, : B # 0, tedy hypotézu, Ze j-t4 nezavisld proménna nemd na hodnotu zavislé
proménné vliv oproti alternativé, ze zavisla proménna zavisi na j-té nezavislé
proménné

Na hladiné vyznamnosti a € (0, 1) pak hypotézu H, zamitame, pokud se sta-
tistika (1.14) realizuje hodnotou mensi nez je —(1 — a;/2)-kvantil, anebo vétsi nez
(1 —a/2)-kvantil rozdéleni ¢,,_ (4 1). Pfesna definice kvantilu je uvedena v podka-
pitole 2.1.

Intervalovy odhad pro jednotlivé regresni parametry vypada takto:

B € (B — tn—(p+1),1—a/25\/{(XTX)‘I}J'J; B+ tn—(p+1),1—a/25\/{(XTX)‘I}J'J%

(1.15)
Pro posouzeni kvality regresnitho modelu slouzi koeficient determinace, defi-
novany
52 S?
RP=2=1-2X 1.16
ol (1.16)
kde
1o —
Sp==> (vi-Y) (1.17)
i=1



je tzv. celkovy rozptyl,

S% = ! i(ffi ~Y)? (1.18)

1 N 1
S2 ==Y (V;i-Y)?=-5. (1.19)

je rozptyl rezidui.

Mezi témito velicinami plati vztah
Sy =83 +5; . (1.20)

Hodnota koeficientu determinace R € < 0;1 > vyjadiuje, jakou ¢ast rozptylu
vysvétlované proménné se podafilo vysvétlit pomocf regresniho modelu. Cim veétst
hodnota koeficientu determinace, tim vétsi ¢ast rozptylu je vysvétlena.

Hodnotu koeficientu determinace vSak také ovliviiuje pocet parametru re-
gresni funkce. S rostoucim poc¢tem regresnich parametru roste také koeficient

determinace. Z toho duvodu se zavadi upraveny koeficient determinace:

2
R —1 (n—1)5)_;

a T p- 1S (1.21)

Pro velkd n jsou vsak rozdily mezi hodnotami R? a R? prakticky zanedbatelné.

Koeficient determinace pak lze pouzit k testovani hypotézy

HO : /81 = /82 = .= /Bp =0 (122)
oproti alternative
Hy:3j5, 5=1,..,p:B; #0. (1.23)

Poté opét za predpokladu (1.4) mé testové statistika

R? n—p—1

F= .
1—R? D

(1.24)

14



Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni pravdépodobnosti s po¢tem regresnich parametru
p a poctem stupnu volnosti n—p—1, oznacujeme F, ,,_, 1. Hypotézu Hy, ze vSechny
regresni koeficienty jsou nulové, zamitdme na hladiné statistické vyznamnosti a,

pokud hodnota testové statistiky (1.24) prekroci (1—a)-kvantil rozdéleni F),,, 1.

1.4. Regresni model s kategorialnimi proménny-
mi

Vysvétlujici proménné v regresnim modelu mohou byt nejen kvantitativniho,
ale 1 kvalitativniho (kategoridlniho) charakteru. Takovymi proménnymi mohou
byt naptiklad pohlavi, rasa, statni prislusnost ¢i vzdélani. V takové situaci se
k modelovani uziva tzv. umélych proménnych. Pro jednoduchost si techniku
umélych proménnych uvedme na modelu s pouze jednou kvantitativni a jednou
kategoridlni proménnou. V piipadé modelu s vice proménnymi by se postupovalo
analogicky

Meéjme model se zavislou proménnou Y, kterou modelujeme pomoci kvantita-
tivni vysveétlujici proménné x a kategorialni proménné z, ktera nabyva m hodnot
(kategorii). Jedna z téchto m kategorii je povazovana za vychozi (referencni),

necht je ji kuptikladu kategorie 1. Zakladni model pak ma tvar:
kde I je indikatorova funkce definovana jako

1 i-té pozorovani ma hodnotu kategorialni proménné z rovnu k,
[[Zk](i) = k=2,...m
0 jinak
(1.26)
Muze se také stat, ze je vliv kvantitativni vysvétlujici proménné x na vysvétlova-
nou proménnou Y odlisny u ruznych kategorii kvalitativni vysvétlujici proménné

z. Proménné x a z jsou pak v takzvané interakci a regresni model muzeme zapsat:
Y; = Bo+ brxi + Bolpeg)(3) + oo 4 Bund(z)(3) + Bimy1@il [0 (7) + ...+

+ Bom—1il, (1) + €, i =1,...,n.
15
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V regresnim modelu se tak oproti predchozimu piipadu navic objevi cleny
s interakcemi.

Vs8echna tvrzeni pro linearni regresi uvedend v této kapitole zustavaji platna.
Kategoridlni proménné vlastné pouze rozlozi regresni model na m podmodeli (pro
kazdou kategorii jeden). Kazdy podmodel pak mé své vlastni hodnoty regresnich

parametru:

Y: =60 + Bizi + € pro z
Y =(Bo+ Ba2) + (b1 + Bmi1) - @i + € pro zg
Y; =(Bo + Bm) + (B1 + Bom—1) - i + € Pro zm

16



Kapitola 2

Uvod do kvantilové regrese

V této kapitole se jiz zamérime na zdkladni myslenky a postupy souvisejici
s kvantilovou regresi. Nejprve zadefinujeme nejdulezitéjsi pojmy s kvantilovou
regresi spojené, kterymi jsou kvantil, kvantilova funkce a podminéna kvantilova
funkce. Déale uvedeme podobu modelu kvantilové regrese, zpusob odhadu jeho
parametru a v ¢em se teto odhad lisi oproti situaci v klasické linedarni regresi.
Na zaveér si vysvétlime, jak interpretovat regresni parametry v nejjednodussim
pripadé modelu kvantilové regrese s jednou vysvétlujici proménnou kvantita-
tivniho charakteru.

K sepséni kapitoly bylo uzito zdroju [3], [2], [9] a [10].

2.1. Kvantily a kvantilova funkce

Néhodna velicina X je urcena svou distribu¢ni funkci F'x definovanou jako

Fx(z)=P(X <z), z €R, (2.1)

kde P(X < z) znaci pravdépodobnost, ze se ndhodnd veli¢ina X realizuje hod-
notou mensi nez nebo rovnou .

7-kvantil nahodné veliciny X je pak definovan nasledovneé:

Definice 1 Necht T €(0,1). T-kvantil ndhodné veliciny X je takové rediné éislo

x, pro které plati

PX<z;)>rT1 (2.2)
17



a soucasné

PX>xz)>1—7. (2.3)

Uvazujme nyni spojitou nahodnou velicinu X s distribuéni funkci F, ktera
je spojita a rostouci vsude tam, kde 0 < Fx < 1. Pak je 7-kvantil x, ndhodné

veliciny X urcen jednoznacné jako
Fx(xz;) =71 (2.4)

a tedy
r, = Fx (1) = Qx(7). (2.5)

Funkce Q(7) se nazyva kvantilova funkce a je inverzni funkei k distribuéni
funkeci prislusné nahodné veliciny.

Toto se tyka spojitych nahodnych veli¢in se spojitou a rostouci distribucéni
funkei. Piikladem je kvantilovd funkce normovaného normélniho rozdéleni (ob-
razek 2.1) Obecné vsak neni 7-kvantil ur¢en jednoznacné. Pro diskrétni ndhodnou
veli¢inu muze existovat nékolik nebo dokonce cely ohrani¢eny interval hodnot,
které splnuji podminky uvedené v definici. Abychom zajistili jednozna¢nost kvan-

tilu, je mozné kvantilovou funkci predefinovat nasledovné:

Definice 2 Necht X je ndhodnd veli¢ina s distribucni funkci Fx(z) a necht

T €(0,1). Pak funkci
Qx(1)=Fx (7)) =inf{r € R: Fx(x) > 7} (2.6)

nazgvdme kvantilovou funkci a ¢islo x; = Qx(T) nazyvame T-kvantilem rozdélent
s distribucni funkci Fx(z).

Neékteré kvantily maji specialni nazvy:

Zo,5 se nazyva medidn; zg o5 dolni kvartil; xg 75 horni kvartil;

Tk k=1,2,...,9, je tzv. k-ty decil;

Tk k=1,2,...,99, je tzv. k-ty percentil.

Nez ptejdeme k modelu kvantilové regrese, je tfeba jesté definovat podminénou

kvantilovou funkci. Nejprve budeme definovat podminénou distribucni funkci,

poté podminénou kvantilovou funkei.

18



Distribu¢ni funkce rozdéleni N(0,1) Kvantilova funkce rozdéleni N(0,1)

1.0
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Obrazek 2.1: Distribuéni a kvantilova funkce normovaného normalniho rozdéleni

Definice 3 Necht pro kazdou borelovskou mnoZinu S a pro kazdé y € R existuje

funkce Fyx(y|x) takovd, Ze plati
P(Y <ylX € 5) = [ Fx(ylo)iF(a) 2.7
S

Potom funkci Fyx (y|x) nazveme podminénou distribucni funkci ndhodné veliciny

Y pri daném X € S.

Definice 4 Necht (X,Y)’ je ndhodny vektor definovany na pravdépodobnostnim
prostoru a Fy|x(y|r) je podminénd distribucni funkce ndhodné veliciny Y pri
daném X = x. Pak podminend kvantilovd funkce nahodné veliciny Y pri daném

X =z je definovana vztahem

Qyx(7|r) = F;|1X(7'|1’) =inf{r eR: Fyx(ylr) > 7}, € R, 7€ (0,1). (2.8)

19



2.2. Model kvantilové regrese a odhad jeho pa-
rametru

Kvantilova regrese se lisi od klasické linearni regrese tim, ze misto podminéné
stfedni hodnoty odhadujeme podminény medidn (tzv. medidnova regrese), po-
pripadé libovolny jiny podminény kvantil vysvétlované proménné.

Podobné jako v klasickém linearnim modelu uvazujme, ze proménnd Y zavisi

na hodnotach vysvétlujicich proménnych:
Y; = Bo(7) + Bu(T)zin + oo+ Bo(T)xip + (1), i = 1,...,n. (2.9)

Parametry modelu g jsou nyni funkei piislusného kvantilu 7. Predpokladame,
ze chybové ¢leny € maji 7-kvantil roven nule. Asymptoticky postup pro interva-
lové odhady a testovani hypotéz o parametrech kvantilové regrese pak vychéazi
z predpokladu, ze jsou chybové ¢leny nezavislé a stejné rozdélené.

Model pro odhad podminéného 7-kvantilu ma pak tuto podobu:

Qy|X(T|1’Z‘) = 60(7') + 61(7')1’,‘1 + ...+ ﬁp(T)l’ip, 7= 1, ey N (210)

Odhad parametru tohoto modelu se provadi feSenim nasledujictho minimalizacniho
problému

argger Min i pr (Y; — Bo(T) — i xi;B; (7')) (2.11)

i=1

Funkce p,(x) se nazyva ztratova funkce a je definovéna takto

pr() = { (1 z'i')m L2 (2.12)

Graf ztratové funkce pro vybrané kvantily se pak nachazi na obrazku 2.2.
Neznamé parametry jsou tedy odhadovany minimalizaci souc¢tu vazenych ab-

solutnich odchylek odhadovanych hodnot od namérenych pozorovani. Pro kazdy

7-kvantil jsou feSenim minimalizacntho problému (2.11) jiné hodnoty odhad-

nutych parametru.
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Ztratova funkce pro riznou volbu parametru tau
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Obrazek 2.2: Ztratova funkce

Na rozdil od linedrni regrese nelze fesit problém (2.11) analyticky, jelikoz
ztratova funkce neni na celém svém definiénim oboru diferencovatelnd (konkrétné
v bodech, kde je jedno & vice rezidui rovno nule). Ulohu (2.11) je ovSem mozné
fesit jako minimalizacni problém pomoci technik linearniho programovéani.

Pro model kvantilové regrese ve vektorovém tvaru
Qvix(t|z) = XB(7) + (1), (2.13)
1ze minimaliza¢ni ilohu (2.11) pfepsat do podoby

min{r1lie,+(1-7)1,(—€), Y = XB+e,—(—€);,7 € (0, 1),

B e R [T (—e)T]T € RY ) o 21

kde

€. — € €20
* 7] 0 jinak

(=€) = e —e<0
€+ 700 jinak
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Tuto tlohu lze vyjadrit v rovnicovém tvaru
ar gemin{cTx|Ax = b} (2.15)

kde
c= (0,717, (1 —7)1])7,
z = ("€l (-},
A=[X,I -1

b=Y"

2.3. Interpretace parametri kvantilové regrese

Uvazujeme-li model kvantilové regrese (2.10), potom muzeme parametr 3;(7)
interpretovat jako hodnotu, o kterou se zméni 7-kvantil podminéného pravde-
podobnostniho rozdéleni zavislé proménné, zméni-li se j-ta nezavisla proménna

o jednotku. Tzn.:

_ aQy|X(T|l’>

B;(7) oz, (2.16)

Tato interpretace plati vSsak pouze v pripadé, kdy pri zméné j-té vysvétluj-
ici proménné o jednotku zustanou hodnoty ostatnich vysvétlujicich proménnych
zachovany. Neuvazujeme tedy multikolinearitu, tedy linearni zavislost mezi jed-
notlivymi vysvétlujicimi proménnymi. Muzeme ovsem fict, ze tato interpretace
je jednoznac¢né platna pro linedrni model kvantilové regrese s jednou vysvétlujici

promeénnou.
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Kapitola 3

Vlastnosti odhadu parametru
kvantilové regrese

Cilem této kapitoly je uvést vybrané vlastnosti odhadu parametru kvantilové
regrese a predstavit si nékteré z téchto vlastnosti plynouci vyhody kvantilové
regrese ve srovnani s klasickou linedrni regresi.

V této kapitole se nebudeme zabyvat asymptotickymi vlastnostmi kvantilové
regrese, jejichz analyza by presahovala ramec této prace. Zajemcum o tuto pro-
blematiku lze doporu¢it kuptikladu literaturu [3].

Text kapitoly cerpa ze zdroju [2] a [3].

3.1. Invariance vuci zakladnim transformacim mo-
delu

Jednou z uzitecnych vlastnosti kvantilové regrese je invariance vuci linearnim
transformacim modelu. Tuto vlastnost ma spolecnou s klasickym linedrnim re-
gresnim modelem. U klasické linearni regrese tato vlastnost vyplyva z vlast-
nosti sttedni hodnoty. Pricteme-li k vysvétlované proménné Y konstantu, zmeéni
se o tuto konstantu i odhad podminéné stfedni hodnoty. Stejné tak, pokud
proménnou Y vynasobime konstantou, je i odhad podminéné stfedni hodnoty
této proménné roven souc¢inu podminéné stiedni hodnoty puvodni proménné Y

a této konstanty.
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Symbolicky zapsano:
E(a+cY|x)=a+cE(Y|z), ae R, ceR. (3.1)
Uvazujme model kvantilové regrese ve tvaru
Qvix(tlz) = XB(7). (3.2)

Odhad vektoru regresnich parametrti 3(,Y, X) je funkei piislusného kvantilu
7, vektoru hodnot vysvétlované proménné Y a matice hodnot vysvétlujicich
proménnych X . Necht je ddle A(yi1)x(p+1) reguldrni matice, a > 0 skaldr a ¢ € RPH!

vektor. Odhad B(T, Y, X) m4 potom tyto vlastnosti:
B(r,aY,X) = aB(r,Y, X),
B(r,—aY,X)=aB(l-1,Y,X),
B(r,Y +eX,X)=08(1,Y,X)+c,
) =

B(r,Y,XA) = A'B(1,Y, X).

Tyto vlastnosti plynou z vlastnosti podminéné kvantilové funkce, viz. [2].

3.2. Zachovani transformace vysvétlované promén-
né

Neéekdy nastava v regresni analyze situace, ktera vyzaduje pouziti nelinearni
monoténni transformace. Naptiklad v pripadé asymetrického rozdéleni se casto
vyuziva logaritmicka transformace dat.

Problémem linearni regrese je, ze vlastnost zachovani transformace vysvétlo-
vané proménné nema. Transformujeme-li tedy zavisle proménnou Y monoténni
funkci h a odhadneme parametry tohoto transformovaného modelu, neziskame
parametry puvodniho modelu jednoduse aplikaci inverzni transformace na od-

hady parametru v transformovaném modelu. Vyjadreno symbolicky:

E(nY)|X) # h(E(Y]X)), (3-3)

24



a tedy
B(Y|X) # b~ (B(h(Y)|X)). (3.4)

Velkou vyhodou kvantilové regrese je, ze na rozdil od linearniho regresniho
modelu tuto vyhodnou vlastnost ma. V modelu kvantilové regrese totiz neodha-
dujeme podminénou stfedni hodnotu, ale podminénou kvantilovou funkci a pro

tu plati
Qu)x (7, ) = h(Qyx (7, )). (3.5)

Parametry puvodniho modelu tak muzeme ziskat pouzitim inverzni transfor-
mace na parametry transformovaného modelu. Pro model (3.2) tedy muzeme
psat

B(r.W(Y),X) =h(B(r.Y, X)) (3.6)

B(r,Y,X)=h"B(r,(Y), X)). (3.7)

Napriklad uvazujme model, kde jako transformujici funkci pouzijeme prirozeny
logaritmus. Potom

B(r, In(Y), X) = In(B(r,Y, X)) (3.8)

a pro parametry puvodniho modelu plati

B(r,Y, X) = LPrin)X), (3.9)

3.3. Robustnost

Jak jiz bylo zminéno v 1. kapitole, existuji urcité predpoklady na rozdéleni
vysvétlované proménné a jeho tvar. Poruseni téchto predpokladu muze vyrazné
snizovat kvalitu modelu, a tudiz i jeho vypovidaci schopnost.

Robustnost je mozno chéapat jako jistou necitlivost vuci odlehlym pozorovanim.
Odlehlé pozorovani (anglicky outlier) je v tomto kontextu chapéno jako takova
hodnota vysvétlované proménné, ktera se vyrazné odchyluje od vétsiny ostatnich
hodnot. V linedrnim regresnim modelu muze jediné takové odlehlé pozorovani

zpusobit vyznamné vychyleni regresni kiivky. To vyplyva opét z vlastnosti stredni
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hodnoty, coz je charakteristika citliva na odlehla pozorovani a neni tedy robustni.
Tento jev muze ovSem vyrazné zkreslit interpretaci regresniho modelu a je to
jedna z nevyhod linearni regrese.

V pripadé kvantilové regrese nas ovSsem nezajima odhad podminéné stiedni
hodnoty nybrz odhad podminénych kvantilu. Jelikoz velkou prednosti kvanti-
lové regrese je pravé modelovani celého podminéného kvantilového rozdéleni
vysvétlované velic¢iny, zajima néas pfi modelovani casto pravé vyvoj v extrémech.
Eliminace odlehlych pozorovani z datového souboru pfi jeho analyze tedy neni
vhodnym feSenim, nebof pravé situace v okoli téchto odlehlych pozorovani je
predmétem naseho zajmu. Nastésti je pravé kvantil robustni charakteristika,
a proto je model kvantilové regrese vhodny i pro praci s daty obsahujicimi odlehla
pozorovani. Z vlastnosti ztratové funkce (2.12) totiz vyplyvé, ze zména hodnoty
vysvétlované velic¢iny u daného pozorovani nezpusobi zménu regresni kiivky, do-
kud je zachovano znaménko rezidua, jinymi slovy, dokud hodnota pozorovani

zustava ve stejné poloroviné od regresni kiivky (nad kiivkou anebo naopak pod

ni).
Srovnani medianové a klasické linearni regrese
o
o _|
o
N L]
o
o _|
[T
> [=3
o _|
o
§ — —— linearni regrese
—— mediénova regrese

I I I I I
1000 2000 3000 4000 5000

Obrazek 3.1: Srovnani vlivu odlehlych pozorovani na medianovou a klasickou
linearni regresi

Graf na obrézku 3.1 je ukazkou robustnosti medidnové regrese oproti klasické

linearni regresi. Odlehlé pozorovani v pravém hornim rohu grafu vychyluje re-
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gresni primku linearni regrese, zatimco primka pro medidnovou regresi zachovava
smérnici uréenou prevaznou veétsinou dat. Graf byl vykreslen v softwaru R na
zékladé dat z datového souboru Engel, ktery je soucasti balicku [7].

Kromé této vlastnosti, je kvantilova regrese velmi uziteénda i v jiném ohledu.
V linedrnim regresnim modelu stoji veskeré intervalové odhady a testovani hy-
potéz na predpokladu normality. Kvantilova regrese je, na druhou stranu, indi-
ferentni vuci tvaru rozdéleni vysvétlované proménné. Intervalové odhady a tes-
tovani hypotéz v modelu kvantilové regrese je tedy mozno provadeét bez jakychkoli

omezujicich predpokladu na tvar rozdéleni.
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Kapitola 4

Hodnoceni modelu kvantilové
regrese

V této kapitole se zaméiime na mozné piistupy ke konstrukci intervalovych
odhadu regresnich parametru v modelech kvantilové regrese. Také si popiSeme
zakladni princip bootstrapovych metod a jejich vyhodu v porovnani s asympto-
tickym pristupem. V zavéru kapitoly predstavime obdobu koeficientu determinace
pro kvantilovou regresi.

Jako podklad pro sepsani této kapitoly poslouzila literatura [2] a [8]. V téchto
pracich lze dohledat také podrobnosti tykajici se asymptotického odhadu va-

rian¢éni matice odhadu regresnich parametru.

4.1. Asymptoticky odhad intervali spolehlivosti
regresnich parametru

Ve 2. kapitole je uveden postup vypoctu bodovych odhadu regresnich para-
metru S. Tyto odhady jsou pro konstrukeci regresniho modelu nezbytné, avsak
pro jeho posouzeni nemaji dostatecnou vypovidaci hodnotu. Nesdéluji nam totiz
miru nejistoty, ktera je s témito odhady spojena. Proto jsou zpravidla predmétem
zadjmu také intervalové odhady regresnich parametru.

V podkapitole 1.3 je popsana konstrukce intervalovych odhadu parametru
linearni regrese. V kvantilové regresi, stejné jako v klasické linearni regresi, po-

trfebujeme pro konstrukei intervalovych odhadu kromé samotnych bodovych od-
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hadu regresnich parametru také odhady jejich smérodatnych odchylek. Ty ziskame
jako odmocniny prislusnych diagonalnich prvku asymptotické varianéni matice
odhadu regresnich parametru.

Problém nastava pii samotném odhadu varianéni matice. Podobné jako v kla-
sické linearni regresi, i v pripadé kvantilové regrese dosti zalezi na tom, zda jsou
chybové ¢leny stejné a nezavisle rozdéleny ¢i nikoliv.

V piipadé, ze muzeme o chybovych ¢lenech predpokladat stejné a nezavislé
rozdéleni, lze odhadovat varianéni matici asymptoticky. Mozny postup je uveden
napt. v [2].

Oboustranny interval spolehlivosti regresniho parametru ; pro 7 kvantil na

hladiné vyznamnosti  ma podobu

Bi(r) € (Bi(T) = 64,(ry21-a/2: Bi(T) + 65, (1) 71-a/2), (4.1)
kde Og,(r) J€ odhad smérodatné odchylky odhadu parametru (;(7) a z1_q/2 je
1 — «/2 kvantil normovaného normélniho rozdéleni.

Pro malé n je vyhodnéjsi pouzit aproximaci Studentovym rozdélenim

Bi(r) € (Bi(1) — &Bj(T)tn—(p+1),1—a/2§ Bi(1) + &Bj(T)tn—(p-O—l),l—a/Q)? (4.2)

V praxi je vSak predpoklad nezavisle a stejné rozdélené chybové slozky mnohdy
porusen, coz ¢ini z pouziti asymptotiky nevhodny zpusob odhadu. Jako alterna-
tivni ptistup lze uzit bootstrap, ktery neklade zadné naroky na rozdéleni chybové

slozky.

4.2. Bootstrapova metoda pro kvantilovou regresi

Metoda bootstrap je zvlastnim pripadem metod Monte Carlo a je uzitecnou
alternativou k asymptotickému ptistupu pro odhadovani kovarianéni matice od-
hadu regresnich parametru. Obecné lze metodu bootstrap pouzit k odhadu ruznych
charakteristik sledované nahodné veli¢iny jako jsou stfedni hodnota, medidn nebo

smérodatna odchylka.
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V obecnosti funguje bootstrapova metoda tak, ze z redlného souboru dat
o rozsahu n, na jehoz zédkladé chceme odhadovat ¢iselnou charakteristiku sledo-
vané nahodné veliciny, provedeme nahodny vybér s vracenim o rozsahu n, tzn.
kazdé z n hodnot z puvodniho souboru se muze ve vybéru vyskytovat maximalné
n-krat (ale nemusi byt také do vybéru vybrana vubec). Odhad hledané ciselné
charakteristiky vypocitame na zakladé dat v tomto vybéru. Tento postup opaku-
jeme M-krat. Celkem tedy budeme mit M ndhodnych vybéru, kazdy o rozsahu
n, a M odhadu hledané ¢iselné charakteristiky. Z téchto M odhadu utvotrime
empirické rozdéleni pravdépodobnosti, které se nazyva bootstrapové. Z tohoto
rozdéleni muzeme odhadovat stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku hledané
charakteristiky a na jejich zakladé zkonstruovat intervalovy odhad.

V piipadé kvantilové regrese lze metodu bootstrap pouzit k odhadu kova-
rianéni matice odhadu regresnich parametru nebo i pfimo k odhadu intervalu
spolehlivosti pro tyto parametry. Bootstrap metodu je mozné pouzit také piimo
k odhadu samotného rozdéleni odhadu regresnich parametru.

[lustrujme pouziti jedné z bootstrapovych metod na jednoduchém ptikladu
kvantilové regrese s pouze jednou vysvétlujici proménnou x a sledovanou vysvétlo-
vanou proménnou y. Mame tak soubor obsahujici n paru vysvétlujici a vysvétlované

proménné (z;,y;), i = 1,...,n. Poté se postupuje nasledovne:

1. Z {(zs,yi), i = 1,...,n} vybereme n paru s vracenim. Tim ziskame bootstra-
povy vybér para {(z},y;), j =1,...,n}p.

2. Tento bootstrapovy vybér dosadime do vzorce (2.11) pro odhad parametru
modelu kvantilové regrese. Ziskame tak bootstrapovy odhad vektoru regresnich
parametrit 3, (7).

3. Tento proces opakujeme M-krat a dostaneme M odhadu vektoru regresnich
parametru.

Na zakladé téchto M bootstrapovych odhadu jsme schopni vypocitat va-

rianéni matici odhadu vektoru regresnich parametru:

~ =k

var(B' (7)) = 52 S8y ) ~ Bu(PlIBs(r) — By ()T (43)
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kde B, (r) = & 0L, 5 (r).

Intervalovy odhad jednotlivych odhadu regresnich parametru pak muzeme
konstruovat podle vzorcu (4.1) nebo (4.2), kde za odhad smérodatné odchylky
04, () dosadime odmocninu z j-tého diagondlniho prvku matice var(8° (7).

Pro mensi vybéry je mozné pouzit jednoduchy zpusob, ktery se nazyva percen-

tilovy odhad intervalu spolehlivosti a vychazi z kvantilu bootstrapového rozdéleni

odhadu daného parametru. Ma podobu:
Bi(7) € [Bjaya(7) < Bi(7) < Bj1_apn(7)] (4.4)

pricemz Bja /2(7) se vypocitd jako /2 a B;l_a /2(7) jako 1 —a/2 vybérovy kvantil

bootstrapového odhadu j-tého regresniho parametru.

4.3. Hodnoceni kvality regresniho modelu

Jak je uvedeno v kapitole 1, v piipadé klasického linearniho regresniho modelu
slouzi k posouzeni kvality tohoto modelu koeficient determinace, ktery udava
tu ¢ast rozptylu vysvétlované proménné y, jiz se podarilo vysvétlit regresnim
modelem.

Obdoba koeficientu determinace existuje i v piipadé kvantilové regrese. Roz-
dilem je, ze se misto se souctem kvadratickych odchylek pracuje se souctem

vazenych absolutnich odchylek. Méjme tedy model kvantilové regrese ve tvaru

Qy|X(T|l’Z‘) = 60(7') + 61(7')1’,‘1 + ...+ ﬁp(T)l’ip, 9 = 1, ey N (45)

Potom je rezidualni soucet vazenych absolutnich odchylek roven
n . P .
ViT) =D pr(Yi = Bolr) = Y aisBy(7), (4.6)
i=1 j=1

tedy jde vlastné o tucelovou funkci, jejiz minimalizaci hledame odhad neznamych
parametru regresniho modelu.

Déle definujme celkovy soucet vazenych absolutnich odchylek jako

VO(T> = qu—(Y; - 30(7—))7 (47>
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coz je v podstaté rezidudlni soucet vazenych absolutnich odchylek v nulovém
modelu, v némz se nevyskytuje zadna vysvétlujici proménna, ale pouze konstanta.
Pak lze definovat tzv. pseudokoeficient determinace (tedy analogii ke koeficientu

determinace v prostiedi kvantilové regrese) jako

R ppo(T) = 1 — (4.8)
Protoze VO(r) > V!(7), plati R>,,,4,(7) € < 0;1 >.

Interpretace pseudokoeficientu determinace je obdobna jako u klasické linearni
regrese, tedy rostouci hodnota pseudokoeficientu determinace indikuje vhodné;jsi
model. Je vSak tfeba zaroven brat na zietel, ze pseudokoeficient determinace neni
jedinou a urcujici charakteristikou kvality modelu. Pridavani dalsich a dalsich
vysvétlujicich proménnych pouze za ticelem zvyseni hodnoty R2,,,.,(7) je tedy
pomérné zavadejici pifstup. Jelikoz se hodnota R2,, 4,(7) lisi v zavislosti na volbé
kvantilu 7, je vhodné pro posouzeni celého modelu vzit v ivahu néjakou souhrn-

nou charakteristiku, kuptikladu prumér hodnot pseudokoeficientu determinace

napfi¢ nékolika ruznymi kvantily.
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Kapitola 5

Aplikace kvantilové regrese pri
analyze vlastnosti jalovce
obecného nizkého

V této casti si ziskané poznatky systematicky shrneme na piikladu statis-
tické analyzy datového souboru, ktery obsahuje tidaje o jalovci obecném nizkém.
Sbér data byl uskutec¢nén ve vysokohorské nezalesnéné ¢asti Hrubého Jeseniku
v prubéhu cervence roku 2017. Data byla poskytnuta z Katedry ekologie a ziv-
otniho prostiedi Prirodovédecké fakulty Univerzity Palackého v Olomouci. Cely
popis studie je k nalezeni v [11].

Datovy soubor ¢ita 326 jedincu. Vlastnosti, které v této praci budeme ana-
lyzovat jsou vyska, sirka a délka jalovce, nadmorskd vyska, ve které se dany ja-
lovec nachéazi, a jeho pohlavi. Vzhledem k tomu, ze z jednotlivych rozméru ja-
lovce lze jednoznaéné odlisit pouze vysku, vytvoifme novou proménnou tloustka,
kterou ziskame prostym soucinem délky a Sitky. Puvodni dvé proménné délka
a sirka tedy sloucime do jedné jejich vynasobenim. Nové proto dostavame pouze
proménné vyska, tloustka, nadmorskd viska a pohlavi.

Mame tedy tii kvantitativni a jednu kvalitativni proménnou. Vyska je uvedena
v centimetrech, tloustka v centimetrech ¢tvereénich, nadmotskd vyska v metrech
nad urovni motské hladiny. Proménna pohlavi nabyva trech kategorii, kterymi
jsou samci, samici a neurcité. Piislusnost do dané kategorie je dana vyskytem

odpovidajicich generativnich orgédnu (8istic). Pro zjednoduseni budeme déle jed-
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notlivé kategorie proménné pohlavi oznacovat zkratkami M (samc?), F (samici)
a 0 (neurcité).

V regresni analyze zvolime modelovani tloustky v zavislosti na ostatnich vlast-
nostech. Tloustka se tak stava zdvisle proménnou a ke zbylym vlastnostem bu-
deme pristupovat jako k nezavislym. Cilem bude najit co nejvhodnéjsi model
pro tuto zavislost. Faktory, které budeme brat pii hodnoceni kvality modelu
v uvahu, zahrnuji skutec¢nost, zda jsou jednotlivé regresni parametry statisticky
vyznamné, Sitku jejich intervalu spolehlivosti a hodnotu pseudokoeficientu de-
terminace. V idedlnim modelu by mély byt vSechny parametry vyznamné (tedy
mély by byt vyznamné vSechny v modelu obsazené vysvétlujici proménné), in-
tervaly spolehlivosti jednotlivych regresnich parametru by mély byt co nejuzsi
a pseudokoeficient determinace zase co nejveétsi.

Je ziejmé, ze v praxi malokdy narazime na idealni model. Diléi cile, které
jsme si vySe stanovili, se navic mohou vzajemné vylucovat. Nesmime také za-
pominat na fakt, ze provadime-li kvantilovou regresi, neodhadujeme podminénou
sttedni hodnotu, zato muzeme odhadovat libovolny podminény kvantil. Pokud
hodnotime dany model kvantilové regrese, nezajimaji nas jeho charakteristiky
pouze pri odhadu jednoho konkrétniho podminéného kvantilu, nybrz napiic vsemi
kvantily. Zminéné charakteristiky se samoziejmé pii odhadu ruznych kvantilu
lisi, coz ¢ini situaci o néco komplikovanéjsi. Proto se smifime s tim, ze v nasem
pripadé pravdépodobné nenajdeme model, ktery by byl dokonaly ve vSech aspek-
tech, a spokojime se s urc¢itym kompromisem.

Kromé hodnoceni regresniho modelu bude pfedmétem naseho zajmu také in-
terpretace jeho vystupu. Budeme se zabyvat odlisSnostmi mezi jednotlivymi kate-
goriemi pohlavi, srovnavat koeficienty klasické linearni a medianové regrese, zkou-
mat vliv odlehlych pozorovani a vse si pro snazsi predstavu znazornime graficky.
Protoze chceme vyuzit plny potencial kvantilové regrese, nebudeme se omezovat
pouze na median, ale podivame se také, jaka je situace v extrémech, tzn. budeme
modelovat zavislost pro velmi malé i velmi velké kvantily.

Veskerd analyza bude provedena v softwaru R, ktery je volné dostupny ke sta-

34



zeni na adrese <www.r-project.org>.

5.1. Popisna statistika

V tabulce 5.1 jsou uvedeny charakteristiky kvantitativnich proménnych, které
vystupuji v modelu. Témito proménnymi jsou tloustka, vyska a nadmoisks vyska
a dale také proménné vytvorené aplikaci prirozeného logaritmu na tyto tii veliciny.
U proménné tloustka si muzeme povsimnout dvou jevi, kterymi jsou jednak
velmi velka variabilita v této proménné indikovand velikosti smérodatné odchylky,
jednak zesikmené rozdéleni (zna¢ny rozdil mezi medidnem a prumérem). Tento
rys muzeme také vidét na obrazku 5.1. Na boxplotu rovnéz vidime dalsi vlastnost

vysvétlované proménné, kterou je vyskyt nékolika velkych odlehlych pozorovani.

proménnd dolni kvartil | median | horni kvartil | prumér | smérodatnd odchylka
tlousfka [cm?] 5608 11828 19422.75 14192,64 11246,82
In(tloustka) [cm] 8,63 9,38 9,87 9,22 0,91
vyska [cm] 153,25 216,00 303,00 237,67 121,27
In(vyska) [cm] 5,03 5,38 571 5,33 0,55
nadmoiskd vyska [m.n.m.] 1330,77 1335,54 1357,47 1349,96 35,29
In(nadmorskd vyska) [m.n.m.] 7,19 7,20 7,21 7,21 0,03

Tabulka 5.1: Popisna statistika kvantitativnich proménnych uzitych v analyze

Z téchto duvodu bude vhodné vysvétlovanou proménnou transformovat po-
moci prirozeného logaritmu a modelovat zavislost pro tuto transformovanou ve-
licinu. Logaritmus je monoténni funkce, muzeme tedy aplikovat poznatky z ka-
pitoly 3.2. Srovname poté vysledky modelu pro puvodni a transformovanou pro-
ménnou. Jak je vidét i z tabulky, pouziti logaritmu potlacuje velkou variabilitu
proménné tloustka. Proto muzeme ocekavat také pii modelovani lepsi vysledky
u transformované proménné.

V tabulce 5.2 a na obrazku 5.2 je vidét rozlozeni nékterych ¢iselnych charakte-
ristik proménné tloustka v rdmci jednotlivych kategorii pohlavi. Zd4 se, Ze samici
jalovce jsou nejtlustsi, po nich nasleduji saméi a nejtenci byvaji jedinci neurcitého
pohlavi. Zda jsou tyto rozdily signifikantni a projevi se i v modelu kvantilové re-

grese, zatim nemuzeme rict, nicméné mame alespon duvod domnivat se, ze rozdily

35


http://www.r-project.org

Histogram pro proménnou tloustka

o _
© —
o _| —
©
—
(%23
[e] o _|
e <
Q
O
(-
N
o -

[ T
0 10000

T T
30000

tloustka

T
50000

20000 40000

0

Boxplot pro proménnou tloustka

-- 4{0()@@

Obrazek 5.1: Histogram a boxplot pro proménnou tloustka

v tlousfce mezi pohlavimi existuji, a zahrnout do modelu pohlavi jako vysvétlujici

promeénnou.
pohlavi | dolni kvartil | medidn | horn{ kvartil | prumér | smérodatnd odchylka
neurcité 4076,25 7971,00 13706,25 10347,91 8805,15
samci 10602,00 | 16268,00 | 23504,00 18670,38 12051,56
samici 12768,00 | 18032,00 | 28012,00 | 21155,32 12011,83

Tabulka 5.2: Popisné statistika proménné tloustka v cm? v rdmeci jednotlivych
kategorii pohlavi
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Obrazek 5.2: Boxplot pro proménnou tloustka v cm? v rdmci jednotlivych kate-

gorii pohlavi

V tabulce 5.3 a na obrazku 5.3 jsou uvedeny ciselné charakteristiky pro
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vysveétlujici proménnou vyska. Sefazeni podle kategorii zustava vesmeés stejné jako
u tloustky, pfestoze rozdily mezi pohlavimi jsou nyni vyrazné mensi. MiZeme si

vsak povsimnout, ze horni kvartil vysky je u samcich jaloveu vétsi nez u samicich.

pohlavi | dolni kvartil | medidn | horni kvartil | prumér | smérodatna odchylka
neurcité 131,50 181,00 246,00 195,21 93,90

samci 201,00 280,00 390,00 300,79 129,94

samici 208,00 288,00 360,00 302,48 130,65

Tabulka 5.3: Popisna statistika proménné vyska v cm v ramci jednotlivych kate-
gorii pohlavi
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Obrazek 5.3: Boxplot pro proménnou vyska v cm v rdmei jednotlivych kategorii
pohlavi

Tabulka 5.4 a obrazek 5.4 udavaji ¢iselné charakteristiky nadmotské vysky pro
jednotlivé kategorie pohlavi. Tato proménna ma oproti tloustce a vysce nejmensi
variabilitu a rozdily mezi pohlavimi jsou zde malé, ovsem serazeni jednotlivych
kategorii je obracené. Nejvyse jsou polozeny bezpohlavni jalovce a ze vsech kate-

gorii pohlavi lezi obecné v nejmensi nadmorské vysce samici jalovce.

pohlavi | dolni kvartil | medidn | horni kvartil | pramér | smérodatnd odchylka
neurcité 1331,60 1337,59 1371,53 1354,23 35,95

saméi 1328,44 1334,94 1351,57 1350,41 38,74

samici 1327,52 1332,72 1336,94 1337,44 26,68

Tabulka 5.4: Popisna statistika proménné nadmoiskd vyska v m.n.m v ramci
jednotlivych kategorii pohlavi
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Obrazek 5.4: Boxplot pro proménnou nadmortska vyska v m.n.m. rdmci jednot-
livych kategorii pohlavi

Na zavér se jesté podivame na pocty jedincu jednotlivych pohlavi. Jak vidime
v tabulce 5.5, nejvice jedincu v souboru je tedy neurcitého pohlavi, zatimco

mensinové samdci a samici jalovee jsou zastoupeny v priblizné stejném mmnozstvi.

pohlavi | absolutni ¢etnost | relativni ¢etnost

neurcité 196 0,60
saméi 61 0,19
samici 69 0,21

Tabulka 5.5: Zastoupeni jaloveu v souboru dle pohlavi

5.2. Model kvantilové regrese s jednou kvantita-
tivni vysvétlujici proménnou

V této podkapitole si predstavime zdkladni funkce pro kvantilovou regresi
v softwaru R. Vse si ukdzeme na zjednoduseném modelu s pouze jednou vy-
svetlujici proménnou, kterou je kvantitativni proménnd wvyska. Vysvétlovanou
proménnou je kvantitativni proménnd tloustka.

Na obrézku 5.5 vidime bodovy graf zndzoriujici hodnoty vysky a tloustky
jednotlivych jedincu v souboru. Jak by se dalo ocekavat, zd4a se, ze s rostouci
hodnotou vysky se zvétsuje i tloustka, mezi proménnymi by tedy méla existovat

prima zavislost. Déle si lze vSimnout zjevné heteroskedasticity v datech.
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Obrazek 5.5: Bodovy graf pro zavislost tloustky na vysce

Muzeme se pokusit data prolozit pitimkou, ocekavame tedy linedrni zavislost

ve tvaru

tloustka = Bo(1) + P1(7) - vyska + €(T). (5.1)

Abychom mohli pouzivat funkce pro vytvoreni a praci s modelem kvantilové
regrese, je nejprve potieba nahrat balicek Quantreg [7]

Zakladni funkci pro vytvoreni modelu kvantilové regrese je funkce
rq(formula,tau) .

Funkce ma dva zakladni parametry. Témi jsou formula, coz je predpis re-
gresniho modelu ve tvaru ,zavisla proménna ~ nezavislé proménné“, tedy ob-
dobné jako u ptikazu 1m pro klasickou linearni regresi. Oproti piikazu 1m ma vsak
funkce rq navic parametr tau. Tento parametr urcuje kvantil, pro néjz maji byt
regresni parametry pocitany. Defaultni hodnota tohoto parametru je 0.5, tedy
budou pocitany parametry medianové regrese.

Pro odhad parametri modelu (5.1) pouzijeme predpis ve tvaru
model<-rq(tloustka“vyska,tau=...).

Napriklad, chceme-li odhadovat parametry medianové regrese, bude model

vypadat takto:
39



modell<-rq(tloustka”vyska,tau=0.5).
Bodové odhady parametru (5y(0,5) a 51(0,5) ziskdme pouzitim piikazu
modell$coefficients

podobné jako v klasické regresi a dostaneme vystup:

(Intercept) vyska
-5123.18861 79.61566 .

Bodové odhady regresnich parametru pro medidan jsou tedy:

B0(0,5) = —5123,18861, (1(0,5) = 79, 61566.

Analogicky bychom zménou parametru tau ziskali bodové odhady pro horni
a dolni kvartil, poptipadé libovolny jiny kvantil. V tabulce 5.6 jsou uvedeny
hodnoty regresnich koeficientu pro dolni a horni kvartil, median a klasickou
linearni regresi. Hodnoty jsou zaokrouhleny na dvé desetinnd mista. Jednotlivé
regresni piimky pro medidn, dolni a horni kvartil jsou vykresleny na obrazku
5.6. Na obrazku 5.7 jsou pak graficky srovnany regresni piimky pro linearni
a medianovou regresi. Je vidét, ze v pripadé tohoto modelu a zadanych dat se

linearni a medianova regrese lisi jen nepatrné.

parametr | 7=0,25 | 7=0,5 | 7 =0,75 | linedrni regrese
5o -4600,00 | -5123,19 | -4315,24 -5086,00
b1 66,43 79,62 90,40 81,11

Tabulka 5.6: Hodnoty regresnich parametru kvantilové regrese pro ruzné kvantily
a srovnani s linearni regresi

Parametr §;(7) muzeme interpretovat jako hodnotu, o kterou se zméni pod-
minény 7-kvantil proménné tloustka, zméni-li se hodnota vysky o jednotku. Para-
metr [y(7) hraje dulezitou roli z hlediska polohy regresni pfimky. Samotnou hod-
notu tohoto parametru vsak pro nas nemd smysl interpretovat, nebot by v pod-

staté vyjadfovala podminény 7-kvantil tloustky jalovce pii jeho nulové vysce.
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Kvantilova regrese pro dolni kvartil, median a horni kvartil
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Obrazek 5.6: Regresni primky pro ruzné kvantily

Srovnani medianové a klasicke linearni regrese
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Obrazek 5.7: Srovnani medianové a klasické linearni regrese

Pokud jde o intervalové odhady vektoru regresnich parametru, je situace
o néco komplikovanéjsi. Mame totiz nékolik moznosti, jak tyto odhady konstru-

ovat. Jednou moznosti je pouziti funkce
summary.rq(object,se) .

Nejdulezitéjsim parametrem je object, coz je model kvantilové regrese, v nasem

pripadé tedy modell.
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Parametr se je volitelny a znaci metodu vypoctu smérodatné odchylky od-
hadu regresnich parametru.

Jednou z téchto metod je metoda “rank”. Tato metoda je brana jako de-
faultni, pokud je velikost souboru mensi nez 1000 pozorovani, jako v nasem
pripadé. Vystupem funkce jsou pfi pouziti této metody kromé bodovych od-
hadu regresnich parametru také hrani¢ni hodnoty intervalu spolehlivosti téchto
parametru. Funkce tedy dava jako vystup samotné intervaly spolehlivosti. Kon-
strukce intervalovych odhadu regresnich parametru je u této metody zalozena
na neparametrickém potradovém testu, ktery popisuje Koenker v [1]. Metoda za-
hrnuje feseni ulohy linedrniho programovani a pro velké vybéry muze byt prubéh
vypoctu extrémné pomaly, proto se pouziti metody nedoporucuje pro soubory
s velkym poctem pozorovani. Defaultni nastaveni navic predpoklada, ze jsou chy-
bové cleny nezavisle a stejné rozdéleny. Tento predpoklad lze zménit pouzitim
dodatecného argumentu funkce summary.rq, kterym je iid = FALSE.

Pouzijeme metodu rank pro ziskani intervalovych odhadu regresnich para-

metru modelu (5.1)
summary.rq(modell,se="rank")

a dostaneme

Coefficients:
coefficients lower bd upper bd
(Intercept) -5123.18861 -6143.52504 -4143.13910
vyska 79.61566 72.58109 85.26114
Warning message:
In rq.fit.br(x, y, tau = tau, ci = TRUE, ...) : Solution may be
nonunique.

Varovna hlaska o nejednoznacnosti ziskaného feseni, ktera se objevuje ve vy-
stupu funkce, je typicka pro medidnovou regresi a ve strucnosti znamena, ze pfi
feSeni tlohy linearntho programovani v metodé rank simplexovou metodou, po-
klada funkce za fesenti jiz prvni z nékolika moznych vrcholu. Tato situace nastava

bézné v pripadé proménnych, které se svym charakterem blizi diskrétnimu typu.
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Podobné je tato nejednoznacnost obvykla pro vypocet medianu v pripadé sudého
poctu pozorovani. U regrese pro jiné kvantily nez median se varovna hlaska neob-
jevuje. Profesor Koenker oduvodnuje vyskyt této hlasky v [0], kde také prohlasuje,
ze hlaska nepredstavuje skuteény problém. Muzeme ji tedy déle ignorovat.
Hladinu « pro intervalovy odhad specifikujeme pomoci parametru alpha.
V defaultnim nastaveni je brano alpha = 0.1, tedy je pocitan 90% interval spo-
lehlivosti. Chceme-li ziskat 95% interval, zménime argument na alpha = 0.05.

Tedy
summary.rq(modell,se="rank",alpha=0.05)

a vystup se zmeéni na

Coefficients:
coefficients lower bd upper bd
(Intercept) -5123.18861 -6143.52504 -4143.13910
vyska 79.61566 72.58109 85.26114
Warning message:
In rq.fit.br(x, y, tau = tau, ci = TRUE, ...) : Solution may be
nonunique.

Ziskavame tedy 95% intervaly spolehlivosti pro regresni parametry modelu

(5.1):
Bo(0,5) € (—6248,23035; —4068, 23027)
51(0,5) € (71, 54646; 85, 63316)

7, dalsich metod jmenujme jesté metodu boot, kterd odhaduje smérodatnou
odchylku odhadu regresnich parametru jednou z moznych bootstrapovych tech-
nik. Napiiklad bootstrapova metoda vybirani paru (z,y), kterd je popséna v pod-
kapitole 4.2, se zvoli pomoci dodatecného argumentu bsmethod = xy. Vystupem
funkce summary.rq za pouziti metody boot je tabulka bodovych odhadu re-
gresnich parametru, odhadu jejich smérodatnych odchylek, t-statistik a p-hodnot,

tedy stejné jako u vystupu funkce summary pro klasickou linearni regresi. Jelikoz
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jde vsak o bootstrapovou techniku, lisi se hodnoty po kazdém pouziti funkce.

Pouzijeme-li
summary.rq(modell,se="boot" ,bsmethod="xy"),

vystupy maji nasledujici podobu:

Coefficients:

Value Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -5123.18861 735.10962 -6.96929 0.00000
vyska 79.61566 4.07045 19.55940 0.00000.

Alternativné lze konstruovat intervaly spolehlivosti pomoci funkce boot.rq.

Pouzitim této funkce vytvorime model kvantilové regrese. Funkce ma podobu
boot.rq(x,y,tau,R,bsmethod),

kde x je matice hodnot vysvétlujicich proménnych, y je vektor hodnot vysvétlo-
vané proménné, tau je pozadovany kvantil, pro ktery regresi provadime, R je pocet
bootstrapovych odhadu, tedy kolikrat bootstrapovy odhad opakujeme. Konecéné
bsmethod je opét metoda, kterou pro bootstrapovy odhad aplikujeme. Pro nas

model (5.1) muzeme tedy funkci spustit kupiikladu takto:

modell<-boot.rq(cbind(1,vyska),tloustka,tau=0.5,R=10000,
bsmethod ="xy").

Intervalovy odhad pro regresni parametry muzeme odtud ziskat percentilovou
metodou popsanou v podkapitole 4.2 v rovnici (4.4). Napiiklad 95% interval

ziskame prikazem
t (apply(model1$B, 2, quantile, c(0.025,0.975))).

Vystupem jsou piimo intervalové odhady pro jednotlivé regresni parametry

2.5% 97.5%
[1,] -6419.50954 -3577.77528
[2,] 70.00461 86.20588.
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Muzeme si v8imnout, jak se bootstrapovy odhad lisi oproti odhadu pomoci
funkce summary.rq metodou rank. Bootstrap bude patrné vyhodné pouzit v si-
tuacich, kdy budeme mit velké datové soubory.

Toto je jen nékolik moznosti, jak konstruovat intervalové odhady v programu
R. Vycet mnoha dalsich funkei pro praci s modelem kvantilové regrese a podrob-
nosti tykajici se jejich pouziti jsou k nalezeni v [7].

V této préci budeme déle pro konstrukci intervalovych odhadu regresnich
parametru pouzivat vyhradné funkci summary.rq s metodou rank a hladinou
alpha = 0.05.

Jelikoz hovotrime o kvantilové regresi, nezajimaji nas intervalové odhady re-
gresnich parametru pouze v medianu, nybrz napti¢ celym kvantilovym rozdélenim.

Tyto intervaly si muzeme graficky znazornit nasledujicim zpusobem:

intervaly<-rq(tloustka~vyska,tau=seq(from=0.05,t0=0.95,by=0.01))
plot (summary(intervaly,alpha=.05)).

Takto ziskdme obrazek 5.8. Obréazek obsahuje dva grafy. Prvni graf pro pa-
rametr 3y(7), druhy pro parametr §;(7). Cerné tecky v grafech jsou bodové od-
hady téchto parametru pro 0,05 az 0,95-kvantil s krokem 0,01. Horni a dolni
mez i krok lze samozfejmé dle potfeby upravit v argumentech funkce. Sedy pés
kolem bodovych odhadu predstavuje 95% interval spolehlivosti daného parame-
tru. Pro srovnani jsou v grafech ¢ervené vyznaceny také odhady pro klasicky
linearni regresni model. Plna ¢ervena cara predstavuje bodovy odhad parame-
tru, prerusované cervené cary jsou pak hranice 95% intervalu spolehlivosti tohoto
parametru.

Je vidét, ze bodovy i intervalovy odhad parametru v piipadé klasické linearni
regrese nezavisi na hodnoté kvantilu, jelikoz je odhadovana podminéna stredni
hodnota. Naproti tomu, odhady parametru kvantilové regrese se lisi podle toho,
jaky podminény kvantil je odhadovan. Diky této vlastnosti muze kvantilova re-
grese detekovat odlisnosti, které obycejna linearni regrese nedokaze postiehnout.

Muzeme zkoumat rozdily v odhadech parametru napti¢ kvantilovym rozdélenim.
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Naptiklad odhad parametru $; u linearni regrese se prekryva s odhadem tohoto
parametru u kvantilové regrese v medianu, avsak pti zméné odhadovaného kvan-
tilu se odhady rozchazeji. V extrémech jako je odhadovany podminény 0,05 nebo
0,95-kvantil jsou jiz odhady parametru zcela mimo pas odhadu linearni regrese.
Znamena to tedy, ze ackoliv linearni regrese dokaze dobfe vystihnout chovani
okolo medianu, informace, kterou nam podava, nema zadny vyznam pro velké ¢i
malé kvantily, a proto neni pro popis regresniho chovani napti¢ celym kvantilovym

rozdélenim vhodnd. Pouziti kvantilové regrese ma timto své oduvodnéni.
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Obrézek 5.8: Bodové odhady (¢erné tecky) a 95% intervaly spolehlivosti (Sedou
barvou) pro jednotlivé regresni parametry podle kvantilu v modelu 5.1. Cervenou
barvou je zndzonén bodovy (plnou ¢arou) a 95% intervalovy (prerusovanou ¢arou)
odhad téchto parametru pomoci klasické linearni regrese
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5.3. Model kvantilové regrese s jednou kvantita-
tivni a jednou kategorialni vysvétlujici pro-
mennou

Model v podkapitole 5.2 byl zamérné zjednoduseny, abychom si nazorné ukazali
zakladni postupy pfi vytvareni a praci s modelem kvantilové regrese. Jiz v pod-
kapitole 5.1 vSak vyslo najevo, ze by bylo vhodné rozlisit jalovce v souboru podle
kategorie pohlavi. Toto rozdéleni jsme v predchozi podkapitole vibec nezohled-
nili. Obrazek 5.9 ukazuje bodovy graf zavislosti tloustky na vysce tentokrat s ba-

revnym rozliSenim jalovcu podle kategorie pohlavi.
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Obrazek 5.9: Bodovy graf zavislosti tloustky na vysce s rozlisenim pohlavi

Nebudeme jiz uvazovat primkovy model, ale pokusime se data prolozit para-
bolou. Jako kvantitativni vysvétlujici proménnou proto pouzijeme vysku v jeji
druhé mocniné.

Druhou proménnou je pohlavi. Do modelu zahrneme pouze interakce mezi pro-
ménnymi In(vyska) a pohlavi. Absolutni ¢len tedy zustane pro vsechny kategorie

pohlavi stejny. Podle vzorce (1.27) muzeme tedy model zapsat takto:

tloustka = Bo(1) + Bi(7) - vyska® + Bo(T)Iip) - vyska® + (5.2)
+B3(7) g - vyska® + €(1).
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Predpis modelu zadavame do funkce rq v podobé
model2<-rq(tloustka™I(vyska~2)+I(vyska~2) :pohlavi,tau=...).

Pro kazdou kategorii pohlavi takto ziskdame odlisny regresni predpis. Kategorie

neurcitého pohlavi je chapana jako vychozi, proto jeji predpis vypada jednoduse:

neurcité : tloustka = Bo(t) + B1(7) - vyska® + (7).

Predpis modelu pro jalovce saméiho a samiciho pohlavi obsahuje navic pro-
ménnou znacici interakei mezi touto kategorii pohlavi a druhou mocninou vysky.

Tedy pro samici jalovce

samici : tloustha = Bo(T) + Bi(T) - vyska® + Bo(T) - viska® + €(7)
a pro samci jalovce
samdi : tloustka = Bo(7) + Bi(7) - viyska® + Bs(T) - vyska® + €(7).

V tabulce 5.7 muzeme vidét bodové odhady jednotlivych parametru modelu
(5.2) pro vybrané kvantily a pro linedrni regresni model se stejnym predpisem.
Z tabulky je patrné, ze parametr (o vychazi pro horni kvartil nulovy, stejné tak
parametr B3 pro 0,95-kvantil. Regresni kiivka pro jalovce neurcitého a samiciho
pohlavi v hornim kvartilu je tak totozna a také je totozna regresni kiivka pro
jalovce saméiho a neurcitého pohlavi v 0,95-kvantilu. Dale, zaporné znaménko
u hodnot odhadu parametru s a B3 pro vétsinu kvantilu znamenad, ze regresni
kiivky pro samci a samici jalovece lezi u téchto kvantilu pod kiivkou pro jalovce

neurcitého pohlavi.

parametr | 7 =0,06 | 7=0,25 | 7=0,5|7=0,75 | 7 = 0,95 | linedrni regrese
5o 712,55 1622,54 | 2869,51 | 4784,76 | 5887,23 5003,35
51 0,10 0,13 0,16 0,19 0,24 0,14
5 -0,02 -0,01 -0,01 0,00 0,05 -0,02
53 -0,04 -0,01 -0,02 -0,02 0,00 -0,02

Tabulka 5.7: Bodové odhady regresnich parametru modelu (5.2) pro ruzné kvan-
tily a pro linedrni regresi. Odhady jsou zaokrouhleny na dvé desetinnd mista.
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Srovnani linearni a medidnové regrese pro jednotlivé kategorie pohlavi je gra-

ficky znézornéno na obrazku 5.10.
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Obrazek 5.10: Srovnani linearni a medidnové regrese jednotlivé kategorie pohlavi
v modelu (5.2)
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Obrazek 5.11: Srovnani regresnich kiivek podle pohlavi pro ruzné kvantily
a pro linedrni regresi v modelu (5.2)
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Na obrazku 5.11 jsou vykresleny pro srovnani regresni ktivky podle kategorie
pohlavi pro vybrané kvantily a linearni regresni model podle tabulky 5.7.

Abychom mohli posoudit, zda jsou rozdily v regresnich predpisech mezi po-
hlavimi vyznamné, potiebujeme vice informaci, nez kolik poskytuji bodové od-
hady. Z toho duvodu budeme konstruovat také intervalové odhady regresnich

parametru napii¢c kvantilovym rozdélenim.
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Obrazek 5.12: 95% intervaly spolehlivosti regresnich parametru modelu (5.2).
Nula je symbolizovana plnou vodorovnou cernou ¢arou.

Intervalové odhady parametru modelu (5.2) jsou vykresleny na obrazku 5.12
pro 0,05 az 0,95 kvantil s krokem 0,05.

Z obrazku je patrné, ze pas spolehlivosti pro parametry [ a 3 u vétsiny
kvantilu zahrnuje nulu. To znamena, Ze jsou tyto parametry nevyznamné, tedy
je statisticky nevyznamny rozdil mezi regresnimi kiivkami pro jalovce ruzného
pohlavi. Model (5.2) tedy neodhalil rozdily mezi pohlavimi a proménnda pohlavi
se proto jevi jako zbytecna.

Pokusime se vytvorit jesté jiny model, tentokrat s vyuzitim transformace
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vysvétlované proménné prirozenym logaritmem.

In(tloustha) = fo(r)+ By (7)-In(vgska) + Bo(T)p - In(vyska)+  (5.3)
+63(7) 6 - In(vyska) + ().
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Obrazek 5.13: Bodovy graf zdvislosti pfirozeného logaritmu tloustky
na prirozeném logaritmu vysky s rozliSenim pohlavi

Na obrazku 5.13 je bodovy graf zavislosti tlousfky na vysce po transformaci
vysvétlované proménné. Medidnova regrese pro tato data s rozliSenim kategorie
pohlavi je zndzornéna graficky na obrazku 5.14.

Prestoze je vhodné znéazornit, jak dobfe logaritmus proklada transformovana
data, chtéli bychom si spiSe ukazat, jak vypadaji regresni predpisy a kfivky mo-
delu (5.3) pro puvodni data. V podkapitole 3.2 je uvedeno, ze v piipadé kvan-
tilové regrese ziskame parametry puvodniho modelu aplikaci inverzni transfor-
mace na data transformovaného modelu, v nasem piipadé pouzitim exponencialy
na model transformovany pfirozenym logaritmem (viz rovnice (3.8) a (3.9))

Napiiklad regresni piedpis pro odhadnuty model zavislosti tloustky na vysce

u jaloveu neurc¢itého pohlavi odvodime takto:
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Obrézek 5.14: Medidnova regrese pro transformovand data v modelu (5.3)
s rozliSenim kategorie pohlavi

ln(tlougfka) = Bo(7) + Bi(7) - In(viska),
eln(tloul‘?ika) _ 65'0(7')—0—5’1(7')~ln('u:z]§k:a)7
tloustka = e . Uy'ékaBl(T)

Obdobné bychom odvodili pro sami¢i a samci jalovece

samici : tloudtka = ™) . yyzka (A,

samdi : tloudtka = o . Uyékaél(7)+53(7).

Celkove tedy predpis pro puvodni model dostaneme z ptedpisu pro model

s transformaci v podobé:

tloustka = P . yyska® (P L H85(r) Tiar)

Tento predpis vSak jiz neni linearni v parametrech. Odvozovali jsme jej pouze
pro to, abychom znali predpisy regresnich kiivek pro grafické zobrazeni, které je
na obrazcich 5.15 a 5.16. Samotné hodnoceni modelu budeme provadét na pu-
vodnim predpisu (5.3).
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Obrézek 5.15: Medidnova regrese pro jednotlivé kategorie pohlavi v modelu (5.3)
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Obrazek 5.16: Srovnani regresnich kiivek u vybranych kvantilu a linedrni regrese
v modelu (5.3))

Na obrazku 5.16 vidime, ze u 0,05 kvantilu je kfivka pro samci jalovce polozena

nejnize, stejné jako v piipadé modelu (5.2). Az u veétsich kvantilu se kiivka
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pro saméi jalovce dostava nad kiivku pro jalovce neurcitého pohlavi, zatimco
kiivka pro samici jalovce je vsude polozena nejvyse.

Nyni se podivdme na intervalové odhady modelu (5.3). Tyto intervaly jsou
graficky znazornény na obrazku 5.17 pro 0,05 az 0,95-kvantil s krokem 0,05. Para-
metr G3(7) vychéazi opét pro témét vsechny kvantily nevyznamny, zato parametr
B2 je kromé velmi malych kvantilu. Z modelu tedy muzeme usuzovat, ze u vét-
Siny kvantilu se regresni kiivka pro samici jalovce lisi od regresnich kiivek pro
zbylé dvé kategorie (je polozena vyse), zatimco mezi kategoriemi jalovcu saméiho

a neurcitého pohlavi nejsou prokazatelné rozdily v regresni zavislosti.
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Obrazek 5.17: 95% intervaly spolehlivosti regresnich parametru modelu (5.3)

Na zaveér jesté srovname modely (5.2) a (5.3) pomoci pseudokoeficientu de-
terminace. Hodnoty pseudokoeficientu nejsou ovlivnény zménou poc¢tu parametru
modelu, nebot oba modely maji tyto parametry pravé ctyfi.

Tabulka 5.8 zobrazuje hodnoty pseudokoeficientu determinace modelu (5.2)

a (5.3) pro vybrané kvantily pocinaje 0,05 kvantilem az po 0,95 kvantil s krokem
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0,05. V poslednim tadku jsou jesté tyto hodnoty napiic vSemi témito kvantily

ZPrumeérovany.

T model (5.2) | model (5.3)
0,05 0,388 0,665
0,10 0,387 0,638
0,15 0,401 0,633
0,20 0,421 0,631
0,25 0,439 0,628
0,30 0,459 0,625
0,35 0,473 0,622
0,40 0,480 0,618
0,45 0,485 0,611
0,50 0,489 0,605
0,55 0,497 0,599
0,60 0,508 0,594
0,65 0,520 0,590
0,70 0,528 0,586
0,75 0,542 0,582
0,80 0,562 0,581
0,85 0,587 0,584
0,90 0,609 0,586
0,95 0,641 0,587

prumeér 0,495 0,609

Tabulka 5.8: Srovnani pseudokoeficientu determinace modelu (5.2) a (5.3) pro vy-
brané kvantily

Z tabulky je zfejmé, ze z hlediska pseudokoeficientu determinace celkové
vychézi jako lepsi model 5.3. Pouze pro nékteré velké kvantily vychéazi hodnoty

pseudokoeficientu vyssi u modelu 5.2.

5.4. Model kvantilové regrese s dvéma kvantita-
tivnimi a jednou kategorialni proménnou

V této podkapitole model kvantilové regrese jesté o néco zkomplikujeme pfi-
danim druhé kvantitativni proménné, kterou je prirozeny logaritmus nadmorské
vysky.

Budeme stejné jako v podkapitole 5.3 uvazovat dva modely, jeden s puvodnim
vyjadfenim vysvétlované proménné, druhy za pouziti logaritmické transformace.

Tentokrat ponechame pravou stranu predpisu stejnou pro oba modely, abychom
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mohli pozorovat, jaky vliv méa pouze samotna logaritmicka transformace na vystupy
modelu.
Nejprve se podivame na model bez transformace vysvétlované proménné. Jeho

predpis je vyjadien rovnici

tloustka =Py (1) + B1(7) - In(vyska) + Pao(T) - Iip) - In(vyska)+
+ B3(7) - Iy - In(vydka) + Ba(7) - In(nadmorska vyska) + (7).

(5.4)

Tabulka 5.9 ukazuje bodové odhady jednotlivych regresnich parametru mo-
delu (5.4). Muzeme si povs§imnout, ze odhady parametru 34 jsou zéaporné, nad-
moiskd vyska tedy pusobi na tloustku jaloveu negativné (s rostouci nadmotskou
vyskou maji jalovce tendenci byt tenci). To by odpovidalo intuitivni predstave,
ze ve vyssich polohéach jsou diky nizké teploté a malému vegetativnimu porostu

pro rust jaloveu nepiiznivé podminky.

parametr | 7 =0,05 | 7= 0,25 T=0,5 7=0,75 | 7=0,95 | linearni regrese
5o 38075,51 | 126813,37 | 175395,27 | 180979,04 | 626219,50 240833,63
51 9414,50 | 10944,65 | 1312550 | 14630,98 | 14775,57 14924.,49
(B 492,23 588,55 460,41 1116,28 956,86 635,23
3 102,47 266,39 403,56 307,14 888,55 302,87
B4 -11371,74 | -24453,25 | -32444,72 | -33814.,99 | -94355,23 -42639,21

Tabulka 5.9: Bodové odhady regresnich parametru modelu (5.4) pro ruzné kvan-
tily a pro linedrni regresi. Odhady jsou zaokrouhleny na dvé desetinnd mista.

Intervaly spolehlivosti parametru modelu (5.4) jsou ovsem prilis siroké. Pro vol-

bu kvantilu 7 = 0,5 vychézeji tyto intervaly:

Coefficients:

coefficients lower bd upper bd
(Intercept) 175395.27370 93839.85379 337922.39185
log(vyska) 13125.50352 10485.95980 15210.32972
log(nadmorska_vyska) -32444.72379 -63777.31330 -20167.44893
log(vyska) :pohlaviF 460.41033 145.41513  1014.58508
log(vyska) :pohlaviM 403.56242 -55.22155 848.10522.
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Pii volbé nékterych jinych kvantilu jsou jiz vypocitané intervalové odhady
tak siroké, ze je software R ani nedokaze graficky zobrazit. Napiiklad pro kvantil

7=0,05:

Coefficients:

coefficients lower bd upper bd
(Intercept) 3.807551e+04 -1.297953e+05 7.126649e+05
log(vyska) 9.414502e+03 6.721371e+03 1.545495e+04

log(nadmorska_vyska) -1.137174e+04 -4.660325e+04 1.797280e+04
log(vyska) :pohlaviF  4.922259e+02 2.388270e+02 7.048459e+02
log(vyska) :pohlaviM  1.024684e+02 -2.085329e+14 2.918504e+02.

Odtud vyplyva, ze model (5.4) neni vhodny. Namisto néj budeme uvazovat
model (5.5), kdy transformaci vysvétlované proménné piirozenym logaritmem

zuzime intervaly spolehlivosti.

In(tloustka) =Fo(1) + Bi(7) - In(vyska) + Bo(7T) - I - In(vyska)+
+ B3(7) - Ija) - In(vydka) + Ba(7) - In(nadmorska vyska) + (7).
(5.5)

Pro odhad podminéného medidnu v modelu (5.5) jiz skuteéné dostaneme:

Coefficients:

coefficients lower bd upper bd
(Intercept) 29.09881 15.82315 37.44499
log(vyska) 1.42997 1.36077 1.52467
log(nadmorska_vyska) -3.81899 -4.96857 -1.99848
log(vyska) :pohlaviF  0.01503 0.00786 0.03784
log(vyska) :pohlaviM  0.01475 -0.00734 0.03239.

Déle znézornime intervaly spolehlivosti modelu (5.5) graficky a obdobné jako
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v predchozi podkapitole srovname pseudokoeficienty determinace modelu (5.4)
a (5.5). Muzeme na zékladé tabulky 5.10 vidét, ze logaritmicka transformace

pseudokoeficient determinace vyrazné zvysila.

(Intercept) log(vyska)
g 4 ~
S R T ST 7 \
. * = v I - R e e — e e e e e EEE e = - -1
e 4 >7 ___________________________________________ a = P e =
N A S O S ~.<- -
I
e | @
1 g
T T T T T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
log(nadmorska_vyska) log(vyska):pohlaviF
~
° '\ g_ ____(__-__\ ____________________________________
o = = =
T B e I I S T T by g guys
B o | kT -
S L TTiTrmicememi~ L T =]
© _| o]
; e
=
T T T T ! T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
log(vyska):pohlaviM
8
=
"""'"""""'.'_'-‘;'.'—"_’i """""""""
g e e -
S T - e
s |/
=i IR
1
e
s ™ T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8

Obrazek 5.18: 95% intervaly spolehlivosti regresnich parametru modelu (5.5)

Muzeme vyjadiit predpis pro model bez transformace vysvétlované proménné

inverzni transformaci, stejné jako v podkapitole 5.3

tlougfka = eBO(T) . ’Uy/ékaél(T)+BQ(T)'I[F]+B3(T)'I[M] - nadmotskd vy’ékal‘(ﬂ.

Tento pfedpis je opét nelinearni, umoznuje vSak graficky vykreslit regresni
kiivky. Jelikoz mame tentokrat dvé kvantitativni vysvétlujici proménné, aby-
chom mohli zobrazit regresni kiivky do dvojrozmérného grafu, stanovime pevnou
hodnotu nadmoiské vysky jako jeji medidn, coz je 1335,54 m.n.m. (viz tabulka

5.1), a vyska zustane jako proménna.
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T model (5.4) | model (5.5)
0,05 0,374 0,665
0,10 0,392 0,642
0,15 0,411 0,639
0,20 0,426 0,637
0,25 0,436 0,638
0,30 0,444 0,639
0,35 0,448 0,636
0,40 0,451 0,632
0,45 0,447 0,627
0,50 0,443 0,621
0,55 0,442 0,616
0,60 0,445 0,611
0,65 0,446 0,606
0,70 0,446 0,602
0,75 0,444 0,598
0,80 0,447 0,596
0,85 0,460 0,601
0,90 0,463 0,604
0,95 0,459 0,603

prumeér 0,438 0,622

Tabulka 5.10: Srovnani pseudokoeficientu determinace modelu (5.4) a (5.5)
pro vybrané kvantily. Hodnoty jsou zaokrouhleny na tfi desetinnd mista

neurcité samici samci
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1
.
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1 1
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Obrézek 5.19: Medidnova regrese pro jednotlivé kategorie pohlavi v modelu (5.5)
se zafixovanou hodnotou nadmoiské vysky na jejim medianu (= 1335, 54 m.n.m.).

Obrazek 5.20 zobrazuje pro srovnani regresni kiivky pro medidnovou regresi
v ramci jednotlivych kategorii pohlavi pro zafixovanou hodnotu vysky. Vyska je

pevné stanovena na hodnoté svého medianu, tedy 216 cm.
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Obrézek 5.20: Medidnova regrese pro jednotlivé kategorie pohlavi v modelu (5.5)

se zafixovanou hodnotou vysky na jejim medidnu (= 216 cm).

vliv nadmoiské vysky na celkovou tloustku jalovet.
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Zamérem bakalaiské prace bylo seznameni se s hlavni myslenkou kvantilové
regrese, vytyCeni podobnosti a rozdilu ve srovnani s klasickou linearni regresi
a uplatnéni ziskanych poznatku pii analyze regresni zavislosti mezi vybranymi
vlastnostmi jalovce obecného nizkého.

Teoreticka cast skladajici se z prvnich ¢tyt kapitol podava vyklad o teore-
tickych aspektech klasického linearniho regresniho modelu a modelu kvantilové
regrese. Dale tyto dva typy srovnava a ukazuje na analogie i zasadni rozdily.
Prakticka ¢ast obsazena v paté kapitole se pak zaméruje na konkrétni vyuziti
téchto znalosti.

Kvantilova regrese je oproti linearni regresi robustni vuci odlehlym pozo-
rovanim, nepiedpoklada konkrétni parametrické rozdéleni a zachovava zpusob
interpretace vystupu ptfi monoténni transformaci vysvétlované proménné. Déle
je kvantilova regrese schopna modelovat celé podminéné kvantilové rozdéleni
a sledovat tak vyvoj regresni zavislosti v okoli extrémnich hodnot vysvétlované
proménné.

Naproti tomu je odhad parametru ve srovnani s linearni regresi vypocetné
je silné limitovana predpoklady, které jsou v praxi ziidka dodrzeny. Diky zavedeni
vypocetni techniky, kterd zaznamenala v poslednich nékolika desetiletich rychly
vyvoj, v8ak jiz vypocet odhadu regresnich parametru neptredstavuje problém
a boostrapova metoda, kterou lze ve vhodném softwaru snadno implementovat,
predstavuje vitanou alternativu k asymptotickému postupu pro inferencni statis-
tiku.

Z téchto duvodu predstavuje kvantilova regrese uzitecny néstroj v celé radé
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aplikaci, jako jsou naptiklad risk management, medicina, ekologie, machine lear-
ning nebo spolecenské védy. Vice o kvantilové regresi a moznostech jejtho uplat-
néni lze nalézt mimo jiné v [2] a [].
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Priloha A
Ukazkovy kod v R

#nahréni baliZku Quantreg
library(quantreg)

#nahréni dat

#oznaZeni prom&nnjch
#vyska
vyska<-Data$height17

#tloustka - prom&nna vypoZitand jako soulin délky a Sifky
Data$tloustka<-Data$lenght17+Data$widthl7
tloustka<-Data$tloustka

#pohlavi

levels(Data$sex17)
Data$sex17<-as.character (Data$sex17)
Data$sex17[Data$sex17=="F "]="F"
Data$sex17<-as.factor (Data$sex17)
levels(Data$sex17)
pohlavi<-Data$sex17

levels(pohlavi)

#nadmofska vyska
nadmorska_vyska<—Data$altitude

#bodovy§ graf - zavislost tloust’ky na vyice
plot(vyska,tloustka,pch=20,ylab="Tloust’ka jalovcu",xlab="Vjska jalovcu")

#vytvofeni modelu kvantilové regrese
modell<-rq(tloustka~vyska,tau=0.5)

#bodové odhady parametru
modell$coefficients

#intervalové odhady parametru
summary.rq(modell,se="rank",alpha=0.05)

#grafické vykresleni medidnové regresni kfivky
abline(modell,col="blue")

#muZeme vykreslit regresni kfivku pro libovolnj jiny kvantil, napf. 0,9-kvantil
abline(rq(tloustka~vyska,tau=0.9),col="orange")

#graficky zobrazime intervaly spolehlivosti pro jednotlivé regresni parametry
intervaly<-rq(tloustka~vyska,tau=seq(from=0.05,t0=0.95,by=0.05))
plot (summary (intervaly,alpha=0.05))

#vypotet pseudokoeficientu determinace (musime zadat ru&n&)
rho <- function(u,tau=0.5)u*(tau - (u < 0))
q<-seq(from=0.05,t0=0.95,by=0.05)

Ri<-c()

for (i in @){
R1[i*20]<-1-rq(tloustka~vyska,tau=i)$rho/rq(tloustka™1,tau=i)$rho

¥

R1

mean (R1)

#bodovy graf zavislosti tlouSt’ky na vysSce s rozliSenim kategorie pohlavi

plot(vyska,tloustka,col=pohlavi,pch=20,xlab="vyska jalovcﬁ",ylab="Tloquka jalovcﬁ")
legend("topleft",legend=c("0","F","M"),pch=c(20,20,20),col=c("black","red","green"),cex=0.6)
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#model (5.2)
model2<-rq(tloustka~I(vyska~2)+I(vyska~2) :pohlavi,tau=0.5)

#graficky vykreslime medidnovou regresi pro jednotlivé kategorie pohlavi
x<-vyska

plot (vyska[pohlav' "0"],tloustka[pohlavi=="0"] ,pch=20,x1lab="V§ska jalovcﬁ",ylab="TlouSt’ka jalovci",main = "neurcité")

curve (model2$coefficients[1]+model2$coefficients [2] *x"2,add=TRUE)

plot (vyska[pohlav "F"],tloustka[pohlavi=="F"] ,col="red",pch=20,ylab="TlouSt’ka jalovca",xlab="Vyska jalovci",main = "samigi")
curve (model2$coefficients[1]+model2$coefficients [2] *x"2+model2$coefficients[3]*x"2,col="red",add=TRUE)

plot (vyska[pohlav "M"],tloustka[pohlavi=="M"] ,col="green" ,pch=20,ylab="TlouSt’ka jalovcu",xlab="Vyska jalovcua" ,main="sam&i")
curve (model2$coefficients[1]+model2$coefficients[2]*x 2+model2$coefficients[4]*x"2,col="green" ,add=TRUE)

#intervaly spolehlivosti
intervaly2<-rq(tloustka~I(vyska"2) :pohlavi+I(vyska~2),tau=seq(from=0.05,t0=0.95,by=0.05))
plot (summary (intervaly2,alpha=0.05))

#pseudokoeficient determinace
R2<-c()
for (i in @){
R2[i*20]<-1-rq(tloustka~I(vyska~2) :pohlavi+I(vyska~2),tau=i)$rho/rq(tloustka™1,tau=i)$rho
¥
R2
mean (R2)

#bodovy graf zdvislosti po logaritmické transformaci
plot (log(vyska),log(tloustka),col=pohlavi,pch=20,ylab="1n(tloust’ka jalovcu)",xlab="ln(vjska jalovca")
legend("topleft",legend=c("0","F","M"),pch=c(20,20,20),col=c("black","red","green"),cex=0.6)

#model (5.3)
model3<-rq(log(tloustka) “log(vyska)+log(vyska):pohlavi,tau=0.5)

#grafické vykresleni medidnové regrese do transformovanjch dat

plot (log(vyska) [pohlavi=="0"],log(tloustka) [pohlavi=="0"],pch=20,ylab="1n(tloust’ka jalovcu)",xlab="1ln(vyska jalovcu)",main="neurcité")
abline(a=model3$coefficients[1] ,b=model3$coefficients[2],add=TRUE)

plot (log(vyska) [pohlavi=="F"],log(tloustka) [pohlavi=="F"],pch=20,col="red",ylab="1n(tloust’ka jalovcu)",xlab="ln(vyska jalovcu)",main="samizi")
abline (a=model3$coefficients[1],b=model3$coefficients[2]+model3$coefficients[3],col="red")

plot (log(vyska) [pohlavi=="M"],log(tloustka) [pohlavi=="M"],pch=20,col="green",ylab="1n(tloust’ka jalovca)",xlab="1ln(vyska jalovcu)",main="sam&i")
abline (a=model3$coefficients[1],b=model3$coefficients[2]+model3$coefficients[4],col="green")

#grafické vykresleni medidnové regrese do puvodnich dat

plot (vyskal[pohlavi=="0"],tloustka[pohlavi=="0"],pch=20,x1lab="Vyska jalovci",ylab="Tloust’ka jalovcu",main = "neurcité")

curve (exp(model3$coefficients[1])*x"model3$coefficients[2] ,add=TRUE)

plot(vyska[pohlavi==" "],tloustka[pohlavi==" "],pch=20,col="red",xlab="VySka jalovcﬁ",ylab="TlouSt’ka jalovci",main = "samigi")
curve (exp (model3$coefficients[1]) *x~ (model3$coefficients[2] +model3$coefficients[3]),col="red",add=TRUE)

plot(vyska[pohlavi==" "],tloustka[pohlavi==" "],pch=20,col="green",xlab="Vyska jalovcﬁ",ylab="TlouSt’ka jalovci",main = "sam&i")

curve (exp (model3$coefficients[1]) *x"~ (model3$coefficients [2]+model3$coefficients[4]),col="green",add=TRUE)

#intervaly spolehlivosti
intervaly3<-rq(log(tloustka) “log(vyska)+log(vyska) :pohlavi,tau=seq(from=0.05,t0=0.95,by=0.05))
plot (summary (intervaly3,alpha=0.05))

#pseudokoeficient determinace
R3<-c()
for (i in @){
R3[1*20]<-1-rq(log(tloustka) “log(vyska)+log(vyska) :pohlavi,tau=i)$rho/rq(log(tloustka) ~1,tau=i) $rho
}
R3
mean (R3)
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