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ABSTRAKT

Tato diplomova prace se zabyva rekonstrukci povrchu objektu s vyuzitim konfokalniho
mikroskopu. Prace obsahuje ¢ast matematické teorie spojené s timto problémem. Je zde
vysvétlen matematicky postup, kterym lze rekonstrukce povrchu objektu provést. Vysled-
kem prace je aplikacni software, kterym je mozné tuto rekonstrukci provést. Déle prace
obsahuje vysledky pro povrch konkrétniho objektu.

KLIiCOVA SLOVA

rekonstrukce povrchu, konvoluce, konfokalni mikroskop, hyperchromaticky objektiv

ABSTRACT

The Diploma thesis deals with object surface reconstruction by means of confocal
microscope. It includes part of mathematical theory which is associated with this pro-
blem. The mathematical algorithm of the object surface reconstruction is illustrated.
This Diploma thesis result is the application development for this reconstruction. The
thesis also include the results of specific object.
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UVOD

Hlavnim cilem této diplomové prace byla rekonstrukce povrchu objektu s vyuzitim kon-
fokalniho mikroskopu s hyperchromatickym objektivemﬂ

V nasem pripadé se jednalo o konfokalni mikroskop s dvojitym fadkovanim, jehoz
princip v roce 1964 vynalezl prof. Mojmir Petran s doc. Milanem Hadravskym.

Konfokalni mikroskop je druh optického mikroskopu s vyssi rozlisovaci schopnosti da-
nou detekci svétla pouze z ohniskové roviny mikroskopu. Pii pozorovani je studovany
vzorek osvétlen bodovym zdrojem svétla a specidlni konfokalni clona skryje zobrazeni
oblasti nad a pod rovinou zaostreni. V pripadé konfokalniho mikroskopu s dvojitym tad-
kovanim je clonou rotujici Nipkowovuv kotou¢ (= desticka, na které je mnoho vzajemné
oddélenych clonek), coz umoznuje sledovat vice bodu preparatu najednou. Hyperchro-
maticky objektiv pak zarucuje, ze rtizné hladiny ostrosti vidime s riznou barvou. Vice
informaci o vynédlezu konfokélniho mikroskopu s dvojitym fadkovanim lze nélezt v [11]
a [16].

spektralnl hranoly

} Poloodrazne zrcadlo

CD Pienosova ¢ocka

Hyperchromaticky NS

objektiv Pozice piedmé&tovych rovin

pro jednotlivé spektralni barvy

Obr. 1: Schéma konfokalnitho mikroskopu s dvojitym radkovanim pro stereoskopii pomoci

hyperchromatického objektiv [11]

Ltj. objektiv s barevnou vadou



K dosahnuti hlavniho cile bylo tfeba splnit dalsi mensi cile. Jednim z nich bylo urceni
funkéni zavislost vysky povrchu objektu na barvé odrazeného svétla. Metody k tomu po-
tfebné jsou popsany v kapitole[I.2] Jedné se predevsim o metody aproximace funkei, které
nasledné vedou k metodam vicerozmérné optimalizace a dale k metodam jednorozmérné
optimalizace a numerickému derivovani.

Dalsim cilem bylo vytvorit aplikac¢ni software k rekonstrukci povrchu. Ovladani této
aplikace je popsano v kapitole [3.4l Aplikaci jsme se rozhodli vytvofit ve vivojovém pro-
sttedi Delphi, vzhledem k jeho vazbé na obor Matematické inzenyrstvi.

Delphi je vyvojové prostredi s programovacim jazykem Pascal, s kterym je tizce spjat
jiz od roku 1995, kdy byl poprvé vytvoren firmou Borland. Klicovym pro tuto firmu byl
do roku 1999 (verze Delphi 5), kdy zacal byt bran jako vedlejsi zdroj piijmi. Delphi bylo
léta brano jako zastaralé a ,z prachu® ho vyzvedlo az Embarcadero, které ho odkoupilo
v roce 2008. Delphi se pro né stalo strategickym produktem. Nejnovéjsi verze Delphi maji
kompilatory pro jazyk C++, pro Android i iOS.

Pro vytvoreni aplikace jsme pouzili verzi Delphi 10 Seattle. Pti vizualizaci zrekonstru-
ovaného povrchu objektu jsme vyuzili knihovnu OpenGL (= Open Graphics Library),

s kterou jsme se sezndmili v bakalarské praci [5].



1 MATEMATICKY APARAT

1.1 Definice vybranych prostori

Pro zobrazeni zrekonstruovaného povrchu objektu budeme vyuzivat projektivniho pro-
storu a proto je tieba si jej definovat. K této definici je dilezita znalost pojmii: vektorovy
prostor, vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem, afinni prostor a euklidovsky prostor.
Definice téchto pojmu a jejich vlastnosti jsme Cerpali v téchto publikacich: [1], [4], [6], [9]
a [10].

1.1.1 Vektorovy (linearni) prostor

Definice 1.1. Nechf V' je neprazdna mnozina, na které je definovano s¢itani s vlastnostmi:

V1
V2) Vu,v € V: u+ v =v+ u (komutativita)

(V1) Vu,v € V: u+ v =w € V(uzavienost na mnoziné)
(V2)
(V3) Vu,v,w e V: u+ (v+w) = (u+v)+w (asociativita)
(V4)
(V5)

V4) Jo € V tak, ze Vu € V: u+ o0 =0+ u = u (existence tzv. nulového proku)
V5) VueV 3i—ueV: u+(—u)=(—u)+ u=o (existence tzv. opacného prvku)

a nasobeni prvku redlnymi ¢isly s vlastnostmi:

(V6) Vue VaVaeR: a-u=w eV (uzavienost na mnoziné)
(V) VaeRavVu,veV: a-(u+v)=a-ut+a-v

(V8) Va,peRaVueV: (a+p)-u=a-u+p-u

(V9) Va,peRaVueV: a-(f-u)=(a-f)u

(VI0) YueV: 1-u=u

Pak V = (V, +) nazyviame vektorovy (linedrni) prostor (nad R).
Prvky V nazyvame vektory a zna¢ime je malymi tuénymi pismeny: u, v, ..., redlna ¢isla
nazyvame skaldry.

Vektor u — v nazyvame rozdil vektori u a v a je definovan vztahem
u—v=u+(—v)
Pozndmka. Misto a - u casto piseme pouze au.
Pozndmka. Axiomy (V7) a (V8) mizeme rozsitit na libovolny pocet n € N séitancu:
a(vi+ ..+ v, =avy + ...+ av,
(g +...tap)v=aqv+..+a,v
a,aq,...,0, ER v, vy, ..., v, €V,

Definice 1.2. Necht V = (V,+) je vektorovy prostor a vy, ..., v, € V (n € N). Rekneme,

ze vektor v € V' je linedrni kombinace vektori vy, ..., v,, jestlize:

daq,..,a, eR: v=a3vi +...+ a,v,
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Mnozinu vSech linedrnich kombinaci vektoru vy, ..., v,, zna¢ime L(vy, ..., v,) Mame tedy
L(vy,..,vy) ={aavi+ ...+ apvy o aq, ..., € R}

Vektory vy, ..., v, nazyvame linedrné zavislé, pokud daq, ...,a, € R, z nichz alespon
jedno # 0 tak, ze plati:

a1Vy + ... +tapvy, =0

V opac¢ném pripadé vektory v, ..., v, nazyvame linedrné nezdvislé.
Definice 1.3. Necht V = (V, +) je vektorovy prostor, necht U C V a plati:
Vu,veU, VaeR: u+velU a-uelU
Pak mnozinu U nazyvame (vektorovy) podprostor prostoru V a piseme U = (U, +).

Definice 1.4. Necht V = (V| +) je vektorovy prostor a vy,...,v,, € V (n € N).

(a) Soustavu vektori vi,...,v, € V nazyvame bdze vektorového prostoru V, pokud
Vi, ...,V jsou linearné nezavislé a Vv € V je linearni kombinaci vektor vy, ..., v,,.
Piseme B = (v1, ..., v,).

(b) Rekneme, Ze vektory vy, ..., vy tvoii mazimdind linedrné nezdvislou soustavu vektori
(prostoru V), pokud jsou vektory vy, ..., vy linedrné nezéavislé a Vv € V jsou vektory

V,Vi, ..., Vy linearné zavislé.

Véta 1.1. Necht V = (V,+) je vektorovy prostor a vi,..,v, € V (n € N). Pak jsou

ndsledugjici vyroky ekvivalentni:

(a) B = (Vi,...;Vn), Vi,...,V, €V je baze vektorového prostoru V.
(b) Vektory vi, ..., vy tvori maximélni linedrné nezavislou soustavu vektora (prostoru

V).

Jsou-li tyto podminky splnény, pak kazdy vektor v € V' lze jednoznacné zapsat ve tvaru:
V=o1Vy+ ... +a, Vv,
ag,...,a, €R

Cisla aq, ..., a, € R nazyvame souradnice vektoru v vzhledem k bizi B = (vy,...,Vn)

a piseme v = (q, ..., ) 2.
Diikaz. viz [6] O

Definice 1.5. Necht V = (V, +) je vektorovy prostor a & = (vy, ..., v,,) je jeho baze. Pak

¢islo n nazyvame dimenze vektorového prostoru V a piseme:

dimV =n
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1.1.2 Vektorovy prostor se skalarnim soucinem

Definice 1.6. Necht V = (V| +) je vektorovy prostor. Necht (,) : VXV — R je zobrazeni
splnujici:
(VS1) Yu,v € V: (u,v) = (v,u)
(VS2) Vu,v,w e V : (u+v,w) = (u,w) + (v, w)
(VS3) Yu,v e V,Va e R: (au,v) = a(u,v)
(VS4) Yue V : (u,u) >0
(VS5) Vue V:{(wu)=0<u=o0

Pak toto zobrazeni nazyvame skaldarni soucin a prostor V nazyvame vektorovy prostor

se skalarnim soucdinem.
Priklad. Pro u = (uy,...,uy,),v = (v1,...,v,) € R" n € N mé&jme
(U, V) = ugv1 + Ug, Vg + ... + Uy Uy (1.1)

Pak zobrazeni (,) : R" x R" — R" spliiuje axiomy (VS1) - (VS4). Vektorovy prostor R je
tedy vektorovy prostor se skalarnim soucinem.

Skaldrni souc¢in (u,v) v tomto pripadé znacime u - v a nazyvame bodovy soucin.

Definice 1.7. Necht (V) +) je euklidovsky prostor. Pro v € V polozme

Vil =/ {v, v).

Cislo ||v|| nazyvame norma nebo délka nebo velikost vektoru v. Dle axiomt (VS4) a (VS5)
je |lv|| > 0 pro v # o a |jo|| = 0.
V piipadé, ze ||v|| = 1, pak vektor v € V nazyvame jednotkovy vektor.

Operaci, kdy vektor v nasobime jeho vlastni normou, tj.

1
—V
vl

nazyvame normouvdani vektoru.

Priklad. Pro v = (vy,...,v,) € R™ plati

vl = /o3 + ... + v2. (1.2)

Véta 1.2 (Schwarzova nerovnost). Necht V = (V,+) je vektorovy prostor se skaldrnim

soucinem a u,v € V pak plati
(u,v)* < [luf® - [[v]? (1.3)

Rouvnost nastane prdave, kdyz jeden z vektori u,v je ndasobkem druhého.
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Diikaz.
u=o: (0,v) V2 (0,v) +(0,v) = (0,v) =0=0<0-|v|?

Stejné tak i pro v =0 a pro u,v = o.

u,v # o: Necht’ﬁ:ﬁua\?:ﬁv
[VIIP=2(1— (4, v)) = (@,v) <1

Definice 1.8. Necht V = (V| +) je vektorovy soucin se skaldrnim sou¢inem.

(a) Jsou-li vektory o # u,v € V, pak dle Véty(1.2)) plati:

g twv)l oy
BRI
Jp eR, 0 <y < tak, ze cosp = ITEHV‘)/ @ se pak nazyva uhel vektoriu u, v
(b) Pokud pro vektory u,v € V plati:
(u,v) =0

pak tyto vektory nazyvame ortogondlni (kolmé).

(¢) Necht {vy,...,vy, € V}, n €N je mnozina vektort, pro kterou plati:

(i) VieN,1<i<n: vi#o
(i) Vi,j e N,1<i,j<n, i#j: (vi,vj) =0

Pak tuto mnozinu nazyvame ortogondlni mnozina vektori.

(d) Necht {vy,...,vy, € V}, n € N je ortogonalni mnozina vektort, pro kterou plati:
VieN,1<i<n: |vi| =1
Pak tuto mnozinu nazyvame ortonormdlni mnozina vektorii.

Definice 1.9. Necht V = (V,+) je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem a %A =
(V1,...,vn), n € N je jeho baze. Pokud je mnozina {vy, ..., vy} ortogonalni, resp. ortonor-

malni, nazyvame bazi & ortogondlni, resp. ortonormdlni bdze.

1.1.3 Afinni (bodovy) prostor

Definice 1.10. Necht V = (V, +) je vektorovy prostor, 4 je neprazdnd mnozina a zob-
razeni g : A x A — V spliuje:

(Al) VAe AaYueV: IIBeA: (A,B)=u

(A2) VA, B,C € A: g(A C) =g(A B)+g(B,C)
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Pak mnozinu A nazyvdme afinni (bodovy) prostor.

Prvky mnoziny A nazyvame body. Vektorovy prostor V nazyvame zaméreni prostoru
A.

Je-li dimV = n, pak fikdme, ze afinni prostor A je n-rozmérny a piseme dim A = n,

prip. A,. Prostor A; nazyvame afinni primka, Ay afinni rovina a As afinni prostor.
Pozndmka. (A, B) = AB=B- A

Definice 1.11. Necht A je afinni prostor se zaméfenim V = (V, +), necht B C A, B# ()
anecht U = {g(A, B): A, B € B}. Pokud plati:

(1) U= (U,+), tzn. je vektorovym podprostorem V,
(2) VAe B, VaeU3IBeB: (A B)=u.

Pak B nazyvame afinni podprostor A se zmérenim U.

Definice 1.12. Necht B je podprostor afinniho prostoru A. Je-li

0 B nazyvame bod prostoru A

_ 1 B nazyvame primka prostoru A
dim B = o _
B nazyvame rovina prostoru A

dimA —1 B nazyvame nadrovina prostoru A

Definice 1.13. Necht A je afinni prostor, dim.4 > 1, necht & = (vy,...,v,) je baze

zaméreni tohoto prostoru a necht O € A je pevny bod. Pak systém
X ={(0,V1,...,Vp)

nazyvame afinni repér (afinni souradnicovy systém). Bod O nazyvame pocdtek a vektory
Vi, ..., Vi, zakladni vektory afinniho repéru Z.
Primky x; = {O, L(v;)} nazyvdme osy afinnich souradnic (souradné osy afinniho re-

PETU.

Definice 1.14. Necht A je afinni prostor se zaméfeni V = (V,+) a repérem # =
(O,v1,...,vp), A€ AjebodauecV jevektor.

Usporadand n-tice [ay, ..., a,], a; € Ri=1,...,n spliujici:
9(O,B) = ayvy + ... + apvy,

nazyvame souradnice bodu A v afinnim repéru X.

Usporadand n-tice (uq, ..., u,), w; € R, i = 1,...,n spliujici:
u=uvy+..+u,vy,

nazyvame souradnice vektoru u.
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Obr. 1.1: Piiklad afinniho repéru [4]

1.1.4 Euklidovsky prostor

Definice 1.15. Necht A je afinni prostor, V = (V| +) je vektorovy prostor se skaldrnim
soucCinem a plati, ze V je zaméreni afinniho prostoru A.
Pak tento afinni prostor nazyvame euklidovsky prostor.

n-rozmérny euklidovsky prostor znacime [E,,.

Definice 1.16. Necht E,, n € N je n-rozmérny euklidovsky prostor a necht # =
(O,v1,...,vn) je jeho repér takovy, ze B = (vi,..,Vn) je ortonormalni baze zaméreni
tohoto prostoru.

Pak repér #Z nazyvame kartézsky repér (ortonormdlni repér) nebo kartézsky souradni
systém v [E,,.

Souradnice bodu v E, vzhledem k repéru % nazyvame kartézské souradnice.

1.1.5 Projektivni prostor

Definice 1.17. Necht V = (V| +) je vektorovy prostor, dimV = n+1, n > —1, necht P, je
mnozina vsech podprostori U;,7 = 1, ...,n prostoru V tak, ze Vi € {1,...,n} : dimU; = 1.
Pak mnozinu P, nazyvame n-rozmérny projektivni prostor.

Vektorovy prostor V, pak nazyvame aritmeticky zdiklad projektivniho prostoru IP,, jeho
bazi, pak bdaze projektivniho prostoru P,

Kazdy vektor o # p € V' aritmeticky bod projektivniho prostoru P,.

Mnozinu A = {u € P, : u = kp, k # 0} nazyvame geometricky bod projektivniho pro-

storu P, a slozky vektoru u = (kp, kps, ..., kpns1) homogenni souradnice bodu A a piSeme:

A - (kpla kp27 (RS kpn—i—l)'

Typickym modelem projektivniho prostoru je euklidovsky prostor rozsiteny o jednu
dimenzi, tzv. rozsiteny euklidovsky prostor. Budeme ho znadit E,,, pficemz dimE,, =
n+ 1.

Definice 1.18. Necht A = (aj,...,a},,) je bod projektivniho prostoru.
(1) Pokud a; ., # 0, pak tento bod ndzyvame vlastni a mizeme ho reprezentovat jako

A= (4 % 1) = (ay, ..., an, 1).

yeeey Tx
Ant1 Ant1

(2) Pokud a;,, = 0, pak tento bod nazyvame nevlastni a znacime ho A, = (ay, ..., a,, 0)
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Pozndamka. Projektioni rovinu (prostor) mizeme chapat jako euklidovskou rovinu (prostor)
rozsirenou (rozsireny) o nevlastni body... Viastni body projektivniho prostoru lze chdapat
jako euklidovské..., nevlastni body chapeme jako sméry, jejich reprezentanty jako vektory
daného sméru.([9], s. 38)

Definice 1.19. Necht P, je projektivni prostor s aritmetickym zdkladem V = (V,+),
P,. je projektivni prostor s aritmetickym zdkladem U = (U,+), necht f : P,, — P, je
zobrazeni. Pokud existuje zobrazeni g : V — U takové, ze Vv € V a VX € P, plati, ze
slozky vektoru g(v) € U jsou homogenni soufadnice bodu f(X) € P,,, pak zobrazeni f

nazyvame projektivni zobrazend.

Pozndmka. Projektivn{ zobrazeni bodu X = (71, ..., %,41) na bod X' = (2}, ...,2%,,,) lze

popsat jako soustavu rovnic:

f(X)=A-X
Tedy:
/
Ty a11 Q12 - A1n+1 Ty
/
Lo 21 Tt A2n+1 T2
/
xm+1 Am+11 e Am+1n+1 Tn+1
Maticové:
— T —
X" =A-X7

kde A je matice urcujici zobrazeni.
Vyhodou maticové reprezentace téchto zobrazeni je, Ze je lze snadno skladat a to

prostym vynasobenim vSech matic nami pozadovanych zobrazeni.

Zobrazeni v projektivnim prostoru Es

Pro nazornost si predstavime néktera zobrazeni v projektivnim prostoru.

Bavime se tedy o zobrazenim bodu X = (z1, z2, 23, 24) na bod X' = (2, 2, x4, x)):

€y 11 ai2 Aaiz aiq X1
/

Tog | | G21 G22 QA23 (24 T2
; =

T3 31 Aazz2 33 A34 xs3

Ty Q41 Q42 Q43 Q44 Ty



12 KAPITOLA 1. MATEMATICKY APARAT

Obr. 1.2: Vybranda zobrazeni v projektivnim prostoru [9]

Nazev zobrazeni Matice zobrazeni
10 0 0
01 0 O
Soumérnost podle roviny z = 0 Sey =
00 —1 0
00 0 1
-1 0 0 O
0O 1 0 0
Soumérnost podle os S, =
p Yy Yy 0 0 -1 0
0 0 0 1
-1 0 0 0
0O -1 0 0
Soumérnost podle pocatku S =
0O 0 -10
0O 0 0 1
1 00 U1
1
Posunuti o vektor v T, = 0 0 v
0 0 1 wvs
00 0 1
1 0 0 0
_ ) 0 cosa —sina 0
Otoceni kolem osy x o thel &« | R, = )
’ 0 sina cosa O
0 O 0 1
cosae —sina 0 O
. ) sinae cosa 0 O
Otoceni kolem osy z o tihel « R.,=
' 0 0 10
0 0 01

Promitini (= zobrazeni) prostoru na rovinu

Definice 1.20. Necht Es je projektivni prostor, necht = = E, je projektivn{ rovina a necht
S & 7. Zobrazeni & : Es ~ {S} — 7 splitujici:
VX ERs: X#S— X €(SXnNn)
nazyvame promitani.
Bod S nazyvame stied promitdng, rovinu m primétna, primku SX promitact primka.
V piipadé, ze bod S je
o vlastni, pak promitani nazyvame stredové

e mnevlastni, pak promitani nazyvame rovnobéziné

Rovnobézné promitani, které méa promitaci primky kolmé na primétnu, nazyvame
pravouhlé.
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S (stied promitani)
S (stied promitani) 5 (stied promitani) : \(promitaci pfimka)
I o =2 x o \
+ q(promitacipfimka) = (promitaci piimka) !\ (promitany bod)
I 4 4 (promitany bod) ’\\\ \ 4 (promitany bod) ;)
%B I \ B

| \B \
\

v A (primét”
bodu 4)

\

o 1y \
l (praime rumeétna
|(p rimétna) p )\‘ ' (primétna)
(a) Pravoihlé promitani

(b) Rovnobézné promiténi (c) Stifedové promiténi

Obr. 1.3: Promitani prostoru na rovinu [9

Vzhledem k tomu, Ze chceme simulovat realny pohled na predmét, je pro nas vhodné
pouzivat pravoiuihlé promitani.

Maticové lze pravotihlé promitani bodu X = (x1, 29, 23,1) na bod X’

= (xllv‘r/%l)
zapsat takto:

x
) it j1 k1 0 '
, . . T2
Ty | = | 2 Ja ko O

T3
1 0 0 0 1 )

kde i = (i1,43), j = (j1,J2), k = (k1, k2) jsou bazové vektory daného Eg vzhledem k roviné
7 viz obrazek [L.4]

_ z
X=(x1,%5,X3)

Obr. 1.4: Pravothlé promiténi prostoru na rovinu [10]
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Priklad (Pravothlé promitani na rovinu z = 0). V tomto pripadé pro matici urcujic
zobrazeni plati:
1 000
A=10100
0001

Pokud bychom chtéli pravotihle promitat na obecnou rovinu, je tfeba znat rovnici této
roviny nebo znat smér pohledu pomoci horizontélniho thlu « a vertikalniho thlu g (viz

obrézek. Smérovy vektor pohledu s = (s1, s2, s3) je jednotkovy vektor se souradnicemi:

smér pohledu

Obr. 1.5: Smér pohledu [10]

$1 = cosacos 3
Sy = sinacos 3 (1.4)

s3 = sin 3

Pozice pozorovatele je bod P = (dsi,dss,dss3), kde d je vzdalenost pozorovatele od
pocatku souradné soustavy.
Matice pravotuhlého promitani na obecnou rovinu lze odvodit nasledovné:

Pomoci dvou rotaci ztotoznime smér pohledu s nékterou souradnou osou a poté pro-

vedeme kolmy primét do prislusné pramétny. Matice tohoto zobrazeni ma tvar:
A= K. - Ra:,,B—% : RZ,—O{—%

V praxi se Casto vyuziva i stfedové promitani (napr. linearni perspektiva, ve foto-
grametrii). Jak jiz bylo uvedeno, toto promitdni ma vlastni stied promitani.
Matice stredového promitani do roviny z = 0, pricemz stfed promitani lezi na ose z:

S = (51,59, 53,1) m4 tvar:

10 0 0
Ps,,=| 01 0 0
00 —L 1

S3
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Matice stifedového promitani na obecnou rovinu lze odvodit analogicky jako u pravo-
uhlého promitani:
A=Pgs,,-Rypz-R, o=

S,zy )

1.2 Numerické metody

Tato kapitola se vénuje dilezitym numerickym metodam, pouzitych pro feseni této diplo-
mové prace. Popis téchto metod byl ¢erpan z publikaci [3],[7] [12] a [15].

Numerické metody jsou dilezitou matematickou disciplinou, nebot nam umoznuji re-
sit netrivialni tlohy v oblasti Teseni soustav linedrnich rovnic, aproximace funkeci, nu-
merického derivovani a jednorozmérné i vicerozmérné optimalizace. Numerickou metodu

realizuji kroky, jejichZz popis nazyvame algoritmus numerické metody.

1.2.1 Aproximace funkci

Aproximace funkce f(z) znamend jeji nahrazeni funkci ¢(z), kterd je ji v jistém smyslu
blizka. Piseme ¢(x) ~ f(x). Zékladnimi typy aproximace jsou ruzné zpusoby interpolaci
a metody prokldddni dat (napt. metoda nejmensich ctverci).
Interpolace je takova aproximace, pii které funkce ¢(z) nabyvéa v zadanych bodech z;
predepsanych hodnot y; = f(z;). Nejcastéji se jedna o polynom, prip. po ¢astech polynom.
Naproti tomu metoda prokladéni dat je takova aproximace, kdy funkce p(z) nemusi
nabyvat v zadanych bodech x; pfedepsanych hodnot y; = f(x;), ale ,vzdalenost“ mezi

funkei p(z) a body [z;, y;] by méla byt v jistém smyslu minimélni.

Metoda nejmensich étverci (MNC)

Jedna se o nejznaméjsi metodu prokladani dat, kterd je tvaru:
Necht z je nezéavisle proménnd a y(z) je nezndmé funkce proménné x, kterou chceme

aproximovat funkei ¢(x). Necht jsme provedli m pozorovani:
y’L:y(x’L)? izl?'wm
Rezidua'| maji tvar:

Ty =Y — 90(%)

MNC fesi tlohu na zakladé minimalizace kvadrati jejich reziduf:

el = 372 = 3 (s — p()* — min (15)

(2

kde r = (11,79, ...) je vektor rezidui.

Coz se dale tfesi metodami popsanymi v kapitole [1.2.4]

1= rozdily mezi pozorovanim a modelem



16 KAPITOLA 1. MATEMATICKY APARAT

Reseni musi spliovat nutnou podminku pro extrém:

L N
8xk ka i !

0, k=1,2,...n

1.2.2 Numerické derivovani

Pouziti numerického derivovani je vhodné napiiklad v ptipadé, je-li funkce f(x), kterou
chceme derivovat, natolik slozita, Zze vypocet jeji derivace je prilis pracny.
Jedné se vlastné o aproximaci f®)(z) ~ ¢®)(z), kde k je fad derivace. Vhodnym

zptisobem je aproximace derivaci Lagrangeova interpola¢niho polynomu f*)(z) ~ P%) ().

Chyba aproximace v uzlovém bodé

Necht f € C""{a,b)] kde a je nejmensi a b je nejvétsi z uzlit interpolace. Pak pro chybu
f'(xs) — Pl(xs) v nékterém z uzli z; plati:

f(n+1)(€s)

f(ws) — P (vs) = mwnﬂ(%)a (1.6)

kde wyi1(xs) = (x — zo)(x — 1) -+ - (x — ) a & € (a,b).

Prehled vzorcu

Uvazujeme pripad, kdy uzly z; jsou ekvidistantni s krokem h, tj. x; = zg + ih, kde
1 = 1,2,...,n. Uzel, v némz pocitame pribliznou hodnotu derivace, si oznac¢ime jako z
a ostatni s jeho pomoci jako x + h, x — h apod.
Pomoci dostaneme nasledujici vztahy:
prvni dopredna diference:
fl@+h)— f(z)

fay = TEERELE L S, ge i) (1.7

prvni zpétna diference:

play = TEZTEZD L), e o (19)
prvni centralni diference:
fley = TEHRSEZD L L) ce(@navn) (1.9)

Poznamka. Chyba ve zpétné a dopredné diferenci zavisi na h a v centralni diferenci zavisi
na h?. Vzhledem k témto skute¢nostem a k tomu, ze h — 0, je vhodnéjsi pro numerické

derivovani pouzivat centralni diferenci.

2= funkce f m4 spojité derivace az do fadu n + 1 na intervalu (a, b)
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Dalsi uzitecné vzorce odvozené z prvnich diferenci:

druhd centralni diference (lze odvodit uzitim prvni doptedné a prvni zpétné diference):

() ~ f(:v—l—h)—QJ;L(Qx)—i-f(m—h) (1.10)

prvni centrélni diference pro parcidlni derivace:

Gf(xl, 3?2) f(.??l + h, .CL'Q) — f(.Tl — h,.ﬁEg)

~ 1.11
(9f(:1;1, LEQ) f(l’l,xg + h) — f(l’l,xg — h)
~ (1.12)
833'2 2h
Prvni a druhé parcialni derivace pro funkci n-proménnych
Of (w1, 29, oy iy s ) [0, 02, + Dy ) — f(21, 29,000 — hy )
oz, 2h " (1.13)
i=1,2,....n
82f(x17x27“'7x17 71’”) ~
03 -
[y, 2o, m + Ry ) = 2f (21, 0, o, T, o, ) + f(21, 22,02 — Ry yxy)  (1.14)
h? ’
1=1,2,....n
P (1, ooy Tiy ooy Ty oy )
ﬁxiaxj -
s mit hy g ) —f(:zz:l,...,gvn)+
- h2 (1.15)
—flxr, i+ hyoyxy—hy o xn) + f(2r, 2,y — by Ty)
+ )
2
1,7=1,2,...,n

1.2.3 Minimalizace funkce jedné proménné

Efektivni metody jednorozmérné minimalizace jsou dulezité, protoze jsou vyuzivany v al-
goritmech vicerozmérné minimalizace, které opakované resi ilohu urceni délky kroku A ve

vztahu

min(f(xx — Ag(xx))) (1.16)

A>0

Metoda kvadratické interpolace

Spoc¢iva v aproximaci ucelové funkce f(x) v okoli minima kvadratickou parabolou.
Algoritmus 1.2.1.

Na pocatku vypoctu je tfeba znét tii body 0 < ag < ¢y < by, pro které plati f(ag) > f(co)
a f(co) < f(bo), zvolit si toleranci € > 0 a k := 0.
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Body [ak, f(ar)], [ck, f(ck)], [br, f(br)] prolozime parabolu danou funkénim predpi-
se

2

(z) = Az* + Bx + C
_akf(Ck) — cnf(ag) — apf(br) + b f(ar) + cif(br) — brf(ck)

S

A= (G,k — ck)(akck — akbk — Ckbk + b%)
5 - WS () = G f(ar) = aif (be) + biof (an) + ¢ f(b) = bif(ex)
(ak — ck)(akck — akbk — Ckbk + bz)
c— _akcif(bk) — agbj f(cx) + cbj f(ar) — ager f(by) + agbrf(cr) — cibef (ar)
(ak — ck)(akck — akbk — Ckbk + b%)
(1.17)
a urc¢ime hodnotu xj, pro které plati
() = min p(z)

z podminky ¢'(x) = 0:

b o L) — f ) — abf(b) + B (o) + Ab) W)

ST 2 (anf(er) — enflar) — arf(be) + bif (ar) + crf (br) — bif(cr)) '

Dosazenim dostaneme f(zy41).

Pokud xyy1 = ¢, potom zvolime xyy1 := ¢ — g nebo xyy1 = cp + g, kde 0 < 9§ <
(b, — ay).

Pokud x4 < ¢ a f(apy < flcr)), potom agyy = ag, Cpr1 = Trr1, bpy1 := Ck
a|GOTO 7.

Pokud w41 < ¢ a f(ape1r > flcr)), potom agyq := Tgi1, Crr1 = C, bra1 := by
a|GOTO 7.

Pokud xpy1 > ¢ a f(apy > f(cr)), potom a1 = ag, Cpr1 = Ck, bpi1 = Tpi1
a|GOTO 7.

Pokud x4 > ¢ a f(arer < f(cr)), potom agyq := Cr, Cri1 = Tia1, brr1 := by
a|GOTO 7.
Pokud je splnéna jedna z ukoncovacich podminek:

(
(

Ty — x| < e

T o

)|

) |Tri1 — mk| < el

() If(wx) = flopa)| < e

(d) [f(zr) = florga)] < elf(xr)]

Potom | STOP |.
Jinak

o
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1.2.4 Minimalizace funkce vice proménnych
Ukoncovaci podminky

VsSechny nize popsané metody jsou metody iteracni, a proto musi mit néjaké ukoncovaci

podminky (kritéria):

Funkéni hodnoty ve dvou po sobé nasledujicich iteracich se malo lisi:

|f(xx) = f(xp1)| <€

pro dostatecné malé e
Body ve dvou po sobé nasledujicich iteraci jsou dostatecné blizko:

X — Xpp1l| <

pro dostatecné malé e.
V metodach vyuzivajicich derivaci ucelové funkce: Gradient funkce je dostatecéné
maly:
gkl <e

pro dostatecné malé e

Dalsi ukoncovaci podminkou muze byt pocet iteraci, avsak tato podminka neni vhodna,
protoze pro kazdou funkci mize metoda konvergovat jinou rychlosti. Kdybychom zvolili
vysoky pocet iteraci, pri kterych ma dojit k ukonc¢eni metody, mohlo by to fungovat na
velké mnozstvi metod, ale mohlo by dochézet k hodné malym zlepsenim a bylo by to tedy

dost neefektivni.

Nelder-Mead

Tato metoda, také znama jako metoda simplexi, hleda minimum tcelové funkce f porov-
navanim jejich hodnot ve vrcholech simplexuf| v prostoru R™. Pro n = 2 se simplex nazyva
trojuhelnik, pro n = 3 ¢tyrstén.

Algoritmus 1.2.2 (Nelder-Mead).

Na pocéatku vypoctu zvolime pocateéni aproximaci xg = [z1, X2, ..., T,] € R™, malé ¢éislo §
a pozadované tolerance €; > 0 a €9 > 0. Dalsi vrcholy ’startovaciho’ simplexu odvodime

z vrcholu xg takto: x; = [z1, ...,z; + 0, ..., 2,), i =1,2,....n

Najdeme b takové, ze
fxp) = max f(x;)

Pokud Vx; # xyp,, i = 0,1, ..., n plati
(a)

| xi —xp ||< e

tj. vrcholy simplexu jsou navzajem dostatecné blizko, a zaroven

3simplex = n-rozmérné zobecnéni trojihelniku
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(b)
| f(xi) — f(xp) [< &2

tj. funkéni hodnoty vrcholi simplexu se malo lisi,

potom |STOP | a x}, prohlasime za dostatecné dobrou aproximaci minima tcelové
funkce.
Jinak najdeme w takové, ze
fw) = min f(x;)
1 n
X =— Z Xj
" j=0,j7w
Oznacime x, := X + (X — Xy) jako reflexe a x := X + 2(X — x,,) jako expanze.
Pokud f(xy) < f(xb) A f(Xe) < f(Xp), potom Xy 1= Xe a | GOTO 1.
Pokud f(x,) < f(xg) pro néjaky vrchol xg # Xy, potom Xy = x, a | GOTO 1.
Oznadime X¢e := %()‘( + x,) jako vnéjsi kontrakce.
Pokud f(x;) < f(xXw) A f(Xce) < f(Xr), pPotom Xy 1= Xee a | GOTO 1.
Oznadime X¢ = %()_c + Xy ) jako vnitini kontrakce.
Pokud f(x;) > f(xw) A f(Xei) < f(Xw), potom Xy = X a | GOTO 1.
Provedeme tzv. redukei: x; := %(xb +x;) Vx; #xp a|GOTO 1.

Xp

Xp w

Obr. 1.6: Nelder-Meadova metoda pro n = 2: 0) originalni trojihelnik, 1) expanze, 2) re-

flexe, 3) vnéjsi kontrakee, 4) vnitini kontrakce, 5) redukee [3]

Pozndmka. Tato metoda obsahuje velké mnozstvi vypocétl a v blizkosti minima je velmi

pomala a proto je vhodna pro n < 10.
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Metoda nejvétsiho spadu

Jedna se o zédkladni minimaliza¢ni metodu, kterd vyuziva derivace ucelové funkce ve formé
gradientu. Patii tedy mezi tzv. gradientni metody.
Jak je zndmo funkce f(x) ve sméru gradientu nejrychleji roste, tzn. nejrychleji klesé

ve sméru zaporného gradientu. Gradient znacime:

g(x) = Vf(x) = (%ZI), 6({;’5:)7 " agi?)

Algoritmus 1.2.3.
Na pocéatku vypoctu zvolime pocatec¢ni aproximaci xg = [z1, X2, ..., T,] € R", pozadovanou

toleranci e >0a k:=0

Pokud je ||g(xk)|| < &, potom .

Jinak pritadime X1 1= X — \Me&(Xx), kde Ay = miny~o(f(yr + Ae)), bk ==k + 1
a|GOTO 1.

Poznamka. Pokud vyuzivame normovaného gradientu, pak nam parametr délky kroku A,
urcuje vzdélenost bodi x5 a xjy1.
Pro hledani délky kroku, které vede na jednorozmérnou minimalizaci, je dostacujici

vyuziti pouze prvniho kroku kvadratické interpolace.

Poznamka. Metoda nejvétsiho spadu konverguje k feseni pomérné rychle, ale v blizkosti

minima je velmi pomala.

/
R

Obr. 1.7: Tlustrace metody nejvétsiho spadu [7]
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Newtonova metoda

Tato metoda je gradientni metodou, kterda hledd minimum jak feseni soustavy nelinedr-
nich rovnic g(x) = o Newtonovou metodou. Takovym feSenim mize byt stacionarni bod
(maximum, minimum, ale také sedlovy bod).

K teseni budeme potiebovat tzv. Hessovu matici funkce f:

Pfx)  Pfx .. 9fx
Bz% Ox10x2 0110y
Pfx) 9%f(x) 22f(x)
g/(X) = H(X) _ Or20T1 8:(:% 0x20Tn
Pfx)  Pfx .. rX
0xn0x1 Oxn0T2 ox2

Algoritmus 1.2.4.
Na pocéatku vypoétu zvolime pocatecni aproximaci xg = [z1, X2, ..., T,] € R™, pozadovanou

toleranci e >0a k:=0

Pokud je ||g(xx)|| < &, potom [STOP|.

Jinak ptifadime xy 1 := x;+dy, kde dy, je FeSenim linedrni soustavy rovnic H(xy)dx = —g(xx)

ak::k—l—la

/
240

Obr. 1.8: Tlustrace Newtonovy metoda [7]

Pozndmka. Smérovy vektor di neni obecné spadovy, ale v blizkosti minima spadovy je.

Poznamka. Pokud je pocatecéni aproximace dostatecné blizko feseni konverguje tato me-
toda k Teseni velmi rychle (kvadraticky), v pripadé, ze neni blizko Teseni, nemusi vSak kon-
vergovat viibec. Vzhledem k témto skutecnostem a k tomu, ze metoda nejvétsiho spadu
konverguje daleko od minima velmi rychle a v blizkosti minima konverguje velmi pomalu,

je vhodné zacit vypocet metodou nejvétsiho spadu a dokoncit ho Newtonovou metodou.
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1.3 Konvoluce funkce dvou proménnych

Definice 1.21. Necht f(z,y) a g(z,y) jsou redlné funkce redlnych proménnych. Funkci
h(z,y), pro kterou plati:

Mz, y) = f(z,y) = g(z,y) = //RX]R flu,v)g(z — u,y — v) dudv (1.19)

nazyvame konvoluce funkce f(x,y) s konvoluénim jadrem g(x,y).

Vlastnosti konvoluce:

(K1) Vf(z,y),9(x,y) € R*:

fxg=gxf

(komutativita)
(K2) Vf(2,y),9(z,y) € R?, Va,b e R:

af xbg = ab(f * g)

(ndsobeni konstantou)
(K3) vf(xay),gl(x,y),m(x,y) cR?:

[r(gi+g)=f*xg+[*g
(distributivita vuéi s¢iténi)
(K4) Vfl(xv y>7 f2(x7 y)u fg(l’, y) € RQ :

f1*(f2*f3): (fl*fQ)*f3

(asociativita)

1.3.1 Diskrétni konvoluce

Definice 1.22. Necht f(z,y) a g(z,y) jsou redlné funkce, kde proménné z,y € Z. Funkci
h(z,y), pro kterou plati:

hz,y) = flz,y) *g(z,y) =D fk,Dglx —k,y —1) (1.20)

nazyvame diskrétni konvoluce.

Pozndmka. V programatorské praxi je vhodnéjsi vyuzit komutativity konvoluce a misto

(1.20) pouzivat diskrétni konvoluci ve tvaru

ha,y) = flx,y) «gl@,y) =D fla—ky—Dgk,1) (1.21)
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1.3.2 Netplna konvoluce

V nékterych pripadech miize dojit k tomu, ze budeme znat funkéni hodnoty jen v nékte-
rych ¢astech definiéniho oboru funkce f(x,y). Pro konvoluci tedy bereme pouze ty ¢asti,

které jsou definovany.

Definice 1.23. Necht f(z,y) a g(z,y) jsou redlné funkce redlndch proménnych. Necht
D(f) C R? a D(g) = R2. Funkci h(z,y), pro kterou plati:

ffD(f) f(u,v)g(x —u,y — v) dudv
I 9(x —u,y —v) dudv

hz,y) = f(z,y) * g(z,y) = (1.22)

nazyvame netplnd konvoluce funkce f(x,y) s konvoluénim jadrem g(x,y).

Definice 1.24. Necht f(x,y) a g(x,y) jsou realné funkce, kde proménné x,y € Z. Necht
D(f) C Z* a D(g) = Z*. Funkci h(z,y), pro kterou plati:

> Ykgenpnf (@ —k,y =gk, 1)
> X kienpd(k, 1)

hS(z,y) = f(z,y) * g(z,y) = (1.23)

nazyvame diskrétni neuplnd konvoluce funkce f(x,y) s konvolucnim jadrem g(x,y).
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2 ZPRACOVANI OBRAZOVE INFORMACE

Tato kapitola se vénuje definicim pojmil pro zpracovani obrazu, jejich vlastnosti a meto-

dédm jeho zpracovani. K tomu jsme ¢erpali z [8], [12], [13], [14] a [2].

2.1 Obraz a jeho vlastnosti

2.1.1 Obrazova matice

Obraz matematicky chapeme jako spojitou funkci f(z,y), =,y € R. Funkéni hodnota
f(z,y) predstavuje hodnotu napf. jasu, barvy, teploty, zafeni, intenzity svétla atd.

V dnesni dobé se vSak setkdvame predevsim s digitdlnim obrazem. Digitalni obraz
predstavuje matice o rozmérech m x n, kterou nazyvame obrazova matice a znacime Z,, .

Jeden prvek obrazové matice nazyvame obrazovy element nebo pive[l] Pixely maji
obvykle tvar ¢tverce nebo obdélniku a jejich polohu urcuje radkovy index ¢ a sloupcovy
index j (viz Obrézek [2.1). Pixel P obrazové matice Z,,x, o soufadnicich [i, j], kde 0 <
i<m-—1a0<j<n-—1znadime P[i,J].

0 ] n-1

m-1

Obr. 2.1: Obrazova matice [§]

Definice 2.1. Necht Z,,,,, = (P[i, j]) je obrazova matice a r > 0. Pak mnozinu

O={Plk,1]: J(k—i2+(1—j2<r
nazyvame kruhové okoli pizelu P[i, j] a piseme OF (i, j, ).
Definice 2.2. Necht Z,,,«,, = (P]i, j]) je obrazova matice a r > 0. Pak mnozinu
O ={Plk,1) : k,le{i—ri+r)

nazyvame ctvercové okoli pizvelu P[i, j] a piseme OF (i, j,7).

Ipixel = picture element
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2.1.2 Atributy pixelu

Pixel P muze obecné nabyvat néjaké n-tice hodnot. Nejcastéji u barevného obrazu nabyva
trojice hodnot: intenzity cervené, zelené a modré slozky svétla. Z téchto hodnot 1ze urcit
dalsi vlastnosti pixelu, které nazyvame atributy.

Atributy pixelu délime na:

o wlastni atributy - lze je urcit ze samotného pixelu

o nevlastni atributy - urcuji se dle néjakého daného okoli

Vlastni atributy
Zékladni vlastni atributy:

Intenzita slozZek cervené R, zelené G' a modré B barvy,
kde R,G,B € (0,D), kde D = 2" — 1, kde n je barevna hloubkaﬂ Pro 8-bitovy
obraz je D = 255, pro 16-bitovy D = 65535.

Jas pizelu J:

B
J = R+§+, J € (0, D) (2.1)
Normalizovany jas pixzelu J,,:
J—iJe(OD (2.2)
n - D; n 9 .

Ton barvy H (tzv. dhel barvy uddvdn ve stupnich [°]):

max = max{R, G, B}
min = min{R, G, B}

60° (nS=b.),  mar=RAG>B
60° - Em(gz:fu'n —1—6) , maxr=RAB>G
H=4q 60° (72=E—+2), mar=G (23)
60° - Ema}i:fm + 43 , mar =B
nede finovan, maxr = min
H € (0, 360)
Saturace barvy S:
§—1- MG DY (R.G.BY £0, S € (0,1) (2.4)
max{R, G, B}’ T ’ ’
Svétlost pizelu L:
L= ;(max{R, G, B} + min{R,G,B}), L € (0,D) (2.5)

Poznamka. V pripadé obrazu v odstinech Sedé, tzv. cernobilém obrazu plati: R = G =

B=J=L, H=nedef. a S =0, je tedy reprezentovan pouze jednou jasovou hodnotou.

2= pocet bitl pouzitjch k popisu jednoho pixelu
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Nevlastni atributy

Tyto atributy jsou zavislé na velikosti a tvaru uvazovaného okoli.

Zakladni nevlastni atributy pixelu P, j|:
Stredni hodnota E(Pli, j]):
E(P[i, j]) = 3 iz1 P,
kde Py, € OF(i,4,r), kde - € {0, 0}, a card OF (i,j,r) = n.
Rozptyl hodnot D(Pli, j]):

(2.6)

kde Py, € OF(i,4,7), kde - € {0, 0}, a card OF (i, j,r) = n. '

2.2 Barevné modely

Barevny model urcuje jakym zptsobem se tvori vyslednd barva kazdého pixelu. Pouziva

zakladni barvy a misenim téchto barev vznikaji dalsi barvy.

2.2.1 Aditivni model

V téchto modelech se jednotlivé zakladni barvy sc¢itaji a vysledkem je svétlo vétsi intenzity.
Zakladnimi barvami tohoto modelu jsou cervend R, zelend G a modra B. Barvy vznikaji
dle obrazku [2.2(a)l Tento model vyuzivaji veskera aktivni zobrazovaci zarizeni jako napr.

televize a monitory.

2.2.2 Subtraktivni model

V téchto modelech se s kazdou pridanou barvou ubira ¢ast ptivodniho svétla - svétlo pro-
chéazi jednotlivymi barevnymi vrstvami a je vice pohlcovano. Zakladnimi barvami tohoto
modelu jsou azurova C', purpurova M a zlutd Y. Barvy vznikaji dle obrézku [2.2(b)| Tento

model vyuzivaji zejména barevné tiskarny, kdy tisk probiha na bily papir.

(a) Aditivni RGB (b) Subtraktivni CMY

Obr. 2.2: Barevné modely [13]
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2.3 Barevné prostory

Pro préci s barvou je vSak vhodné si zavést tzv. barevny prostor. Barevny prostor je predem

definovand mnozina barev, kterou je schopno zatizeni snimat, zobrazit nebo reprodukovat.

2.3.1 RGB prostor

Zékladnim barevnam prostorem je RGB prostor, kdy se intenzity jednotlivych slozek
nanasi v kartézském souradném systému. Vzhledem k tomu, Ze intenzita R, G, B muze
nabyvat hodnot (0, D), kde D = 2" — 1, kde n je barevna hloubka. Timto prostorem je
tedy krychle (viz obrézek [2.3).

1B

N

b

Obr. 2.3: RGB krychle [14]

2.3.2 HSL prostor

Vzhledem k tomu, ze z R, G, B lze odvodit dalsi atributy pixelu, je mozné definovat tzv.
HSL prostor (H = tén barvy, S = saturace, L = svétlost pixelu). Protoze H je definovan
jako 1hel barvy, lze tento prostor zakreslit do cylindrického souradného systému a HSL

prostorem je tedy valec (viz obrazek .

L= 1/2
1202
H
SusL =1 \ .
0
1
L 240°
L 0 H = 0°/ 180°

0° 120° H 240° 3600 |
L
H

Obr. 2.4: HSL prostor [14]
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2.4 Kalibrace digitalnich obrazi

Redlny obraz je zatiZzen riznymi vadami zpusobenymi nehomogennim osvétlenim pozoro-
vaného vzorku, vinétaci optické soustavy, impulsnim Sumem atd.. Tyto vady lze pomoci

kalibrace potlacit a tim zvysit kvalitu obrazu pro jeho dalsi zpracovani.

2.4.1 Zakladni typy obrazi

P1i popisu obrazii se pouzivaji dva parametry:

Teplota T - pri které je porizen.

Cas t - tzv. expozi¢ni, tj. doba, po kterou byl obraz snimén.
Light-Image

- obraz, ktery chceme kalibrovat. Znacime ho L(T,t).

Dark-frame

- obraz porizeny v absolutni tmé, znac¢ime ho D(T,1t).

Bias-frame

- dark-frame s nulovy expozitnim casem, tedy D(T,0). Znacime ho B(T). V praxi neni
mozné dosdhnout nulového expozi¢niho ¢asu a proto za néj povazujeme nejmensi dosazeny
expozicni cas.

Flat-field

- obraz dokonale homogenni rovnomeérné osvétlené sedé plochy, ktery neni saturovany, tj.

ani jeden pixel neni saturovan. Znac¢ime ho F(T,1).

2.4.2 Metody kalibrace

Odecteni dark-frame
Dark-frame je tfeba vytvorit ihned po vytvoreni light-image, aby byla dodrzena

stejna teplota.

o Nejnizsi nezbytné nutnd metoda kalibrace je:
A=L(T,t)— B(T)
o Lepsi kalibrace nutnd pro delsi expozicni ¢asy je:

A= L(T,t) - D(T, 1)
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Korekce flat-fieldem
Tato metoda koriguje nerovnomérné osvétlené obrazové roviny, riznou citlivost fo-
todiod na svétlo a odstrani tzv. vinétaci - ibytek svétla se vzriustajici vzdalenosti
od optické osy.

L(Ty,t1) — D(T1,t) ok

F(Ty,ty) — Dp(Ta,tz)

kde Dp(T\,t) je dark-frame pro flat-field, tzv. dark-flat a k slouzi k nastaveni hodnot

ve vysledném rozsahu tak, aby byl vyuzit cely dynamicky rozsah.

A:

2.5 Histogram
V obrazové analyze se casto vyuzivaji tzv. histogramy, které jsou definovany nésledovné:
Definice 2.3. Jako histogram nazyvame funkci N cetnosti vyskytu urcité arovné u:

N = N(u)

Histogram ukazuje, jak je vyuzit dynamicky rozsah a zda vSechny trovné jsou obsazeny

se stejnou Cetnosti.

u u

Obr. 2.5: Typické pripady histogramu [§]

2.6 Linearni filtry

Pozndmka. Pro snazsi popis je vhodné uvazovat, ze kazdy pixel je reprezentovan pouze
jednou hodnotou. To lze, protoze barevny obraz muzeme reprezentovat tfemi obrazovymi

maticemi (pro kazdou barvu zvlast): 2%~ 7¢ ~TIB

Linearni filtry maji v obrazové analyze Siroké uplatnéni. Jejich vlastnosti se mohou
velmi lisit a to pouze zvolenim ruznych konvolu¢nich jader. Linearni filtry upravuji frek-

vencni spektrum zpracovaného obrazu.
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Definice 2.4. Necht Z;" , = (P[i,j]) a Z¢“, = (Q[i, j]) jsou obrazové matice. Necht
G = (g[k,l]), kde 0 < k <2m a 0 <[ < 2n. Zobrazeni Fy, : Pli,j| — Qli, j], pro které
plati:

k=—ml=—n

nazyvame linedrni filtr s konvolu¢nim jadrem G.

2.6.1 Zakladni typy linearnich filtrd

Filtr typu identicky obraz

in out

Tento filtr nepotlacuje zadné frekvence obrazu. Plati 777 = Zp%, .

Konvolu¢ni jadro tohoto filtru je:

G = (2.9)

o O O
o = O
o O O

Filtr typu dolni propust

Tento filtr by mél propoustét nizké frekvence a tedy odstranovat vyssi prostorové frek-
vence. Vyssi prostorové frekvence ma napt. Sum.

Nejjednodussi konvoluéni jadro tohoto filtru tvoti tzv. klouzavy primeér:

R
Gu=5[1 11 (2.10)
111

Filtr s timto konvolué¢nim jadrem propousti velmi nizké frekvence, ale mirné i vyssi
frekvence, coz vSak je u tohoto filtru nezddouci. Je proto vhodnéjsi vyuzit konvolucéni

jadro, jehoz prvky jsou urceny gaussovou funkci dvou proménnych.
Pozndmka. Gaussova funkce dvou proménnych ma tvar:

fony) = anp{_ ((1’2 —pa) (Y —u;;))}’

2 2
20% 20,

kde a,0,,0, > 0 a fig, py € R.

Graf této funkce méa v bodé [, 1] vrehol s funkéni hodnotou a. o, oy, urcuji ,,$itku“ na
osach x a y, kde funkéni hodnoty jsou vétsi nez ,pribliznd“ nula (tj. ptiblizné vétsi nez
0.009).

Pro nase vyuziti je vhodné volit y, = pu, =0, 0, = 0y = 0 a a = 1 piipadné tak, aby
soucet vSech prvki jadra byl roven jedné (predevsim pro filtry typu dolni propust a horni

propust), tedy
1

a = .
e 2= GlE M L+ ]
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Gaussova funkce pro nase pouziti ma tvar:

F(@,5) = aexp {—

kde a,o > 0.

x2+y2}

207 (2.11)

4

-30 -20 -10 o 10 20 30 40

Obr. 2.6: Konvolu¢ni gaussovské jadro typu dolni propust o velikosti 81 x 81 se 0 = 10

Konvoluéni jadro typu dolni propust o velikosti 5 x 5 urcené gaussovou funkci dvou

proménnych, kde o = 1 vypada nésledovné:

0,0183 0,0821 0,1353 0,0821 0,0183
0,0821 0,3679 0,6065 0,3679 0,0821
0,1353 0,6065 1 0,6065 0,1353 (2.12)
0,0821 0,3679 0,6065 0,3679 0,0821
0,0183 0,0821 0,1353 0,0821 0,0183

1
~ 6,1688

G

Filtr typu horni propust

Tento filtr propousti vysoké frekvence a tedy odstranuje nizsi prostorové frekvence.

Konvoluéni jadro filtru typu horni propust lze urcit z predchozich typu takto:

Gy =G; -Gy
Po dosazeni ([2.12)):
[ —0,0183 —0,0821 —0,1353 —0,0821 —0,0183 |
. —0,0821 —0,3679 —0,6065 —0,3679 —0,0821
GH:6 Togg | —0.1893 —0,6065 5,1688 —0,6065 —0,1353 (2.13)
’ —0,0821 —0,3679 —0,6065 —0,3679 —0,0821
| —0,0183 —0,0821 —0,1353 —0,0821 —0,0183 |

Pozndmka. V praktickych tlohach se pouzivaji nejen ¢tvercova konvoluéni jadra, ale i ob-

délnikova, kruhova, elipticka aj. Zvoleny tvar zavisi pifimo na resené tloze.
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Priklad (kruhového jadra). Necht r > 0 je velikost kruhového konvolu¢niho jadra. Pak pro
prvky konvoluéni matice G plati: Vi € (0,2m) aVj € (0, 2n) spliujici \/(m —i)2+(n—j)2<
r plati g[i, j] = 0.

Aproximace kruhového jddra se stejnymi hodnotami jako (2.12):

0 0 0,133 0 0
) 00,3679 0,6065 0,3679 0
GL:5’4388 0,1353 0,6065 1  0,6065 0,1353 (2.14)
00,3679 0,6065 0,3679 0
0 0 01353 0 0
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3 REKONSTRUKCE POVRCHU OBJEKTU

Metoda je zaloZena na zamérné barevné vadé objektivu konfokalniho mikroskopu. Roz-
dilnéa vzdalenost povrchu od objektivu se projevuje rozdilnou barvou odrazeného svétla od
povrchu objektu. V ramci jednoho snimku tedy lze na zakladé barvy urcit jeho vyskovy
profil. K tomuto je nutné znat zavislost mezi barvou a vyskou. Lze predpokladat, ze tato
zavislost nebude linearni.

Nami vytvorené numerické metody zpracovani obrazové informace vyuzivaji 16-bitové

snimky.

3.1 Zavislost vysky povrchu na barvé

K zjisténi zavislosti vysky na barvé je nutné poridit vhodné kalibra¢ni snimky. Tyto
snimky lze pouzit pouze pro nasi optickou soustavu, jejiz vlastnosti ovliviiuje typ objek-
tivu, typ kamery a zdroj osvétleni. V pripadé jiné optické soustavy musime vytvorit jiné
kalibra¢ni snimky i snimek pro rekonstrukei povrchu.

Jako kalibrac¢ni snimky jsme pouzili snimky odrazu zrcatka, u kterého lze predpokladat
lokélné konstantni vysku povrchu (viz obrazky B.1]). Tyto snimky majf stejnou velikost:
1304 x 976 pz a jsou kalibrovany odec¢tenim dark-framu. Pouziti korekce flat-fieldem neni
v tomto pripadé nutné, jelikoz nas zajima pouze barva pixelu. Posunuti mezi jednotlivymi
snimky je 0,005 mm.

7 téchto snimkt vybereme jeden, ze kterého urcéime soutradnice pixelu a v kazdém
kalibra¢nim snimku vybereme pixel s témito souradnicemi s jeho okolim. Z tohoto vzorku
zjistime hodnoty ténu barvy H a ty naneseme do grafu zavislosti H(x) ténu barvy H na
poradi snimku (= relativni vysky) x. Pro zjisténi funkéni zévislosti vyuzijeme pramér
téchto hodnot a na vzniklé body aplikujeme MNC (viz kapitola .

Vlivem nedokonalosti objektivu je v kazdé ¢asti obrazu mirné jind zavislost barvy na
vzdalenosti povrchu od objektivu (viz obrazek , coz ma dale za nésledek chybné urceni
vysky povrchu. Pro jednoduchost feseni iilohy budeme predpokladat, ze tyto rozdily jsou
minimalni a tuto vadu zanedbame. Pro kalibraci vsak vybereme z referenc¢niho snimku
pixely se stejnym tonem barvy.

Na obrazku je znazornéna bodova zavislost vysky na barvé. Tato zavislost velmi
pripomina funkci arctan z. Pro aproximaci namérenych hodnot jsme pouzili nésledujici

funkei:

(3.1)

arctan(Az + B) 1>E D
T 2

H(z)=C ( + =
Pro nalezeni optimalnich hodnot koeficientu A, B, C, D, E jsme pouzili metodu
nejmensich ¢tverclt. Vzhledem k tomu, ze funkce neni z hlediska koeficientii linedrni, mu-

seli jsme pouzit pro hledani minima souctu kvadratu rezidui metodu vicerozmérné opti-

malizace. Prakticky jsme realizovali metodu Nelder-Mead, ktera vsak nevedla k zjisténi
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globalniho minima, protoze ¢asto konvergovala k lokalnimu minimu. Proto jsme zvolili ra-
déji kombinaci metody nejvétsiho spadu s Newtonovou metodou. Naslednou inverzi funkce

H(x) jsme dostali zévislost vysky na barveé:

tan W[H—E,D]%—% - B
T = ( T > (3.2)

Obr. 3.1: Snimky zrcatka se vzajemnym posunem vysky o 0,005 mm
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Obr. 3.2: Zavislost barvy na vysce pro dva ruzné pixely se stejnym ténem barvy v patém

snimku
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Obr. 3.3: Zavislost barvy na vysce pfi volbé ¢tvrecového okoli pixelu P[240, 300] o velikosti
5

3.2 Zpracovani obrazu

Jestlize zname zavislost vysky na barveé, mizeme rekonstruovat povrch objektu z jediného
snimku. My jsme pouzili snimek s méritkem 1 pxr = 0,0018408425 mm. Aby zrekon-
struovany povrch objektu byl co nejvérohodnéjsi, je tteba mit snimek s vhodnymi tény
barvy.

Obréazek zobrazuje zavislost vypoctené vysky na redlné vysce. Z rozptylu vypocte-
nych hodnot vysky je patrné, ze by byl nejvhodné;jsi takovy snimek, ktery zahrnuje barevné
tény odpovidajici snimkum 10 az 32, tj. H € (30°,125°).
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Obr. 3.4: Analyza odchylky skutecné a vypocitané vysky

Pro rekonstrukci povrchu jsme pouzili dva rtzné snimky téhoz povrchu s riznym

intervalem barev (viz obrézek [3.5).

(a) Snimek €. 1 - idedlni (b) Snimek ¢&. 2

Obr. 3.5: Snimky vhodné ke zpracovani

Pro cely snimek jsme urcili hodnotu ténu barvy H s pfedem urcenym minimalnim
jasem. Pixely s nizkou jasovou intenzitou jsou zatizeny velkou barevnou chybou a proto
je pro rekonstrukci vysky povrchu vyluc¢ujeme. Tyto pixely vznikaji v mistech, kde reliéf
strmé stoupd, coz mé za nasledek odrazeni svétla mimo objektiv. Vznikly ndm tedy casti
obrazu, kde neni definovana barva a tim i vyska profilu.

Pomoci inverzni funkce jsme dostali hodnoty relativni vysky, které jsme transfor-
movali tak, aby minimalni hodnota vysky byla rovna jedné. Nulové hodnoty vysky urcuji,
ze v téchto castech obrazu hodnotu vysky nezname. To jsou pixely s nizkym jasem a
pixely s ténem barvy H(x) > H(0). Pribliznou pfredstavu o vyskovém profilu je mozné
vidét na obrazku [3.6
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(d) Histogram pro snimek ¢&. 2

Obr. 3.6: Vyskovy profil s histogramem zjisténé vysky

K zjisténi neznamych hodnot vysky bylo treba pouzit vhodné numerické metody. My

jsme pouzili metodu neiplné konvoluce s kruhovym gaussovskym jadrem, ktera dava velmi

dobré vysledky. Volbou o v [2.11] se méni jednak vlastnost interpolace a zéroven i mira

vyhlazeni reliéfu povrchu. Metodu bylo tfeba pouzit vicekrat nejdiive s malym jadrem

s malym o, abychom se zbavili mensich neznamych c¢asti, a nasledné s vétsim jadrem

s vétsim o, abychom dopocitali mista, kde jsou jasné hrany a velké ,skoky* vysky mezi

sousednimi pixely. Vyskovy profil po kazdé konvoluci jsou vidét na obrézcich [3.7 a [3.8]

aF

(a) po 1. konvoluci s jadrem ve- (b) po 2. konvoluci s jaddrem ve- (¢) po 3. konvoluci s jadrem ve-
likosti 7 x7Tao=2 likosti 7 X 7Ta o =2 likosti 81 x 8la o =8

Obr. 3.7: Vyskovy profil snimku ¢.1
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(a) po 1. konvoluci s jaddrem ve- (b) po 2. konvoluci s jadrem ve- (c¢) po 3. konvoluci s jiddrem ve-
likosti 7x 7 a o =2 likosti 7x 7T a o =2 likosti 81 x 81 a 0 =8

Obr. 3.8: Vyskovy profil snimku ¢.2

Prestoze snimek ¢.2 zahrnoval barevné tony nizsi nez oznacené jako idealni, dostali

jsme dobré vysledky.

3.3 3D model

Pokud jiz zname relativni vysku ve vsech pixelech obrazu, mizeme prejit k samotnému
vykresleni pomoci knihovny OpenGL, s kterou se muzete blize seznamit v bakalarské praci
[5] a kterd vyuziva projektivniho prostoru blize popsaného v kapitole

(a) Snimek ¢. 1 (b) Snimek ¢. 2

Obr. 3.9: 3D model - horizontalni thel 230°, vertikalni 35° a vzdalenost 2
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3.4 Aplikace

Tato kapitola obsahuje popis obsluhy vytvorené aplikace.

9 MainForm - O X

Analyza barvy Zpracovani  UloZit aktualni snimek...

Hue

Jas=012 [Jwsechny

Typ okoli
® Ctvrecove
O Kruhové

Velikost okoli

20
30
50

Obr. 3.10: Rozhrani aplikace

3.4.1 Zjisténi zavislosti vysky povrchu na barvé
Krok 1

Nejdiive z menu Analyza barvy vybereme polozku Otevr it snimky... a v otviracim

dialogu vybereme vsechny kalibra¢ni snimky. Snimky musi byt 16-bitové ve formatu TIF.

Krok 2

Nyni dvojklikem v listboxu vybereme jeden referenéni snimek, ¢imz tento snimek zobra-
zime. Klikem levého tlac¢itka na obréazek zjistime tén barvy H pixelu (tzv. Hue) a polohu
pixelil, které maji tento ton barvy nebo alespon z intervalu kolem tohoto ténu, ktery

si mizeme nastavit pomoci ,Soupatka“ pod napisem Hue, ptricemz jeden dilek odpovidéa
1 o
30

Tyto pixely se ve snimku zobrazi jako bilé.

a které maji hodnotu jasu vétsi nez hodnota nastavend pomoci spodniho ,Soupatka“.

Krok 3

Stiskem pravého tlacitka v obrazu vybereme pixel s jeho okolim, ve kterém budeme zjis-

tovat zavislost. Pokud bychom chtéli brat celé okoli, musime vybrat polozku Vsechny,
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v opacném pripadé je tfeba, aby okoli obsahovalo, alespon jeden bily pixel a zavislost se
pak bude zjistovat pouze v takto oznacenych pixelech. Je mozné nastavit velikost a tvar

okoli.

Krok 4

Nyni z menu Analyza barvy vybereme polozku Graf, coz zptisobi vytvoreni formuldre
s bodovym grafem zavislosti barvy na vysce.
Nyni stiskneme tlac¢itko Gradient a nasledné Newton, ¢imz zjistime funkéni zavislost

vysky povrchu na barvé a tlacitkem OK tuto zavislost potvrdime.

3.4.2 Zpracovani obrazu

Po tom, co zjistime funkéni zavislost vysky povrchu na barvé, mtizeme se pustit do zpra-
covani snimki.

Krok 5

Z menu Zpracovani vybereme polozku Otevrit... a v otviracim dialogu vybereme jeden
snimek pro zpracovani. Nasledné nastavime minimalni hodnotu jasu a z menu Zpracovani

vybereme polozku Vyskovy profil, ¢imz se nam zobrazi histogram a vyskovy profil.

Krok 6

Nyni muzeme provést konvoluci, abychom zjistili vysku ve vSech mistech obrazu. Tzn.
v menu Zpracovani vybereme polozku Konvoluce, ¢imz se zobrazi dialog s nastavenim
velikosti konvolu¢niho jadra (tlacitko Nastav velikost) a o pro gaussovské jadro (tlacitko
Gauss). Po stisknuti tlacitka OK se provede konvoluce s vybranym jadrem a zobrazi se

vyskovy profil.

3.4.3 3D modely

Pokud jiz zname vysku ve vSech mistech obrazu, mizeme provést vizualizaci.

Vizualizace v ramci aplikace

V menu Zpracovani vybereme polozku 3D model, ¢imz se otevie formular s vizualizaci
vyuzivajici OpenGL. Zde je mozné pomoci nastaveni thla dle meénit pohled na povrch
objektu.

Stereolitograficky model (STL)

Kromé okamzité vizualizace v aplikaci, je mozné vytvorit model, ktery lze néasledné vy-
tisknout na 3D tiskarné. Tento model se uklada do souboru s priponou *.stl, ktery lze

generovat vybérem polozky Export jako *.stl... v menu Zpracovani.
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ZAVER

Podarilo se nam popsat matematicky aparat potrebny pro rekonstrukei povrchu s vyuzi-
tymi metodami, jednak numerické metody pro zjisténi zavislosti vysky povrchu na barve,
dale metody zpracovani obrazové informace a také aparat pro vizualizaci zrekonstruova-
ného povrchu.

Déle se nam podarilo vytvorit aplikaci ve vyvojovém prostiedi Delphi pro rekonstrukci
povrchu objektu z 16-bitovych snimkt ve formatu TIF z konfokdlniho mikroskopu s hy-
perchromatickym objektivem. Aplikace je schopna z kalibra¢nich snimka urcit zavislost
vysky povrchu na barvé. K tomu poslouzili metody vicerozmérné optimalizace, zejména
metoda nejvétsiho spadu a Newtnova metoda. Po obdrzeni funkéni zavislosti mezi barvou
pixelu a jeho vyskou jsme nasledné z jednoho snimku zrekonstruovali povrch sledovaného
objektu. K tomu jsme implemenovali metodu netiplné konvoluce s gaussovskym jadrem.
Déle jsme povrch vizualizovali pomoci knihovny OpenGL a déle byl vytvoren jeho stereo-
litograficky model pro 3D tisk ve formatu STL. Jednotlivé kroky rekonstrukce lze sledovat
v podobé histogramti, grafi a snimka vyskovych profilt, které je mozné navic ulozit ve
formatu BMP.

Aplikace neni jednoucelova, tj. pro konkrétni optickou soustavu, ale lze s ni zpraco-
vavat snimky z jinych optickych soustav konfokalniho mikroskopu s hyperchromatickym
objektivem za predpokladu, ze mame pro danou soustavu vhodné kalibracni snimky.

Jak jiz v textu bylo uvedeno, zdmérna barevnd vada objektivu neni homogenni, to
zpusobuje zkresleni vysky profilu. Tento nedostatek lze dale korigovat tak, ze pro kaz-
dou ¢ast obrazu se urci funkcéni zavislosti barvy na vysce povrchu. Tato tiloha miize byt

predmétem dalsiho vyvoje numerickych metod rekonstrukce povrchu.
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SEZNAM SYMBOLU A ZKRATEK

u,v,w/o
V=(V.+)

L(vy, ..., vy)

TR &S [
8 3

(@)

vektory/nulovy vektor

vektorovy prostor

linearni kombinace vektort vy, ..., v,
béaze vektorového prostoru

skalarni souc¢in vektorti u a v

norma vektoru v

thel vektort

n-rozmérny afinni prostor

podprostor afinniho prostoru

afinni repér (afinni souradnicovy systém)
souradnice bodu A

soutradnice vektoru u

n-rozmérny euklidovsky prostor
n-rozmérny projektivni prostor
geometricky bod projektivniho prostoru
rozsiteny n-rozmérny euklidovsky prostor
nevlastni geometricky bod projektivniho prostoru

stred promitani

hz,y),g(x,y), h(z,y) funkce dvou proménnych

Ian
Pli, j]
O”(i, j,r)

G

obrazova matice
pixel o souradnicich [i, j]
okoli pixelu P[i, j] o poloméru r

konvolucni jadro
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A PRILOZENE CD A 3D MODELY

Obsah prilozeného CD:

P kotenovy adresar ptilozeného CD

Diplomova_prace.dpr
Diplomova_prace.dproj

GraphUnit.dfm......... ..., formulaf pro
GraphUnit.pas

KonvKernelUnit.pas
MainUnit.dfm....... .. .o i

| Kalibracni_snimky
Image_20170102_065.tif
Image_20170102_066.tif

Image 20170102 _104.tif
| Pro_rekonstrukci
tHlava_01_1304X976 tif
Hlava_02 1304x976.tif

L APLiKACE « vttt aplikace se zdrojovym kodem

Diplomova _prace.eXe .......uuuiiiiiiuinnneenunnnneannn spustitelna aplikace

zobrazeni grafu

KonvKernelUnit.dfm.................. formular nastaveni konvolu¢niho jadra

hlavni formular

MainUnit.pas.......cooveiiiinnaan.. vlastni knihovna pro praci s maticemi

MaticeUnit.pas

ModelUnit.dfm................. formular pro 3D vizualizaci pomoci OpenGL

ModelUnit.pas

OpenTIFF.pas.......ccovuunn... knihovna pro préci s obrazky ve formatu TIF
| SDAMKY e snimky pouzité pri rekonstrukci

L VYSLedRY e oottt e Vysledky ze zpracovavani snimk
10_vysprof.bmp.....oovvviiiiiiannn.. Vyskovy profil (VP) - jas vétsi nez 0,1
11 _vysprof.bmp............ VP po 1. konvoluci s jaddrem o vel. 7T X 7a o =2
12_vysprof.bmp................ VP po 2. konv. s jddrem o vel. 7 x 7T a o =2
13_vysprof.bmp.............. VP po 3. konv. s jddrem o vel. 81 x 81 a 0 =8
14 3D.bmp........... 3D model - horizont. thel 230°, vert. thel 35° a vzdal. 2
16 Model.stl ....viiiiiinninnnannn. Vygenerovany stereolitograficky model
20_vysprof.bmp....... ... VP - jas vétsi nez 0,17
21_vysprof.bmp................ VP po 1. konv. s jddrem o vel. 7 x 7T a o =2
22_vysprof.bmp................ VP po 2. konv. s jddrem o vel. 7 x 7 a o =2
23_vysprof.bmp.............. VP po 3. konv. s jaddrem o vel. 81 x 81 a 0 =8
24 3D.bmp........... 3D model - horizont. tthel 230°, vert. ihel 35° a vzdal. 2
25 Model.stl......cooviiiiiiinnnn... Vygenerovany stereolitograficky model

K tisténé verzi diplomové prace jsou mimo CD prilozeny také 3D modely zrekonstruova-
nych povrchii vytisknuté na 3D tiskarné z materidlu ABS a zvétsené na 2500% s vyskou

kroku 0,1 mm.
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