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Uvod

Vazeni Ctenari,

predlozend prace s ndzvem Ur€ity integral ve stereometrii, kterd se Vam nyni dostava
do rukou, je zaméfena na stereometrii rotacnich téles takovych, s nimiz se Zaci seznamuji
v hodindch matematiky jiz na zdkladni Skole. Ziskané poznatky o téchto télesech si pozdéji
rozvijeji a prohlubuji vramci uciva stiedoSkolské matematiky, pfipadné matematiky
pro gymnazia ¢i stfedni odbornd uciliste.

Prvni kapitola je vénovana tématu urcitého integralu, ktery je soucasti problematiky
integralniho poctu. S uréitym integralem se nékteti z nés setkali jiz na stfedni Skole, ovSem
vétSina studentl se s touto oblasti matematiky (oblasti integralniho poctu) poprvé stietne
azna vysoké Skole. V této prvni kapitole pfipominam definici urcitého integralu, jeho
geometrickou interpretaci a moznosti jeho matematickych aplikaci. Uvadim zde také
zékladni integraéni metody, n¢které zakladni vzorce pro integrovani a hlavni pravidla
pro pocitani s integraly.

Ukolem druhé Kkapitoly je poskytnout v piehledu zakladni informace o zakladnich
rotacnich télesech, tj. valec, kuzel, komoly kuzel, koule a jeji ¢asti.

Ustfednim cilem celé prace je ukézat, jak souvisi prostorova geometrie vyse jmenovanych
rotacnich téles s integralnim poctem, konkrétn¢ s uréitym integralem. Tuto souvislost
jednoznacné prokazuje ta skutecnost, ze jsme schopni pomoci jistych vzorct urcit objem,
obsah plasté a povrch libovolného rota¢niho télesa.

V dalsich né€kolika kapitolach jsou tyto vzorce odvozeny a vysvétleny. Jednotlivé tivahy
a nékteré dilci kroky dopliiuji obrazkovou ilustraci.

Pti vytvareni této prace mné Slo hlavné o to, aby ¢tenaf po jejim prostudovani porozumél
nejen danym vzorcim a principim jejich odvozovani, ale aby dokazal tyto principy
uplatnit a aplikovat predevSim pii feSeni klasickych Skolnich uloh, jenz se tykaji
uvedenych rotacnich téles. A pravé z tohoto divodu zatazuji do témét kazdého tématu
konkrétni feSeny ptiklad, tedy tlohu s ,, konkrétnimi ¢isly.*

Dals$im cilem prace je, aby si ¢tenaf v souvislosti s Gstfedni problematikou textu ozivil,
zopakoval a procvicil postupy integrovani nékterych zakladnich elementarnich funkci
a tim poukdazat na motivaci tyto postupy znat a umét. S ohledem na tento cil jsou v textu
nékteré urcité integraly feSeny podrobné, avSak postup vypoctu, podrobné vysvétleny
v pfedchozim feSeném piikladu, v dalSich piikladech vzdy neopakuji. Nékdy uvadim

pouze odvolavky na piiklady s podrobnym postupem feseni.



Tato moje bakalarska prace muze slouzit napiiklad jako ptirucka pro studenty stfednich
Skol, pro vysokoskolské studenty matematickych oborl, pro néz je toto téma pfitazlivé
a atraktivni, ale doporucil bych ji také ucitelim matematiky na stfednich, ale
i na zakladnich Skolach a viibec v§em ostatnim pfiznivciim a pratelim matematiky.

Autor



1 Urdity integral

V tomto ¢lanku si pfipomeneme ndm jiz znamy nebo alesponi ¢astecné zndmy pojem
a zakladni vlastnosti ur€itého integralu.

Urcity integral piredstavuje velmi dilezitou soucast integralniho poctu, coz je
matematicka disciplina stard nékolik stovek let. Kofeny nachdzime jiz v 17. stoleti, kdy
anglicky matematik Isaac Newton a némecky matematik Gottfried Wilhelm Leibniz
nezavisle na sob¢ zavedli diferencidlni a integralni pocet.

Avsak byl to pravé Newton, kdo jako prvni z téchto zakladateli objevil a ve své praci
zformuloval zékladni vztah derivace a integralu. Tuto praci bohuzel nepublikoval.
Tolik k historii a pojd'me se nyni na urcity integral podivat o néco vice ofima

soucasnosti.

1.1 Definice, geometricky vyznam
Pti definovani urcitého integralu se pfidrzime Newtona, podle n¢hoz je také nasledovné

definovany integral nazvan a sice jako Newtontv urcity integral.

Definice 1.1 Necht' f(x)je funkce definovand v intervalu /. Kazda funkce F(x), ktera

je diferencovatelnd v intervalu / a splituje v ném rovnost

FP(x) = f(x),

se nazyva primitivni funkce k funkci f(x)v intervalu /.

Definice 1.2 Necht' F je primitivni funkce k funkei f v intervalu /. Rozdil funkénich

hodnot funkce F' v bodech a, b tohoto intervalu se nazyva urcity integral funkce f

b
v mezich od a do b a znaci se .[ f(x)dx.

a

Z definice pak plyne zakladni vztah pro vypocet ur¢itého integralu:
b
[ £Gdx=F(b)-F(a) (1.1)

kde funkci f* nazyvame integrandem, ¢islo @ dolni mezi a ¢islo b horni mezi integrace.
Pfi samotném vypoctu tedy uré¢ime primitivni funkci F k funkci / a dosadime meze

integrace do vztahu (1.1). Pro lep$i orientaci a ptfehlednost je vhodné pouzit jesté

b
pied dosazenim piislusnych mezi zapis I f(x)dx= [F (x)] b,



Na zéklad¢ pochopeni definice si dale uvédomime rozdil mezi uréitym integralem
a neurcitym integralem. Zatimco pod neurcitym integralem jsme rozuméli mnozinu
vSech primitivnich funkci k dané funkci f{x), urc¢ity integral je redlné ¢islo dané funkci

f amezemi q, b.

Geometricky vyznam urcitého integralu

Budeme predpokladat, ze funkce f* je na intervalu <a,b> spojita a ze a < b. Pak urcity
integral urcuje obsah plochy omezené grafem funkce £, osou x (y = 0) a ptimkami
o rovnicich x = a, x = b, které jsou rovnobézné s osou y (x = 0). Tyto piimky se n¢kdy

oznacuji jako takzvané potadnice. (Viz obr. 1.1)

_— ¥ =fx)

obr.1.1

Poznamka V nésledujicich kapitolach budeme uvazovat jen spojité funkce.

1.2 Zpisoby vypoctu uréitych integrali

Pii vypoctu vychazime z definice tak, Zze najdeme primitivni funkci F k funkci f .
Urcity integral pak spocitdme odectenim funkéni hodnoty funkce F v dolni mezi
integralu od funk¢éni hodnoty této funkce v jeho horni mezi.

Kur€eni primitivni funkce F vyuzivame nékteré zakladni vzorce, pomoci nichz
nalezneme funkci ' pomérné snadno, ale existuji také funkce, ke kterym se funkce
primitivni hled4 obtizné.

V takovych ptipadech musime zavést vhodnou substituci (viz substitu¢ni metoda),
samoziejm¢ pokud né&jakd takova substituce existuje, pfipadné pouzit metodu per
partes. NemlZeme-li pfimo zavést vhodnou substituci, musime nejdiive funkci f
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upravit tak, aby bylo mozno substitu¢ni metodu pouzit (rozklad racionalni funkce
v parcialni zlomky aj.).

Déle vime, Ze mnozina vSech primitivnich funkci k funkci f je neurCitym integralem
k funkci  f, coz zapisujeme I f(x)dx= F(x) + C. Nejcastéji pro jednoduchost
pouzivame tu primitivni funkci, kde C = 0.

Podobné jako u neurcitych integralii plati 1 pro pocitani s urcitymi integraly jista
pravidla, ktera si nyni uvedeme.

Véta 1.1 Necht’ f(x) a g(x) jsou funkce definované¢ na intervalu <a,b>, které jsou

na tomto intervalu integrovatelné a necht’ k£ € R je libovolna konstanta. Pak plati:

jﬁuykzkjfqu (1.2)

R C— >

[F () + go)ldx = [ f(x)dx+ [ g(x)dx (1.3)

R C— >

[F(0) = g(0)ldx = [ f(x)dx - [ g(x)dx (1.4)

1.2.1 Zakladni vzorce

Pro potieby naseho dal$iho studia uved'me jen jeden vzorec pro urceni primitivni
funkce.

B+

+1

X

jxﬁdx: 5

+Cp#-1,BeR (1.5)

Téchto vzorcu existuje jesté vice a Ize je najit v jakékoliv ucebnici o integralnim poctu,

resp. o zakladech integralniho poctu.

1.2.2 Metoda per partes a substitu¢ni metoda

Podle vztahti uvedenych ve véteé 1.1 jsme schopni spocitat urcity integral souctu dvou
funkei, rozdilu dvou funkci a souc¢inu konstanty s funkci.

Problém ale nastane v momentu, kdy je potfeba integrovat soucin dvou funkei.
K teseni takovych urcitych integralti miizeme pouzit metodu integrovani per partes, coz

v piekladu znamena po ¢astech.



Véta 1.2 Jsou-li u a vfunkce proménné x, které na intervalu <a,b> maji spojité

b b
derivace, pak plati I uv'dx =[uv] - Iu'vdx .

(Diikaz vety Ize nalézt napriklad v Matematicka analyza 2 - Integralni pocet (4)).

Poznamka Pro neurcité integraly je vzorec ve tvaru I wv'dx =uv — Iu'vdx

Lze tedy postupovat i tak, Ze touto metodou ur¢ime nejprve primitivni funkci a pak jen

dosadime meze a, b do vztahu (1.1).

Substitucni metoda

Véta 1.3 Jsou-li funkce ¢ = g(x) a jeji prvni derivace spojité v uzavieném intervalu
<a,b> a je-li zaroven spojita 1 funkce f{z) pro vSechna ¢ = g(x), kde xe <a,b> , pak plati

g(b)

[ Fletng ax= [ f@.

g(a)
(Diikaz vety Ize nalézt napriklad v Matematicka analyza 2 - Integrdlni pocet (4)).
Pfi pouziti substituéni metody pro urcity integral tedy zavadime novou proménnou z.
Soucasn¢ s tim se méni dolni i horni mez integralu. Podle véty o substituci (véta 1.3)
ur¢ime nové meze jako funkéni hodnoty g(a) a g(b).
I zde vSak mlzeme tento pomérné¢ snadno ,,pokazitelny* postup obejit tim, Ze
substituéni metodou ur¢ime nejdiive primitivni funkci a pak, dosazenim pfislusnych
mezi a, b do vztahu (1.1), spo¢itame hodnotu urcitého integralu.

Doplitujici pasdz: Vhodnou aplikaci a ucelnou kombinaci téchto dvou metod (per

partes, subst. metoda) mizeme dokazat platnost néasledujicich tvrzeni (vzorct), které

nam mohou obc¢as usnadnit ndmahu a urychlit vypocet:

L dx i .X ’

_!—T_xz :_arcsm—_a} (1.9)
j’- dx i

—= =l Injx++va+x*
ava+x? L ‘

b r b
1 X
NVa—-x*dx=|—xva—-x* +—aarcsin— | ,a>0 1.11
:[ | 2 2 Va |, ( )

b r b
Va+xtdx = l)m/a+x2 +lalnx+\/a+x2 (1.12)
2 2

a

a

b
} ,a>0 (1.10)

(Provedeni dtikazi téchto, mohli bychom fici ,,dalSich zékladnich vzorci®, je

ponechano na vuli, aktivité, zvidavosti a potfebach ctenare).
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1.3 Vyuziti v matematice

Uzite¢nost urcitého integralu spociva v jeho aplikacich. Urcity integral se jiz v dobach
svého zrodu stal dulezitym vazenym pojmem, ponévadz nasel Siroké uplatnéni
v matematickych disciplinach, ve fyzice, chemii a jinych piirodnich védach. Stal se
také vyznamnym pomocnym nastrojem mnohych technickych obori, jimz je i dnes.
My si vSak v této kapitole ukdzeme pouze moznosti jeho pouziti v matematice.
Urcitym integralem muzeme spocitat napiiklad obsah rovinného utvaru, urcit objem
nebo obsah plasté rotacniho télesa a dalsi.

1.3.1 Vypocet obsahu rovinného utvaru

Zakladni tvahu a postup vypoctu popisuje nasledujici priklad.

Priklad 1

Urcete obsah obrazce ohranieného kiivkami y = x* +3,y = 2x* -1

Reseni: Obsah kiivkami ohrani¢ené plochy uréime jako rozdil uritych integrald
2 2
J.(x2 +3)dx - I(2x2 —1)dx, nebot funkce y = x° +3 nabyva na intervalu <— 2,2>
-2 )
vétSich hodnot.
(Horni a dolni meze téchto integrali miiZzeme urcit také jako x-ové soufadnice

prise¢ikl zadanych funkci).

2 2 2
Vypocet: Ze vzorce (1.4) plyne: J.(x2 +3)dx — j-(2x2 —1)dx = ”(xz +3)—-(2x* - 1)]dx
-2 -2 -2

2

Dostavame tak j(—xz +4)dx. Nyni urCime primitivni funkci F(x) k funkci
-2

43 33

Y tdx+C= %lzx +C,

y=(x"+4): (3" +4)dy=—[dx+4[1dx =

3 2 3 2
odtud F(x) = %12’“ atedy [(-x*+4)dx = {%m} _ E_(_ Ej _32
2

-2

Odpovéd’: Obsah rovinného obrazce ohraniceného danymi kivkami je ? j2.
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(Symbol j*znaéi obecné jednotku obsahu).

1.3.2 Urceni objemu a obsahu plasté rotacniho télesa

Véta 1.4 Objem V_ rotacniho télesa, jehoz plast’ vznikne rotaci grafu spojité funkce

y=f(x) definované na intervalu <a,b> kolem osy x, se vypocte podle vzorce

V. :ﬂjfz(x)dx. (1.13)

(Diikaz vety Ize nalézt napriklad v Matematicka analyza 2 - Integralni pocet (4)).

Véta 1.5 Obsah S plasté rotacniho télesa, ktery vznikne rotaci kiivky y = f(x) kolem
b
osy x, je dan vztahem S_ =27 j FEO1+ £ (x)dx . (1.14)

(Diikaz vety Ize nalézt napriklad v Matematicka analyza 2 - Integradlni pocet (4)).

1.3.3 Ostatni matematické aplikace

Zde ptipomeneme pouze jeden vztah a sice vztah pro vypocet délky rovinné kiivky.

Véta 1.6 Je-li kiivka / grafem funkce y = f(x), kde x € <a,b> a ma-li funkce f na tomto

intervalu spojitou derivaci, je schopna rektifikace a pro délku d oblouku jejiho grafu na

intervalu (a,b) plati d = [{1+[f"(x)] dx. (1.15)

(Diikaz vety Ize naleézt napriklad v Matematicka analyza 2 - Integralni pocet (4)).

Ukol pro zijemce:

Z matematiky ZS vsichni velmi dobie zname vztah pro vypocet délky kruznice. Vime, Ze
plati o =2rr.

Zkuste si nyni sami s pouzitim vzorce (1.15) a efektivni aplikaci poznatkit o urcitem
integralu tento vztah odvodit. V souvislosti s tim rovnez zdiivodnéte pozici konstanty
mve vztahu, tzn. odpovézte na otdazku: Jak se konstanta rdo tohoto vztahu dostala,

odkud se vzala?
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2 Zakladni rotaéni télesa

Rota¢nim télesem obecné rozumime takové té€leso, které ziskame rotaci rovinného
obrazce kolem piimky. Danou pfimku nazyvame osou rotacniho télesa.

Nektera rotacni télesa jsme jiz ditvérné poznali pfi naSem diivéjSim studiu matematiky,
at’ uz na zakladni nebo stfedni Skole. Zde si zopakujeme jejich nazvy a strucné

uvedeme nékteré zakladni charakteristiky.

2.1 Rotacni valec

T¢leso lze ziskat rotaci jistého obdélniku kolem osy o, na niz lezi jedna jeho strana.
M¢jme dan obdélnik ABCD, kde osa o = BC (viz obr.2.1). Rotaci tsecek 4B a CD
kolem osy o vzniknou kruhové podstavy a rotaci usecky AD vznikne plast’ valce.

Délka usecky, kterd nalezi ose o a jejimiz krajnimi body jsou stfedy podstav , je vyska
valce. Polohy, které pfi rotaci zaujima tusecka AD, nazyvame stranami valce. Pokud
kazdou takovouto stranu prodlouzime v piimku, dostaneme Utvar zvany rotacni

valcové plocha (viz obr.2.2) a prostor, ktery tato plocha vymezuje, se nazyva rotacni

valcovy prostor. (Matematika pro gymnazia — Stereometrie (1)).

Osovym fezem valce, jenz vznikl rotaci obdélniku kolem osy o, je obdélnik.
Specialnim piipadem rota¢niho vélce je rovnostranny valec vznikly rotaci Ctverce
kolem osy o, jehoZ osovym fezem je pochopitelné Ctverec.

S rotacnim valcem se bézn¢ setkdvame v nasSem kazdodennim zivoté - nékteré nadoby,
lahve, konzervy, ale i Skolni pomticky, détské hracky a jiné predméty maji tento tvar.
Vialec ma vSak Siroké uplatnéni i v technické praxi, kde tvofi napiiklad zaklad

nékterych strojnich soucastek atp.

AT S N
(M .
Ohr. 2.1 N Q\_—_/

2.2 Rotaéni kuzel
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Rotaci pravouhlého trojuhelniku kolem osy o, ktera obsahuje jeho jednu odvésnu,
vznikne téleso, které se nazyva rotacni kuzel.

Predstavme si pravouhly trojuhelnik 4BV (viz obr.2.3), kde osa o = BV. Rotaci jeho
odvésny 4B kolem osy o vznika kruhova podstava. Plast kuzele vznikne rotaci
pirepony AV. Vyskou v télesa rozumime délku usecky nalezici ose o, jejimz jednim
krajnim bodem je vrchol V a druhym krajnim bodem je stied S podstavy.

Usecky, jejichz jednim bodem je vrchol ¥ a druhym bodem je libovolny bod hranice
podstavy, se nazyvaji strany kuzele a my je vétSinou oznacujeme pismenem s. Je tedy
ziejmé, ze plast rotacniho kuzele je sjednocenim vSech stran s kuzele. A opét,
prodlouzime-li kazdou stranu kuzele v pfimku, dostaneme rotacni kuzelovou
plochu.(viz obr.2.4) Prostor omezeny touto plochou je rota¢ni kuZelovy prostor.

(Matematika pro gymnazia — Stereometrie (1)).

Obr. 2.3

V ptipadé rotace pravouhlého lichobézniku ABCD (viz obr.2.5) kolem osy o, na které
lezi jeho kratsi rameno, vznikd komoly rotacni kuZel.

Rotaci zékladen tohoto lichobé&zniku vzniknou kruhové podstavy komolého kuzele
o polomérech r,r,, kde zpravidla r, > r,. VySka komolého kuZele je délka kratSiho
ramena rotujiciho pravothlého lichobézniku. Strany s jsou zde urceny jednotlivymi
polohami del§iho ramena.

I na tato dv¢ télesa Casto v zivoté nardzime a stejné jako véalec maji velky vyznam
pro techniku, primysl, ale i pro matematiku, geometrii, rozvijeni prostorové

predstavivosti a jiné oblasti lidské ¢innosti.
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Qhr. 2.5

2.3 Koule
M¢éjme danu ptimku o a pilkruh £, jehoZ primér d lezi na pfimce o. Nechame-li
pulkruh £ rotovat kolem pfimky o, dostaneme rotacni téleso zvané koule, které je

jednoznacéné uréeno svym polomérem r a stiedem S. Sttedem koule je stied pulkruhu £
. e d . C e . .
a jeji polomér je dén jako r :E. Hranice koule je vétSinou oznacovana pojmem

kulova plocha.

2.3.1 Casti koule a kulové plochy

a) Kulovy vrchlik- je ¢ast kulové plochy omezena kruznici £, kterd je hranou kulového

vrchliku. Kulovy vrchlik vznikne jako prinik kulové plochy a poloprostoru s rovinou,
jejiz vzdalenost / od stitedu S kulové plochy je mensi nez polomér » kulové plochy.

Rovina rozdéli kulovou plochu na dva kulové vrchliky svySkami v,,v, a plati

v, =r—1;v, =r+1(viz obr.2.6)
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Chr. 26

b) Cast koule, kterou ohrani¢uje kulovy vrchlik a kruh, se nazyva kulova tsed.
Povrchem kulové usece je tedy soucet obsahu kulového vrchliku a kruhové podstavy.
c¢) Prinikem kulové plochy a vrstvy s rovinami o, 0, , které maji vzdalenosti od stiedu
mensi nez polomeér, je kulovy pas. (viz obr. 2.7)

Vyska pasu je dana vzdalenosti rovino,, o, .

Qhr. 2.7

d) Kulova vrstva

16



Za kulovou vrstvu povazujeme tu ¢ast koule, kterou ohranic¢uje kulovy pas spole¢né se
dvéma kruhy. Tyto kruhy jsou podstavami kulové vrstvy. Povrch kulové vrstvy je

potom piedstavovan souctem obsahti obou podstav a kulového pasu.

e) Kulova vyseC je sloucenim kulové usece a rotacniho kuZzele, jehoz vrchol S je
zaroven stfedem piislusné koule a jehoz podstava je spolend s podstavou dané kulové

usece. (viz obr. 2.8)

Hranici kulové vysecCe reprezentuje plast kuzele a kulovy vrchlik.
Z tohoto pohledu si miZeme kulovou vyse¢ predstavovat jako takovou ¢ast koule,
ktera je sjednocenim vsech tsecek SY, kde bod S je stiedem koule a bod Y je bodem

kulového vrchliku.

0
/ | ‘1
[N
X ' 7

Ohr. 2.8
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3 Rota¢ni vilec
Nyni se dostdvame k prvnimu a soucasné nejznaméj§imu rotacnimu télesu - valci.
V predeslém ¢lanku jsme ziskali nejdulezitéjsi informace o tom, jak rotacni valec
vznika, jak vypada, z jakych ¢asti se sklada a jaky ma vyznam pro prakticky zivot.
Uz v 8. tfid¢ zakladni Skoly, kdy jsme se s valcem potkali poprvé, nas pan ucitel ¢i pani
ucitelka naucil(a) jisté vzorce, které 1 dnes umime pouZzivat k vypoctu objemu valce,
obsahu jeho plast¢ a povrchu. A prav€ na né se ted spolecné¢ zaméfime, vice je

pozname a prozkoumame z pohledu matematické analyzy.

3.1 Objem valce
Jak jsme jiz zjistili, valec ziskdme rotaci obdélniku (Ctverce) kolem dané piimky.
Za osu rotacniho vélce (stejn¢ i u dalSich téles) budeme povazovat osu x kartézské

souradnicové soustavy Oxy. Plocha rotujiciho obdélniku je potom omezena osou x,

grafem linearni funkce y = ¢ definované na intervalu <0,v> , kde v je vyska valce, osou

y a samoziejme piimkou o rovnici x =v. (Viz obr. 3.1)

¥[0,q]

P[0,0] X[v,0] X

obr.3.1

Za téchto podminek plyne =ze vzorce (1.13) wvztah pro objem valce

4
V= ﬂJ.qzdx = 7q*[x], = m*v. Polozime-li ¢=r, dostaneme vzorec v konetné
0

podobé
V=mv. (3.1)
Diilezité: Ze vzorce (3.1) je zfejmé, Ze objem libovolného rotacniho valce zavisi

na jeho vysce va poloméru r jeho kruhovych podstav, tzn.: zméni-li se velikost r

18



a vysky v, zméni se také jeho objem. ZvétSenim ¢i zmensSenim vysky se zméni horni
mez integralu funkce y =gq.

Tuto skutecnost si 1épe uvédomime pfi feSeni ndsledujiciho prikladu.

Priklad 1
O kolik procent se zvétsi objem valce, jestlize se jeho polomér zvétsi o 10% a jeho
vyska 0 20%?
Reseni: Mame dan pivodni véalec o vysce v, jehoZ kruhové podstavy maji polomér 7.
Zvétsime-li parametry 7,v v souladu s podminkami zadani, budou mit podstavy nového
valce polomér s =1,1r a vySka valce h =1,2v . Takovy vélec vznikne rotaci obdélniku
ohrani¢eného osami x, y, grafem funkce y = 1,17 a pfimkou x =1,2v kolem osy x.

1,2v

Pro jeho objem V, plati V, =« I(l,lr)zdx
0

1,2v
Vypotet: 7 [ (LIrf'dy =121 [x]; = 1,217 -1,2v = 1,452y

0
Objem ¥, ptvodniho valce byl pochopiteln¢ V, = m’v. V, tak piedstavuje 145,2%
V,,aproto je 145,2% —100% = 45,2%

Odpovéd: Objem valce se zvetsi o 45,2%.

Postupem, kterym jsme odvodili vzorec (3.1), miZeme kromé klasickych Skolnich tloh
feSit 1 rizné priklady z technické praxe, které se nc¢kdy prolinaji s fyzikou nebo

s n¢kterou z jejich oblasti.

Priklad 2

Urcete hmotnost 5 m dlouhé roury, jejiz vnéjsi pramér je 35 mm, vnitini pramér
26 mm a hustota p materialu, z néhoZ je zhotovena, je 7800 kg-m ™.

Reseni: Dana roura je tvofena 2 valci, které maji spole¢nou vysku v =5 m, ale rizné
poloméry podstav. Abychom mohli ur¢it hmotnost m roury, potfebujeme znat jeji

objem V. Hodnotu objemu pak dosadime do vztahu pro vypocet hmotnosti m = p-V .

Objem V spocitame odectenim objemul, uZz§iho vélce od objemu V, SirSiho vélce.
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Vztahy pro uréeni V,, V,: vychézeji z avahy v predchozi Casti

169
textu.

Vypocet: 1.zpusob:
5
v :”I 49 e x 49 [x]gz 5-497 _ 2457 o
v, 160000 160000 160000 160000

5

V, zﬂj‘ig?dx=7rig?[ ]5 > 169” 8140567[ m’
0

oy _y _ 2457 8457 _ 245007135207 _ 109807
2T 64100 10° 16-10° " 16100

m = 7800 - 10980”'—16 816k
16-10°
2.zpiisob:

169, h 169 , 169
h= ﬂ-[16 10* _”Iloé [Im 107 j106 J !(16 0 10° )"~

2196 []5 10980z .

ﬂ'.
16-10° 16-10°
m = 7800 - 10980”'—16 816k
16-10°

Odpovéd: Hmotnost roury je piiblizné 16,816 kg.

3.2 Obsah plasté

Obsah plasté rotacniho valce miZeme urcit pomémé snadno jako obsah obdélniku,
jehoz jedna strana je rovna velikosti obvodu podstavy a druha velikosti vysky télesa.

Obsah plasté je potom S, =o0-v. V prvni kapitole jsme si uvedli vztah pro vypocet

obvodu kruhu (o0 = 277 ). Lze tedy psat S, =2mv. (3.2)
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K hodnote¢ S, jsme s to dospét, i kdyz si v danou chvili na o =27z nevzpomeneme.

Podle wvéty 1.5 je totiz obsah plaste libovolného rotacniho  télesa

S. = 27z_lif(x)1/1 + " (x)dx .

Pro vélec mame S, :2ﬂjq-\/1+02dx:27zq-[x]; =2mv a opét, je-li g=r, je
0

S, =2mv.

Priklad 3

Osovym fezem viélce je étverec o obsahu 56,25 cm”. Vypoditejte obsah jeho plasté.

ReSeni: Jednd se o rovnostranny valec vznikly rotaci ¢tverce kolem osy x. Protoze
u rovnostranného vélce je 27 =va protoZe v nasem ptipad¢ 2r =v =,/56,25=7,5cm,

je dany ctverec omezen piimkou y=3,75, osami x,y a piimkou x=7,5.

7,5
S, =27 [3,75-V1+0% dx
0

7.5 A
Vypoget: S, =2x j 3,75-V1+0%dx = 27-3,75-[x]" =176,715cm’
0

Odpovéd’: Obsah plasté daného valce je zaokrouhlend 176,715¢m>.

3.3 Povrch
Tvrzeni 3.1 Pro vypocet povrchu P rota¢niho valce plati

P=2m-(v+r). (3.3)

Chapeme-li povrch rotacniho valce jako soucet obsahii obou jeho kruhovych podstav
s obsahem plasté, mizeme pravdivost tvrzeni oveétit dikazem. Konstrukei dikazu pak

provedeme ve tfech krocich:

(1) Nejdiive musime urcit obsah jedné kruhové podstavy. Pfi ur€ovani obsahu kruhu
k(S;:7) je vhodné rozlisit 2 pipady: a) S =[0,0]
b)S =[m,n]
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ad a) Plochu kruhu omezuji kfivky y=+/r’>—x>, y=-Jr’—x”a jeho obsah je
(dlel.11)

|S| = 2}\/;’2 —x%dx = 2{%)5-\/72 —x’ +%r2 -arcsinf}
—r r
2

:2{(i -arcsin IJ - (ﬁ : arcsin(—l)ﬂ = ZKﬁ : ZJ - [r_ . @H =2- ﬂr—z =’
2 2 2 2 2 2 2

ad b) Vtomto pfipadé je plocha pilkruhu omezena jednak kiivkou

Jr’—(x-m)> +n a jednak grafem konstantni funkce y=n na intervalu

y
m—r,m+ r> . Obsah S je tedy

S = ZK’T:WZ —(x—-m)* + anx - Lmrn]dx} = 2(%2 +2nr — 2nrj =’

(Analogicky jakou ad a)

Tim jsme jednoznacné prokazali, ze obsah kruhu zavisi pouze na jeho poloméru,

konstanté 7 a nikoliv na stiedu S.

(2) Odvozeni vypoctu obsahu plasté( S, = 2zrv) jsme jiz ukazali v ¢lanku 3.2.

(3) P=S,+285=2mv+ 2w =2mr-(v+r), coz dokazuje platnost tvrzeni.
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4 Rotacni kuzel
Dalsim télesem, kterym se budeme zabyvat, je rotacni kuzel. MozZna si nékteti z vés,

podobné jako kdysi ja, polozili otdzku: ,,Pro¢ je objem rota¢niho kuzele o poloméru r
. i . , L .,
jeho podstavy a o vySce v roven zrovna Eobjemu valce o stejné vySce a o stejném

poloméru podstav? Takova otdzka je zcela opravnénd, je naprosto logicka a nabizi se
jiz pfi prvnim stfetnuti se vzorcem pro uréeni objemu kuzele. Odpovéd na tuto otazku

a stejné tak 1 na nekteré dalsi ziskate prostudovanim nésledujicich fadku této kapitoly.

4.1 Objem kuZele

Z kapitoly 2.2 vime, jak toto téleso vznika.

Uvazovany trojuhelnik je tvofen 2 odvésnami a 1 pfeponou. Jednou jeho odvésnou je
usecka o délce v, jenz nalezi ose x, kde v predstavuje vysku rotaci vznikajiciho kuZzele.
Druhou odvésnou je tisecka o délce r, kde » je polomér vznikajiciho kuzele, jejimiz
krajnimi body jsou C = [v,O],B = [v,r], které nalezi pfimce p: x = v. Pieponou je pak

usecka AB, kde 4=[0,0},B=[v,r]. Tato Gise¢ka nalezi piimce s, kterd je grafem

linearni funkce y = kx definované na intervalu / = <O,v> . (Viz obr. 4.1).

5.y =kx

Qlox] Blv ]

Al0,0] Clv 01| «

obr.4.1

Dale vime, Ze objem libovolného rotacniho télesa je dan vztahem (1.13).
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Nezbyva nam tedy nic jiného, nez do tohoto vztahu dosadit potiebné tudaje.

v 2 2 3 2.3 2
Podosazenipakméme:V=7z.[(£-x) dx=r- r_zx_ =7r-rv2 —o=""7
o\V v o 3v 3
1,
a tedy V=§7ZT Y 4.1)

Poznamka na dokresleni
Rovnici pfimky Ize vyjadfit ve smérnicovém tvaru y = kx+ ¢, kde k je tzv. smérnice,

pro niz plati k =tg@ (¢ je uhel, ktery svird dana pifimka s kladnou poloosou x),
a proto je vnaSem piipadé k =LA protoze piimka s prochdzi poc¢atkem KSS, je
v

q=0.

Uvedenou vivahou se nyni pokusime vyresit klasickou iilohu pro ZS.
Priklad 1

Vypocitejte objem rotacniho kuZele, je-li obvod jeho podstavy 125,6 cm
a strana s ma délku 25 cm.

Reseni: Dany kuZel ziskame rotaci takového pravothlého trojuhelniku ABC, jehoz

b

odvésna BC ma délku r =

, coz je piiblizn€¢ 20 cm a odvésna AC je délky
v=+25"-20", tedy |AC| =15cm a jehoz pfeponou je strana ¢ = AB o délce 25 cm,
pficemz ¢ C s.

o < : . 4
Ptimku s 1ze za téchto okolnosti popsat rovnici y = Ex.

Hodnotu objemu V' jiZ snadno zjistime dosazenim do vzorce 1.13 a vyfeSenim daného

integralu.

15 2 3 15 3 '
Vypodet: V=7zj(ixJ dx=r1- 16 x° =7z~16 15 =6283cm’
A 93| 27

Odpovéd’: Objem rotaéniho kuZele je ptiblizné 6283 cm’ .

4.2 Obsah plasté

Pfi odvozovani vzorce pro vypocet budeme uvazovat tak, Ze se na celé téleso
rotaniho kuzele podivame jako na objekt vznikly rotaci pravouhlého trojihelniku
kolem osy x (viz ptfedchozi ivaha v kap. 4.1). Dosazenim do vzorce (1.14), ktery je

univerzalnim vztahem pro vypocet obsahu plasté rotacnich téles, a vyfeSenim integralu
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dostaneme vzorec, kterym lze spocitat obsah plast¢ rotacniho kuzele. Dosazenim

2

v 2 v 2
., r r r vo+r y .
dostavame S, =272I—x- I+|—| dx= 2ﬂj—x- > aprotoze Vv’ +r° =5 je
oV v oV v
2

2 v
Sp1=27r-{u~%} = ﬂ-(r—S-V——OJ=2ﬂrs=7z7’-s (4.2)

2
Y 0 2

Vyhodou tohoto pohledu je ziskani vztahu (4.2), pomoci néhoz miiZeme spocitat obsah
plasté rotacniho kuzele, jenz zavisi pfimo imérné na délce strany s a na poloméru r
podstavy, rychle a snadno.

V nasledujicim ptikladu, resp. pii jeho feSeni, si vice pfibliZime praktické vyuziti vyse

uvedeného postupu.

Piiklad 2

Vypocitejte obsah plasté rotaéniho kuzele o vysce v=10cm, jehoz strana s ma
od roviny podstavy odchylku 30°.

Reseni: Tento kuZel vznikne rotaci pravouhlého trojuhelniku, jehoz plocha je

ohrani¢ena odvésnou v =10cm, odvé€snou r a preponou s (stejnd tvaha jako

b A 0 W .« 7 7’
u objemu). Pfeponu s mizeme popsat rovnici y = kx, kde k =—.
%

Dale plati :

=20cm

. o

sin 30

(1)sin30° =E, odtud s =
s

(2)r =4/20> =10%, odtud 7 =103 cm
Ptepona s je tedy grafem linearni funkce y = \3x definované na intervalu 7 = <O,10> .

Pro obsah plasté pak plati:

10
S, =27 [3x-1+3dx
0

10 P 10
V&’QOéet: Spl = 27[J.\/§x.411+3dx — 27Z'|:2\/§x7:| .,y 200\/§ _
0

0

- 200\/§cm2

Odpovéd: Obsah plasté daného rotacniho kuzele je 7r-200\/§cm2, tj. pfiblizné
1088,28 cm®
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4.3 Povrch

Povrchem P rota¢niho kuzele rozumime soucet hodnoty obsahu jeho plasté¢ a obsahu
jeho kruhové podstavy.

Pro povrch P potom plati

P=m’+ms=m-(r+s) 4.3)
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5 Komoly rotaéni kuZzel

Jestlize jsme v predeslé kapitole popisovali vznik télesa rotacniho kuZele, strategii
odvozovani vzorcl pro vypocet jeho objemu, obsahu plast¢ a povrchu, pak musime
hovotit i 0 komolém rota¢nim kuzelu a ve stejném duchu jej prozkoumat.

S timto télesem jiz mame pomérné bohaté zkuSenosti, které jsme ziskali pifi feSeni
ruznych matematickych, respektive rliznych matematickych stereometrickych tloh
na SS, pfi¢emz mnohé z téchto zkuSenosti mame draze zaplacené — napiiklad $patnymi
znamkami z pisemek a testll na toto téma, a to jen diky nedostatklim a chybam, kterych
jsme se pii feSeni dopustili nékdy jen zpouhé nepozornosti, ale Castéji a vice
v disledku nepochopeni nékterych zasadnich principti feSeni ¢1 postupt vypocti
a nepiesnosti pii dosazeni do vzorci, jeZ jsme si mnohdy 1 Spatn€ zapamatovali nebo se
je naucili chybné. OvSem je to velice individudlni, kazdy mame s touto problematikou
jiné zkusenosti a 1 vztah k ni je u studentd, ucitelii a fanouskd matematiky odlisny.

JA)

Jsem vSak toho nazoru, a mozna 1 néktefi z vas - Ctenari se mnou budou souhlasit, Ze
télesa, stejné tak i ulohy, které se k nému vztahuji a vzorce uzivané pfi jejich feseni.

Pevné véfim v to, Ze Vam vyssi matematika obsazend i v tomto textu poslouzi jako
dobry pomocnik a rddce pro hlubsi a lepsi pochopeni jak podstaty feSeni takovychto

uloh, tak postupti nutnych vypocth a hlavné podstaty vzniku potfebnych vzorct.

5.1 Objem télesa

Vime, Ze pro objem libovolného rota¢niho télesa plati:
b
V=rx[f(x)dx.
Dale vime, Ze komoly rotaéni kuzel vznikne rotaci pravouhlého lichobéZniku kolem osy x.
Dany lichobéZznik pak ohranicuje osa x (y =0),0sa y (x=0), pfimka o rovnici x=v
a hlavné usecka s:y=kx+gq, kterd prochazi body C = [0, 7, ];D = [v,rl] (viz obr.5.1),
pfi¢emZ funkce y = kx + ¢ je definovana na intervalu <O, v>.

Ta zakladni ivaha je naprosto stejnd jako u ptedchozich téles.
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T[U,rl] D[V:fl]

siy=kx+q

cfo.n]

P[0,0] Z[v,0] X

X=v

obr.5.1

b
Do vztahu V:ﬁJ.fz(x)dxdosadime za f(x):y=kx+gq,piiCemz g=r, a =110
%
Po tomto dosazeni dostavame:
efr,—r ’ v(r—r)z ) (r—r) )
V=7TJ. L2 Xx+r, dx=7Z’I x4 2 x 204y
A v v
odtud
N2 L3 _ 2 v )2
V=7z{—(r1 2’”2) ‘x?+2r2-—(r1 rz)-x—+r22x} =7z-{—(rl ) -v+r2~(r1—r2)-v+r22v}:
v 1% 2 o 3

2 2 2 2 1 2 2
gﬂv-(r1 =2nr, +r, ++3r,1 =31, +3r, ):§7zv-(rl +nr, +r,")

(5.1)

Piiklad 1

Na zéklad¢ ziskanych poznatkii urcete objem komolého rota¢niho kuzele, ktery ma
podstavy s priméry d,=250cm a d,=86 cm. Odchylka strany s od roviny podstavy je

53°18'.

Reseni: Dany komoly kuZel vznikne rotaci lichob&zniku ohrani¢eného soufadnicovymi
" . r.—r 5

osami, piimkou x =v a setkou y =kx+¢, kde k =——= akde ¢ =r,. Je tedy potieba

v
uréitvak. :
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a)Vysku v uré¢ime jako 7g53° 1882, odtud v =110 cm (zaokrouhleno na celé ¢islo)
125-43

110
¢) Dany lichobéznik je tedy ohranicen jednak t€émi soufadnicovymi osami, jednak piimkou
x =110 a také Gseckou y = 0,745x + 43, ktera prochazi body C =[0,43]a D =[110,125]

b) k= = 0,745 ( zaokrouhleno na 3 desetinna mista)

Vse potiebné jiz mdme a mizeme tedy piejit k samotnému vypoctu objemu.

110 110

Vyposet: ¥ = [(0,745x +43)’dx = x [0,555025x*+64,07x +1849dx =
0 0

3 2 110
- 7[-{0,555025-%+64,07-%+1849x} -
0

3 2
110 +64,O7-110

:72'-(0,555025- +1849-110j—0=

= -837259,5917 = 2630328,582cm’

Odpovéd’: Objem daného komolého rotaéniho kuZele je priblizné 2630328,582 cm” .

5.2 Obsah plasté

b
Pro obsah plasté rotaéniho télesa plati: S, =27Z'I f(x)- 1+[f (”(x)]zdx a stejnym

stylem, kterym jsme odvodili vzorec (5.1), odvodime:

v . . 2 v _ 2 Y
S,,,=27rj{[” rzjﬁ,,z] /H(Mj dxzzﬂj[(rl rzjwz] virren ) g
0 \% \% 0 \% 1%

AR Vv v 2 v? v,
2 _ _
20 H%LZFZ)_FQ ]—O}:bz’ (S ( 1 2)_H,Zsj=27z-,(sl’1 ST, zsjz
% %
+
27[-%:72'-67‘1411”2):725'-(1"1-}-}"2) (5.2)
Priklad 2

U prikladu 1 kap. 5.1 urCete obsah plasté¢ komolého rotacniho kuZele a délku jeho strany s.

Reseni: (Viz P¥iklad 1)
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110 110
41 1681 [ 1681 41 [ 1681
Vypocet: S =27 || —x+43|-,[1+ dx=2r| 1+ —— —x+,[1+——-43dx =
& !(55 j 3025 ! 3025 55 3025

110

2
=2r- {0,929789075 . % + 53,63295521x} =72412,76176cm’

0

Délka strany s: s =/110°+(125 - 43)*=137,200583 1 cm

Odpovéd: Obsah plasté je zhruba 72412,76176cm”a délka strany s je pfiblizné
137,2005831 cm.

5.3 Povrch

Pro povrch P komolého rota¢niho kuzele plati:
P=m+m3+S , aprotoze S = ns-(r+7,), je

P=mw+mi+ms - (r +r 5.3
1 2 1 2
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6 Koule

Koule, to je posledni rota¢ni téleso, kterym se ve své praci zabyvam. Kromé toho, Ze se
jednéd o posledni téleso ze skupiny zdkladnich rotacnich téles, tak je to také téleso
ze vSech téles této skupiny nejzajimavejsi.

Koule je zajimava nejen pro svilij dokonale zaobleny tvar bez vrcholli, hran a podstav,
ale 1 pro nékteré dalsi zvlaStnosti zejména pii urcovani jejich parametri — hlavné
objemu a povrchu. Téchto zvlastnosti si vS§imneme uZ pfi ¢teni zapisti onéch vzorct,
a nejen my, studenti matematiky, ale i néktefi bystii Zaci SS. A pravé to mohu doloZit

jednou skute¢nou piihodou:

Pii vyuce matematiky, nékdy ke konci druhého pololeti ve druhém rocniku na jedné
nejmenované SS, probiral vyuéujici v ramci tématu stereometrie kouli.
Po tom, co vylozil obecné informace a vysvétlil odlisSnosti od ostatnich téles, zminil

dva vzorce, a sice vzorec pro vypocet objemu a vzorec pro vypocet povrchu koule.
: 4 L : ..
Jako prvni napsal na tabuli V' = 5727’3 (vzorec pro vypocet objemu). V tom okamziku

zvedl ruku zak sedici v prvni lavici a poté, co mu bylo ucitelem dano slovo, vznesl

dotaz: ,,Pane profesore, (tehdy jest¢ bézné osloveni tamniho stfedoskolského ucitele)

. . . o4 . 3 ‘
neméte v tom vzorci chybu? Nem4 tam byt misto 5727/3 nahodou Zﬂ?'3 9
v v 1v . ’ ’ N 3 4 113
Ucitel odpovedél: ,,Ne, ten vzorec je napsan spravné, opravdu jsou tam 3
s e o 4 . ot % y
Na to zak reagoval: ,,To je n&jaké divné, 3 takové zvlastni Cislo ve vzorecku, —

: 4
by vypadaly lépe. Pro¢ tam jsou zrovna ty 3 7

Po této zakove otazce se ucitel na dobrych tficet sekund odmlcel, ale nakonec popadl
dech a odpovédél: ,,No, totiz celd ta problematika odvozovani téch vzorct je pomérné
slozitd. Abych mohl na tu otazku jednoznacné a presné odpovédet, museli byste umét
pocitat derivace a hlavné pak integraly, coZ samo o sobé je dost tézké. Zde jsme
to neprobirali a do konce vaSeho studia ani probirat nebudeme. Takze nema vyznam se
timto az tak podrobné zabyvat. Po vas chci jen to, abyste se ten vzorec naucili a uméli
jej pouzit pfii feseni prikladil, coz si ukdzeme za chvili.“ Dale pokrac¢oval ucitel slovy:
,,Stejné tak by jste se mohli ptat i na ten dal§i vzorec P = 4m”. Jak to, Ze povrch koule
predstavuje 4 - nasobek plochy kruhu o poloméru » dané koule? Ale i na takovy dotaz
bych musel odpovédét stejné.
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Tolik ptfihoda a nyni si zkusme jen na okamzik ptedstavit, Ze by ten Zak na konci
druhého ro¢niku umél derivovat a pocitat jednoduché integraly (urcité i neurcité). Ta
predstava, myslim, neni nerealnd. Vzdyt po uspéSném absolvovani prvniho ro¢niku
a prvniho pololeti druhého ro¢niku Zaci znaji celou linearni 1 kvadratickou funkci, umi
upravovat vyrazy s logaritmy, feSit logaritmické, exponencidlni 1 goniometrické
rovnice a nerovnice. Znaji tedy vSechny dileZzité funkce, a dokonce maji 1 zakladni
znalosti z planimetrie. Pro¢ tedy na to nenavéazat limitami, derivacemi a integraly?
Zvladli by to? Pochopili by to? Osobné véfim, ze ano, ale to je mozna odvazné tvrzeni
a polozené otazky jsou nepochybné¢ predmétem dlouhé diskuse.

At uZ to je, nebo neni mozné, piedstavme si, Ze by to zadk z naSi pfihody umél. Pak

by ta jednoznacna piesnd odpoveéd pana ucitele mohla vypadat naptiklad takto:

6.1 Objem koule

M¢jme dan souradnicovy systém Oxy a pilkruh k. Pro jednoduchost budeme uvazovat

pulkruh £ se stiedem v po&atku P = [0,0] soutadnicového systému a s polom&rem .

Plochu ptlkruhu pak ohranicuje useCka AB € x, kde 4= [— r,O], B= [r,O], pficemz

|4B| = 2r akiivka [ :x*+y*=r® neboli [:y=+/r’~x* . (Viz obr. 6.1)

l:x? +y" =r?

Al-r,0] P[0,0] BIr,0]" “x

obr.6.1

Samotna koule pak vznikne rotaci tohoto ptlkruhu kolem osy x.
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b
Objem JV jakéhokoliv rota¢niho télesa, tedy i koule, je dan jako V' = 7rJ- f2(x)dx.

Mluvime - li o objemu koule, pak f{x) je y=+r’-x> definovanid na intervalu

1= <— r,r> , proto je a =—r,b =r . Pro objem

V' potom plati:

V=r- jr(m)zdx 7 _jr(rz—xz Jix=7- [jrzdx - szde

= 7r~[[r2x]: —{é} J = 7r~(2r3—%J = %727’3 (6.1)

Poznamka Ze vzorce (6.1) je patrna zavislost objemu koule na jejim poloméru. Pouze
na poloméru r zavisi objem koule a to ptimo tmérné. Objem koule nezéavisi na jejim
prostorovém umisténi, resp. na prostorovém umisténi jejiho stiedu.
Pti feSeni uloh na toto téma je vyhodné odvozeny vzorec (6.1) znat. V opacném
ptipad€ bychom museli uplatnit stejny postup jako pfi jeho odvozovani, tentokrat vSak
jiz s dosazenim konkrétnich ¢isel a naslednym vyieSenim integralu.

A pravé jeden takovy piiklad si nyni ukdzeme:

Piiklad 1

Ozdobné Zulova koule ma obvod svého nejvétsiho prifezu 1,57 m. Jaka je hmotnost
koule?
Reseni: 1. Nejdiive uréime objem dané koule:
a) Zjistime polomér » ze vzorce pro obvod kruhu o =2 . Je-li 0 =157,
potom je r = 0,25 (zaokrouhleno)

b) Danou kouli ziskdme rotaci ptlkruhu % se sttedem napiiklad v pocatku

KSS a polomérem r=0,25, jehoz plocha je ohrani¢ena tuseckou

ABex, kde A=[-0,25,0] B=[0,25,0] a kiivkou

[:y = 4/0,25%—x? kolem osy x.
0,25 2

) V=x | («/0,252—x2)dx

-0,25
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2. Ur¢ime hmotnost koule podle vztahu m = p-V, kde p je hustota materialu.

3

V naSem ptipadé je p =2800kg -m~

Vypocet:
0,25 2 0,25
1. V=nrx I (\/0,252—)62 ) dc=r1 j(0,0625 —x*Hx=r- 0,020833333 = 0,0654498467713
-0,25 -0,25

2. m=2800-0,065449846 = 183,26 kg (zaokrouhleno na 2 desetinna mista).

Odpovéd’: Hmotnost koule je piiblizné 183,26 kg.

6.2 Povrch
V ptipad¢ koule neni potieba rozliSovat pojmy - obsah plasté a povrch, nebot” jde o téleso
bez podstav. Obsah plasté je zaroven povrchem.

Aplikovat budeme tutéZ Gvahu jako u odvozeni vypoctu objemu. Rozdil je jen v pouZitém

b
vztahu. Zatimco byl pro odvozeni vzorce (6.1) pouzit vztah V =7r_[ f2(x)dx,

b
pro odvozeni vypoctu povrchu pouzijeme vztah S, = 27Z'J. f(x)- 1+[f M (x)]2 dx, kde

— X
[ 2"
r —X

Po dosazeni mame:

2
szPznj'\/rz—xz-\/l{ Y }a’xz

SO =

= 27[]\/r2—x2- Zr 2dxz27zjrdx:27[-[rx]_::27z-(r2+r2):47zr2 (6.2)

NV —X

Poznamka | hodnota povrchu koule je pfimo timérné zavisla na poloméru » a i pii feSeni
téchto uloh je vyhodné si vzorec (6.2) zapamatovat. Paklize se tak nestane, miizeme ulohy
vyfesit tim samym zptisobem, jakym jsme vzorec (6.2) odvodili.

Timto zptisobem jsme schopni fesit i komplikovanéjsi ulohy, ve kterych je potieba povrch
koule vypocitat.

Jedno z takovych moznych zadani mize znit:

Priklad 2
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Je déna koule o polomérur = 6 dm. Urcete polomér podstavy rota¢niho kuzele, jehoz vySka
je r a jehoz povrch se rovna povrchu dané koule.
Reseni: 1. Uréime povrch P koule pomoci vyse uvedeného postupu

2. Zjistime polomér u rotaéniho kuZele z rovnosti P = - (u +s), kde prava strana
rovnice predstavuje povrch rotacniho kuzele o poloméru u podstavy. Celd rovnost je
matematickym zapisem prvni podminky zadéani: ,,Povrch kuZele je roven povrchu dané

koule*.
Z 2. podminky: ,vyska kuZele je 7 plyne s=+/36+u", odtud je pak

P=7zu-(u+\/36+u2)

Vypodet:
1.
P=2r|N36-x>- |1+ dx =270 |36 —x? - ———=dx =27 [6x] {=27-72 =144z
I \/ {\/36 —x° } j 36 —x?
2. l447r=7zu~(u+\/36+u2) po tpravé 207236=324 a odtud u = 8dm
u

Odpovéd’: Polomér podstavy rotacniho kuZzele je 8 dm.

To je vSe k problematice objemu a povrchu koule.
Vratim-li se k naSemu zékovi z Gvodni pifihody, pak jsem toho minéni, ze by mu text
obsazeny v kapitolach 6.1 a 6.2 pfi zdkladnich znalostech derivovani a integrovéni, jako

odpovéd’ na jeho otazky, stacil.

6.3 Casti koule a kulové plochy

Zde si povime jesté néco o Castech koule a kulové plochy, resp. o ur€ovani jejich objemil
a obsahl. Stru¢ny piehled jsme si nastinili jiz v kapitole 2.3.1, kde jsme si je definovali
a vysvétlili, jak vznikaji.

Na casti koule se muzeme také divat jako na samostatnd rotacni télesa, nebot’ je
dostaneme, kromé fezii koule rovinami, i rotaci jistych ohrani¢enych rovinnych utvarii
kolem osy x.

Stejné jako u celé koule miizeme i u jejich casti pocitat objem a obsah plasté (ten je

zaroven obsahem pfislusné ¢asti kulové plochy) podle vzorci.
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Neda se vsak fict, Ze jsou to samostatna rotacni té¢lesa jako napt. kuzel nebo valec. Jsou to
jen Casti toho hlavniho télesa, kterym je koule, a proto si je nebudeme rozebirat uplné

vSechny. Pro zajimavost uvedeme a rozebereme jen jednu z nich a sice kulovou tsec.

6.3.1 Objem kulové usece
Na obrazku 6.2 vidime vySrafovanou ¢ast plochy kruhu k(P,r), kde P je pocatek

soufadnicového systému. Plocha obrazce je ohraniCena piimkou p:x=r—v, tseckou
CDex,kde C=[r-v,0},D=[r0], pticemz |CD| =v predstavuje vySku rotaci
vznikajiciho télesa a kiivkou /, ktera je grafem funkce y =+/r’~x* definované na intervalu
I= <r -, r> .

Rotaci vysrafované oblasti kolem osy x ziskdme kulovou use¢, kterd je casti koule

o poloméru .

\ pX=r-¥

I:y=~\;':?'2—x2

IX[r,0] P[0,0] Clr-v,0] O[r,0]

obr.6.2

Objem J usece je pak:

r 2 37" 2 a2 3 3
VHJ.(\/VZ—XZ)dxﬂ-([rzx]zv—{%} Jﬂ-[rzv—%v SrvThy j:ﬂrvz—m}T:

r=v
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=§7zv2‘(37—v) (6.3)

Poznamka K tomu, abychom mohli urcit objem kulové usece, potfebujeme znat polomér
koule, ze které je ,,ufiznuta® a vysku tsece. Dosazenim do vzorce (6.3) a néaslednym
vypoctem ziskame hodnotu objemu.

V tlohach vSak nemivame Casto zadan polomér » koule, ale polomér r, podstavy usece.
Pro tyto ptipady najdeme v literatufe jiny vzorec a sice
v
v =Z-(3r21+v2), (6.4)
ktery miizeme ptimo, pokud si jej pamatujeme, pouzit.

Neni to ale nutné. I k tomuto vzorci jsme s to dojit pomoci vzorce (6.3), ktery bud’ zname,

nebo odvodime. Tohle tvrzeni je v§ak vhodné podlozit dikazem:

Diikaz: (1) Pror, va r, plati: rz—(r - v)2 =r?. Rovnost je ziejmé4 jiZ z obr. 6.2

P+

(2) Vyjadienim » z rovnice je r = 5
v

2 2
+
(3) Vyraz

dosadime do vzorce (6.3)

2 2 2 2 2
Objem je potom V' = lzzvz{} i —vJ _m T m (37’21+v2)
3

2y 3 2 6

Provedeny dikaz 1 predeslé odvozeni vzorce (6.3) lze chéapat jako navod k feSeni
pfiklad, v nichZ nemame zadan polomér r koule, ale polomér r, podstavy usece

pro piipad neznalosti vzorce (6.4).

Reseni takové tilohy je pak velmi jednoduché, jedni se jen o dosazeni parametrti r,,

v do odvozeného vzorce (6.4), a proto zde nebudeme uvadét zadny feSeny piiklad.
6.3.2 Obsah kulového vrchliku
Kulovy vrchlik je, jak vime, ¢asti kulové plochy s polomérem 7. Jeho obsah S je zaroven
obsahem plasteé tisece koule o stejném poloméru r.
Aplikujeme-li stejnou uvahu jako v kap.6.3.1 a pouzijeme-li univerzalni vztah (1.14),

dostaneme:
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dx(v1z kap. 6.2)=27z-[rx]_, =27 (6.5)

S = 27r.[\/r -

Funk¢nost a pravdivost  odvozeni vzorce (6.5) si mizeme ovéfit vyfeSenim nasledujici
ulohy:

Piiklad 3

Rovina protne kouli o poloméru r =9,8dm v kruhu o poloméru r,=7,9 dm.Vypoctéte
povrch prislusné kulové tsece.

Reseni: Povrch tisede uréime jako soudet obsahu jejiho plasté a obsahu kruhové podstavy.

1. Obsah plasté ur¢ime jako obsah kulového vrchliku. K tomu potifebujeme znat

vysku tisede, kterou zjistime z rovnosti 7’—r2= (r —v)* (viz ditkaz v kap. 6.3.1)

Odtud je pak v =7 —+/r’—r3

2. Ur¢ime obsah S plasté usece dosazenim f(x):y=+/r’—x" a piislusnych
mezi do vztahu (1.14)
3. Uré&ime obsah S, podstavy tsece jako S,= 7 -7}

4. Dopocitame povrch P Gsece jako P =S+,

Vypodet: 1. v=98-4/9,8°~7,9° = 4dm (se zaokrouhlenim)

2. §= 27[]}/98 —x’ ———dx=2rx- 98x58—27t 39,2 = 246,3dm” (se
\/ P—x’

zaokrouhlenim)
3. 8,=7-19°=196,1dm’
4. P=2463+196,1 = 442,4dm’

Odpovéd’: Povrch prisluiné kulové Gsece je 442,4dm” .
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Zavér

A to je, vaZeni Ctenafi, z mé strany uz vSe. V praci jsem se snazil pfedstavit Vam integralni
pocet nikoliv jako néco naro¢ného a slozitého, co je potieba ovladat, chceme — li rozumét
matematice 1épe nez jini, ale spiSe predstavit jej jako zajimavou matematickou disciplinu,
kterou mé smysl studovat a zabyvat se ji. Zajimavou z hlediska vyuziti hlavné ve Skolské
matematice, konkrétn€ z hlediska vyuziti ve stereometrii rotacnich téles, kterou budeme
nekolikrat, jakozto budouci ucitelé matematiky, v ramci uciva 8. — 9. tfidy zékladni Skoly

a néktefi tfeba 1 v rdmci uciva 2. ro¢niku stfedni skoly vyucovat.

Jak jsme zjistili, tlohy na téma objem, obsah plast¢ a povrch rotacniho télesa, které
mimochodem nepatii u zakl k nejvice oblibenym, nejsou ve skutecnosti tak obtizné

a zakeiné, jak se bohuzel mnohym zakiim a studentim jevi. Jak jsme ukazali, sta¢i jen
umét pracovat se zakladnimi elementarnimi funkcemi, byt schopni pocitat derivace téchto
funkci a dokéazat je integrovat alesponi na té nezbytné zakladni Grovni. Za tohoto
predpokladu jsme schopni néjakou takovou stereometrickou tlohu vyfesit vzdy spravné

a s prehledem, pfi¢emZ ani nepotfebujeme mit ndm dobfe znamou védomostni vybavu
v podobé cca 15 vzoreckli pro objemy, obsahy plastt a povrchy. Vyhodou je pravé
redukce onéch patnécti vzorcil na pouhé dva vzorce, s jejichz pomoci ur¢ime pozadovany
parametr (objem, obsah plasté) rotacniho télesa pomérné snadno, jak ostatné dokumentu;i
jednotlivé fesené piiklady, obrazky a uvahy.

Vzdy je dilezité uvédomit si, jak dané téleso vznika, které udaje pfi tom hraji dileZitou
roli a samoziejm¢ znat dva univerzalni vztahy pro vypocet, v nichz figuruje pravé ten
urCity integral. VSe ostatni, tedy dosazeni, Upravy a samotny vypocet, je jiz rutinni
technickou zalezitosti, ale opakuji, je tfeba to umét, jinak se vysledku nedobereme. Paklize
to vSak umime, pak nebudeme mit s feSenim viibec zadny problém.

Realita je ale takova, Ze se zaci predevsim na SS seznamuji nejdiive s rotaénimi télesy,
vzorci pro vypocet, jez se jim mnohdy motaji a pletou, a teprve az ve 4. ro¢niku se dozvi
néco o limitach, derivacich a integralech a to jen na nékterych Skolach. Nékde dokonce
ukon¢i matematiku  kombinatorikou, pravdépodobnosti, zéklady statistiky a dal
nepokracuji. Vysledkem toho je pak nepopularita stereometrie, nechut’ k tomuto tématu,
neuspokojivé znalosti zakl v této partii a stim souvisejici jejich Spatné vzpominky
na dobu, kdy se télesa, objemy a povrchy téles v matematice probiraly. A to je velka
Skoda. MoZzna nékteré z Vs, ktefi jste méli na stfedni Skole stereometrii radi tak jako ja,
moje prace inspirovala k tomu, abyste vztah zakl ke stereometrii rotacnich téles chtéli
zménit k lepSimu a snazili se najit k tomu vhodné metody. Pokud se tak stalo, pak ta kratka

prace splnila svij ucel nad rdmec vytycenych cilti.
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Anotace v angli¢tingé:

The main topic of this thesis is the application of definite
integral at solid geometry. The main content is derivation
and explanation of the formulas for calculation of volume,
content of the surface of rotating bodies using definite
integral as a qualitative and effective tool.

I also point out the posibility of its application in solving
tasks related to this topic.

The goal of this thesis is to show the importance of the
integral, especially definite integral both for the derivation of
these formulas, solving and calculations of the tasks, and for
more effective teaching of solid geometry as a mathematical
discipline and thus the positive feedback from the students.
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